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Resumen

La computacién cudntica esta evolucionando tan rapidamente que nos obliga a revisar, reescribir
y actualizar la base de la teoria. Algoritmos Cudnticos Bésicos revisa los primeros algoritmos
cuanticos. Comenzd en 1985 con Deutsch tratando de evaluar una funcién en dos puntos de do-
minio simultaneo. Luego, Deutsch y Jozsa crearon en 1992 un algoritmo cudntico que determina
si una funcién booleana es constante o equilibrada. Al ano siguiente, Bernstein y Vazirani se
dieron cuenta de que se puede usar el mismo algoritmo para encontrar una funcién booleana
especifica en el conjunto de funciones booleanas lineales. En 1994, Simon presenté un nuevo
algoritmo cudntico que determina si una funcién es uno a uno o dos a uno exponencialmente
mas rapido que cualquier algoritmo clésico para el mismo problema. En el mismo ano, Shor creé
dos nuevos algoritmos cudnticos para factorizar nimeros enteros y calcular logaritmos discre-
tos, amenazando los métodos criptograficos ampliamente utilizados en la actualidad. En 1995,
Kitaev describié una versién alternativa de los algoritmos de Shor que resulté tutil en muchas
otras aplicaciones. Al ano siguiente, Grover creé un algoritmo de busqueda cuéntica cuadrati-
camente mas rapido que su contraparte clasica. En este trabajo, todos esos notables algoritmos
se describen en detalle con un enfoque en el modelo de circuito.
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Capitulo 1

Introduccion

Los algoritmos cuénticos es una subérea de la computacién cudntica que esté evolucionando
rapidamente no solo en términos de nuevos algoritmos sino también en términos de aplicaciones
e implementaciones. Los algoritmos béasicos son los pilares de esta nueva estructura. La cons-
trucciéon comenzé con un cambio en las reglas del juego. En lugar de almacenar informacion
en bits, que toman cero o uno, podemos almacenar informacién en qubits, cuyo estado es una
superposiciéon de ceros y unos. Las reglas basadas en la mecdnica cldsica fueron reemplazadas
por reglas basadas en la mecéanica cuantica.

La primera idea llegé con la propuesta de Deutsch en el ano 1985 de evaluar una funcion
booleana de un bit en dos puntos simultdneamente, mediante la explotacién de la superposicion
de ceros y unos; lo que se conoce como paralelismo cuantico. En este momento, faltaba un marco
para la creacién de nuevos algoritmos, que sélo se establecid en 1989 cuando Deutsch public
un articulo sobre circuitos cuanticos, presentando las puertas cuanticas que reemplazan a las
conocidas puertas cldsicas, como AND, OR, NOT. En 1992, el area del algoritmo cudntico cobrd
impulso cuando Deutsch y Jozsa crearon un algoritmo para determinar si una funcién booleana
esta equilibrada o es constante. Este algoritmo estimulé el desarrollo de algoritmos basados en un
Oréculo. Tenemos una funcién a nuestra disposicién y necesitamos revelar una propiedad oculta
de esta funcién. Podemos evaluar la funcién tantas veces como queramos, pero el objetivo es
encontrar la propiedad haciendo la consulta la menor cantidad de veces posible.

Bernstein y Vazirani notaron en el anno 1993 que el algoritmo de Deutsch-Jozsa podria usarse
para encontrar una funciéon booleana especifica en el conjunto de funciones booleanas lineales.
El algoritmo de Bernstein-Vazirani es méas rapido que su contraparte cldsica sin explotar el
entrelazamiento. El poder del algoritmo se basa tnicamente en el paralelismo cuantico.

El impulso aumenté atin mas cuando Simon en el afio 1994 publicé un algoritmo cuantico
que distingue si una funcién es uno a uno o dos a uno, exponencialmente mas rapido que los
algoritmos clésicos para el mismo propdsito. En este caso, tenemos que extender el tipo de
funcién para tener una salida con muchos bits. Este algoritmo explota el enredo maximo. El
problema de Simon tiene una aplicacion interesante para encontrar un subgrupo oculto de una
clase especial de grupos.

Shor alcanzé la cumbre cuando cred en el ano 1994 dos célebres algoritmos cuanticos para
factorizar enteros compuestos y calcular logaritmos discretos, que tienen un fuerte impacto en
poder romper los métodos de criptografia utilizados en nuestra vida diaria. Los algoritmos de
Shor ayudaron a poner la computacién cuantica en el centro de atenciéon. Desde entonces, el
area estd aumentando a un ritmo asombroso. El algoritmo de Shor también se puede formular



como un algoritmo basado en un Oréaculo con una funcién que es periédica. El objetivo es
encontrar el periodo evaluando la funcién lo menos posible. Encontrar el periodo es un trabajo
para la transformada de Fourier, que es 1til en los algoritmos clasicos a pesar de ser del orden de
O(Nlog N), donde N es el tamano de los datos. En el caso cudntico, la transformada de Fourier
se implementa usando puertas universales del orden de O(log2 N) y la superposicién cudntica
hace la magia.

Kitaev presentd en 1995 otra versién de los algoritmos de Shor tras desarrollar un algoritmo
cuantico para la estimacion de fase. Dado un operador unitario y uno de sus vectores propios, el
algoritmo encuentra eficientemente el valor propio correspondiente; que estd totalmente carac-
terizado por su fase. El algoritmo de Kitaev resulté ttil para otras aplicaciones, como el conteo
cuéntico.

Grover puso el foco en las bases de datos no ordenadas y en el afio 1996 creé un algoritmo
cuantico que encuentra un elemento cuadrdticamente mas rapido que la busqueda clasica. El
algoritmo de Grover también se puede formular como un algoritmo basado en un Oréaculo, con
una funcién booleana que es constante excepto por un unico punto en el dominio. El objetivo es
encontrar ese punto evaluando la funcién lo menos posible. Cuando se escribe como un algoritmo
de caja negra, esta claro que el algoritmo de Grover tiene una amplia aplicabilidad.

Algoritmos cudnticos bdsicos describe en detalle las notables contribuciones descritas an-
teriormente. No hay esperanza si no usamos el lenguaje correcto: Matematicas, mas especifi-
camente, algebra lineal. Nociones como superposicién cudntica y entrelazamiento, tienen una
definicién precisa cuando usamos algebra lineal. Las medidas se describen mediante proyectores,
las puertas mediante operadores unitarios y los qubits mediante vectores. Proyectores, opera-
dores unitarios y vectores son palabras del lenguaje del dlgebra lineal. Al describir algoritmos
cudnticos o cualquier cosa relacionada con la cudntica, es mejor usar las matematicas porque sin
ellas, probablemente alguien diga tonterias.

Algoritmos cudnticos bdsicos sigue en la medida de lo posible el ordenamiento histérico, que
es el orden de complejidad creciente. Nos sentimos como subiendo escalones con una altura cada
vez mayor, fortaleciendo musculos y preparandonos para el desafio de comprender algoritmos
cuanticos complejos. Cada capitulo es lo més independiente posible para ayudar a los lectores
que estan familiarizados con algunos algoritmos a saltarse algunas partes. El texto estd escrito
para alguien a quien le gustaria ensenar algoritmos cudnticos, no para alguien a quien le gustaria
aprender por si mismo, lo cual se desaconseja en general porque es mejor pasar la Ciencia de
persona a persona directamente. Los materiales escritos son herramientas que ayudan en el
proceso.

Por tltimo, pero no menos importante, no dude en ponerse en contacto con el autor (portugal®@
1ncc.br) si hay errores o problemas de imprecisién o falta de citas. Las sugerencias también son
bienvenidas.
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Capitulo 2

Circulitos cuanticos

El objetivo de este Capitulo es definir los conceptos de qubit, puerta légica y circuito cuanti-
co. Antes de eso, repasamos brevemente los hechos clave del algebra lineal [2, 61] usando la
notaciéon de Dirac desde el principio. Parte de este material fue publicado en el tutorial [47].
Las referencias para esta seccién son [51] y [64]. Las referencias adicionales para el dlgebra lineal
para la computacién cudntica son el Apéndice A de [46] y la Seccién 2.1 de [42].

2.1. Repaso del algebra lineal usando la notacion de Dirac

Hay varias notaciones para mostrar que una variable v es un vector, por ejemplo, U, v, etc.
En computacién cudntica, el mas utilizado es el de Dirac: |v). Una secuencia de vectores se
denota por |vg), |v1), |ve) y asi sucesivamente. Es muy comin abusar de esta notacién y denotar
la misma secuencia como |0), |1), |2) y asi sucesivamente.

La base candnica de un espacio vectorial bidimensional tiene dos vectores, que se denotan
por {|0),|1)} en la notacién de Dirac, donde |0) y |1) tienen la siguiente representacién

Estos vectores tienen dos entradas o componentes, son unitarios y son ortogonales. Entonces,
esta base es ortonormal. Se llama base candnica en algebra lineal y base computacional en
computacién cudntica. Tenga en cuenta que |0) no es el vector nulo, sino el primer vector de la
base candnica. Todas las entradas del vector nulo son iguales a 0. En el caso bidimensional, es

0
0
sin ninguna denominacién especial en la notacién de Dirac.

Un vector genérico en un espacio vectorial bidimensional se obtiene mediante la combinacion
lineal de los vectores base,

) = al0) + B[1),

donde o y 8 son numeros complejos. Estos niimeros son las entradas del vector [¢), como se
puede ver en la notacién



El vector dual al vector [1)) se denota por (| y se obtiene transponiendo |¢) y conjugando cada
entrada. Usando la ecuacién anterior, obtenemos

W= (o 87,
que se puede escribir como
(| = a™(0] + (1,

donde
(0]=(1 0) and (1]=(0 1).

El vector dual (1| es una matriz 1 x 2 y el vector [¢)) es una matriz 2 x 1. En este punto,
introducimos el simbolo dagger, denotado por T, que es la notaciéon para el vector transpuesto
conjugado (transponer el vector y luego conjugar cada entrada o viceversa). Entonces, podemos
escribir (| = |¥)7 v [¢) = (4|T. Dos puiiales, uno tras otro, funcionan como la operacién de
identidad.

Supongamos que |Y1) y |[t2) son vectores bidimensionales dados por

w=(5) v wa=(3).

El producto interno de dos vectores |1)1) y [1)2) es un nimero complejo denotado por <1/11 ‘¢2> y
definido como el producto matricial del vector dual (11| por |¢2), como sigue

(1|2) = (a* ) <g> = o™y + B%6.

En la notacién de Dirac, el cdlculo del producto interior se realiza distribuyendo el producto
matricial sobre la suma de vectores, de la siguiente manera

(P1]pa) = (" (0] + B*(1]) - (7]0) + 6]1)) = a*y (0]0) + 5*0 (1]1) = a*y + B*0.

La norma del vector |¢)1) se denota por || [¢1) || ¥ se define como

Heon) | = \/(enfwn) = Va2 +18]%,

donde |a es el valor absoluto de «, es decir
la] = Va - ar.

Si @ = a + bi, donde i es la unidad imaginaria (i = v/—1), a es la parte real y b es la parte

imaginaria, entonces
la| = v/(a+bi) - (a —bi) = Va2 + b2.

Un nimero complejo « tal que || = 1 se llama niumero complejo unitario y se puede escribir
como el = cos §+isin @, donde # es un 4ngulo. En espacios vectoriales reales, el producto interno

se llama producto escalar y viene dado por

(r]2) = [ )|l [l [2) ] cos o,

donde 6 es el angulo entre los vectores |¢1) y |1)2).



Usando estas definiciones, podemos mostrar que la base {|0), |1)} es ortonormal, es decir, los
vectores |0) y |1) son ortogonales y tienen norma 1, es decir

(0joy =1, (0[1)=0, (1j0)=0, (1j1)=1.

Una forma algebraica de denotar la ortonormalidad y de compactar las iltimas cuatro ecuaciones
en una sola es

(k]6) = b
donde k y £ son bits y ¢ es el delta de Kronecker , definido como

1, sik=2¢,
Oke = .
0, si k#4.

2.2. Qubit y superposicién

La unidad de memoria béasica de una computadora clasica es el bit, que asume el valor 0 o
1. Por lo general, el bit se implementa usando dos voltajes distintos, siguiendo la convencién de
que el voltaje bajo o nulo representa el bit 0 y el voltaje alto representa el bit 1 Para determinar
si la salida es el bit 0 o 1 al final del calculo, es necesario medir el voltaje.

La unidad de memoria bésica de una computadora cuantica es el qubit, que también asume,
al final del calculo, un valor 0 o 1. El qubit se implementa utilizando una corriente eléctrica
en un pequeno superconductor, siguiendo la convenciéon de que la corriente en sentido horario
representa (0 y la corriente en sentido antihorario representa 1, o al revés. La diferencia con el
dispositivo clasico ocurre durante el cémputo ya que el qubit admite la coexistencia simultanea
de los valores 0 y 1. Durante el computo, es decir, antes de la medicién, el estado de un qubit
esta representado por una norma de valor 1 dos -vector dimensional y los estados de un qubit
correspondientes a 0y 1 son |0) y |1). La definicién de estado es un vector de norma 1 en un espa-
cio vectorial complejo dotado del producto interno presentado en la Seccién anterior.! El estado
se puede considerar como el “valor” del qubit antes de la medicién. La coexistencia cudntica se
representa matematicamente mediante una combinacion lineal de vectores ortonormales de la
siguiente manera

) = |0) + B[1),

donde « y B son nimeros complejos que obedecen la restriccién
la? + 18> = 1.

El estado del qubit es el vector |¢)) de norma 1 con las entradas o y . Los niimeros complejos
a'y 3 son las amplitudes del estado [¢).

La coexistencia de los bits 0 y 1 no se puede implementar en un dispositivo clasico, ya que no
es posible tener bajo y alto voltaje al mismo tiempo, como todos saben. En mecanica cuantica,
es dificil de creer, es posible tener un sistema cudntico (generalmente microscépico) con bajo
y alto voltaje al mismo tiempo. Esta coexistencia sélo puede mantenerse completamente, si
el sistema cuantico esta completamente aislado del entorno macroscépico circundante. Cuando
medimos el sistema cudntico para determinar el valor del voltaje, el dispositivo de medicién
inevitablemente afecta el voltaje, generando un resultado estocastico, que es un voltaje bajo o

1Un espacio vectorial de dimensién finita con un producto interno es un espacio de Hilbert .



alto, similar al bit cldsico. En otras palabras, la coexistencia solo se mantiene cuando nadie (ni
nada) estd tratando de determinar si el voltaje es alto o bajo. Tenga en cuenta que la mecénica
cudntica es una teoria cientifica, es decir, sus leyes y resultados pueden probarse objetivamente
en laboratorios. Ademads, las leyes y declaraciones innecesarias se descartan sumariamente. Por
lo tanto, la declaracion de ”la coexistencia sdlo se mantiene cuando el sistema esta aislado” tiene
consecuencias practicas y es una declaracién que se ha probado y se ha vuelto a probar durante
mas de 100 anos, en miles de laboratorios de mecanica cudntica en todo el mundo. Por otro
lado, las pruebas experimentales han descartado teorias alternativas que son mas aceptables
cldsicamente, que podrian ayudar a comprender o visualizar la superposicién cudntica.

Desde un punto de vista computacional, tenemos un qubit en superposiciéon y usamos esta
caracteristica en un circuito. Por ejemplo, el circuito

) —— [ A— o1

nos dice que el ”valorinicial del qubit es |¢) y esta informacién se transmite sin cambios de
izquierda a derecha hasta que se realiza una medicién, como lo muestra el medidor (la pantalla
de un voltimetro). Las salidas de la medicién son 0 o 1. La informacién clésica se transmite por
un cable doble. Si el estado del qubit es [¢)) = |0), una medicién necesariamente generara 0 y
si el estado es |1), una medicién necesariamente generard 1. En el caso general, si el estado es
a|0) + B|1), una medicién arrojard 0 con probabilidad |a|? o 1 con probabilidad |3|?, como se
muestra en el circuito

0, con probabilidad |a/?,
o)+ 1) ——— A —
10) B 1, con probabilidad |3|?.
La salida se puede representar mediante un histograma de la distribucién de probabilidades. Es
importante repetir que « y 8 se llaman amplitudes del estado «|0) + 5|1) y son niimeros que
pueden ser negativos y tener parte imaginaria. Por otro lado, |a|? y |3]? son nimeros reales

positivos en el intervalo [0, 1] y se denominan probabilidades. Un intercambio descuidado entre
amplitudes y probabilidades crea errores imperdonables.

Figura 2.1: Esfera de Bloch y la ubicacién de los estados |0), |1), |£), y |£i). Un estado arbitrario
|1) es mostrado con los dngulos esféricos 0 y .

El estado de un qubit se puede caracterizar por dos dngulos 6 y ¢ de la siguiente manera

0 - 0
1) = cos 2 |0) + ¢'¥sin 3 1),

6



donde 0 < 0 < 7wy 0 <y < 2. Esta notacién muestra que existe una correspondencia uno a uno
entre el conjunto de estados de un qubit y los puntos en la superficie de una esfera de radio 1,
llamada esfera de Bloch. Los dngulos 6 y ¢ son angulos esféricos que describen la ubicacién del
estado |¢), como se muestra en la Fig. 2.1. Un punto en la esfera de Bloch se describe mediante
un vector tridimensional con entradas reales

sin 6 cos
sin @ sin ¢
cosf

Las ubicaciones en la esfera de Bloch de los estados |0) y |1), cuyos angulos esféricos son (0, p) =
(0,0) y (6,¢) = (m,0), se senalan en la Fig. 2.1. Las ubicaciones de los estados

N VESEY
’:I:> - \/§ ’
by _ 0

V2

se determinan después de averiguar los angulos esféricos, que son (6,¢) = (7/2,7/2 F7/2) y
(0,¢) = (7/2,4+7/2), respectivamente.? Luego, sus ubicaciones son las intersecciones del eje =
con la esfera de Bloch y el eje y con la esfera de Bloch.

Si tenemos un estado arbitrario de 1 qubit «|0) + 5|1) y queremos encontrar los dngulos
esféricos 0 y ¢, lo primero que debemos hacer es escribir o y 3 como €% y ryel??, respec-
tivamente; donde r; = |a| y 72 = |B]. Ahora multiplicamos el estado por e~'#! para obtener
r1)0) + ! #2=¢1)ry|1). Luego, tomamos ¢ = @y — 1 v @ = 2arccosr;. Tenga en cuenta que
ry = sin(6/2) porque 72 + r3 = 1. No hay problema en multiplicar el estado por un nimero
complejo unitario como e '¥! porque en mecénica cudntica dos estados cudnticos que difieren
en un factor global se consideran iguales. El factor global debe ser un niimero complejo unitario
y suele llamarse fase global.

2.3. Puertas de un solo qubit

Una puerta de un solo qubit es una matriz cuadrada unitaria bidimensional. Una matriz U
es unitaria si al multiplicar U por un vector de norma arbitrario da como resultado un vector
de norma 1. Formalmente, supongamos que |¢') = Uly), donde |¢) es un vector bidimensional
de norma 1. Si U es una matriz unitaria, entonces [¢)') tendra norma 1. Por ejemplo, la matriz
de Hadamard

1
o L1
V21 -1
es unitaria. Por lo tanto, la multiplicacién de H por los vectores base tiene que dar como
resultado vectores de norma 1. En realidad,

o () - () - o

2No intente entender + simultdneamente porque nuestra mente entra en un estado no deseado, superpuesto,
enredado. Por favor, se debe abordar primero el signo superior de todas las expresiones. Luego, se dirige al signo
inferior.




Tenga en cuenta que el vector resultante tiene norma de valor 1. Denotamos este vector por |+),
es decir

+) )+

1 1
= —|0) + —=|1).
\/i‘ \/5\ )
Multiplicando H por |1) se obtiene el vector |—) definido como
=)

>_ >7

T
V2 V2
que también tiene norma de vaor 1. Estos cdlculos son importantes porque necesitamos conocer
la salida de la puerta. Si la entrada es |0), la salida serd |4). Si la entrada es |1), la salida serd
|—). Si la entrada es una superposicién «|0) + 3|1), la salida serd la superposicion de |+) y |—)
con las mismas amplitudes, a|+) + 5|—), porque usamos la propiedad de linealidad de la puerta,
es decir, en lugar de pensar que H es una matriz, usamos que H es un operador lineal y si se
aplica H a una combinacién lineal de los vectores |0) y |1) con amplitudes v y 3, el resultado
es una combinacién lineal de H|0) y H|1) con las mismas amplitudes a y 5. Podemos evitar
este punto de vista abstracto, pero cuando multiplicamos una matriz por una suma de vectores,

tenemos que distribuir la multiplicacién entre los vectores.

Comprobar que la multiplicacion de H por los vectores de la base ortonormal da como
resultado vectores de norma 1 no es suficiente para demostrar que H es una matriz unitaria.
También es necesario demostrar que los vectores resultantes son ortogonales, es decir, demostrar
que <—‘+> = 0. En este punto, es més facil comprobar que H es unitario calculando HHT,
donde HT se obtiene transponiendo H y conjugando cada entrada. Si el resultado es la matriz
identidad, H serd unitario. Para que conste, H' se llama la transposicion hermitica de H.

Un circuito cudntico es una representacién grafica de un algoritmo cuédntico. El qubit de
entrada estd a la izquierda y la informacién (el estado del qubit) se transmite sin cambios de
izquierda a derecha hasta que se encuentre con una puerta logica. La puerta recibe la entrada
de la izquierda, luego procesa la informacién y el resultado sale por la derecha y continua su
curso. El procesamiento de la puerta se realiza multiplicando la matriz unitaria que representa
la puerta por el vector que representa el estado del qubit. Por ejemplo, la expresién |+) = H|0)
esta representado por el siguiente circuito:

10) +)-

La entrada es el vector |0), que el cable transmite sin cambios a H, que actia sobre la entrada y
la transforma en |+), que luego se transporta hacia la derecha. La accién de la puerta se calcula
multiplicando H por |0). Por lo tanto, el resultado del cdlculo es |+). Si al final del calculo
realizamos una medicion, el circuito es

o —{a—A— {

0, con probabilidad %,
1, con probabilidad %
El circuito muestra que la salida de la medida del qubit, cuyo estado era |+), es 0 con probabilidad

1/2 0 1 con la misma probabilidad. La Fig. 2.2 muestra el histograma de la distribucién de
probabilidades generada en Qiskit.?. Un ejemplo maés sencillo que el anterior es la puerta X,

3Qiskit es un software de cédigo abierto para ejecutar programas en computadoras cuanticas de la IBM.
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Figura 2.2: Histograma de la distribucién de probabilidades generada al medir un qubit cuyo
estado es |+).

definida como
0 1
X = [1 O] |
X es la puerta NOT cudntica porque |1) = X|0) y |0) = X|1). Podemos verificar estas ecuaciones
mediante la multiplicacién matricial de X con |0) y |1). De forma mds compacta, podemos

escribir [j @ 1) = X|j), donde @ es la operacién XOR o suma mdédulo 2. Debido a esto, la puerta
X también se representa como @. Un circuito que usa la puerta X es

|0) 1 con probabilidad 1.

Ahora podemos aumentar la complejidad. ; Cémo generar una superposicién tal que las amplitu-
des de «|0) + 3|1) sean diferentes y no nulas? Por ejemplo, ;cémo generar un estado «|0) 4 (|1)
tal que |a|? = 25% vy |B]* = 75% antes de la medicién? La respuesta es usar la puerta de 1
qubit més general, cuya expresiéon algebraica es
[ iX i O
o COS 5 —e€ 7 SIn b}
U6, ¢,4) = [ el? Sing el(A0) cosg

Después de aplicar U(6,0,0) sobre |0), obtenemos
0 .0
U(6,0,0)|0) = cos §|O> + sin §|1>

Debemos elegir § = 2m/3, porque cos?(r/3) = 1/4. El ejemplo anterior que usa la puerta de
Hadamard se puede reproducir tomando § = 7/2 y A = w porque H = U(7/2,0, ).

U(0,$,\) es una puerta comodin porque reemplaza a todas las demds puertas de 1 qubit.
Por ejemplo, tres puertas ttiles obtenidas de U son

T cos 2 —isin ¢
055y 52l ]

__7_ . .
272 —isin g CoS 5

0 in?
_ _ CoOS3 —Sllz
U(6,0,0) = R,(0) [ sin  cos Y ] ’

U(0,0, )‘) = ei)\/QRz()\) - |: (1) e(i)/\ :| ‘



donde R, R, y R son los operadores que giran la esfera de Bloch sobre los ejes z, y y z, respec-
tivamente. Desafortunadamente, U es demasiado perfecta para ser verdad, ya que seria posible
elegir # tan pequeno como queramos al costo de una sola puerta. Los errores eventualmente
impedirian obtener buenos resultados después de elegir &ngulos muy pequenios.

Para determinar la complejidad computacional de un algoritmo, tenemos que restringirnos
a un conjunto finito de puertas de un solo qubit. Las puertas de 1 qubit méds importantes son

10 0 1 0 —i 10
CR O R S I ]

conocidas como matrices de Pauls,

11 1 10 1 0 1 0 1 0
a \/5{1 —1}’ 5 [0 i]’ S [0 —i]’ T [o e4]’ T [o e4]

conocida como puerta de Hadamard, puerta de fase, su puerta conjugada, puerta 7/8 o puerta

. , . in .
T y su conjugada.? los nimeros complejos et'7 son iguales a

Lin 1+1
4 = —-
V2
Todo circuito cuantico sin medicion, tiene una expresiéon algebraica equivalente. Por ejemplo, si
A, B, C son puertas de un solo qubit, el circuito

e

0) —fAF—{B—c}— )

es equivalente a la expresién algebraica
) = C-B-A-|0),

donde - es el producto de matrices, que generalmente se omite. Tenga en cuenta que la expresion
algebraica equivalente al circuito tiene el orden inverso. Por lo tanto, el tltimo circuito también
se puede escribir como

0) CBA [4),

donde CBA es una matriz unitaria 2 x 2. Por ejemplo, los siguientes circuitos son equivalentes:

porque Z = HXH. La expresion algebraica equivalente se puede utilizar para simplificar el
circuito y predecir su salida.

En computacién cuantica, tenemos que aprovechar la notacién computacional clasica. Por
ejemplo, piensa que ¢ en |¢) es un bit clasico. Entonces, |¢) representa tanto |0) como |1). Esta
notacioén se usa en |[¢ @ 1) = X|¢). Del mismo modo, tenemos (—1)|¢) = Z|¢) y (=140 1) =
Y'|¢). Esas expresiones se utilizan para determinar la salida de las puertas X, Y y Z, cuando
la entrada es un vector de la base computacional. Para la puerta U(0,0,\), tenemos ei/\f\@ =

4La puerta TT es de hecho la puerta transpuesta-conjugada, pero como T es diagonal, TT es simplemente la
puerta conjugada.
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U(0,0,)M)|¢), que incluye S, T'y sus puertas conjugadas como subcasos. Todas esas puertas no
crean superposicién. La tnica que lo hace es la puerta de Hadamard, cuya salida es

0) + (=1)[1) _
S =,

Ahora estamos listos para demostrar que

XH{m— ey
. . 1)4|0+\1>

Con un poco mas de esfuerzo, demostramos que
0) ——{H T}~ S50+ S

Implementaciéon en las computadoras cuanticas de la IBM.

En este punto, es una buena idea utilizar el composer de la IBM. Después de iniciar sesién en
el sitio web de la IBM® (es necesario registrarse), debemos iniciar el composer haciendo clic en

Launch Composer ‘ El composer de la IBM es amigable porque podemos arrastrar las puertas
disponibles al circuito. Mantengamoslo en un uso béasico en este momento. La fig. 2.3 muestra
un circuito con la puerta de Hadamard seguida de su medicién. Simplemente arrastramos H y
lo soltamos en el primer cable del circuito, luego arrastramos el medidor y lo soltamos después
de H. La flecha del medidor muestra que la salida se redirige a un registrador cldsico auxiliar
en la parte inferior del circuito.

FEAHHEBREEREREEBEE o
il I3 I8 I Y T I e

.l

QOO

Figura 2.3: Ejemplo de un circuito con una puerta Hadamard y un medidor (Reimpresién cortesia
de IBM Corporation (©))

Después de que el circuito esté listo, hacemos clic en ’Setup and run‘ y luego tenemos dos

opciones: (1) Ejecutar el circuito en una computadora cudntica seleccionando uno de los sistemas
cuédnticos disponibles, o (2) simular el circuito seleccionando un simulador. Por lo general, es
mejor comenzar con la segunda opcidn. Seleccionamos ibm_gasm_simulator como proveedor,
luego seleccionamos el nimero de shots y luego hacemos clic en en la parte inferior. La
Fig. 2.4 muestra el resultado de una ejecuciéon. El resultado 000 se obtuvo 503 veces y el 001

*https://quantum-computing.ibm.com/
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Figura 2.4: Salida del circuito con una puerta Hadamard y un medidor (Reimpresién cortesia
de IBM Corporation (©))

se obtuvo 521 veces de 1024 shots. Los dos primeros bits deben descartarse porque se refieren
a qubits que no se han utilizado (qubits q2 y q1). La salida usa el orden q2q1qg, diferente del
orden adoptado en la mayoria de los libros de texto sobre computacién cuantica. Como podemos
ver, el composer ejecuta el experimento varias veces (hasta 8192) y muestra el histograma de la
distribucién de frecuencia acumulada. En el caso de la puerta de Hadamard, el resultado més
probable es del 50 % cada uno, pero los resultados cercanos al 50 % tienen probabilidades no
despreciables y ocurren con frecuencia. Para obtener resultados més cercanos al 50 %, tenemos
que aumentar el nimero de shots.

Si elegimos ejecutar en una computadora cudntica, el circuito se pondra en fila y puede
llevar mucho tiempo. Podemos comprobar el tamano de la fila cuando estamos seleccionando el
sistema. La salida de la computadora cuantica suele ser diferente a la del simulador porque los
errores degradan el resultado. Aumentar el niimero de shots no garantiza que la distribuciéon
de probabilidades tienda a la distribucién correcta, y es importante verificar la correcciéon del
circuito a través del simulador antes de ejecutar el sistema cuantico.

2.4. Estados cuanticos y entrelazamiento

FEl estado de dos qubits se describe mediante un vector de norma 1 que pertenece a un
espacio vectorial de cuatro dimensiones porque hay cuatro posibles resultados después de medir
los qubits: 00, 01, 10, 11. El primer bit se refiere al primer qubit y el segundo bit al segundo qubit,
como es habitual en los libros de texto sobre computacién cudntica, el bit menos significativo
esta a la derecha.

Siguiendo las leyes de la mecénica cuantica, existe una correspondencia uno a uno entre la
base candnica y los posibles resultados de la medicién de la siguiente manera:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

En el caso clasico, el estado de dos bits es 00 0 01 0 10 u 11, exclusivamente. En el caso cuantico,
el estado de dos qubits es la combinacion lineal

”lb> = a0\00> + a1\01> + a2]10> + a3]11>,
donde ag, ai, a2 y az son numeros complejos. Cuando el estado de dos qubits es |1)), el resultado

de una medicién en la base computacional es 00 o 01 o 10 u 11, exclusiva y estocasticamente;

12



no hay forma de predecir el resultado de la medicién incluso sabiendo |¢). Sin embargo, si
conocemos |¢), entonces conocemos las probabilidades de los resultados, que son

prob(00) = [(00[¢)[* = [ao|*,
prob(01) = }<01|¢>}2 = ]a1|2,
prob(10) = [(10[¢)[* = [asf*,
prob(11) = [(11[)[* = |as|.
La suma de estas probabilidades es 1. Si no conocemos el estado |1), una sola medicién no permite

determinar [¢), es decir, no podemos encontrar las amplitudes ag, a1, a2 y az. Hay un teorema
importante en la mecdnica cudntica conocido como el teorema de no clonacion [20, 44, 63].

Teorema 2.1. (No clonacién) Usando operadores unitarios, es imposible hacer una copia idénti-
ca de un estado cuantico arbitrario desconocido que esta disponible para nosotros.

Este teorema restringe severamente cualquier posibilidad de determinar |¢) a través de me-
diciones. Sin embargo, si podemos generar |¢)) una y otra vez, por ejemplo, a través de un cir-
cuito; podemos repetir todo el proceso varias veces y obtener una aproximacién para prob(00),
prob(01), prob(10) y prob(11). Por ejemplo, repitiendo 1000 veces, podemos determinar estas
probabilidades con dos digitos. Desafortunadamente, ain no podemos determinar [i) exacta-
mente porque conocer |ag|? no nos permite determinar ag exactamente. Puede parecer que esto
no es importante; falso. Consideremos un ejemplo critico. Suponemos que

1 1
prob(00) = > prob(01) =0,  prob(10) =0,  prob(1l) = 3

Tenemos al menos dos posibilidades para |1)):

|00 +]11) _ ooy —[11).

|1b1) =i y o )= NG

Tenga en cuenta que [¢)1) y [1)2) son ortogonales. Esto demuestra que podemos cometer un grave
error. No sabemos si dos circuitos son equivalentes cuando sus distribuciones de probabilidades
son las mismas.

En este punto, la siguiente pregunta es relevante: Supongamos que conocemos |1)), jes posible
determinar el estado de cada qubit? La respuesta es “depende de [1)”. Si 1)) es uno de los estados
de la base computacional, entonces conocemos el estado de cada qubit. Por ejemplo, suponga
|1y = |10). Tenemos que factorizar |¢)) como

[10) = [1)[0) = [1) ©10),

donde ® se llama producto de Kronecker. Cuando la factorizacion es exitosa, conocemos el estado
de cada qubit. En este caso, el estado del primer qubit es |1) y el estado del segundo es |0).
Cuando escribimos [1)|0), se asume implicitamente el producto de Kronecker.

El producto de Kronecker® de dos vectores o dos matrices se define de la siguiente manera.
Sea A una matriz m X n y B una matriz p X ¢q. Tenemos el siguiente resultado,

allB alnB
A® B =

amiB - amnB

SHay una formulacién més abstracta del producto de Kronecker llamada producto tensorial. En este trabajo,
usamos estos términos indistintamente. La notacién A ® B se dice “A tensor B”; sin embargo, los términos tensor
y producto de tensores no tienen relacién con tensores (una generalizacién de matrices) o producto de tensores.
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El resultado es una matriz mp x nq. El producto de Kronecker de los vectores |1) y |0) se calcula
viendo estos vectores como matrices 2 X 1 y viene dado por

1) ®10) = m ® H = = = [10).

O = O O

Tenga en cuenta que el producto de Kronecker no es conmutativo. Por ejemplo, |1) ® |0) #
|0) ® |1). Un consejo importante es nunca cambiar el orden del producto de Kronecker.

De las leyes de la mecénica cuéntica, si el estado de un qubit es [1)1) y el estado de un
segundo es [1¢7), entonces el estado |1)) del sistema compuesto de dos qubits que interactiian,
serd inicialmente

) = [¥1) @ [92).

Siempre podemos obtener el estado del sistema compuesto cuando conocemos los estados de las
partes. Sin embargo, el proceso inverso no es posible en general. Por ejemplo, suponemos que el
estado de dos qubits es

) = |00) + |11)

= 7\/5 )

Queremos encontrar estados de 1 qubit |¢)1) = «|0) + S|1) y |¢2) = |0) + 0|1) tales que

(a0} + BILY) @ (4]0} + 5]1)) = ‘0‘”21”

Desarrollando el lado izquierdo, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

1 1
a7:ﬁ7 a5:07 /87207 /Bézﬁ

Dado que este sistema no tiene solucién, el estado de 2 qubits |¢)) no se puede escribir como
el producto de Kronecker de estados de 1 qubit. En mecénica cudntica, un sistema cudntico
compuesto puede tener un estado definido [¢)) mientras que partes del sistema no tienen un
estado definido.

Un estado cudntico de un sistema compuesto que no se puede factorizar en términos del
producto de Kronecker se llama estado entrelazado. Los estados entrelazados son muy impor-
tantes en la computacién cudntica porque sin ellos la potencia computacional de la computadora
cuantica se veria gravemente afectada. Sin embargo, tenga en cuenta que la presencia de entre-
lazamiento en un algoritmo cudntico no garantiza que este algoritmo sea maés eficiente que un
algoritmo clésico.

El término “estado definido” |¢) en mecdnica cuédntica significa estado puro. Un estado de un
sistema cuéntico se llama estado puro si estamos 100 % seguros de que el sistema esta descrito
por un vector |¢)) de norma 1. Por otro lado, si no estamos 100 % seguros, es decir, si sabemos
que el estado del sistema es |¢1) con probabilidad 0 < p < 1 o [¢2) con probabilidad 1 — p,
entonces el estado es mizto y se representa por un conjunto o una matriz p tal que Tr(p) = 1.
Cuando el estado de un sistema cudntico compuesto estd entrelazado, el estado de cualquier
subsistema es siempre un estado mixto.
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Podemos generalizar la discusion de esta Seccién a n qubits, donde n > 1. La base compu-
tacional tiene 2" vectores, cada vector con 2" entradas,

1 0 0

0 1 0
0---00) = |, 10---01) = S, o, 1) =

0 0 1

Tenga en cuenta que el nimero binario dentro del ket, por ejemplo, 0---0 en |0---0), tiene n
bits y el estado en si es el producto de Kronecker de n estados de 1 qubit. El ntimero binario
0---0 se puede escribir en notacién decimal como [0---0) — |0). Cada nimero binario dentro
de los kets se puede escribir en notacién decimal como

|0---00) = ]0), [0---01) — 1), |0---10) —|2), ..., [L---11) — |2" —1).
Un estado genérico |¢)) pertenece a un espacio vectorial 2"-dimensional. Después tenemos,
) = ao |0) + a1 |1) + a2 |2) + -+ agn_1 2" — 1),

donde
lao)? + |a1]?® + |ag|® + - + |agn_1[* = 1.

Después de una medicion de todos los qubits, obtenemos una cadena de n-bits estocéasticos. El
resultado es la cadena de n-bits 0---00 con probabilidad |a0|2, o la cadena de n-bits 0---01
con probabilidad \a1]2, y asi sucesivamente. Tenemos un espacio de muestra que comprende esas
cadenas de n-bits y una distribucién de probabilidades dada por prob(¢) = |as|?, donde ¢ es una
cadena de n-bits. El resultado de la medicién es una variable aleatoria que toma un valor £ en
este espacio de muestra con probabilidad prob(¢).

Como hemos dicho antes, un vector de la base computacional de n qubits se puede escribir
como el producto de Kronecker de vectores n de 1 qubit. Por ejemplo, para n = 3 qubits,
podemos obtener el segundo vector de la base computacional usando el producto de Kronecker
como

= 1001).

o
~
®
o
~
&
gy
~
Il
| —|
S =
—_
®
1
O =
—_
®
1
_= O
—_
Il
N eoNeoNBeoNelN =

0]

En la notacién decimal, |0) se puede confundir con el estado de 1 qubit. Para evitar confusiones,
tenemos que saber cudl es el nimero de qubits. Por ejemplo, si |0) se refiere al estado de 3 qubits
en notacién decimal, entonces en binario tenemos |000).

En esta Seccién, hemos definido estados entrelazados. No es una buena idea tratar de enten-
der este concepto sin usar las matemaéticas desde el principio. Aprender la definicién bésica de
entrelazamiento es similar a aprender qué es un nimero primo en la aritmética basica. Suponga-
mos que no sabemos nada y vamos a aprender las bases de la aritmética empezando por la suma.
Después de asistir a clases, hacer muchos ejercicios, memorizar tablas, dominamos el concepto
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de suma. El siguiente paso es la multiplicaciéon. Tenemos que pasar por el mismo calvario de
clases, ejercicios y memorizacién de tablas, pero eventualmente, dominamos el concepto de mul-
tiplicacién. Entonces estamos listos para aprender el proceso inverso, es decir, la factorizacion.
Aprendemos que los factores de 15 son 3 y 5. Ahora probamos con 17. Tenemos que encon-
trar dos niimeros positivos estrictamente menores que 17 para que cuando multipliquemos esos
nimeros obtengamos 17; comprobamos que no existen tales niimeros. Entonces estamos listos
para comprender el concepto de nimeros primos, que es muy importante en matemaéticas. Si
comprendemos los nimeros primos, entonces estamos preparados para comprender los estados
entrelazados. Pero esta vez tenemos que aprender la suma directa de vectores, luego el producto
de vectores de Kronecker, y luego tratamos de factorizar un vector. Es decir, tenemos que en-
contrar dos vectores |1)1) y |[t2) que tengan menos entradas que |¢) para que |[1)) = [1)1) ® [¢)9).
Los estados entrelazados son los vectores irreducibles de los sistemas cuanticos compuestos en
términos del producto de Kronecker. Un estado de un solo qubit no esta entrelazado porque un
solo qubit no es un sistema compuesto. Necesitamos al menos dos qubits. Hay un largo camino
por delante, por supuesto, pero dos qubits es un buen punto de partida. En la siguiente Seccion,
veremos c6mo producir un estado entrelazado en una computadora cuantica.

2.5. Puertas cuanticas de dos qubits

La puerta de 2 qubits més importante es la CNOT o puerta NOT controlada, también
representada por C(X) o CX. se define como

CNOT [k)[¢) = k) X*|0),

y estd representado por el circuito
k) ———— k)

|6) —b—— XMO) = |t k),

donde k y ¢ son bits. El estado del primer qubit (control) no cambia después de aplicar CNOT.
El estado del segundo qubit (objetivo) cambia sélo si el bit k es 1. En este caso, la salida es
X0y = [£@1). Si k=0 entonces X° = Iy y Ir|¢) = |¢), donde I5 es la matriz identidad 2 x 2.
Hemos definido CNOT mostrando su acciéon sobre los vectores de la base computacional. En
algebra lineal, esta definicién es completa, porque para conocer la accién de CNOT sobre un
vector arbitrario, que es una combinacién lineal de vectores de la base computacional, usamos
la linealidad de esta puerta. Por ejemplo, en el siguiente circuito, la primera entrada estd en

superposicion:
[0)+[1)
V2 00)+11)
Nl

10) &
i Cudl es la salida? La mejor manera de determinar la salida es a través de cdlculos algebraicos.
Después de usar la propiedad distributiva del producto de Kronecker sobre la suma de vectores,
la entrada al circuito es
0) +[1)

V2

210) = ——|0)@|0) |oo>;§\10>

NG 1) ©[0) =

1
_l’_i
V2
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Para calcular la accion de CNOT sobre una suma de vectores, usamos la linealidad del producto
de matrices, es decir,
CNOT - |00) +

CNOT - [10),

CNOT.<WW*4“D> _ 1 1

V2 V2 V2

donde CNOT - |00) denota la multiplicacién de la matriz CNOT por el vector |00). Usando la
definicién dada al comienzo de la Seccién, obtenemos CNOT|00) = |00) y CNOT|10) = |11), y

confirmamos que la salida es
|00) + |11)
oA
Dado que este resultado es un estado entrelazado, no podemos factorizarlo y por lo tanto, no
podemos escribir la salida para cada qubit.
El mismo resultado se obtiene si usamos la representacién matricial, que es

0
|2 _
CNOT = [ X} =

oo o=
— o O O
o= O O

1
0
0

y la representacién de |00) y |10) como vectores de 4 dimensiones, es decir,

100 0]1 100 0]]0 1
L jorooffof 1 jo1o0o0ff0f_ 110
210 00 1ffo| TR0 0 0 1| |1] 2|0

00 1 0] |0 001 0f]|0 1

El circuito completo que implementa el estado entrelazado anterior, cuando el estado inicial de
la computadora cuantica es |00) es

0) —{H——fA—

00 con probabilidad 0.5,
11 con probabilidad 0.5.

> A—

=)
~
D

Dado que el estado del primer qubit es inicialmente |0), tenemos que usar H para generar
(|0) +{1))/2. De hecho, tenemos

CNOT-uf®I)mm::CNOT-(HO)@M»):|m”;;1D.

El siguiente ejemplo es més sencillo que el anterior. Considere el circuito sin mediciones.
0) ——H}— [+)
0) ——H|— [+).

i Cudl es la salida? Por lo general, para calcular la salida, convertimos el circuito a su expresién
algebraica equivalente. Para este circuito tenemos (H®H )|00). El calculo se realiza de la siguiente
manera:

(H® H)[00) = (H®H)-(|0)©[0)) = (H]0)) ® (H|0)) = [+)®|+).
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En la segunda igualdad, usamos la siguiente propiedad del producto de Kronecker:
(A®B)-(C®D) = (A-C)® (B-D),
para matrices A, B, C, D, o
(A®B)- (1) @ |42)) = (Alihr)) @ (Blyz)),

lo cual es valido para cualquier matriz A y B y vectores [11) y |¢2) siempre que el nimero
de entradas de los vectores sea igual al niimero correspondiente de columnas de las matrices.
Entonces la salida del circuito es

O +11) 10+ 11) [0 +[1) +]2) +13)
NG 2
Consideremos otro ejemplo. Tome el siguiente circuito sin mediciones:

10) +)

10) 10)-

[+ @) =

., Cémo calcular la salida usando la expresién algebraica equivalente? La sugerencia es usar el

siguiente circuito equivalente:
0) +)
0) 0),

donde I» es la matriz identidad bidimensional. El cdlculo algebraico se realiza de la siguiente
manera:

(H@1,)[00) = (H|0) ® (10) = |+)@]0) = W

Cuando convertimos un circuito cudntico a su expresién algebraica equivalente, debemos usar el
producto de Kronecker para puertas en la misma columna y el producto matricial para puertas
en el mismo cable o en secuencia; sin embargo, debemos invertir el orden de las puertas en el
segundo caso. Por ejemplo, la expresién algebraica equivalente al circuito

o (a5}
D ),
o <

donde A, B y C son puertas de 1 qubit y D es una puerta de 2 qubits, es
) = D-(B®C)-(A® I)-00).
Podemos simplificar un poco esta expresion y escribir
|v) = D(BA @ C)|00).

Sélo D puede crear o destruir entrelazamientos. Los operadores A, B y C no pueden crear ni
destruir entrelazamientos. La prueba de que A no puede crear ni destruir el entrelazamientos
es la siguiente. Suponemos que el estado de entrada es |¢1) ® |1)2) (desentrelazado). La accién
de A genera (A1) ® |12), que se desentrelaza. Ahora suponga que la entrada es un estado
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entrelazado |¢). La accién de A genera (A ® I)|1). Si este estado es desentrelazado, es decir,
existen [11) y |¥2) tales que (A ® I)|Y) = |[¢1) ® [12), llegamos a una contradiccién porque la
tiltima ecuacién es equivalente a |¢) = (AT|11)) @ |¢2).

CNOT es tan importante que describimos una variante que es CNOT activado por 0. Se

define por la expresion
[k)]€) — |k)X M),

k) k)
1£) i X =tokol).

Tenga en cuenta que el qubit de control se indica mediante un circulo vacio que indica que el
control de CNOT no estd activado si el estado del qubit de control es |1). Esta puerta se obtiene
del CNOT habitual multiplicando (X ® I) en ambos lados, como se muestra en la siguiente
equivalencia de circuito:

y estd representado por el circuito

N
D

a

Esta puerta esté representada por una matriz de bloques de la forma

(X @ 1) -CNOT - (X @ I) = [12 Iﬂ [12 X} [12 12] _ [X 12].

Una forma alternativa de obtener la representacion matricial es enumerar secuencialmente la
salida de cada vector de la base computacional

Luego, se convierte cada salida a la notacién vectorial y se une una al lado de la otra para formar
una matriz:

= o O

1
0
0

O = O O

0
1
0
0 0

=

La segunda puerta de 2 qubits mas importante es la puerta Z controlada, denotada por C'(Z) o
CZ. Sus representaciones de circuito son

—

—— -
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Tenga en cuenta que no importa qué qubit sea el control o el objetivo, es decir, Z puede estar
controlado por el primer qubit y el objetivo por el segundo, o al revés. La tercera representacién
es interesante porque los qubits estdan en pie de igualdad. La representacion matricial es tinica y
esta dada por

100 0
[ 1 o100
C(Z)_[ Z}_001 0
000 —1

Las puertas CNOT y C(Z) estdan conectadas como se muestra en la siguiente equivalencia del
circuito:

I :
La equivalencia se sigue de
(I® HYCNOT(I® H) =C(Z),

que se puede mostrar usando la representacién matricial. Hay una forma alternativa de mostrar
la equivalencia usando el hecho de que H? = I y luego I ® H pueden ser reemplazados por C(H)
porque dos H actian trivialmente si el control del CNOT no esta activado. Entonces tenemos

(I ® H)CNOT (I ® H) = C(H)C(X)C(H) = C(HXH) = C(2),

porque HXH = Z y C(A)C(B) = C(AB) para cualquier puerta de 1 qubit A y B.
Ahora estamos listos para mostrar que el control y el objetivo de un CNOT se invierten
cuando multiplicamos CNOT por H ® H en ambos lados. Por lo tanto tenemos,

(H® H)CNOT (H® H) = (H® I)(I® H)CNOT (I HY(H & I) = (H® I)C(Z)(H & I).

Considere el primer qubit como el objetivo de C(Z). Luego tenemos HZH = X controlado por
el segundo qubit, y hemos terminado. La representacion del circuito es

—®—

—

La tercera puerta de 2 qubits mas importante es la puerta SWAP. Sus representaciones en un
circuito son

N N N
N> U U

N
U

a
"y
a
"y

La representacién matricial es

SWAP =

o O O =
o= O O
o O = O
_ o O O
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Implementaciéon en las computadoras cuanticas de la IBM.

La implementacién del circuito con puertas H y CNOT en el composer de la IBM se muestra
en la Fig. 2.5. Tenemos que arrastrar y soltar una puerta H y una puerta CNOT, de modo que
el control de CNOT sea el qubit qg y el objetivo sea el qubit q;. También tenemos que arrastrar
y soltar dos medidores. Si queremos ver la simulacién exacta de la distribucién de probabilidad
en el composer, tenemos que quitar los medidores. Tenga en cuenta que en el composer, el qubit
qo representa el qubit mds a la derecha, es decir, el orden de los qubits es |qyq;qq) ¥y la salida
se refiere a qyq;qy. En este trabajo y en la mayoria de los articulos y libros, se asume el orden
opuesto. El resultado de una simulaciéon con 1024 repeticiones se muestra en la Fig. 2.6. La
figura muestra que el resultado 000 se obtuvo 507 veces, 001 21 veces, 010 51 veces y 011 445
veces. Debemos descartar el qubit no utilizado q2 (qubit més a la izquierda). Por lo tanto, el
resultado muestra que el algoritmo devuelve 00 con una probabilidad del 49,5% y 11 con una
probabilidad del 43,5 % aproximadamente, lo cual es inesperado segtn el calculo analitico. Se
obtuvieron los resultados erréneos 01 y 10 porque las computadoras cudnticas son propensas a
errores.

HE BB HE R S 2 R R e o ®
+Add

a0 [0y . -~
a s [ioy & -~
q 2

c3 \
1

0

OO0®

Figura 2.5: Circuito con puertas H y CNOT (Reimpresion cortesia de IBM Corporation (C))

[N
o
o

Frequency

400

' —

I
000 001 010 011

Measurement outcome

Figura 2.6: Salida del circuito en la Fig. 2.5 usando la computadora cudntica ibmg_-manila (Re-
impresion cortesia de IBM Corporation (C))

2.6. Puertas multiqubit

La puerta de 3 qubits mds importante es la puerta Toffoli, denotada por CCNOT o C?(X),

definida por la expresion ‘
C*(X) [DIR)E) = 15) k) X7*10),
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y representada por el circuito
) ———— 15

k) ——+—— k)

|6) ——b—— X)) = (& (j AND k)).

Esta puerta tiene dos controles y un objetivo. La puerta X actia sobre el qubit de destino si y
solo si ambos qubits de control tienen valor uno. Si un control tiene valor cero, el objetivo no
cambia. Esta puerta puede verse como la versién cudntica de la puerta AND cléasica porque si
¢ =0, la salida del tercer qubit es (j AND k). La representaciéon matricial de la puerta de Toffoli
es una matriz de bloques diagonales dada por

I

Hay variantes de la puerta Toffoli que se activan cuando los qubits de control se establecen en
cero. Por ejemplo, el circuito

15) 1)
k) k)
1) X(=)1-k)[g),

implementa una puerta que aplica X en el tercer qubit si y solo si los dos primeros qubits
de control se establecen en cero. Se puede implementar usando una puerta Toffoli estandar y
puertas X, como se muestra en la siguiente equivalencia de circuito:

£ = T+ E-

N
U

La puerta multiqubit Toffoli C"(X) es una puerta de (n + 1)-qubits con n qubits de control y
un objetivo. Se define por la expresién

C"(X)|qo)|q1) - - - lgn—1)|an) = lao)|q1) - - - [gn—1) X P11 gy,

y estd representado por el circuito
[90) ———— lqo)

1) ——¢—— lan)

gn—1) ———— [an—-1)

|Qn> 4697 Xqul'“Qn—1|qn>’
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donde ¢pq - - - gn—1 es el producto de los bits qo, ¢1, ..., gn—1. Por lo tanto, el estado del qubit
objetivo cambia si y solo si todos los qubits de control tienen valor 1. El estado de cada qubit
de control no cambia cuando describimos esta puerta actuando sobre la base computacional. La
accién sobre un vector genérico se obtiene escribiendo el vector como una combinacién lineal de
vectores de la base computacional y luego usando la linealidad.

La forma més sencilla de descomponer la puerta Toffoli multiqubit en términos de la puerta
de Toffoli habitual es usando (n — 2) borradores qubits llamados ancillas. Los qubits auxiliares
se entrelazan con los qubits de control, insertando el primer qubit auxiliar entre el segundo y el
tercer qubit. La mejor manera de explicar la descomposicién es mostrar un ejemplo. Considere
la puerta C®(X), cuya descomposicién requiere tres ancillas, como se muestra en el siguiente
circuito de equivalencia:

4‘.7

4‘.7

— == 0) —D o— 10)
4‘.7

———= = 0) ———P—9o——DH—— |0)
4‘.7

- === 10) & o 0)
4‘.7

—b— D

La puerta Toffoli multiqubit también se puede activar por cero. En este caso, el qubit de control
se muestra como un circulo vacio. Para n qubits, tenemos puertas Toffoli de 2" multiqubit,
que pueden implementar cualquier funcién booleana de n bits, como se describe en la siguiente
seccién.

2.7. Circuito de una funcion booleana

Vamos a mostrar como obtener el circuito cuantico de una tabla de verdad. Solo necesitamos
puertas Toffoli multiqubit. Para mostrar que las puertas Toffoli multiqubit pueden implementar
cualquier funcién booleana en una computadora cuantica, tomemos como ejemplo la funcién
booleana de 3 bits f(a,b, c) definida por la siguiente tabla de verdad:

a b c| f(a,b,c)
0 0 0 0
0 0 1 1
010 0
01 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

Después de este ejemplo, es evidente como se obtiene el caso general. Como f tiene tres bits de
entrada, usamos puertas Toffoli multiqubit con tres controles. El cuarto qubit es el objetivo. La
salida de f es la salida de la medicion del qubit objetivo. Dado que f tiene dos cldusulas en la
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forma normal disyuntiva, usamos dos puertas Toffoli multiqubit.” La primera puerta debe ser
activada por la entrada |001) y la segunda por |110), que corresponden a las filas de la tabla de
verdad cuya salida es 1. El siguiente circuito implementa f:

0) ————9—10)
0) ————3—10)

n — o1

0) S—D 1).

Tenga en cuenta que si la entrada es |a, b, ¢)|0), la salida serd |a,b,c)|f(a,b,c)). Esto muestra
que la computadora cudntica puede calcular cualquier funcién booleana de n-bits usando una
puerta Toffoli multiqubit con (n+ 1) qubits para cada salida 1 de la tabla de verdad. El objetivo
aqui no es implementar algoritmos cldsicos en computadoras cudnticas porque no tiene sentido
construir una maquina mucho més costosa para ejecutar solo algoritmos clasicos. Sin embargo, la
implementacién que acabamos de describir puede usarse para entradas en superposicién, lo que
no estd permitido en una computadora cldsica. Desafortunadamente, esta técnica de construccion
de circuitos cuanticos para calcular tablas de verdad no es eficiente, ya que el nimero de puertas
Toffoli multiqubit aumenta exponencialmente en funcién del nimero de qubits en el peor de los
casos.

2.8. Paralelismo cuantico

El modelo mas estandar de la computacién cudntica se describe mediante el circuito

0) —H— T A— 001

o — a1 | —or

El estado inicial de cada qubit es |0). Luego, la puerta de Hadamard se aplica a cada qubit,
preparandose para el paralelismo cudntico. Luego, se aplica la matriz unitaria U a todos los
qubits. Finalmente, hay un medidor para cada qubit, devolviendo una cadena de bits.

El paralelismo cuantico es la ejecucién simultdnea de un algoritmo con mas de una entrada
a un solo procesador cuantico. Para ejecutar la misma tarea en una computadora cldsica se
requeriria un ndmero exponencial de procesadores clasicos. Para entender este concepto, nos
enfocamos sélo en U sin considerar las puertas H. U y los medidores se pueden interpretar como
un algoritmo aleatorio en el sentido cldsico. Si z es una cadena de bits n y U es una matriz
2" x 2™, entonces Ulx) es una combinacién lineal de 2" vectores de la base computacional.
Después de las mediciones, se devuelve una cadena n-bits y, donde |y) es uno de los términos

"En la forma normal disyuntiva, solo consideramos las filas de la tabla de verdad cuya salida es 1. Para cada
fila con salida 1 , escribimos una conjuncién de tres literales, usando NOT para cada entrada 0. Luego escribimos
una disyuncién de las conjunciones, asi, f(a,b,c) = (@AbAc)V (a AbAC), donde (@ AbAc) estd asociado con 001
y (@ AbAE) con 110.
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de la combinacion lineal. Es decir, si la entrada a U es z, la salida después de la medicién es y.
U es un “algoritmo”, que se ejecuta para una sola entrada x cuando se realiza el calculo Ul|x).
Ahora traemos de vuelta las puertas H.

El primer paso del circuito es realizar el siguiente célculo: (H|0)) ® - -- ® (H|0)), es decir

(258 ()

Después de expandir este producto, obtenemos

1

\/27(]0 0)4+10---01) +]0---10) +---+ |1 1>)

Cada cadena de n-bits estd dentro de un ket de la suma anterior. Es decir, todas las entradas
posibles de un algoritmo clasico estan representadas por kets en la suma anterior. El siguiente
paso en el modelo estandar es aplicar U. Debido a la linealidad del algebra lineal, U se aplica a
todos los kets de la suma anterior simultdneamente. Por lo tanto, es posible realizar 2" célculos
simultaneos en una computadora cuantica de n-qubits. Tenga en cuenta, sin embargo, que el
resultado de estos cédlculos es un estado de superposicién y, después de una medicién, el resultado
final es una sola cadena de n-bits.

Podemos refinar el modelo estdandar agregando un registrador adicional para borradores de los
calculos. Dado que las puertas unitarias son invertibles, todo el proceso de cédlculo sin medicién
es reversible. Esto significa que no se borra ninguna informacién. El nimero de qubits de salida
debe ser igual al nimero de qubits de entrada. Posponemos la discusion sobre este refinamiento
y lo presentamos después de describir y analizar los algoritmos cuanticos basicos.
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Capitulo 3

Algoritmo de Deutsch

El algoritmo de Deutsch es el primer algoritmo que explora el paralelismo cudntico. Utili-
za dos qubits (s6lo uno en la versién econdémica) y tiene una ganancia muy modesta, pero ha
inspirado la construccion de varios algoritmos cudnticos nuevos que son més eficientes que su
contraparte clasica. El problema de Deutsch se planteé en el afio 1985 [17] sin utilizar atn el
modelo de circuito cudntico. Los conceptos de puertas universales y circuitos cudnticos se pre-
sentaron por primera vez en [18], aproximadamente cuatro anos después. Una generalizacién
del algoritmo de Deutsch se describié en [19] y se conoce como el algoritmo de Deutsch-Jozsa
(ver el préximo Capitulo). La versién descrita aqui sigue la visién moderna del algoritmo de
Deutsch [14, 42], que difiere ligeramente del original. En la Seccién final, describimos una im-
plementacién del algoritmo de Deutsch con solo un qubit.

3.1. Formulacién del problema

Supongamos que tenemos una funcién booleana de 1 bit f : {0,1} — {0,1} sin conocer
los detalles de la implementacién de f. Queremos determinar si esta funcién es balanceada o
constante. Una funcién booleana de 1 bit estd balanceada si f(0) # f(1); en caso contrario, la
funcién es constante; en este caso f(0) = f(1). Hay cuatro funciones booleanas f, cuyas tablas
de verdad se describen en la Fig. 3.1 con los nombres fy a f3. Las formas normales disyuntivas

| folx) | file) | fa(x) | fa(x)
0 0 1 1
o | Ve |

T
0
1

Figura 3.1: Tablas de verdad de todas las funciones de 1 bit.

son
fo(x) = Falso,
f1($) =,
f?(x) = f?
fa(x) =z Vz,

respectivamente, donde £ = NOT z. La expresion booleana de f3 se puede simplificar dado que
z V x = Verdadero.
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Un algoritmo clasico que encuentre la solucién a este problema necesita evaluar f dos veces,
es decir, realmente es necesario evaluar f(0) y f(1). Sin embargo, el algoritmo de Deutsch
usa un operador unitario Uy que implementa f y llama a este operador sélo una vez. En este
caso, también se evalian f(0) y f(1), pero la diferencia es que las evaluaciones se realizan
simultaneamente. Esta idea se utiliza de forma recurrente en los algoritmos cuanticos.

En el caso cudntico, f se implementa a través de un operador unitario de 2 qubits Uy definido
como

Uslz)|g) = le)lj @ f(x)),

donde @ es la operacion XOR o suma médulo 2. Esta es una receta que se puede usar para
implementar una funciéon booleana de n-bits arbitraria. Tenemos que tener cuidado de que =
sea la entrada del primer registrador, y para obtener f(z) establecemos j = 0 como la entrada
del segundo registrador y luego observamos la salida del segundo registrador. Ahora usamos la
técnica descrita en el Capitulo 2 para obtener el circuito cudntico de funciones fy a f3. Usamos
sus formas normales disyuntivas y tenemos que usar una puerta Toffoli multiqubit para cada
salida 1 en la tabla de verdad. En el caso de 2 qubits, una puerta Toffoli multiqubit es un CNOT
activado por 0 o 1. No hay salida 1 en la tabla de verdad de fy. Después,

UfOZI(X)I.

Hay una salida 1 en la tabla de verdad de fi, que tiene entrada 1. Usamos el CNOT estandar,
que se activa cuando el control se activa con 1. Luego,

Uy, = CNOT.

Hay una salida 1 en la tabla de verdad de fo2, que tiene entrada 0. Usamos el CNOT que se
activa cuando el control es activado en 0. Luego,

Us, = (X ®1)-CNOT - (X ® I).

Finalmente, hay dos salidas 1 en la tabla de verdad de f3 con entrada 0 y 1. Usamos el CNOT
estandar y el CNOT que se activa cuando el control se activa en 0. Luego,

Us, = (X ®1)-CNOT - (X @ I) - CNOT.

Estd claro que la receta general para implementar funciones booleanas usando sus tablas de
verdad produce circuitos grandes innecesarios. En este caso, necesitamos simplificar la expresion
booleana antes de construir el circuito. En este punto, no hay una receta que nos guie, excepto
nuestra habilidad para manejar funciones booleanas y hacer circuitos. Para f3, sabemos que
fa(x) = Verdadero y la salida debe ser 1 independientemente de la entrada x al primer qubit.
Dado que la entrada al segundo qubit es 0, la salida 1 se obtiene mediante un X. Entonces, la

versién simplificada de Uy, es
U f3 = I ® X.

Tenga en cuenta que Uy es unitario en todos los casos.
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Algoritmo 3.1: Algoritmo de Deutsch

Entrada: Una funcién booleana f:{0,1} — {0, 1}.
Salida: 0 si f es constante, 1 si f estd balanceada.

Preparar el estado inicial |0)]1);

Aplicar H ® H;

Aplicar Uy;

Aplicar H ® H;

Mida el primer qubit en la base computacional.

U W N

3.2. El algoritmo

El algoritmo de Deutsch se describe en el Algoritmo 3.1 y el circuito (no econémico) es

0) —{H]| (H}—A— roe )
Uy
1) (H] (H | 11).
|[%0) V1) [P2)  |93)

Comprobamos facilmente que el circuito corresponde exactamente a los pasos del Algoritmo 3.1.
La salida f(0) @ f(1) es 0 si f es constante, y 1 si f estd balanceado. Tenga en cuenta que la
dltima puerta Hadamard aplicada al segundo qubit se puede eliminar sin afectar el algoritmo.
Esta puerta esta aqui porque la parte central del circuito es simétrica y el analisis del algoritmo
es mas claro con ella que sin ella. Los estados en la parte inferior del circuito se utilizan en el
andlisis del algoritmo.

3.3. Analisis del algoritmo

Después del primer paso, el estado de la computadora cuantica es

o) = 10) ©1).

Después del segundo paso, el estado de la computadora cuantica es

W) = (H) @ (H)
RSP
o),

donde |—) = (|0) — |1))/+v/2. Después del tercer paso, el estado de la computadora cudntica es

[v2) = Uflthr)
Ur|0)|=) + Uys|1)|=)
V2 '

Para simplificar |12), mostremos la siguiente proposicién:
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Proposicién 3.1. Sea f:{0,1}" — {0,1} una funcién booleana de n bits y defina Uy como

1

2€{0,1}" j=0

Después
Ur(l2) ® =) = (~1)/@|z) @ ).

Demostracion. Usando la definicién de |—), obtenemos

Up(lz) @ =) = Uf|m>‘0>\;§Uf!x>ll>_

Usando la definicién de Uy, obtenemos

)| f(2)) = [2)[1 & f(z))
7 :

Us(le) @1-)) =

Si f(x) = 0, el lado derecho es |z)|—) y si f(x) = 1, el lado derecho es —|x)|—). Entonces,
juntando estos resultados, tenemos (—1)f®)|z) ® |-). O

Usando la proposicién anterior, simplificamos [¢)2) a

(=D O)0) + (~1)7 D)
o) = 7 ® =)
{im@m si £(0) = f(1),

=) @f=), sif(0) # f(1).

En el dltimo paso, hemos simplificado el estado del primer qubit sin especificar exactamente
cudl es el signo de la amplitud. Este signo no tiene efecto en la salida del algoritmo. Después del
cuarto paso, el estado de la computadora cuantica es

$s) = (H® H)lis)
_ {i|o>®rl>, si f(0) = f(1),
1)@ 1), si f(0) # f(1),

donde hemos usado el hecho que H|+) = |0) y H|—) = |1), que se puede deducir usando
|[+) = H|0), |-) = H|1) y H? = I. El estado |13) se puede simplificar atin més para

[¥s) = £|f0) e fA) @[1).

Luego del quinto paso, la medicién del primer qubit en la base computacional retorna f(0)&® f(1),
que es 0 si f es constante y 1 si f esta balanceada, concluyendo el andlisis del algoritmo.
Nétese que el signo de [13) no influye en el resultado de la medicién porque la probabilidad

de obtener f(0) @ f(1) es | = 1|> = 1. Es fécil comprobar, si es relevante, que este signo es
(—=1)70),
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3.4. Analisis del entrelazamiento

Resumiendo el conjunto de los estados de los qubits después de cada paso, tenemos

[Y0) = 10) @ 1),
Y1) = [+) @ [-),

) = {i+>®r—>, st f(0) = f(1),
£|-)@]-), si f(0)# J(),
1) = £1£(0) @ f(1)) ® 1),

Independientemente de f, la computadora cudntica no pasa por un estado entrelazado durante
la ejecucién del algoritmo de Deutsch porque cada estado |¢;) para i de 1 a 3 es un producto
tensorial de estados puros de 1 qubit. Los qubits estan desentrelazados todo el tiempo. Esto
significa que el algoritmo de Deutsch es m&s rapido que los algoritmos clasicos que utilizan
unicamente el paralelismo cuantico.

Hay una ruta alternativa para analizar el entrelazamiento. Ningin operador de 2 qubits AQ B
crea o destruye el entrelazamiento. En el algoritmo de Deutsch, solo el CNOT puede crear entre-
lazamiento y se usa como maximo una vez. Entonces, para cada funcién f podemos simplificar
todo el algoritmo para obtener solo un operador final, cuya entrada es |01). Si simplificamos el
algoritmo para cada f, obtenemos

(HoH)Up,( HoH)=(H®H)- (HoH)=1®1,
(HoH)Up(H® H)=(H® H)-CNOT - (H ® H) = CNOT\q,
(HoH)Up(Ho H)=(Z®1I)-CNOTy - (Z® 1),
(HoH)Up,(HoH)=1® Z,
donde el control de CNOTjq es el segundo qubit y el objetivo es el primer qubit. Concluimos
de inmediato que no se crea ningin entrelazamiento cuando f es fo o f3. Para f1 y fo, el qubit
de control del CNOT se ubica en 1 porque la entrada es |01), en estos casos, tampoco se crea
entrelazamiento porque el CNOT crea entrelazamiento sdlo si el estado del qubit de control es
un estado de superposicion.

Podemos aprovechar la versién simplificada del algoritmo para verificar la salida nuevamente
y volver a analizar el algoritmo. Los estados de los qubits justo antes de la medicién son

[¥s)|,, = L @ 1)|01) = |0,1),

[¥3)];, = CNOT1001) = |1,1),

[¥3)|,, = (Z®1I)-CNOT1o - (Z @ I)|01) = —[1,1),
¥s)|,, = (I ® Z)|01) = —[0,1).

La salida de una medicién del primer qubit es 0 para fy y f3, que son las funciones constantes,
y 1 para f1 y fa2, que son las funciones balanceadas. También podemos comprobar que el signo

es (1) porque fo(0) = f1(0) = +1y f2(0) = f3(0) = —1.

3.5. ;Quién implementa el oraculo?

Se dice que el algoritmo de Deutsch es més eficiente que su contraparte cldsica en un contexto
limitado llamado “complejidad de consulta” [30]. En este contexto, debemos comparar el niimero
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de evaluaciones de f en el caso cldsico con el nimero de veces que se usa Uy en el caso cuantico.
Esta es una regla del juego. El algoritmo de Deutsch aplica Uy solo una vez y el algoritmo cldsico
necesita evaluar f dos veces. Entonces, Deutsch es mas rapido.

Tenga en cuenta que el andlisis del algoritmo de Deutsch muestra que f se evalia en dos
puntos distintos del dominio simultaneamente. Esto no es posible de llevar a cabo utilizando un
algoritmo clasico secuencial. Sin embargo, se puede llevar a cabo en una computadora clasica
con procesadores paralelos si el nimero de subprocesos simultdneos no aumenta. Dado que el
algoritmo de Deutsch utiliza un numero fijo de qubits, no podemos ampliarlo y no es posible
realizar un analisis asintético. En términos de complejidad temporal, la versién cudntica no
tiene ganancia. La importancia del algoritmo de Deutsch radica en que estimul6 la busqueda
de generalizaciones, como los algoritmos de Deutsch-Jozsa, Bernstein-Vazirani y Simon, que
inspiraron a Shor en la elaboracién de un algoritmo cuéntico para la factorizacién de enteros
compuestos y un algoritmo cuantico para calcular logaritmos discretos.

Por dltimo, pero no menos importante, destacamos que no depende de nosotros implementar
el oraculo. Es el trabajo de otra persona. Sin esta comprensién, nos enfrentamos a una contradic-
cién: tenemos que saber la respuesta incluso antes de comenzar a implementar el algoritmo que
encontrard la respuesta. Se permite consultar la funciéon f implementada por alguien sin mirar
los detalles de su implementacién. Recibimos lo que se llama una caja negra de una computadora
cudntica con Uy ya implementado, que podemos usar mas de una vez, y podemos agregar nuevas
puertas, pero no podemos ver las entranas de la caja negra que implementa Uy.

3.6. Circuito econémico del algoritmo de Deutsch

El algoritmo de Deutsch se puede implementar con sélo un qubit de la siguiente manera:

0) —{H}F— Uy —{ B A— f0)e ),

donde
1

Up = 3 (-1 )l

=0
De la Proposicion 3.1, vemos que el segundo qubit no es necesario para el algoritmo, aunque

es necesario si queremos obtener f(z) en el sentido cldsico, como se muestra a continuacion.
Expandiendo la suma, obtenemos

U [ (—13f(0) (_1[;f(1) } .

Después,

7, si £(0) # S(L).

El andlisis del algoritmo se reduce a calcular

W:{ihﬂﬂmzfm,

+£110), si f(0) = f(1),

HWHW:{imm,ﬂﬂm¢ﬂn
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Usando el hecho que f(0)® f(1) =0si f(0) = f(1),y f(0)& f(1) = 1si f(0) # f(1), obtenemos
HUH|0) = £1£(0) & f(1).

Después de una medicién, la salida es f(0) @ f(1) con probabilidad | 4 1|? = 1.
Ahora es sencillo verificar que no haya entrelazamiento en el algoritmo de Deutsch porque
un qubit no puede entrelazarse consigo mismo. El entrelazamiento requiere al menos dos qubits.

Consultando al oraculo

En el circuito no econémico, si la entrada al primer qubit de Uy es |x), Uy retorna f(z)
cuando realizamos una medicién del segundo qubit. En el circuito econémico, obtenemos f(x)
en el sentido cléasico usando el circuito

) Uj |z)

0) f(@).

De hecho, los pasos de este circuito son

i

= 9)10) + (1) @a)[1) 1en
V2

Para calcular el tltimo paso, usamos que f(z) es 0 o 1 para un z fijo. En primer lugar, suponemos
que f(x) =0, luego I ® H se aplica a |z)|+) dando como resultado |z)|f(x)), y en segundo lugar
suponemos que f(z) = 1, luego I® H se aplica a |z)|—) dando como resultado |x)|f(x)). Después
de medir el segundo qubit en la base computacional, obtenemos f(x) con probabilidad 1.

)]0) 222 J2)|+)

)] f ()
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Capitulo 4

Algoritmo Deutsch-Jozsa

El algoritmo de Deutsch-Jozsa es un algoritmo cuantico deterministico, es una generalizacién
del algoritmo de Deutsch y el primer ejemplo que es exponencialmente mas rapido que su
algoritmo deterministico cldsico equivalente. Fue publicado en el ano 1992 [19] y revisado en
el ano 1998 [14]. Muchos libros [30, 33, 35, 37, 42, 62] y articulos [40, 49, 50] han revisado y
generalizado este algoritmo.

4.1. Formulacién del problema

Sea f:{0,1}" — {0,1} una funcién booleana de n-bits, n > 2, con la siguiente propiedad:
O bien f estd balanceada o es constante. Una funcién booleana estd balanceada si la imagen
inversa del punto 0 tiene cardinalidad 2"~!, y es constante si la imagen inversa del punto 0
tiene cardinalidad 0 o 2. Supongamos que podemos evaluar esta funcién en cualquier punto del
dominio; sin embargo, no tenemos acceso a los detalles de la implementacion de f, es decir, se nos
da una computadora cuantica de caja negra con f ya implementado. El algoritmo de Deutsch-
Jozsa resuelve el siguiente problema: Determina si f estd balanceada o constante usando esta
computadora cuantica de caja negra.

Solo hay dos funciones constantes, que son f(x) = Falso y f(z) = Verdadero para toda la
cadena de de n-bits x, pero hay muchas funciones equilibradas. El mejor algoritmo deterministico
clasico que resuelve este problema, dada una funcién de caja negra f que es balanceada o
constante e implementada en una computadora cldsica de n-bits, es el siguiente: Evaluar f en
27~ 11 puntos distintos en su dominio y verificar si la salida es siempre la misma ( f es constante)
o no (f es balanceada).

El algoritmo de Deutsch-Jozsa, por otro lado, es un algoritmo cudntico deterministico que usa
un operador unitario de caja negra Uy s6lo una vez. La accién de Uy sobre la base computacional
es

Usle)|g) = [o)l7 & f()),

donde z € {0,1}" y j € {0,1}. Los qubits se dividen en dos registradores cudnticos con tamanos
ny 1.! Después de hacer una superposicién de vectores |z) para todos los , el algoritmo Deutsch-
Jozsa puede calcular f(z) para todos los x con una sola aplicacién de Uy y después de un réapido
procesamiento posterior puede determinar si f es constante o equilibrada.

1Un registrador cudntico es un conjunto de qubits.

33



En la siguiente proposicién mostramos que Uy es unitaria. Entonces, dado que cada entrada
de Uy es 0 0 1, Uy es una matriz de permutacion 27+1_dimensional.?

Proposicién 4.1. Uy es unitaria para cualquier funcién booleana de n-bits.
Demostracion. Mostramos que U}U ¢ = 1. Usando la definicién de Uy, tenemos
(& |(7|USUs|2)5) = (2']z) (' @ f(a)]j @ f(x))
Usando ese 85,7 # 0 s6lo si @ = @/, tenemos 0z, (5’ & f(:v’)’j ® f(x)) = Oper <j’}j>. Entonces
@[5 UJUs) = baary

Dado que 7, 5’ son bits arbitrarios y x, 2’ cadenas de n bits arbitrarias, la prueba estd completa.
O

4.2. El algoritmo cuantico

Algoritmo 4.1: Algoritmo Deutsch-Jozsa
Entrada: Una caja negra Uy que implementa una funcién booleana de n-bits
f:{0,1}" — {0, 1}, que es balanceada o constante.
Salida: 0 si f es constante; de lo contrario, f estd equilibrada.

Preparar el estado inicial |0)%"[1);

Aplicar H®(+1).

Aplicar Uy;

Aplicar H®("+1),

Medir el primer registrador en la base computacional.

oUW N

El algoritmo Deutsch-Jozsa se describe en el Algoritmo 4.1 y el circuito de (n + 1)-qubits es

10) @ @ E: 0ol
. :
0) —H] " EA— 001
1) @ @ |1).
1%0) Y1) [2)  [tb3)

Comprobamos facilmente que el circuito corresponde exactamente a los pasos del Algoritmo 4.1.
La salida es la cadena de n-bits, 0 si f es constante, y diferente de 0 si f estd balanceada. Tenga
en cuenta que la ultima puerta de Hadamard aplicada al ltimo qubit se puede eliminar sin
afectar el algoritmo. Esta puerta estd aqui porque la parte central del circuito es simétrica y
el andlisis del algoritmo es més claro con ella que sin ella. Los estados en la parte inferior del
circuito se utilizan en el analisis del algoritmo.

2Una matriz de permutacién es una matriz binaria cuadrada tal que cada fila y cada columna tiene exactamente
una entrada igual a 1 y ceros en otros lugares.
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4.3. Anadlisis del algoritmo
Después del primer paso, el estado de la computadora cuantica es
[%0) = 10)°" @ |1).
Después del segundo paso, el estado de la computadora cuantica es

Y1) = (H|0))®" @ (H|1))
2" —1

- jf S l9)l-),
=0

donde |—) = (|0) — |1))/v/2. Después del tercer paso, el estado de la computadora cusdntica es

[2) = UfW1>

2" —1

= Z Uy (J)|-))
Para simplificar |¢)2), usamos la Proposicién 3.1 de la Pagina 29, que establece que

Up(l2)|=)) = (~1)/@}a)|-).

Obtenemos
on_1

|th2) = \/271 Z )|-).

Después del cuarto paso, el estado de la computadora cuantica es

[s) = HEO|yy)

2n—1
1

— e S D) o (1),

=0

Para simplificar |¢)3), mostremos la siguiente proposicién:
Proposicién 4.2. Sea z € {0,1}" una cadena de n-bits zg - - - x,,—1. Entonces
2n—1

ny L ey
H® \x>—\/2—n§( D*y),

donde x -y = xoyo + « - + Tp—1Yn—1 mod 2.

Demostracion. Usando = = (z¢ - - - ©5,—1)2, Obtenemos

Hz) = (Hlzo)) @+ @ (H|zn-1))
- xoyo 1 - Tn—1Yn—1
- ( 2%220 o)) ®- ~®(2yn21:0<—1> [va-1)).
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Colocando todas las sumas al principio, obtenemos

1

1 .
HMa) = —= 3 (F)lowr o) @@ ).

Y0,--3Yn—1=0

Usando la definicién de x-y y convirtiéndola a la notacién decimal, completamos la demostracién.
O

Usando la proposicién anterior, simplificamos [¢)3) a

2n—1 /2"—1

) = 35 > (Z(—l)”y”@’) w @),

y=0 =0
La amplitud del estado |0)|1) (0 en decimal) es

=
it (_1)f(x)_
n
2 =0
La probabilidad de que una medicién del primer registrador devuelva y = 0 (en decimal) es

21 2

o Z (=1)7@®

=0

p(0) =

Si f es constante, p(0) = 1 y sabemos con certeza que la salida es y = 0. Si f estd balanceada,
p(0) = 0 y sabemos con certeza que la salida es y # 0.

4.4. Analisis del entrelazamiento

No hay entrelazamiento entre los registradores, porque [ig) a |13) se pueden escribir como
|) ®|1) o |¢) ® |—): para algin estado [1). Solo tenemos que comprobar el primer registrador.
Del circuito del algoritmo, nos damos cuenta de que el tinico operador que crea o destruye
entrelazamiento es Uy. Entonces, basta con analizar

2" —1

- S

que es el estado del primer registrador después de aplicar Uy. Nos preguntamos si hay a; y b;

para que
a0|0) + b0|1> 2 ® an,1|0> + bn,1|1>

V2 V2 ’

donde cada par (a;,b;) debe obedecer a que |a;|? + |b;|> = 2. Esta es la tinica manera de no
tener entrelazamientos en absoluto. De manera equivalente, nos preguntamos si el sistema de

[¥) =
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ecuaciones

(_1)f(0...00)
( )f(O...Ol)
(_l)f(O...l())
(=1)

ag...apn—20npn—-1 —
ao...an,gbn,l =
ao...bn_zan_l =

ag...bp—2bp—1 = (=1 f(0..11)

bo...bp—obp_1 = (_1)f(1...11)

admite solucién o no. Es sencillo comprobar que a; # 0 y b; # 0 para todos los 7. Ademaés, no
debemos preocuparnos por las fases de a;. De hecho, sin pérdida de generalidad, consideramos a;
real y positivo porque se puede descartar un factor global. Entonces, seleccionando la ecuacién

boalag...an_gan_l = (_l)f(l...00)7

concluimos que by también es real. Lo mismo se aplica al otro b;. Ahora, mostremos que a; = 1
y b; = £1. Comencemos con ag y by seleccionando las siguientes ecuaciones:

agal1ag...ap_20y_—1 = (_1)f(0...00)’

bQCLlCLQ...CLn,QCLn,l = (*1)f(1'"00).

Dividiéndolos, obtenemos ag + by = 0. Este resultado junto con la restriccién de a% + b% =2
implica que ag = 1 y bp = £1. Lo mismo se aplica a los otros a; y b;. Ahora, contando el nimero
de estados no entrelazados, obtenemos como méaximo 2", hasta un signo global. O, como mucho,
2n L,

Solo hay dos funciones constantes: f(z) = 0y f(z) = 1 para todo z, que corresponden a
) = (H|0))®n v |Y) = —(H|0))®n, respectivamente. En ambos casos, no hay entrelazamiento.
Entonces, contemos el nimero de funciones balanceadas. El nimero exacto es el nimero de
subconjuntos con cardinalidad 2"~!, porque tan pronto como encontramos dicho subconjunto
S, definimos una funcién balanceada tomando f(z) =0six € Sy f(x) =1 en caso contrario.
Cuando cubrimos todos esos subconjuntos, hemos obtenido todas las funciones balanceadas.
Dado que el dominio tiene cardinalidad 2", la cantidad de funciones balanceadas es (272:1) 3

El ntimero de funciones balanceadas crece mas rapido que el nimero de estados no entrela-
zados. De hecho, usando la aproximacién asintética®

<2p> B 22p
P /TP

2"\ V22
on=1) 7 o

Concluimos que cuando n aumenta, hay cada vez més funciones f equilibradas con Uy creando
entrelazamiento.

obtenemos

3Una forma alternativa de contar la cantidad de funciones balanceadas es considerar la cantidad de permuta-
ciones de una lista con 2"~ ! ceros y 2" ' unos.
“https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial _coficient
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La discusién anterior muestra que hay ng > 2, de modo que para todos los n > ng, Uy crea
un entrelazamiento. Dado que (2,2:1) > 2"+ por n > 3, podemos tomar ng = 3. El tnico caso
restante que puede no tener entrelazamiento es n = 2. Para n = 2, hay 6 funciones balanceadas,
cuyas tablas de verdad se describen en la Fig. 4.1 con los nombres de funcién fy a f5.

vo 21 | fo(x) | fi(2) | fo(2) | fa(@) | fa(@) | fo(@)
00] 0 | 0 | 0 1 1 1
01| 0 1 1 0 | 0 1
10| 1 0 1 0 1 0
11| 1 1 0 1 0 | o

Figura 4.1: Tablas de verdad de todas las funciones balanceadas de 2-bits.

Basta analizar fy a fo porque las deméas funciones son el complemento de aquellas. Por
ejemplo, f5 es el complemento de fy, lo que significa que el estado i) creado por Uy, es igual
al estado creado por Uy, hasta una fase global. Los estados |1)) que corresponden a fo a fo (sin
normalizacién) son

00) +101) — [10) — [11) = (

00) — |01) + [10) — [11) = (
00) — |01) — [10) + |11) = (

0) — 1)) ® (10) + 1)),
0) + 1)) @ (10) = 1)),
0) — 1)) ® (10) — [1)),

respectivamente. Todos esos estados estan desentrelazados. Concluimos que no hay entrelaza-
miento en el algoritmo de Deutsch-Jozsa cuando n = 2.

4.5. Implementando el oraculo

Repetimos aqui lo que ya se ha escrito antes sobre el ordculo. No depende de nosotros
implementar el ordculo. Es el trabajo de otra persona. Sin esta comprensién, nos enfrentamos a
una contradiccién: tenemos que saber la respuesta incluso antes de comenzar a implementar el
algoritmo que encontrara la respuesta. Se nos permite evaluar la funcién f implementada por
alguien sin mirar los detalles de su implementacién. Nos dan lo que se llama una computadora
cudntica de caja negra con Uy ya implementado, que podemos usar, agregar nuevas puertas; pero
no podemos ver el interior. En el caso clasico, tenemos que contar el niimero de evaluaciones
de f. En el caso cudntico, tenemos que contar el nimero de aplicaciones de Uy. Asf es como
calculamos la complejidad de la consulta de los algoritmos basados en el ordculo. Tenga en
cuenta que no importa si la evaluacion de f es eficiente o no.

Con este entendimiento, mostremos como implementar el ordculo Uy para la siguiente funcién
balanceada entrelazada: f(z) = 0siz € {000,010,100,101} y f(xz) = 1siz € {001,011,110,111}.
Usando la forma normal disyuntiva, agregamos al circuito una puerta de Toffoli multiqubit para
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cada punto en {001,011,110,111}, de la siguiente manera

o) o)

|z1) |z1)

|z2) e |x2)
0) >—>—>— | ())-

Dado que la primera y la segunda puerta tienen controles opuestos en el segundo qubit y controles
idénticos en el primer y tercer qubit (la tercera y la cuarta puerta tienen una caracteristica
similar), este circuito se puede simplificar a

|z0) ——0———¢—— |z0)
1) |z1)
|2) |2)
0) O>—b ().

Este ejemplo ayuda a mostrar como implementar cualquier ordculo balanceado usando n +
1-qubits. Es posible implementar el algoritmo de Deutsch-Jozsa con solo n-qubits, pero esta
discusién se pospone y se aborda en detalle en el Capitulo 9.

4.6. Observaciones finales

Existen algoritmos cldsicos aleatorios eficientes que resuelven el problema de Deutsch-Jozsa.
Es posible encontrar la solucién correcta con alta probabilidad consultando el oraculo clasico
varias veces. Mds formalmente, considere el siguiente algoritmo aleatorio: (1) Seleccione uni-
formemente al azar k > 2 puntos zg, ..., Tx—1 en el dominio, se permiten repeticiones, (2) si
f(xo) =+ = f(xg_1), devuelva “f es constante”; de lo contrario, devuelva “f estd equilibra-
da”. Este algoritmo devuelve la salida “f esta balanceada” con certeza porque tan pronto como
obtenemos dos valores diferentes después de evaluar f, reclamamos la promesa de que f esta
balanceada o constante; debe estar balanceada. La probabilidad de que la salida “f sea constan-
te” sea correcta es 1 — 1/2¥71.5 La probabilidad de éxito tiende rdpidamente a 1, por ejemplo,
tome k = 10, la probabilidad de éxito es al menos el 99.8 %.

®Para calcular la probabilidad de que “f sea constante” sea correcta, comenzamos calculando la probabilidad
de que “f sea constante” es equivocada. La salida “f es constante” es equivocada cuando f estd balanceada y
f(zo) = --- = f(xx_1). La probabilidad de que f(zo) = --- = f(xr_1) = 0 sea 1/2* porque cada evaluacién es
independiente. Asimismo, la probabilidad de que f(zo) = --- = f(zx_1) = 1 sea 1/2*. Entonces, la probabilidad
de que “f sea constante” sea incorrecta es 2/2’c porque todos los resultados iguales a 0 y todos los resultados
iguales a 1 son mutuamente excluyentes. Entonces, la probabilidad de que “f sea constante” sea correcta es
1—1/2F %
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Capitulo 5

Algoritmo de Bernstein-Vazirani

El algoritmo de Bernstein-Vazirani se present6 en una conferencia en el ano 1993 [8], y el
articulo completo se publicé en el anio 1997 [9], siendo el primer algoritmo cudntico deterministico
con ganancia lineal sobre el mejor algoritmo clésico aleatorio o deterministico. El algoritmo de
Bernstein-Vazirani explota el paralelismo cuantico pero no tiene ningin entrelazamiento. Este
algoritmo se describe en algunos libros [37, 41, 51].

5.1. Formulacién del problema

Sea s = s¢...S,_1 una cadena de n-bits, desconocida. Aunque no conocemos s, tenemos a
nuestra disposicién una funcién booleana f: {0,1}" — {0,1} definida como

f(x)=s-2=spxg+ ... + Sp—1Tp—1 mdd 2,

donde xg, ..., x,_1 son los bits de x. Tenga en cuenta que f es una funcion lineal y cada funcién
booleana lineal se caracteriza por un s especifico. Nuestro objetivo es encontrar s evaluando f sin
conocer los detalles de su implementacién. En computacién cudntica, el operador que implemen-
ta esta funcion se llama ordculo; como si un ordculo revelara f(x) sin mostrar s explicitamente, y
f(x) pudiera usarse para determinar s. Cuando construimos el circuito del algoritmo, f es imple-
mentado por otra persona, porque no conocemos s. Es importante entender esto; de lo contrario,
tenemos la impresién de que necesitamos saber la respuesta para encontrar la respuesta, lo cual
es absurdo.

En la version clasica de este problema, tenemos que consultar el ordculo cldsico al menos n
veces. De hecho, elegimos z = 10..,0 y le preguntamos al ordculo qué es f(10..,0). La respuesta
es so. A continuacién, elegimos z = 010..,0 y le preguntamos al ordculo qué es f(010..,0).
La respuesta es s1. La ultima consulta es f(0..,01), cuya respuesta es s,_1. Esto muestra que
necesitamos consultar el oraculo n veces y no hay forma de reducir este niimero sin introducir
un error en el algoritmo. En el caso cuantico, consultamos el ordculo cudntico solo una vez, lo
que nos permite encontrar todos los bits de s, como se describe a continuacién.

En el caso cudntico, la funcién f(x) = s-x se implementa utilizando el operador unitario Uy
de n + 1 qubits, definido como

Usl)lj) = la)lj @ £ (=),
donde x € {0,1}", j es un bit, y @ es la operacién XOR o suma mdédulo 2. Este operador utiliza

dos registradores, con tamanos n y 1, respectivamente. Podemos usar U, tantas veces como
’ ) f
queramos. Sin embargo, se usa solo una vez en el algoritmo de Bernstein-Vazirani.
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En resumen, el algoritmo clédsico consulta el ordculo clasico n veces usando una computadora
clésica de n-bits. El algoritmo cuédntico consulta el ordculo cudntico solo una vez utilizando una
computadora cudntica de (n + 1)-qubits. En la dltima Seccién de este Capitulo, mostramos que
el algoritmo se puede implementar en una computadora cudntica de n-qubits.

5.2. El algoritmo

Algoritmo 5.1: Algoritmo de Bernstein-Vazirani
Entrada: Una funcién booleana f : {0,1}" — {0,1} tal que f(z) =s-z.
Salida: s con probabilidad igual a 1.

Preparar el estado inicial |0)%"[1);

Aplicar H®(+1).

Aplicar Uy;

Aplicar H®("+1),

Medir el primer registrador en la base computacional.

oUW N

El algoritmo de Bernstein-Vazirani se describe en el Algoritmo 5.1 y el circuito es

o) A »

1) (H]| 1)
o) |31) lv2)  s)

Tenga en cuenta que este circuito es igual al circuito del algoritmo de Deutsch-Jozsa, la tinica
diferencia es la funcién utilizada en el algoritmo de Bernstein-Vazirani, que no necesita ser
constante ni balanceada. Ademads, en el algoritmo de Deutsch-Jozsa comprobamos si todas las
salidas son 0 para concluir que la funcién es constante; por otro lado, equilibrado. En el algoritmo
de Bernstein-Vazirani, cada salida es valiosa para determinar la incégnita s. Los estados en la
parte inferior del circuito se utilizan en el analisis del algoritmo.

5.3. Analisis del algoritmo

Después del primer paso, el estado de la computadora cudntica es
[0) = [0)*"[1).

Después del segundo paso, el estado de la computadora cuantica es

|91)

(H="|0)*") ® (HI1))
2"—1

- jy 3 e l-),
=0
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donde |-) = (]0) — [1))/v2 y = se escriben en notacién decimal. Después del tercer paso, el
estado de la computadora cuantica es

|1)2)

Uslr)

2"—1

= \/QTZUH‘T@‘_

Para simplificar |12), usamos la Proposicién 3.1 de la Pégina 29, que establece que

Up(|2)-)) = (=1)/@|z)|-).
Obtenemos

2m—1

) = \/272 1)**la) ®|-).

Después del cuarto paso, el estado de la computadora cuantica es

) = HZV]y)

2n—1
— (\/27 D (=1)*7|a) ) ® (H|-)). (5.1)

Para simplificar [¢3), usamos la Proposicién 4.2 de la Pégina 35, que establece que para cualquier
s =(80---Sn—1)2

2" —1

H®n| sac|x

- 2t

donde s -z = sgxg+ -+ + Sp_12p—1 m6d 2. Luego usamos H? = I para obtener

\s>—H®"<\/272 sw).

Reemplazamos este resultado en la Ec. (5.1) para obtener

[Y3) = [s)®[1).

La salida de la medicién del primer registrador es s, ..., $,—1 con probabilidad 1 porque |s) =
[so) @ -+ @ [Sp—1).

Uy se aplica una sola vez, por lo que decimos que se realiz6 una tnica consulta al ordculo
cuantico. Tenga en cuenta que Uy se aplica a una superposicion de todos los vectores de la base
computacional, por lo tanto, f se evaltia simultdaneamente en todos los puntos del dominio; todas
las cadenas de n-bits . El resultado de esta evaluaciéon masiva es un estado de superposicién,
que es inutil en muchos casos. No en el algoritmo de Bernstein-Vazirani porque la aplicacién
de H®" al primer registrador al final revela s. Antes del iltimo paso, s era una fase. Después,
s entr6 en el nicleo de un “ket”. Esto hace toda la diferencia porque una fase estd asociada
con la probabilidad de obtener un determinado resultado, mientras que el niicleo del “ket” estd
asociado con el resultado de la medicion.
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5.4. El algoritmo de Bernstein-Vazirani no tiene entrelazamien-
to

El anélisis del entrelazamiento sigue al principio la misma pista utilizada en el algoritmo de
Deutsch-Jozsa. Del circuito del algoritmo, nos damos cuenta de que el tinico operador que crea
o destruye entrelazamiento es Uy. Entonces, basta con analizar [i2). El algoritmo de Bernstein-
Vazirani tiene entrelazamiento si y solo si |¢)2) estd total o parcialmente entrelazado. El estado
|1)2) viene dado por

2n—1

1h2) = \/2712 1)**|z) @ [-).

La Proposicién 4.2 de la Pagina 35 establece que para cualquier s = (sg...8,—1)2

2" —1

\/272 sx‘x

®n’

Entonces [¢)9) se puede escribir como
[¥2) = (H®"|s)) ®|-),
que se puede factorizar completamente como
[W2) = (Hls0)) @+ @ (H|sp-1)) @ |-).

Tenga en cuenta que [12) no tiene ningin entrelazamiento porque es el producto de Kronecker
de estados puros de 1 qubit [38, 21].

5.5. Circuito del oraculo

En los algoritmos basados en un oraculo, el ordculo no lo implementamos nosotros, lo im-
plementa otra persona. Sin embargo, es importante saber cémo se hace para entender todo el
proceso. Pongamos un ejemplo con n = 4y s = 1011 que serd suficiente para entender el caso
general. En este caso particular, f es

flx)=s-z=x0+2z2+2x3 mbd 2
y la accion de Uy sobre un vector arbitrario de la base computacional |z)|j) es
Uglzoximox3)|j) = |woz12223)|7 © f(2)) = |ToT12223)|] © 20 ® 22 D T3).

Sea CNOTyy la puerta CNOT que actia sobre los qubits 0 y 4. Sin mostrar los qubits 1, 2 y 3,
tenemos
CNOTo4|wo)|j) = |x0) X™[7) = [w0)|J & o).

Tenga en cuenta que si usamos CNOTyy, CNOTo4 y CNOT34, generamos el resultado esperado
7@ xg D o D x3 en el segundo registrador. Después,

U; = CNOT34 - CNOTyy - CNOTyy,

cuyo circuito es
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|z0 |z0)
|z1 |z1)
|72 )

D—D—D— |j 0 ® 72 B 73).

A partir de este ejemplo, podemos generalizar la implementacién a un s = sg - - - $,_1 arbitrario.
solo se considera

Ur = (CNOTp,,)*° (CNOT1,,)*" -+ (CNOTy—1,,)°" ",

donde CNOT;; estd controlado por el qubit ¢ y el objetivo es el qubit j, y (CNOT;;)* es el
operador de identidad si s, = 0, y el estandar CNOT}; si s, = 1. Tenga en cuenta que el orden
de las puertas CNOT es irrelevante. Hay un CNOT para cada bit 1 de s.

Terminemos el circuito del algoritmo de Bernstein-Vazirani para nuestro ejemplo. Todo el
circuito es

0) —{H] (H A= 1
0) —{x] (A= 0
0) —{a] (A=
0) —{ ] (H A= 1
) —{H-o—o—b—{H] 1),

que es equivalente a

o) [T
0)

) i}y {1 A=
|0)

1) I {m{a—< H—b—{m— I,

porque H? = I. Usando (H ® H)-CNOT;; - (H® H) = CNOT};, el tltimo circuito se simplifica
a

5
T

=

=

0) —P A=
10) A= 0
10) ® =1
0) &— AF—1
1) |1).

De este ejemplo, podemos derivar facilmente el caso genérico, que siempre se puede expresar
como CNOTs controlados por el ultimo qubit y los objetivos son los qubits correspondientes
a los bits de s que son iguales a 1. Esta simplificacién ayuda a entender que el algoritmo de
Bernstein-Vazirani no tiene entrelazamiento porque Uy se multiplicé por H ®m+1) " que no puede
crear ni destruir el entrelazamiento. La representacion de Uy en el circuito del algoritmo nos da
la impresion de que Uy crea un entrelazamiento, pero eso es enganoso.
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5.6. Circuito econémico del algoritmo de Bernstein-Vazirani

El algoritmo de Bernstein-Vazirani se puede implementar con n-qubits en lugar de n+ 1. De
hecho, hemos aprendido que Uy es un producto de CNOTs

Us = (CNOTg,)* -+ (CNOT,_1,)*" ",

donde el CNOT;; estd controlado por el qubit ¢ y el objetivo es el qubit j, y el (CNOT;;)% es
la identidad si s = 0, y el CNOT;; si s = 1. En el algoritmo, justo antes de la accién de Uy,
el estado del n-ésimo qubit es |—). El circuito que describe la accién del CNOTy,, es

|z0) ———— (=1)"|z0)

=) —&— |-),

donde hemos representado sélo el primer y el iltimo qubit y hemos colocado (—1)* en el primer
qubit porque esto estd matematicamente permitido. Este circuito es equivalente a

o) (=1)[xo).

Podemos convertir todos los CNOT de Uy en Z y luego
Up =Z°®--- @21,
Tenga en cuenta que si un bit s; de s es 0, Z% = I. Entonces
Utlz) = (—=1)""|2).

La funcién f es la misma que antes. Lo que cambia es la forma en que implementamos f como
un operador unitario.
El circuito de la versiéon econémica del algoritmo de Bernstein-Vazirani es

) “
: : v, z : :
)

Como antes, este circuito se simplifica a

HEULH®" = X* @ - @ Xt

porque HZH = X. Ahora, es sencillo verificar que no haya entrelazamientos en el algoritmo de
Bernstein-Vazirani. U J’c no es una puerta de n-qubits genuina, sino que es el producto tensorial
de n puertas de 1 qubit. La representacién del circuito es enganosa.

Consultando al oraculo

En el circuito no econémico, si la entrada al primer registro de Uy es |z), Uy retorna f(x) =
(—=1)** cuando realizamos una medicién del dltimo qubit. En el circuito econémico, obtenemos
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f(x) usando el circuito

|z0) o)

|Tn—1) |Tn—1)

0) f(x).

De hecho, los pasos de este circuito son

i

= 19)10) + (1) W2)]1) 1en
V2

donde I es el operador 2"-dimensional identidad . Para calcular el ultimo paso, sélo hay casos
en los que arreglamos z: f(x) =0 o f(x) = 1. En primer lugar, suponemos que f(z) = 0, luego
I ® H se aplica a |z)|+) dando como resultado |z)|f(x)), y en segundo lugar suponemos que
f(z) =1, luego I ® H se aplica a |z)|—) dando como resultado |z)|f(x)). Después de realizar
una medicién del dltimo qubit en la base computacional, obtenemos f(x) con probabilidad 1.

2)]0) T2 |y |+)

) (),
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Capitulo 6

El problema de Simon

El problema de Simon se presenté en una conferencia en el ano 1994 [57], junto con los
algoritmos de Shor [54]; el articulo completo se publicé en 1997 [58]. Es un algoritmo cuédntico
exponencialmente mas rapido que el mejor algoritmo clasico equivalente deterministico o alea-
torio. Es una contribucién cientifica notable, pero subestimada por la computaciéon cuantica.
El algoritmo de Simon explota no sélo el paralelismo cuantico, sino también el entrelazamiento
méximo. Este algoritmo y su generalizacién se describen en algunos libros [30, 37, 41, 51, 64] y
articulos [13, 39, 65].

6.1. Formulacion del problema

Sea f : {0,1}" — {0,1}" una entrada de n-bits y la funcién de salida de n-bits con la
siguiente propiedad: Hay una cadena de bits distinta de cero s € {0,1}" tal que

f(x) = fly) <= r@ye{0,s}

para todos los z,y € {0,1}". Esto quiere decir que cada punto de la imagen es imagen de
exactamente dos puntos del dominio, es decir, el punto f(x) de la imagen tiene asociado un z y
un z @ s del dominio porque f(x) = f(x @ s) para todo = € {0,1}". Por eso, la funcién f estd en
el conjunto de funciones dos a uno. Considere el siguiente problema computacional: determine
s consultando f tan pocas veces sea posible.

Nuestro objetivo es encontrar s evaluando f sin conocer los detalles de su implementacién.
En computacién cudntica, el operador que implementa esta funcién se llama ordculo, como si
un ordculo revelara f(x) sin mostrar s explicitamente, y f(z) se puede usar para determinar s,
pero evaluar f s6lo una vez no es suficiente. Cuando construimos el circuito del algoritmo, la
parte asociada con f la implementa otra persona, porque no conocemos s.

En la versién clédsica de este problema, tenemos que consultar un ordculo cldsico, y para de-
terminar s con alta probabilidad, el nimero de consultas a la funcién f crece como una funcion
exponencial sobre el nimero de bits n, si usamos una computadora cldsica. De hecho, un algo-
ritmo deterministico ingenuo serfa calcular f(z') para un 2’ fijo, luego buscar sisteméaticamente
x en el dominio tal que f(z) = f(a'). Necesitamos 2" evaluaciones en el peor de los casos. Es
mejor elegir z y 2/ uniformemente al azar y luego verificar si f(z) = f(2'). Este método requiere
Q(v/2") evaluaciones para lograr la probabilidad de éxito ©(1). La demostracién es la misma
que en el problema de colisién de dos a uno [12] o en la paradoja del cumplearnos [16].
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En el caso cuantico, f se implementa utilizando el operador unitario Uy de 2n qubits, definido
como

Uslz)ly) = [x)|y & f(2)),

donde z, y y f(x) son cadenas de n-bits, y @ es la operacién bit a bit XOR o bit a bit o suma
modulo 2. Este operador utiliza dos registradores cada uno con n-qubits. Uy es una matriz de
permutacién 22”-dimensional. La prueba de que U ¢ es unitaria es una extensién de la prueba
presentada en la Proposicién 3.1 en la Pagina 29.

El algoritmo de Simon tiene dos partes. La parte cudntica devuelve una cadena de n-bits z,
que obedece a x - s = 0, donde

T-S=x0S0+ -+ Tp_1Sp—1 mdd 2.

Conocer tal x no es suficiente para determinar s. Es necesario ejecutar la parte cudntica muchas
veces, recopilar muchas cadenas de bits x que obedecen a x - s = 0 y luego ejecutar la parte
clésica del algoritmo, que revela s con una probabilidad mayor que 1/2.

6.2. El algoritmo

Algoritmo 6.1: Algoritmo de Simon
Entrada: Funcién f: {0,1}" — {0,1}" con la promesa de que

f@)=[fly) <= zoye{0,s}.
Salida: s con probabilidad mayor que 1/2.

1 Ejecute la parte cudntica n — 1 veces (Algoritmo 6.2, suponga que se obtiene
2V, ., 27 );

2 Resolver el sistema de ecuaciones lineales {z(1) - s =0, ...,2(" 1 . s =0} méd 2 (asumir
solucién para Sq, ..., Sp—2);

3 Tome s,—1 = 0y verifique si f(s) = f(0);

4 Si es verdadero, devuelve sg...s,_20; de lo contrario, devuelve sg...s,_21.

El algoritmo de Simon se describe en el Algoritmo 6.1 y la parte cudntica se describe en el
Algoritmo 6.2. El circuito es de la parte cuantica es

0

=]

0) v (7]
|0>®” — 200 Zn—1-

[vo)  [¥1) [v2)  |3)

Los estados en la parte inferior del circuito se utilizan en el analisis del algoritmo. Describen el
estado de los qubits después de cada paso. Tenga en cuenta que el estado [i4) se refiere solo al
primer registrador. La notacién “/™” sobre un cable indica que es un registrador de n-qubits.
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Algoritmo 6.2: Parte cudntica del Algoritmo de Simon

Entrada: Una caja negra Uy que implementa la funcién f: {0,1}" — {0,1}" con la
promesa de que f(z) = f(y) < z @y € {0, s}.

Salida: Punto z € {0,1}" tal que = - s = 0.

Preparar el estado inicial |0)®"|0)*";

Aplicar H®" al primer registrador;

Aplicar Uy;

Mida el segundo registrador en la base computacional (suponga salida zg...z,—1);

Aplicar H®" al primer registrador;

Medir el primer registrador en la base computacional.

S R W N =

6.3. Analisis de la parte cuantica

Después del primer paso, el estado de la computadora cudntica es
[0) = 10)°710)=".

Después del segundo paso, el estado de la computadora cuantica es

o) = (H[0)®" @ [0)="
2m—1

- =X e,
x=0

donde x se escribe en notacién decimal. Después del tercer paso, el estado de la computadora
cuantica es

[v2) = Uslyr)

2n—1
1

= U ZO Up(lz) ®10---0)).

Para simplificar |17), usamos la definicién de Uy para obtener

2" —1

1
a) = e ; |z) @ [f(x)),

porque (0...0) & f(z) (XOR bit a bit) es f(z). El cuarto paso es una medicién de cada qubit
del segundo registrador, que suponemos que ha devuelto zj...z,—1. El estado |¢2) colapsa en
una superposiciéon de sdlo dos términos porque sélo hay dos puntos en el dominio tales que
f(z) = 2z0...2n—1. Sea 2’ uno de eses puntos. Entonces, f(z') = f(2’ & s) = 20...2n—1 y el estado

|13) es

|Y3) = (W)@Vo...zn_l).

Tenga en cuenta que hemos vuelto a normalizar el estado [¢3) como exige el postulado de
medicién. El punto z’ es desconocido. Se selecciona uniformemente al azar entre los puntos del
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dominio. La informacién que deseamos adquirir, s, estd oculta porque x’ @ s es un punto aleatorio
en el dominio.

En el quinto paso, sélo consideramos el primer registrador. Después de aplicar H®" al estado
del primer registrador, obtenemos

1 n|,./ n| ../
lva) = E(H@) 2"y + HE"|2' & 5)) .

Para simpliﬁcar |14), usamos la Proposicién 4.2 de la Pégina 35, que establece que para cualquier
/

T (% xn 1)2
on—1

H®”‘JJ —\/272 $x|x

donde 2’ -z = x(xo + - - - + x|, _;2,—1 mbd 2. Entonces

Ahora usamos el hecho de que
(' ®s) z=(zh+s0)xo+ -+ (@1 + Sp—1)Tn—1 mbd 2
= (zywo + - + 2 _1Tp-1) + (S0T0 + ** + Sp—1Tp—1) méd 2
= (2" 2)+ (s-2) méd 2.
Hemos usado z, @ so = z( + so mdéd 2. El estado [4) se simplifica a

2" —1

) = Wz 7 (14 (=17 ).

ahora usamos
2, sis-x=0,

14 (=1) = {

0, otherwise,

para obtener

2n—1
1

= PG

s-x=0

La suma es superior a x tal que x-s = 0. Entonces, la salida de la medicién del primer registrador
es « tal que - s = 0 con probabilidad |[(—1)*"*|?> = 1. Cuando ejecutamos la parte cuantica
del algoritmo de Simon, obtenemos informacién parcial sobre s. Esto significa que tenemos que
ejecutar la parte cudntica muchas veces para recopilar suficiente informacion para determinar s.

Tenga en cuenta que la probabilidad de obtener un z especifico tal que z-s = 0 es 1/2"~ 1,
que es el cuadrado del valor absoluto de la amplitud del estado |z) en [¢4). La distribucién es
uniforme en todas las cadenas de n-bits x que satisfacen x - s = 0. Por otro lado, la probabilidad
de obtener un x arbitrario tal que = -s = 0 es 1, o equivalentemente la probabilidad de obtener
un x tal que x - s # 0 es 0. Es decir, estamos 100 % seguros de que la salida z satisface = - s = 0.
Obtenemos informacién parcial sobre s a menos que z = (0...0)a2.

El punto 2/, que obedece a f(z’) = z, no interviene en el resultado final, ni en el cdlculo final
de la probabilidad de éxito. Esta es una buena noticia porque 2’ estaba ocultando s en algin
momento. Después del quinto paso, x’ se vuelve inofensivo.
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6.4. Analisis de la parte clasica

Cada vez que ejecutamos la parte cudntica del algoritmo de Simon, la salida es una cadena
de n-bits z, tal que x-s = 0. Supongamos que hemos corrido dos veces el algoritmo y las salidas
son z y «’. Esto significa que hemos obtenido un sistema homogéneo de ecuaciones lineales

oS0+ -+ Tp_15n—1 =0 mbd 2,

(S0 + -+ T _18p—1 =0 mbd 2,

donde s, ..., $,—1 son las variables (incégnitas) y z, 2’ son coeficientes binarios conocidos. Cal-
culemos la probabilidad p(2) de que el sistema sea independiente. La probabilidad de que la

primera ecuacién no sea trivial es
1

2n
porque hay 2" cadenas x y s6lo una es 0. Para calcular la probabilidad de que la segunda ecuacion
sea independiente, pensamos que x es un vector n-dimensional, en un espacio vectorial binario
con 2" vectores . El subespacio abarcado por x tiene dos vectores, el propio x y el vector nulo.
Hay 2™ — 2 vectores que son linealmente independientes de x. Entonces, la probabilidad p, de
que la segunda ecuacién sea independiente es

pr =1

2

p2:1—27.

Entonces, la probabilidad p(2) de que las dos ecuaciones sean independientes es

p(2) = pip2 = <1—21n> <1—22n>.

La probabilidad de que la siguiente ecuacién agregada al sistema sea independiente se calcula
de la siguiente manera. Los vectores x y z’ abarcan un subespacio con cuatro vectores: z, 7/,
x @ 2’ y el vector nulo. Hay vectores 2" — 4 que son linealmente independientes de z y z’. La
probabilidad p3 de que la tercera ecuacion sea independiente es

22

P3:1—27L~

Entonces, la probabilidad p(3) de que las tres ecuaciones sean independientes es

p(3) = pipaps = <1 — 21n> <1 - 22n> <1 - ;i) .

Procedemos de esta manera hasta obtener n — 1 ecuaciones independientes con probabilidad

p(n— 1) =HP=H<1§)

=0

Este producto es dificil de calcular. El objetivo ahora es encontrar un limite inferior no trivial.
Si expandimos el producto obtenemos

1 2n—2 n_227;
<1_2n>...(1_ o ):1_Z2H+...
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La suma se calcula utilizando la serie geométrica que da como resultado (1/2—1/2"). La parte de
(---) tiene términos de orden superior (1/(27)%,1/(2")3,...), y la siguiente Proposicién muestra
que es positiva. Entonces,

1 1
D
p(n )_2+2n

Proposicion 6.1. Sea n > 2 un nimero entero. Entonces
e AT S
(15 )25+a
i=0

Demostracion. Por induccién sobre n. El caso base sigue después de reemplazar n con 2. Pro-
bemos el paso de induccion. La expresién de la izquierda para n + 1 es

n

1 ; n—1 ;
21 20 21
(1 - 2n+1> - (1 - 2n+1> H <1 - 2n+1> :
. T

K3 K3

I
=)

Al manipular el indice ficticio ¢, obtenemos

n—1 ; n—2 ;

9i 1 9i
[ <1—2n+1> = <1_2n+1> [ (1—271)-
=0 i=0

Supongamos que la desigualdad es verdadera para n. Después

Tl 2 Yofy_ L) (1,1
H{t-5m)z(t-5m) 5+ 3 )
=0

Desarrollando el lado derecho, obtenemos

"‘11 20\ 1, 1 L1 1y_1 1
IH(1-557)25+tmtarmls o) 25T g
=0

Esto completa la demostracion. O

Atn no hemos terminado porque con n — 1 ecuaciones independientes determinamos n — 1
bits de s. El bit faltante s; se determina adivinando, por ejemplo, suponiendo que s; = 0 y luego
usamos el ordculo cldsico y preguntamos si f(s) = f(0). Si es cierto, ya hemos encontrado s; de
lo contrario, establecemos s; = 1. El costo de ejecutar la parte clasica es basicamente el costo
de resolver un sistema de n — 1 ecuaciones lineales con n variables, que es el costo del orden de
O(n?) de invertir una matriz n x n.

El costo total del algoritmo es n — 1 llamadas de Uy y una llamada de f mas O(n?) pasos
para resolver el sistema de ecuaciones lineales. La probabilidad de éxito es mayor que 1/2.

6.5. Analisis del entrelazamiento

Del circuito del algoritmo, nos damos cuenta de que el 1inico operador que crea o destruye
entrelazamiento es Uy. Entonces, basta con analizar [1)2) o |¢3). Es mas sencillo analizar |¢3). El
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algoritmo de Simon tiene entrelazamiento si y solo si |13) estd total o parcialmente entrelazado.
El estado del primer registrador de [¢3) es

|x) + |z & s)
V2o
donde x es una cadena aleatoria de n-bits y s es una cadena fija de n-bits distinta de cero. Si

s=1.,1yxz=1.1, |¢) es el conocido estado Greenberger-Horne-Zeilinger de n qubits, definido
como

¥) =

0---0) +[1---1)
% :

Se sabe que el estado GHZ estd entrelazado al maximo.! Si s = 1..,1, el estado [¢) no es
biseparable? para cualquier = porque

|GHZ) =

) = X" ®--- @ X*1|GHZ),

y XP0® .- ® X* 1 no crea ni destruye el entrelazamiento.
Por otro lado, podemos factorizar el estado [¢)) para cada bit 0 de s. Supongamos que
s = 01..,1, entonces
|x1...xn,1> + |f1...jn,1>
N5 )
donde Z; = x; @ 1. Este estado no estd entrelazado al maximo, pero ain tiene entrelazamiento
sin>2.5is=0.,01, entonces

) = |xo) ©

|Tn—1) + |Tn—1)
\/5 ’

) = l20) ® - |2n-2) ®

no tiene ningun entrelazamiento en absoluto.

Resumiendo, si el peso de Hamming de s es mayor que 1, el algoritmo de Simon tiene
entrelazamiento. La cantidad de entrelazamiento aumenta con el peso de Hamming de s y el
estado del primer registrador antes de la medicién se entrelaza al maximo, si el peso de Hamming
de s es n.

6.6. Circuito del oraculo

En los algoritmos basados en ordculo, el oraculo no lo implementamos nosotros, lo implementa
otra persona. Sin embargo, es importante saber como se hace para entender todo el proceso.
Pongamos un ejemplo con n = 3 y s = 110 que sera suficiente para entender el caso general.

"https://en.wikipedia.org/wiki/Greenberger-Horne-Zeilinger_state
2Un estado puro |1) de m qubits se llama biseparable, si uno puede encontrar una particién de los qubits en
dos registradores A y B tal que |¢) = |¢a) ® |¥B).
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Tomemos f como la siguiente funcién dos a uno

ror122 | f(7)
00 | oo
V0| om
U0 | 0w
I

Para construir el circuito, necesitamos que escribir la tabla de verdad explicita de 3 salidas, que
es

zor172 | fofifo
000 000
001 001
010 010
011 100
100 010
101 100
110 000
111 001

Tenga en cuenta que f(x) = fo(z) f1(z) f2(x), donde fy a fo son funciones booleanas. La tabla de
verdad de fj se obtiene considerando sélo la primera columna de la salida, y las tablas de verdad
de f1 y fo considerando la segunda y tercera columna, respectivamente. Ahora nos enfocamos
en los bits 1 en la primera columna de la salida indicada por fo(x). Son dos, correspondientes
a las entradas 011 y 101. Anadimos al circuito dos puertas Toffoli multiqubit, la primera con
controles activados por 011 y la segunda activada por 101, con objetivo en el cuarto qubit, como
se muestra en la Fig. 6.1. Luego, nos enfocamos en los bits 1 en la segunda columna de la salida
indicada por fi(x). Hay dos de ellos, correspondientes a las entradas 010 y 100. Las puertas
Toffoli multiqubit se activan con 010 y 100, respectivamente, con el objetivo en el quinto qubit,
como se muestra en la Fig. 6.1. La dltima columna, indicada por fa(x), requiere puertas Toffoli
multiqubit activadas por 001 y 111 con objetivo en el sexto qubit, como se muestra en la Fig. 6.1.

|z0) —— [x0)
1) j%:%:f:% 1)
|22) |72)
|0) 7 S | fo(zox122))
0) D D | f1(zoz122))
0) < < | fa(zoz122))

Figura 6.1: Algoritmo del ordculo de Simon.
La unica simplificacion trivial que se puede ver de inmediato es que las dos primeras puertas

de Toffoli multiqubit se pueden simplificar en una sola puerta de Toffoli con control vacio en el
qubit 2, control total en el qubit 3 y objetivo en el qubit 4.
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6.7. Observaciones finales

La formulacién del problema de Simon en el articulo original es ligeramente diferente de la
que se presenta aqui. Simon planted el problema de determinar si f es uno a uno (inyectivo) o
un tipo especial de dos a uno caracterizado por una cadena de n-bits s tal que f(z') = f(z), s{y
solo si 2’ = x ® s. En este ultimo caso, tenemos que encontrar s. Esta formulacién sigue la linea
del algoritmo de Deutsch-Jozsa, en el que tenemos la promesa de que el oréculo es equilibrado
o constante. Tenemos que determinar cudl es el caso. Tenga en cuenta que si ejecutamos la
parte cudntica del algoritmo de Simon con una funcién uno a uno, la salida es una cadena de
n-bits aleatoria. Simon usé este hecho para probar que existe un algoritmo para una méaquina
cuantica de Turing que resuelve el problema de Simon con probabilidad de error cero en el
tiempo esperado O(nT't(n) + G(n)), donde Tf(n) es el tiempo requerido para calcular f(x), y
G(n) es el tiempo requerido para resolver un sistema lineal n X n de ecuaciones sobre Zs [58].
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Capitulo 7

Algoritmo de Shor para factorizar
enteros

Los algoritmos de Shor se presentaron en una conferencia en el ano 1994 [54]. El articulo com-
pleto se publicé en el afio 1997 [55] y se reviso en el ano 1999 [56]. Describe dos algoritmos cuanti-
cos para factorizacién de enteros y logaritmos discretos que se ejecutan en tiempo polinomial. Los
algoritmos clasicos més conocidos se ejecutan en tiempo subexponencial. Los algoritmos de Shor
explotan no sdlo el paralelismo cuéntico, sino también el entrelazamiento; siendo una contribu-
cién cientifica notable y célebre a la computacion cuantica. El algoritmo para factorizar enteros
es el tema central de este capitulo y se describe en muchos libros [27, 30, 37, 41, 51, 53, 60, 64].

7.1. Formulacion del problema

Sea N un ndmero natural compuesto. El problema computacional consiste en encontrar
un factor no trivial de N. Si N es compuesto, existen los niimeros naturales p; y po tales que
N = pipo, donde 1 < p1,p2 < N. El objetivo es encontrar p; y luego ps que se obtiene calculando
N/p1 .

Tenga en cuenta que si tenemos un algoritmo que encuentra un factor no trivial de N de
manera, eficiente, entonces podemos encontrar todos los factores primos de N de manera eficiente
porque la cantidad de factores primos de N es como méaximo log, N.

7.2. Preliminares de la teoria de numeros

Aunque la factorizacién de ntimeros enteros es el principal interés porque tiene un gran
impacto en la ruptura de métodos criptograficos como el RSA y el intercambio de claves Diffie-
Hellman, podemos centrar nuestra atencion en el problema de encontrar el orden multiplicativo
de un nimero natural ¢ médulo N, porque si se resuelve el dltimo problema de manera eficiente,
entonces también resolvemos el problema de factorizacion de manera eficiente.

En teoria de nimeros, el problema de encontrar el orden multiplicativo de un niimero natural
a médulo N tiene como objetivo determinar el entero positivo mas pequeno r tal que

a =1 méd N.

Por ejemplo, sea N = 21, que es el nimero compuesto mas grande factorizado en una compu-
tadora cudntica hasta ahora usando el algoritmo de Shor [59]. Ahora elige al azar un nimero a tal
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que 1 < a < N. Digamos a = 2. Luego contintia multiplicando cada linea por a y simplificando
usando aritmética modular hasta obtener 1:

a=2 mod 21 a’=2 mdéd 21
a?=4 mdéd 21 a®=4 méd 21
a’ = mod 21 a® =8 mdéd 21
a*=16 mdd 21 a'® =16 méd 21
a® =11 méd 21 o' =11 méd 21
a®=1 méd 21 a?=1  mébd 21

El orden multiplicativo de 2 médulo 21 es 6 porque 6 es el entero positivo méas pequeno tal que
26 =1 méd 21. Si continuamos con esta secuencia, los resultados 2, 4 y asf sucesivamente se
repetirdn una y otra vez porque a’t! = a! = 2, a"T? = a® = 4, etc. Entonces, tenemos una
secuencia periodica r.

Si r es par, entonces

(a%—i—l)(ag—l)z a —1 méd N
=0 mod N.

Encontramos dos nimeros a’/2 + 1 y a”/?2 — 1 cuyo producto es miltiplo de N. Si esos ntimeros
no son cero ni multiplos de N, entonces a™/2 + 1y a’/2 — 1 deben tener factores cuyo producto
sea IN. Concluimos que en este caso el mcd(ar/2 + 1, N) >1yel mcd(ar/2 -1, N) > 1, donde
mcd es el mdzimo comin divisor.

Por ejemplo, cuando a = 2 y 7 = 6, tenemos a”/> +1 = 9y a’/2 =1 = 7, y en ambos
casos el med devuelve un factor no trivial de 21. El método falla cuando a = 5 porque el orden
multiplicativo de 5 médulo 21 es 7 =6y a’/24+1 =126 y a’/2 — 1 = 124. En el primer caso, 126
es multiplo de 21, y en el segundo, el med(124,21) = 1.

En el algoritmo de Shor, comenzamos con el nimero N, luego elegimos al azar un nimero a
tal que 1 < a < N. Antes de calcular el orden de a, verificamos si el med(a, N) > 1 porque (1) si
el med(a, N) > 1 entonces no hay r tal que " =1 méd N y (2) si el med(a, N) > 1 entonces
a es un factor no trivial de N, y luego terminamos. Para comprender mejor lo que sucede aqui,
dividimos el conjunto de nimeros {1, ..., N} en dos subconjuntos:

2

Si={a:1<a< N ymcd(a,N)> 1},
So={a:1<a< N ymcd(a,N)=1}.

En nuestro ejemplo con N = 21, tenemos

Sy = {3,6,7,9,12,14, 15, 18},
Sy ={1,2,4,5,8,10,11,13,16, 17,19, 20}.

Cuando elegimos un nimero a al azar, si a € Si, encontramos rapidamente un factor de N
calculando el med(a, N) usando el algoritmo euclidiano.! La pregunta ahora es cual es la cardi-
nalidad de 517 ;Es mayor que la cardinalidad de S57 Para responder a esta pregunta, usamos
los siguientes datos sobre So para un N arbitrario, que se denota por ZY% en teoria de ntime-
ros [25, 43]:

"https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_algorithm
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Hecho 1 Z}; es un grupo multiplicativo finito médulo N.
Hecho 2 La cardinalidad de Z}; es la funcién indicatriz de Euler ¢(N).

El Hecho 1 es la base tedrica que garantiza que existe r tal que a” =1 mdd N para cualquier
a € Z7. También garantiza que la funcién

f(0)=a® méd N

es r-periddica. Por otro lado, el Hecho 2 es la definicién de la funcién indicatriz de Euler ¢(N),
que ha sido ampliamente estudiada en teoria de niimeros. Se sabe que ¢(N) siempre es casi
N (Hardy and Wright [25]). Dado que la cardinalidad de S; es N — ¢(IN) — 1, la probabilidad
de seleccionar a € S7 siempre es mucho menor que la probabilidad de seleccionar a € Z3;. Por
ejemplo, suponga que N = pip2, donde p; y p2 son nimeros primos tales que el nimero de cifras
de p1 es cercano al nimero de cifras de la parte entera de v/N. Lo mismo es cierto para ps. Este
es el caso mas interesante en criptografia porque es el caso més dificil para los algoritmos de
factorizacién clasicos. Esos ntimeros primos suelen tener 1024 bits, que esta cerca de 308 cifras
decimales. Para este caso, tenemos

Sl - {p172p1> ceey (p2 - 1)p17p272p27 ceey (pl - 1)p2}

y la cardinalidad de S; es p; + p2 — 2, que esté cerca de 2/N. Para N grande, vemos que hay
mds probabilidades de elegir a de Z}.

No todos los a en Z}% son buenos porque algunos de ellos tienen un orden multiplicativo
impar. Si seleccionamos uno malo, tenemos que descartar a y elegir otro al azar. La pregunta
ahora es jcudntos a en Z}; tienen un orden parejo? No solo eso, ademds de exigir un orden
parejo también tenemos que exigir que el mcd(ar/2 +1, N) >1oel mcd(a?"/2 -1, N) > 1.

Hecho 3 (Teorema A4.13 de [42]) Supongamos que N = p{'---p%m es la descomposicién
en factores primos de un entero positivo compuesto impar. Sea a uniformemente elegido al
azar de Z3;, y sea r del orden de a médulo N. Entonces a prob(r es par y a’? + 1 Z0
méd N)>1—1/2™m > 3/4.

El teorema anterior establece que la probabilidad de seleccionar un buen a es al menos 3/4.
Tenga en cuenta que el caso a’/2 —1 =0 méd N, que es problemético, nunca sucede porque,
por definicién, r es el entero mas pequeiio tal que a” — 1 = 0 mdéd N. Entonces, si r es par y
a2 +1#0 méd N, tenemos mcd(a?"/2 + 1,N) >1y mcd(a"/2 — 1,N) > 1.

Tenga en cuenta que un divisor no trivial de N se obtiene facilmente tan pronto como
encontramos una solucién entera no trivial para la ecuacion

z2=1 méd N,

tal que x Z +1 mdéd N. El objetivo del algoritmo de Shor es encontrar = ejecutando una parte
cuantica que genera un r par, tal que z"/? Z+1 méd N.
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7.3. Operador cuantico para exponenciacion modular

(a)

El operador unitario Uj;’, que calcula la exponenciacién del entero a médulo N, se define

como
U(a 10)|y) = ‘y@ médN)>, para 0 < /< q, 0 <y < 2™,

donde n = [logy N|, @ es la operacién XOR bit a bit o suma bit a bit mdédulo 2, y ¢ es la

potencia més pequeiia de 2 tal que ¢ > N2. UJ(\? ) actiia sobre dos registradores de tamano log, g
y n, y es una matriz de permutacién de dimensién 2"q. Las entradas del algoritmo, a y N, llegan

(a)

a través de Uy’ Reemplaza el oraculo Uy en el algoritmo de Simon, pero UJ(\? ) o es un ordculo
porque es nuestra tarea implementarlo. En el algoritmo de Shor, U ](\‘,1 ) se usa muchas veces con un

a diferente cada vez. La prueba de que U ](\? ) es unitaria es una extensioén de la prueba presentada
en la Proposicion 3.1 de la Pagina 29.

Para implementar U ](\? ) de manera eficiente, es necesario utilizar el método de exponenciacion
por cuadrados repetidos, que es un algoritmo eficiente para calcular la exponenciacién modular.
Por ejemplo, si queremos calcular 3'6 mdéd 7, ingenuamente multiplicarfamos 3 x 3 x ... x 3
dieciséis veces, obtendriamos un ntimero grande y luego calculariamos el resto después de dividir
por 7. En la exponenciacién por cuadrados repetidos, calculamos el cuadrado de 3 médulo 7,
luego calculamos el cuadrado del resultado médulo 7, y asi sucesivamente cuatro veces, lo que
requiere un numero logaritmico de multiplicaciones y cada resultado nunca es demasiado grande.
Cuando calculamos a méd N, ¢ no es una potencia de 2 en general, pero atn se puede usar
el método de elevar al cuadrado repetidamente. Usando este método, es posible encontrar un

(a)

circuito eficiente de Uy’ al convertir circuitos irreversibles clasicos en reversibles [41, 45].

7.4. Transformada de Fourier y su inversa

La transformada de Fourier g-dimensional Fj, se define como

Fylk) = Zwkqﬁ

donde 0 < k < ¢ y w = €*™/4, Tenga en cuenta que la entrada (k,¢) de F, es

wké

(FQ)kZ = %

Entonces, F, es una matriz simétrica. Para encontrar FJ , simplemente tomamos el complejo
conjugado de cada entrada, que es w— /+/q porque el complejo conjugado de w es w™ L. Después

q—

Fllk) = Z ),

donde 0 < k < gq.



Demostremos que Fy es unitario. Usando las definiciones de Fj y FqJr , tenemos

(K| F{F k) = ( W ) < Zme)

:12 (bk')0

7=
Ahora usamos la férmula de forma cerrada para la serie geométrica con términos q, que es

q—1
1 — g
>t = T
1—s

k=0

si s # 1. Cuando s = 1, la suma de la izquierda es igual a ¢q. En nuestro caso s = w*=F) De la
definicién de w, tenemos w? =1 y luego w k)4 = 1. Combinando esos resultados, obtenemos

1§w(’f—k')Z = {1’ sik=F,
4 =0

0, caso contrario.
Acabamos de demostrar que
(K| FJFy|k) = G,

es decir, FJFq =1.

En el algoritmo de Shor, dado N, ¢ es la potencia més pequeiia de 2 tal que ¢ > N2. F,
se aplica s6lo al primer registrador. El nimero de qubits del primer registrador es log, g, que
estd cerca de 2n, mientras que el niimero de qubits del segundo registrador es exactamente
n = [logy N|. F, juega un papel similar a las puertas de Hadamard al final del algoritmo de
Simon. El circuito de Fj en términos de CNOTSs y puertas de un qubit se describe en la Sec. 7.8.

7.5. El algoritmo

El algoritmo de Shor se describe en el Algoritmo 7.1 y la parte cudntica se describe en el
Algoritmo 7.2. El circuito de la parte cuantica es

0) —{H} A= b
: s F] S
o) —{m}—{ UN Ch— b
[¥4)
0)®" " 20-Zn-1,
[vo) 1) |12) |13)

donde N2 < ¢ < 2N?, m = logy q, n = [logy N v @ es un niimero entero tal que el med(a, N) =
1. El primer registrador tiene al menos 2n — 1 qubits (a lo sumo 2n) y el segundo tiene exacta-
mente n qubits. Los estados en la parte inferior del circuito se utilizan en el analisis del algoritmo.
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Algoritmo 7.1: Algoritmo de Shor

Uk W N -

=]

Entrada: Entero compuesto N.
Salida: Un factor no trivial de N.

Si N es par, devuelve 2; de lo contrario, continuar;
Si N es una potencia de algiin nimero primo p, devuelve p; de lo contrario, continuar;
Elija uniformemente al azar un ntmero entero a tal que 1 < a < N;
Si el med(a, N) > 1, devuelve el med(a, N); de lo contrario, continuar;
Ejecute la parte cuantica con las entradas a y N (Algoritmo 7.2, asuma la salida
fo, ceey Emfl);
Si ¢ =0, vaya al Paso 5;

7 Calcula b = {/q (el mismo ¢ usado en la parte cudntica);
8 Encuentre el convergente de la expansién en fracciéon continua de b con el mayor

10

denominador 7’ tal que r’ < N;
Si 7’ es par, calcula p; = mcd(ar//2 + 1, N); de lo contrario, vaya al Paso 3;
Si 1l < p; < N, devuelve py; de lo contrario, vaya al Paso 3.

Algoritmo 7.2: Parte cuantica del algoritmo de Shor

N =

3
4

5
6

Entrada: Un entero compuesto N y un entero 1 < a < N tal que el med(a, N) = 1.

Salida: cadena de (log, ¢)-bits de m bits, que es el entero mas cercano a un miltiplo de
q/r con probabilidad mayor o igual a 4/72, donde ¢ es la potencia de 2 més
pequeiia tal que ¢ > N2 y m = log, q.

Prepare el estado inicial [0)®™|0)*", donde m = [2logy N| y n = [logy N1;

Aplicar H®1°829 3] primer registrador;

Aplicar U ](\? ) a ambos registradores;

Mida el segundo registrador en la base computacional (suponga la salida zg...z,—1);

Aplicar FqT al primer registrador;

Medir el primer registrador en la base computacional.

Describen los estados de los qubits después de cada paso. Tenga en cuenta que el estado |4) se
refiere sélo al primer registrador. La notacién “/™” sobre un cable indica que es un registrador

de n-qubits.

Hemos presentado el algoritmo de Shor como el algoritmo de Las Vegas, lo que significa
que la salida siempre es correcta y el tiempo de ejecucion esperado es finito. Con una pequena
modificacién, puede presentarse como un algoritmo de Monte Carlo, lo que significa que la salida

puede ser incorrecta.

7.6. Analisis de la parte cuantica

Célculo de [v¢y)

Después del primer paso, el estado de la computadora cudntica es

lo n
o) = |0)7827|0) =",

donde ¢ es la potencia més pequeiia de 2 tal que ¢ > N2.
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Célculo de [¢y)

Después del segundo paso, el estado de la computadora cudntica es

1) = (H[0))¥* @ [0)°"
= —) O],
V4D
donde ¢ se escribe en notacién decimal.

Célculo de [¢»)

Después del tercer paso, el estado de la computadora cuantica es
) = U )
= LS en--o)
V4 £=0 "

Para simplificar [i2), usamos la definicién de U ](\? ) para obtener

[y

Q

) = 1q 0o méa ),
V4

Il
o

porque (0...0) @ a® (XOR bit a bit) es a’. De ahora en adelante, descartamos la notacién
médulo N dentro del segundo ket porque no tenemos operacién XOR y no hay peligro en no
reconocer la aritmética correcta.

Es muy importante comprender la estructura de [i3) antes de continuar. Desarrollando la
suma, obtenemos

Valz) = [0)]1) + [1)]a) + 2)[a®) + o+ =D +
Ir)|1) + Ir+1)|a) + r+2)|a®) + -+ [2r=1)]a" ) +
12r)|1) + 2r 4+ 1)]a) + 2r +2)|a®) + -+ + [3r—1)]a" ) +

[(c=Dr)) + [(c=Dr+Dla) + |(c—1)r+2)]a®) + -

donde ¢ = [g/r]. De hecho, tenemos ¢ = (¢ — 1)r + ro, donde rq es el resto de ¢ dividido por r.
La tltima linea tiene términos g y estd incompleta a menos que ro = 0.2 Los valores posibles
dentro del segundo ket son 1, a, a2, ..., a"~!. Hemos dividido |¢2) en columnas que tienen el
mismo segundo ket. Las primeras columnas tienen términos c¢ y las tltimas columnas tienen

términos ¢ — 1 términos.

2La ultima linea estd completa si r | g. En este caso, r es una potencia de 2.

62



Célculo de [¢3)

El cuarto paso es una medicién de cada qubit del segundo registrador, que suponemos que
ha devuelto zg, ..., z,_1. Entonces existe r; tal que o™ = z, donde 0 < r; < r. El estado W2>
colapsa en una superposicién del primer registrador con todos los términos |¢) tal que al =
méd N, es decir, £ = kr 4+ r1, para 0 < k < r, dando

c—1
ps) = ;gg%mr+n>rfw,

donde ¢ = [gq/r] si a"* pertenece a una de las primeras columnas (r1 < rp), y ¢ = |g/r] si a™
pertenece a una de las ultimas columnas (r; > 79). El andlisis del algoritmo utiliza ampliamente
el pardmetro c. Es importante memorizar su definicién y ser consciente de que es un nimero
entero.

Tenga en cuenta que hemos vuelto a normalizar el estado |¢3) como exige el postulado de
medicién. No sabemos r1 porque se selecciona al azar de 0 a » — 1. La informacién que deseamos
adquirir que es r, estd oculta porque kr + r; es un valor aleatorio de 0 a ¢ — 1. Realizar una
medicién del primer registrador en este punto es inttil. Pero, la distribucién de probabilidad
del primer registrador es una funcién periédica r. Esto motiva la aplicacién de la transformada
inversa de Fourier porque el resultado es otra funcién (casi) periddica, cuyo periodo es cercano

aq/r.

Cailculo de |¢y)

En el quinto paso, solo consideramos el primer registrador. Después de aplicar FJ al estado
del primer registrador,? obtenemos

c—1

1
[Ya) = %ZFJVWJFTD
k=0
1 c—1qg—1
— = W £(kr+r1) |€>
v k=0 ¢=0

Reordenando el orden de las sumas, obtenemos

q—1
o) = 2w }j ] 10,

=0

Para calcular la suma entre paréntesis, usamos nuevamente la formula de forma cerrada para la
serie geométrica, que es

c—1
1—s°
> =T
1—s
k=0
si s # 1. Cuando s = 1, la suma de la izquierda es igual a c¢. Para la suma entre paréntesis,
s =w = e 2m/4_ Entonces

l_wfecr .
oo Caso contrario.

1 .
cz:wffkr _ ¢, SLq ‘ (ET),

3El algoritmo usa FqT y no Fy en este punto porque el objetivo es convertir un estado de superposicién en un
estado de la base computacional, no al revés.
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El estado |14) se simplifica a

<
I
—

q-1 —Ller

1 1—w
—lry —lry 1
w ) 4+ 7@ g W T |0), (7.1)

(=0
af(er)

V1) =

SIS

SN

(

3O

~

donde la notacién ¢ 1 (¢r) significa que g no divide a ¢r. La primera suma es sobre ¢ tal que ¢ es
un divisor (¢r). La segunda suma es sobre los ¢ restantes.

Calculo de la salida

La probabilidad de obtener 0 < £ < ¢ es

<, siq | (¢r),
q
p(é) = L l_w—écr 2 t .
e |1-5-r| » caso contrario.
Usando la definicién de w y |1 - ewa’? = 4sin?(7f), p(¢) se simplifica a
L siq | (fr),
p(ﬁ) = sin2 Tre . (72)

——%7, caso contrario.
gcsin® 5L

Los términos que més contribuyen a p(¢) cuando ¢t (¢r) son los ¢ que cumplen lo siguiente

wlr
sin? — ~ 0,
q
porque p(¢) es grande cuando el denominador es cercano a cero. Esto implica que 7fr/q debe

estar cerca de un multiplo de 7 (digamos k7) y luego los ¢ que més contribuyen son

~ Fa

o
donde k va de 0 a r — 1. Tenga en cuenta que si £ es cero o un miltiplo exacto de ¢/r entonces
p(l) = ¢/q ~ 1/r; vea la definicién de p(¢) en la Ec. (7.2). Este anélisis explica por qué los picos
de la Fig. 7.1 corresponden a ¢ que estén cerca de kq/r. La salida de la parte cuantica es una
cadena de (log, q)-bits ¢ tal que £ esté cerca de un muiltiplo de g/7.

Detalles sobre la distribucion de probabilidades

En el andlisis anterior, falta mostrar que el numerador de p(¢) cuando ¢ 1 (¢r), el término

. o mlre
sin ,

q

no es demasiado pequeno cuando ¢ =~ kq/r para 0 < k < r — 1. Dado que este anélisis es
demasiado largo cuando ¢ es una variable discreta, tomamos una ruta alternativa.

Consideremos p(¢) como una funcién continua en términos de ¢ en el dominio [0, ¢]. Mediante
el uso de identidades trigonométricas y el hecho de que ¢ es un numero entero, es sencillo
demostrar que

P <£ + g) =p(¥).
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Figura 7.1: Distribucién de probabilidades de p(¢) como una funcién de ¢ dada por la Ec. (7.2)

cuando N = 21, ¢ = 2°, y » = 6. Los puntos en la parte superior corresponden a los picos ¢ =
0, 85, 171, 256, 341, 427.

Cuando observamos p(¢) como una funcién continua, podemos demostrar que es una funcién
verdaderamente periédica, mientras que la funcién representada en la Fig. 7.1 no lo es.

Ahora obtengamos la forma de p(¢). Dado que p(¢) es (q/r)-periddico, consideremos el in-
tervalo ¢ € [0,q/r], y ademas limitémonos a ¢ tal que g { (¢r). Usamos la expresién

sin2 wlre

p(ﬁ) = ; Qqﬂgr' (73)
gcsin® T

El numerador de p(£), sin?(7frc/q), es el cuadrado de una funcién sinusoidal, que es (g/rc)-
periédica. Tenga en cuenta que ¢/rc es exactamente 1 si 7 | ¢ y estd cerca de 1 si r { ¢ porque ¢
es [q/r] o |g/r]|. Un ejemplo del numerador de p(¢) se muestra en la Fig. 7.2(a) para ¢ € [0, q/r].
El denominador de p(¢) (sin qc), sin?(7fr/q), también es el cuadrado de una funcién sinusoidal,

1

@ o5
0 ? 1 , T v
0 10 20 30 40 50 60 70 80
1
o o |
0 ‘ : ;
0 10 20 30 40 50 60 70 80
0.16
(© o.osk ﬂ
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Q

Figura 7.2: (a) Numerador de p(¢) como una funcién continua de ¢ para ¢ € [0,q/r] cuando
N =21, ¢ =2 yr = 6. (b) Denominador de p(¢) como una funcién continua de ¢ sin el
término gc. (c¢) p(¢) como una funcién continua de ¢ para ¢ € [0,q/r]. La figura (c) se obtiene
dividiendo (a) por (b) por gec.

que es cero solo en £ = 0 y ¢ = ¢q/r. Un ejemplo del denominador de p(¢) (sin el término gc)
para los mismos valores de N, ¢ y r se muestra en la Fig. 7.2(b) para £ € [0, ¢q/r].
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Si dividimos el grafico que se muestra en la Fig. 7.2(a) por el gréfico que se muestra en la
Fig. 7.2(b) y dividimos el resultado por ge, obtenemos el grafico que se muestra en la Fig. 7.2(c),
que es la versién continua de la grafica que se muestra en la Fig. 7.1 para 0 < ¢ < ¢/r. Es sencillo
verificar dos hechos: (1) los valores més grandes de p(¢) estédn cerca de £ = 0y ¢ = q/r porque
el denominador de p(¢) estéd cerca de cero; y (2) p(¢) esté cerca de cero en el medio (¢ cerca de
q/2r) porque el numerador estd cerca de 1 y el denominador esta cerca de gc, que es grande.
Muchos otros datos sobre p({) se obtienen de esta divisién, por ejemplo, es facil encontrar el
numero de ceros de p(¢). Usando nuestro conocimiento de célculo, comprobamos que

sin2 7r€qrc sin2 ﬂlilrc )
=0+ sin? T ¢—a1- sin? T
q "“ q

Luego, p(0) = p(q/r) = ¢/q = 1/r. Con este anélisis, hemos obtenido la forma de p(¢) en todo
el dominio porque p(¢) es (q/r)-periédico, es decir, si ponemos 6 gréficos de la Fig. 7.2(c) uno
al lado del otro, obtenemos la versién continua de la grafica de la Fig. 7.1.

0.16 |
0.14 |
0.12
0.10
0.08
0.06 -1
0.04 -
o.oz—k
0

0 100 200 300 400 500

Figura 7.3: La parte superior de la envolvente de p(¢) en funcién de ¢ en el dominio [0, ¢] cuando
N =21 (¢ =2%r =6, c=85), que se obtiene usando el cuadrado de la funcién cosecante
(cscx = 1/sinx).

Existe una ruta alternativa para obtener la forma de p(¢) en el dominio [0, ¢]. El numerador
de p(¢), sin? %, es el cuadrado de una funcién sinusoidal que oscila rapidamente dentro de una
envolvente, cuya parte inferior es el f-eje y la parte superior es la funcién

2 (mlr
CSC(q)
)
qc

que se obtiene de Eq. (7.3) al reemplazar el numerador de p(f) con 1. Fig. 7.3 representa la
parte superior de la envolvente en el dominio [0, ¢], que debe compararse con Fig. 7.1. Tenga en
cuenta que la envolvente tiene asintotas verticales para cada ¢ multiplo de ¢/r.

Olvidémonos ahora de la envolvente y concentrémonos en la forma del primer pico de p(¥).
La Fig. 7.4 muestra el primer pico en detalle cuando N = 21, ¢ = 2° y r = 6 mostrando no solo
la versién continua en rojo sino también los valores discretos en azul cuando ¢ es un nimero
entero. Los puntos en azul son los mismos que se muestran en el primer pico de la Fig. 7.1, y
al menos cuatro de ellos son claramente reconocibles. Tenga en cuenta que el primer pico de la
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Figura 7.4: Primer pico de la distribucién de probabilidades p(¢) como una funcién de ¢ cuando
N =21, q =2 yr = 6. La curva roja es la versién continua de p(¢) y la altura del pico es
1/r. Los valores de p(¢) para un entero de ¢ estan resaltados en azul. La figura azul es la versién
estirada del primer pico de la Fig. 7.1.

Fig. 7.1 no llega a ¢/q porque el pico se cancela antes de alcanzar la cima subyacente. La cumbre
subyacente se alcanza sélo para ¢ tal que ¢ | (¢r).

El caso particular 7 | ¢ (r es una potencia de 2) es destacable. En este caso, ¢ es exactamente
igual a ¢/r, que es un niimero entero, y p({) llega a la cima, cuya altura es exactamente 1/r, para
todos los ¢ que son multiplos de ¢/r y p(¢) va al fondo del valle (p(¢) = 0) para todos los demas
valores enteros de ¢. En la Ec. (7.1), |[¢4) tiene sélo la primera suma porque todos los términos
de la segunda suma desaparecen desde w™" = w ™% = 1. En este caso, la versién discreta de
la distribucién de probabilidades es verdaderamente periédica con periodo ¢/r. Sucede porque
estamos usando qubits y luego la dimensién del espacio de Hilbert es una potencia de 2.

Probabilidad de éxito de la parte cuantica

La esencia del andlisis es el calculo de la probabilidad de éxito después de una ronda de la
parte cuantica del algoritmo. Ya hemos acumulado suficiente informacién sobre la distribucion
de probabilidades; estamos listos para el cdlculo. Hay una desigualdad trigonométrica.

1
402 < sin®(ma) < 7%a? for |a| < 3

que se puede probar usando calculo béasico. Usando ambos lados de esa desigualdad, demostramos
la siguiente proposicion:

Proposicién 7.1. Si |a| < 1/2cy ¢ > 1, entonces

sin? rae _ 4c?
>

sinra — w2
Usando esta proposicién, podemos encontrar un limite inferior interesante en la probabilidad
de éxito. Comencemos por calcular un limite inferior en la probabilidad de p(¢) cuando ¢ es el
entero més cercano a un miltiplo de ¢/r. Supongamos que ¢ 1 (¢r) y £ = |kq/r] por 1 <k <r,
donde | ] es la notacién del entero mas cercano. Después,

() - e

q
r 2 q
qc sin (77 [TW
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2o = sin?(nk’ — a) vélida para cualquier entero

kq sin? rac
b — = V3
r qc sin” Ta

Ahora usamos la identidad trigonométrica sin
k' para obtener

donde "
o= k- ﬂ .
rlq
Usando ) ) .
q q
=< = 4
HEH
obtenemos
o] < = <
T2 2[Y

Asumiendo que ¢ = |¢/r] y usando la Proposicién 7.1, obtenemos

kel 5 de 4
p r _7T2qN7T2T.

Podemos visualizar este resultado observando que hay dos barras azules dentro del pico de p(¢)
en la Fig. 7.4. Acabamos de demostrar que la altura de la barra mas grande nunca es inferior a
4/m2r, alrededor del 40,5 % de la altura del pico.

En la parte cuantica del algoritmo, hay r posibles k. Entonces, un limite inferior en la
probabilidad de éxito es

Déxito = 5
m

lo que significa que la parte cudntica tiene al menos un 40,5 % de posibilidades de devolver una
cadena de (logy q)-bits ¢ que es el entero mas cercano a un multiplo de ¢/r.

7.7. Analisis de la parte clasica

Antes de ejecutar la parte cudntica del algoritmo, debemos hacer una lista de verificacion
clasica. Es necesario verificar si N es un nimero compuesto, lo que se puede hacer de manera
eficiente mediante pruebas de primalidad*. Comprobamos rapidamente si N es par. Ademas,
existen algoritmos clasicos eficientes para comprobar si IV es una potencia de algiin niimero primo
p [7]. Después de asegurarnos de que N es un nidmero impar compuesto y no es una potencia
de un numero primo, seleccionamos un entero aleatorio a tal que 1 < a < N y verificamos si
mecd(a, N) =1, lo cual se puede hacer de manera eficiente usando el algoritmo euclidiano.

Luego, después de ejecutar la parte cudntica del algoritmo, asumimos que la salida es una
cadena de (logy q)-bits ¢ tal que £ es el entero més cercano a un multiplo de ¢/r, es decir

_ | ka
| r
para algunos k tal que 0 < k < r. Definimos

bt
q

“https://en.wikipedia.org/wiki/Primality_test
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que obedece a 0 < b < 1. Ahora usamos el método de aproximacién de fraccién continua para
obtener la informacién deseada r. Una expansién en fraccién continua de un nimero racional
positivo b < 1 es

1

1
b0+bl+ L

b=

-'+ﬁ

donde by a b, son numeros enteros positivos y m es un numero natural. La notacién para la
fraccién continua es [bg, b1, ..., by, v los convergentes sucesivos son [bg], [bo, b1], [bo, b1, b2], v asi
sucesivamente, cada uno mas cercano a b, hasta el ultimo, que es igual a b. Cada convergente se
convierte en un nimero racional al truncar la expansién de la fraccién continua. En el algoritmo,
tenemos que encontrar el [by, by, ..., bj] convergente que tiene el mayor j tal que el denominador
del nimero racional equivalente sea menor que N. El denominador de este convergente es el
candidato a 7.

Por ejemplo, los convergentes sucesivos de £/q cuando ¢ = 85 y ¢ = 2% son [6] = 1/6,
[6,42] = 42/253 y [6,42,2] = 85/512 = ¢/q. Cuando N = 21 y a = 2, tenemos que seleccionar el
convergente [6] y luego el candidato para r es el denominador de 1/6. Afortunadamente, a® = 1
méd N. Nuestra suerte fallaria si escogiéramos ¢ = 171 (ver Fig. 7.1) porque concluirfamos que
r=3.

Ahora podemos ver por qué tenemos que exigir que ¢ > N?2. Es una consecuencia de un
teorema probado al final del capitulo sobre expansién en fracciones continuas en el libro de
Hardy y Wright [25].

Teorema 7.2. (Hardy y Wright) Si k£ y r son enteros positivos b es un nimero real positivo y
k 1

AR S L
r '<2r2’

entonces k/r es un convergente de la expansion en fraccién continua de b.
En la Ec. (7.4), hemos demostrado que la salida ¢ de la parte cudntica obedece lo siguiente
k¢ ' 1
<

T _27(1,

. (7.5)

para algin entero k tal que 0 < k < r, que nos es desconocido al igual que r. Para usar el
Teorema 7.2, tenemos que exigir que ¢ > N2 porque N es un limite superior para r, es decir,
1/qg < 1/N? < 1/r%. Entonces, podemos usar el teorema y estar seguros de que k/r serd un
convergente de £/q.

Para entender por qué tenemos que elegir el [bg, by, ..., b;] convergente que tiene el j mads
grande de modo que el denominador del ndmero racional equivalente sea menor que N, debemos
considerar los siguientes hechos. Si elegimos un [bg, b1, ...,bj:] = k’/r’ convergente que obedece
ala Ec. (7.5) y ¥ < N y no tiene el j/ mds grande, entonces el siguiente convergente, digamos
[bo, b1, ..., bj+1] = k" /r" también obedece a la Ec. (7.5) y < N. Obtenemos una contradiccién
porque por un lado usando la Ec. (7.5) dos veces tenemos

k,/ k,l/ k/ k,// 1 1

k/ k;l/

T/ ,r.//
y por otro lado tenemos

’klrl/ . k:”?“/| 1
r rl > 32

iyl N2 :
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La tltima desigualdad se deriva de las desigualdades |k'r” —k"r'| > 1y < Ny r” < N.
En conclusién, sélo existe un [bg, b1, ..., b;] convergente que obedece a la Ec. (7.5) tal que el
denominador de la fraccién equivalente es menor que NV; es el que tiene el mayor j.

Atn no hemos terminado porque puede suceder que el med(k,r) > 1. En este caso, cuando
miramos el denominador de k/r, obtenemos un factor de r, no r en si mismo. Tenemos que
descartar esos casos y preguntamos cuantos k relativamente primos con r hay. La proporcién
de buenos k es ¢(r)/r, donde ¢(r) es la funcién indicatriz de Euler. Hay un limite inferior para

¢(r) dado por [25, 52]
-

(1) > T(n()

Entonces, un limite inferior para la probabilidad de que la salida ¢ sea el entero més cercano a
un multiplo de g/r y el med(k,r) =1 es

p(zz Vﬂ v med(k, r) :1) > 772111(11n(7“))

, para r > 7.

para r > 7.

Si pensamos en el algoritmo de factorizacién como un algoritmo de Monte Carlo, que se
obtiene eliminando las declaraciones ”vaya al Paso”del Algoritmo 7.1, el algoritmo se ejecutara
s6lo una vez y un limite inferior en la probabilidad general de éxito es

3
472 In(In(r))’

que se obtiene del analisis de esta Seccién y del Hecho 3 (r debe ser par y el mcd(ar/ 241,N) > 1).
Si pensamos en el algoritmo de factorizacion como un algoritmo de Las Vegas, tal como se
describe en Algoritmo 7.1, la probabilidad de éxito es 1, pero tenemos que calcular un limite
superior para el nimero promedio de veces que la parte cuantica del algoritmo se ejecutara hasta
encontrar un factor de N. Suponga que un algoritmo tiene la probabilidad 0 < p < 1 de generar
el resultado correcto en una ejecucién del algoritmo. La probabilidad de generar el resultado
correcto después de ejecutar n veces el algoritmo exactamente es (1 — p)"~!p porque debe fallar

n — 1 veces antes de tener éxito. El niimero promedio de veces que se ejecutara el algoritmo es®
- n—1 1
don(l—p)lp = -
n=1 p

Luego, un limite superior en el nimero promedio de veces que la parte cuantica se ejecutara en
el Algoritmo 7.1 es 472 In(In(r))/3 para r > 7.

7.8. Circuito de la transformada de Fourier

La primera descomposicion de la transformada de Fourier en términos de puertas bésicas
se encuentra en un informe de la IBM del ano 1994, que estuvo ampliamente disponible en el

5La suma se calcula usando
oo n d o0 n

donde ¢ =1 — p. La suma dentro de la derivada es la serie geométrica, cuyo valor es ¢/(1 — ¢) cuando |q| < 1.
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ano 2002 [15]. Una descripcién de esta descomposicién basada en la FFT clédsica estd disponible
en [36].

El bloque basico del circuito de la transformada de Fourier Fon, donde n es el nimero de
qubits, es la puerta controlada C'(Ry) para k > 0, donde

1 0
B Lo el |
La representacién matricial de C'(Ry) es

cm) = |

0 0

0 0

a0 o
0

o O o
o O = O

exp ()

El conjunto de puertas R tiene muchos subcasos especiales, que son

Ry = I,
R = Z,
Ry =6,
Ry =T,

donde Z, S y T son las puertas Pauli Z, la puerta de fase y la puerta 7/8 o T', respectivamente.
Tenga en cuenta que, Rj,1 = v/Rj. Entonces, la secuencia anterior significa que la siguiente
puerta es la raiz cuadrada de la anterior. La misma idea se aplica a C'(Ry), es decir, C(Rp41) =
/C(Ry), pero en este tltimo caso estamos calculando la raiz cuadrada de matrices (4 x 4).
La Fig. 7.5 representa el circuito de Fyn en términos de la puerta Hadamard, C(Ry) y puertas

In [1]: from sympy.physics.quantum.qft import QFT
from sympy.physics.quantum.circuitplot import circuit_plot

In [2]: n=5
c = circuit plot(QFT(0,n).decompose(), nqubits=n)

TR4R5J

T
(V]
=

@4?
B
H]

Figura 7.5: Print de un notebook de Jupyter que muestra la descomposicién de la transformada
de Fourier Fys usando comandos de Python QFT y circuit_plot de la libreria sympy.

swaps cuando n = 5. La estructura del circuito se puede comprender facilmente a partir de este
ejemplo. El circuito tiene n+ 1 bloques. De izquierda a derecha, el primer bloque tiene n puertas,
comenzando con H y luego con Ro, Rs,..., R, actuando sobre el qubit 1 y controlado por el qubit
2, 3,..., n, respectivamente. El siguiente bloque comienza nuevamente con H y luego con Ra,
Rs,..., Ry—1 actuando sobre el qubit 2 y controlado por el qubit 3, 4,..., n, respectivamente. Esto
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continta hasta que llegamos al ultimo qubit, en el que se aplica un solo bloque H (n-ésimo). El
ultimo bloque estd hecho de |n/2| puertas swap y tiene una estructura simétrica simple. Si n
es impar, el qubit central no se intercambia. El nimero de puertas es

n(n+1)+[nJ'

n
D41 H _ n
n+n—-1)+---+1+ 5 5 5

Demostremos que un circuito con la estructura representada en la Fig. 7.5 implementa la trans-
formada de Fourier cuando tenemos n qubits. Suponga que la entrada es |[¢) = |[{1) @ - - ® |€y,).
Cuando la entrada es un estado de la base computacional, la salida es un estado desentrelazado
|th1) ® -+ @ |¢by). Empecemos por calcular la salida [¢)1) del primer qubit. Dado que hay una
puerta de intercambio que invierte los estados del primer y el iltimo qubit, tenemos

0) + €2 1) 0) + €23 (1)
V2 o

La segunda ecuacién se deriva del hecho de que si 4, es 0, la salida es |+), y si £, = 1, la
salida es |—) (porque €™ es —1). La tltima ecuacién sigue de la descomposicién de £ = 2"~ 141 +
M2 o442 1+l y de €™F =1 si k es un nimero entero.

La salida del segundo qubit es

|¢1> = H‘€n> =

n—1 tn

- i bn1 4 tn Tl
0y + 5D o)+ ORIy j0) 4 o2
7 - NG =

o) = RS HI|ly—1) = RS

La primera ecuacién se obtiene de la Fig. 7.5 usando ese C'(R2)|ln)|ln—1) = |€n>(Rg"|€n,1>).
La segunda ecuacién utiliza el mismo calculo descrito anteriormente para el primer qubit. La
tercera ecuacion se sigue de

1
R2n |O> = |0>7
Loiqy 2wt
Ry'[1) = e 22 [1).
La ultima ecuacion utiliza la misma descomposicién de ¢ descrita anteriormente.

La salida del ultimo qubit es

10y 4+ 2 (FHF48) 11y () 4 e2rish| 1)
V2 B V2 '
La primera ecuacién se obtiene de la Fig. 7.5 usando que la salida del dltimo qubit se obtiene
de la accion de H, RéQ, o Rfl" en el primer qubit. La segunda y tercera ecuacién se obtiene con
el mismo tipo de cédlculos descritos anteriormente para el primer y segundo qubit.
Entonces, la salida [1)1) ® - - - ® |1,) del circuito de la Fig. 7.5 con n qubits es

Wn) = Rl - RPHI|0)) =

. N .
0) + L) [0} + R j0) + €T
NG NG NG

Ahora convertimos cada término en una suma

1
TZ 7r1k12|k ®$Z 27r1k222|k ®72 27"1kn2n|k

ko=0 kn =0
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Colocando todas las sumas hacia el lado derecho y combinando los exponenciales, obtenemos

1
1 omie (5452 )

E e 2 k1 ey k),
Ve o

que es equivalente a

Usando la definicién de la transformada de Fourier dada en la Sec. 7.4, reconocemos que la
ultima expresion es Fon|l).

Descomposiciéon de C(Ry)

El circuito que proporciona la descomposicion de C(Ry) en términos de CNOTs y puertas
de 1 qubit Ry41 es

e .

FEsta no es una descomposicion en términos de puertas universales porque necesitamos escribir
Ry11 en términos de un conjunto finito de puertas de 1 qubit. En la mayoria de los casos, no
es necesario preocuparse por este paso, ya que lo realiza automaticamente el compilador de las
computadoras cudnticas. R se puede implementar usando R,, que es una rotacién de la esfera
de Bloch sobre el eje z. Tenga en cuenta que si k es grande, los errores impedirdn que estas
puertas funcionen correctamente a menos que existan codigos de correccién de errores.

Ahora mostramos que la descomposicién de C(Ry) en términos de CNOTs y puertas de 1
qubit Ryq es correcta. Si la entrada a C'(Ry) es |7)|¢) entonces la salida es

[

1)) —==> |j)RLJE).

A

T
RkJrl

a
>

Si |j€) es igual a [00) o |01) o |10), la salida es |j¢) porque Ry|0) = |0). La tinica salida no trivial
se obtiene cuando la entrada es [11). En este caso, la salida es exp(2mi/2%)[11).

Analicemos la descomposicién (circuito de la derecha) para comprobar que el resultado es
el mismo. Para las entradas |00) o |01) o |10), los CNOTs no estédn activados o se anulan.
Ademas, dado que Rg|0) = [0) y R};HRkH = [ comprobamos que la salida es igual a la
entrada. El caso que falta es la entrada |11). Sigamos cada paso a la vez usando Ry1|0) = |0)
y Riqa|1) = exp(2mi/28F1)|1):

ok o . IQR] .
[1y[1) Z2EL q2mi/2T 1y 1y 02O, (2mi/2 gy gy SRR 2mi/2 gy )y

o ﬂ) e27ri/2k+1’1>|1> M e2ﬂi/2k+162ﬂi/2k+1‘1>‘1> _ 6271'1/2]“‘1>‘1>.

Tenga en cuenta que la salida es exp(27i/2¥)|11), que es igual a la salida del circuito de la
izquierda.
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7.9. Observaciones finales

En su articulo original [56], Shor mostr6 que la cantidad de veces que tenemos que volver a
ejecutar el algoritmo hasta encontrar una solucién es O(loglogr). Es posible reducir el niimero
de repeticiones de la parte cudntica mejorando el posprocesamiento clasico [22].
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Capitulo 8

Algoritmo de Shor para logaritmos
discretos

El articulo completo sobre los algoritmos de Shor se publicé en el ano 1997 [55] y describe no
s6lo un algoritmo para la factorizacion de enteros, sino también un algoritmo exponencialmente
mas rapido para logaritmos discretos. Es una contribucién cientifica notable y célebre a la
computacion cuantica, pero el algoritmo para el logaritmo discreto no se ha descrito en muchos
libros [30]. Algunos articulos aplican este algoritmo en la criptografia [29, 48].

8.1. Preliminares de teoria de niimeros

El logaritmo discreto de b en base a, denotado por log, b, es el nimero de veces que a
multiplicado por si mismo es b, es decir, a® = b. Aqui asumimos que a, b y s son niimeros enteros
positivos. Por ejemplo, logy 8 es 3 porque 2 x 2 X 2 = 8. Donde s = log, b, escribimos

al%8ab = p,

Tenga en cuenta que hay opciones de a y b para que el logaritmo discreto log, b no exista, por
ejemplo, log, 7 porque no hay ningin entero s que satisfaga 2° = 7. Dos propiedades importantes
del logaritmo en base a, cuando log, b y log, ¢ existen, son

» log,(bc) = log, b+ log, ¢;
» log,(b%) = clog, b.

Hay dos inconvenientes en el contexto de los algoritmos cuanticos cuando usamos el conjunto de
nimeros enteros positivos Z* para definir la nocién de logaritmo discreto: (1) Dependiendo de
la eleccién de a y b, log, b puede no existir, y (2) si log, b existe, existen métodos eficientes para
calcular log, b usando el hecho de que el logaritmo discreto es igual a la definicién estandar de
logaritmo de nimeros reales.

En lugar de usar Z", usemos un subconjunto del conjunto Zy = {0,1,....N — 1}, que
tiene dos operaciones modulares: suma y multiplicacién. Basicamente nos interesa el médulo de
multiplicacién N, donde N > 1. Para seleccionar el subconjunto deseado de Zy, necesitamos
saber qué nimeros de Zy tienen inverso. Un nimero a € Zy tiene un inverso a=! (aa™! = 1
méd N) si y solo si el mdximo comun divisor de a y N es 1. Si a tiene un inverso, el conjunto
Go. = {a,a®, ...,a"} es un grupo ciclico, donde r es el orden de a médulo N (order(a) es el
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entero positivo mas pequeno para que a” =1 méd N). El producto del grupo en este caso es el
médulo de multiplicaciéon N. Si seleccionamos cualquier elemento b en G, €l log, b existe. Por
ejemplo, para N = 34 tenemos Gi5 = {15,21,9,33,19,13,25,1} y log515 = 1, log521 = 2,
log159 = 3, log 533 = 4, etc. En este contexto, nadie conoce un algoritmo clasico que calcule
log, b de manera eficiente (en tiempo polinomial) para un b arbitrario en G,.

El algoritmo de factorizacién de Shor puede calcular log, b de manera eficiente si el order(b)
es un factor no trivial de order(a), porque log, b =order(a)/order(b) en este caso. Antes de
intentar calcular log, b utilizando algoritmos de logaritmos discretos, verificamos si el orden de b
divide el orden de a. De lo contrario, usamos un algoritmo cudntico que calcula log, b de manera
eficiente para un b arbitrario en G,.

La estrategia principal en la parte del algoritmo de Shor que calcula el orden de a € Zy es
definir la funcién

f: Zom — Ty

x+—a”,

donde m =~ 2n, n = [logy, N, y aprovechar el hecho de que f es r-periédico. Sabemos que esta
funcién se puede implementar en una computadora cudntica con alrededor de 3n qubits usando
el operador unitario Uy definido por Uy|z)|y) = |z)|y ® (¢ méd N)). Es posible determinar r
de manera eficiente con una aplicacion de la transformada discreta inversa de Fourier FQTm al
primer registrador después de haber aplicado Uy a una superposicién de todos los estados de la
base computacional del primer registrador (el segundo registrador se establece inicialmente en
|0)) . El método funciona porque f tiene el periodo r.

Es natural preguntarse si se puede usar la misma estrategia para calcular s sabiendo que
a®* = b méd N. El problema es que no existe la funcién s-periddica f(x) con dominio Zgm y
codominio Zy que utilice inicamente los pardmetros a y b. La salida es usar una funcién f(z,y)
con dos variables definidas como

12 xZy — Zn
(z,y) — a®bY.
Esta definicién tiene dos diferencias principales: (1) El dominio de cada variable es Z, en lugar
de Zom, y (2) f tiene dos variables. Respecto a (1), es importante utilizar el dominio Z,; de lo
contrario, la aritmética modular no proporcionaria la respuesta correcta al final del algoritmo.
Esto significa que r debe calcularse previamente y si r no es una potencia de 2, la implementacion
de la transformada de Fourier F, requiere trabajo adicional. Respecto a (2), f es periédico de

la siguiente forma:

f(xay) :f(:l:+kr—€s,y+€)7
donde k, ¢ € Z,. De hecho,

a®b? = a®(b) "9’ = a®a* (a®) TV = TP méd N,
donde hemos usado que " = 1y a® = b mdéd N. Para comprender mejor la periodicidad de
f(x,y), tenemos que utilizar el concepto de redes y subredes en espacios vectoriales finitos.

8.2. Red en espacios vectoriales finitos

Hay muchos tipos de redes en matematicas. Las que nos interesan son las redes en espacios
vectoriales finitos, en particular, las redes bidimensionales que son subgrupos aditivos del espacio
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vectorial Z, x Z, (denominado Z2 en adelante). Este espacio vectorial es el conjunto de vectores
con dos entradas cada uno en Z,, cuya base canénica es {eg, e1}, donde

o-(1) (1)

Esto significa que cualquier vector v en Z2 es una combinacién lineal de eq y e1, es decir, hay
escalares k,{ € Z, de modo que v = keg + le;.
Una red L en Z2 se define como un conjunto

L={kr+/(s:k e},

donde r y s son dos vectores linealmente independientes en Z2. El conjunto {r,s} es una base
de L. Diferentes bases pueden abarcar la misma red. Tenga en cuenta que Z2 en si mismo es
una red en Z2. Entonces, L es una subred de Z2.

Los vectores se pueden representar por puntos. Por ejemplo, los vectores

r 16 s 5
“Lo )Y {1
se muestran en la Fig. 8.1 como puntos (z,y) = (16,0) y (5,1). La figura también muestra la red
con base {(16,0),(5,1)} en Z%G. Como ejemplo de aplicacion al cdlculo de logaritmos discretos,
16® °
144 ®
12 @

10 ®

41 o

2 (=s,1) mod r g

(r,0)

Figura 8.1: Red con las bases r = (16,0) y s = (=11, 1) médulo 16. Los bordes son ciclicos.

considere nuevamente N = 34 pero esta vez tome a = 27 y
Gor ={27,15,31,21,23,9,5,33,7,19,3,13,11,25,29,1}.

Supongamos que queremos calcular logy; 3, cuya respuesta sabemos que es s = 11. Dado que
el orden de @ = 27 es r = 16 médulo 34, la red L con base r = (r,0) y s = (—s,1) que se
muestra en la Fig. 8.1 representa todos los puntos (z,y) en Z34 de modo que f(z,y) = f(0,0),
donde f(z,y) = a®¥ mdd 34, a = 27, y b = 3. De hecho, f(kr + ¢s) = f(kr — ls,£) = f(0,0).

Entonces, f es una funcién peridédica donde el periodo depende tanto de s como de r. La red L
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es un subgrupo del grupo aditivo Z%& Esto significa que podemos particionar Z%G en clases de
equivalencia, las clases laterales de L en Z%G, y podemos seleccionar los siguientes representantes:
(0,0), (1,0), ..., (r — 1,0). La imagen de f en cualquier punto (x,y) € Z? es igual a la imagen
f en uno de los representantes. Es decir, f(x — ¥s,¢) = f(x,0) para 0 < ¢ < r, que corresponde
a desplazar las unidades x de la red a la derecha con condiciones de frontera ciclicas, es decir,
sumar (z,0) a cada elemento de L médulo 16. Cuando arreglamos = y ejecutamos £ de 0 a r — 1
cubrimos el conjunto con el representante (x,0).

8.3. Caso especial: El orden de a es una potencia de 2

Sean N, a y b enteros positivos conocidos y sea s un entero positivo tal que a® =b méd N y
el med(a, N) = 1. Nuestro objetivo es encontrar s dados IV, a y b como entrada. Sea r el orden
de a moédulo N, que puede determinarse eficientemente usando el algoritmo de factorizacién
de Shor. Abordamos en esta Seccién el caso r = 2™ para algtin entero m, lo que significa que
r es una potencia de 2. En este caso, hay un algoritmo clasico eficiente llamado FEl algoritmo
de Pohlig—Hellman que es capaz de calcular s en tiempo polinomial. Describimos el algoritmo
cudntico para este caso porque la transformada de Fourier F;. se puede implementar de manera
sencilla en una computadora cuantica basada en qubits y el andlisis del algoritmo es més facil
que el caso general.

Sea f una funcién de dos variables con dominio Z, X Z, y codominio Zy definidos como

f(z,y) =a"b¥ méd N.
Hemos demostrado que f es periddico de la siguiente manera:
flz,y) = flz+ kr — s,y +0).

Usando f, definimos un operador unitario de 3 registradores

Uslz)y)lz) = |2)|y)lz @ f(=,9)), (8.1)

donde el primer y segundo registrador tienen m qubits cada uno y el tercer registrador tiene
n = [logy N'| qubits. La aritmética con las variables del primer y segundo registrador se realiza
con médulo r. La aritmética para calcular la imagen f(x,y) se realiza con médulo N. El simbolo
@ representa la operacién xor bit a bit. El algoritmo que calcula el logaritmo discreto cuando r
es una potencia de 2 se describe en el Algoritmo 8.1 y el circuito se muestra en la Fig. 8.2.

Analisis del algoritmo

En el paso 2, aplicamos H®™ @ H®™ ® I a |0)|0)|0) obteniendo

1 r—1
=1 Y o).
z,y=0
En el paso 3, aplicamos Uy a [1)1) obteniendo

r—1
g2 = 3 Wl)lfCm).

z,y=0
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Algoritmo 8.1: Algoritmo del logaritmo discreto cuando r es una potencia de 2

Entrada: N, a, by r (orden de a).
Salida: s = log, b con probabilidad 1/2, donde a®* =b méd N

1 Prepare el estado inicial |0)%™[0)¥0)®", donde m = logy 7 y n = [logy N1;

Aplicar H®™ @ H®™ al primer y segundo registrador;

N

Aplique Uy como se define en la Ec. (8.1);

W

Mida el tercer registrador en la base computacional;

Aplicar Fl ® F} al primer y segundo registrador;

4]

6 Mida el primer y segundo registrador en la base computacional, donde r; y r2 son los
resultados;

7 Si el med(ry,r) =1, devuelve s = ry/r1 mdd r; de lo contrario, Falla.
|O>®m m Hem FQTm XZ): 1

0o —p A—

|%0) 41) |12) |13)

Figura 8.2: Circuito del algoritmo del logaritmo discreto cuando r es una potencia de 2, donde
m = logy 7, n = [logy N,y Uy es definido por la Ec. (8.1). Si el med(r1,r) = 1, retorna s = 73 /r;
mod r; caso contrario, Falla. La probabilidad de devolver el resultado correcto es 1/2.

Antes de continuar, simplificamos |12) lo mas posible usando la periodicidad de la funcién f.
Dado que la imagen de f en todos los puntos (z — ¢s,¢) para 0 < £ < r es igual a la imagen de
(x,0), podemos recopilar el tercer registrador como

r—1 /r—1
i) = 2 (Z\x—es 0 ) F(2,0)).

En el paso 4, medimos el tercer registrador en la base computacional, obteniendo una imagen
de uno de los representantes de las clases laterales de L en Z? de la siguiente manera

|ths) = (Z\xo —£s)|6) > |f(20,0)).

En el paso 5, aplicamos FrT ® FJ al primer y segundo registrador (despreciamos el tercer regis-

trador) obteniendo
r—1

|4) = 17, > (FTIxo — 0s) ) (Fj|z>) .

Z:O
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Ahora simplificamos [¢4) tanto como sea posible. Usando la definicién de la transformada de
Fourier F,:r , obtenemos

1 r—1 1 r—1
T z(xo—Ls) - yl
tha) = Z ( 7 \x>> ﬁyfawr ) ] -

donde w, = exp(27i/r). Cambiando el orden de las sumas colocando },  hacia la izquierda, y
colocando ), y el término w;” #ts 3] segundo registrador, obtenemos

[iha) = Z Wi z) Zw“ =),

J:y 0
Usando
r—1 . o

EZ (wfxﬁy)z _ 1, siy=uws,

T o " 0, caso contrario,
obtenemos

|tha) = E w1z by,2s|Y),
z,y=0

y simplificando la suma sobre y, obtenemos

) = Zwm(’lx ) ls).

En el paso 6, medimos el primer y segundo registrador en la base computacional y obtenemos
dos resultados: 71 y ro = r1s, donde 71 se elige en el intervalo [0, — 1] uniformemente al azar.

En el paso 7, si el med(ry,7) = 1, calculamos s = ro/r; méd r. Dado que s < r < N, s
satisface a® = b moéd N. Para cualquier impar 71, el med(ry,r) = 1. Dado que la mitad de los
valores de r; son impares, la probabilidad de éxito es 1/2.
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Capitulo 9

Algoritmo de Grover

El algoritmo de Grover [23, 24] es un algoritmo de buisqueda desarrollado inicialmente para
datos no estructurados. También se puede describir en términos de un oraculo, que es una
funcién con alguna promesa o propiedad que se puede evaluar tantas veces como queramos, y
nuestro objetivo es determinar la propiedad que tiene la funcién. Este Capitulo sigue la iltima
descripcién con el foco en el modelo de circuito. El algoritmo de Grover es 6ptimo, es decir, no se
puede mejorar [5, 66]. Se describe en muchos libros [3, 4, 6, 26, 28, 30, 32, 33, 37, 42, 46, 51, 60, 62].

9.1. Formulacion del problema en términos de un oraculo

Sea N una potencia de 2 para algin entero n, es decir, N = 2". Supongamos que f :
{O, o, N — 1} — {0, 1} es una funcién booleana tal que f(x) =1 siy solo si z = xy para algin
valor fijo zg, es decir,

1, six=uxg,
@)= { 0, caso contrario.

Supongamos que xg nos es desconocido. ;Como podemos encontrar xg evaluando f? Desde un
punto de vista computacional, queremos evaluar f lo menos posible.

Clasicamente, el algoritmo mas eficiente consulta esta funcién N veces en el peor de los casos,
es decir, la complejidad del algoritmo clésico en cuanto al niimero de consultas es O(NV). ;Cémo
se hace en la practica? Le pedimos a otra persona que genere un numero aleatorio den-bits xg.
Esta persona nos oculta xy y hace una subrutina compilada de f. Podemos usar la subrutina
tantas veces como queramos, pero no podemos hackear el cédigo en busca de xg. El algoritmo
clésico que resuelve este problema es una iteracién que consulta f(z) por z de 0 a 2" — 1. Tan
pronto como f(z) es 1, el programa devuelve xy.

Cudnticamente, es posible mejorar la complejidad de la consulta a O(\/N ). ;Cémo se hace
en la préactica? Tenemos que pedirle a alguien nuevamente que genere un nimero aleatorio de
n-bits xg y defina f. Esta persona, el ordculo, implementa f a través de una matriz unitaria
Uy en una computadora cudntica. Podemos usar Uy, pero no podemos ver los detalles de la
implementacién de Uy. Cada vez que usamos Uy, agregamos una unidad al conteo. Podemos
usar puertas adicionales que obviamente no dependen de z.

Tenemos el mismo problema que se puede resolver mediante algoritmos ejecutados en dos
maquinas diferentes. En el primer caso, se utiliza una computadora clésica con O(n) bits y la
solucién se encuentra después de O(N) pasos. En el segundo caso, se utiliza una computadora
cudntica con O(n) qubits y la solucién se encuentra después de O(v/N) pasos. Esta ganancia en
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complejidad justifica la inversion en hardware cuantico y el estudio de técnicas para desarrollar
algoritmos cudnticos, que necesariamente tienen que utilizar la superposiciéon de estados. En el
caso del algoritmo de Grover, Uy actuando sobre una superposicién de estados evalia f en mas
de un punto del dominio al mismo tiempo con los mismos recursos disponibles. La computadora
clésica necesita un ntmero exponencial de procesadores para realizar esta tarea con la misma
eficiencia.

9.2. Como implementar el oraculo en una computadora cuantica

El primer paso para desarrollar un algoritmo cuéntico que resuelva el problema de Grover
es la implementacién de la funcién f. Dado que f es una funcion booleana cuya tabla de verdad
tiene una sola fila con salida 1, f se puede implementar con una puerta Toffoli multiqubit
activada por g, como se describe en la Sec. 2.7 de la Pdgina 23. Esta puerta tiene una matriz
unitaria asociada Uy, que se define por su accién en la base computacional como

i) = lx)li @ f(x)),

donde z es una cadena de n-bits y 7 es un bit. El primer registrador tiene n qubits y el segundo
registrador tiene un qubit. Tenga en cuenta que si tomamos ¢ = 0, la ecuacion anterior se reduce
a

Uslz)

| Jzo)|1), siz =,
Uyla)|0) = { |£)|0),  caso contrario,

que describe la salida de una puerta Toffoli multiqubit activada por zg (y s6lo por zp) cuando la
entrada es |x)]0). El resultado del célculo de f(z) se almacena en el segundo registrador mientras
que el estado del primer registrador permanece sin cambios.

Por ejemplo, el circuito que implementa Uy en el caso N = 8 y xg = 6, es decir f(110) =1
y f(j) =0sij # 110, es

El primer registrador tiene tres qubits. Tenga en cuenta que el estado del segundo registrador
cambia de |0) a |1) sélo si la entrada al primer registrador es |110) porque 110 activa los tres
controles y todas las deméas cadenas de 3 bits no lo hacen.

En el algoritmo de Grover, el estado del segundo registrador siempre es

0) — 1)
5

Usando linealidad, la accién de Uy viene dada por

[ k)l siz=u,
Uf|x>‘ >_{ |x)|—), caso contrario.

-) =

El mismo resultado se obtiene de la Proposicién 3.1 de la Pagina 29, que establece que

Uslz)| =) = (=1)/@a)|-).
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9.3. El algoritmo

El algoritmo de Grover usa un operador adicional definido como
G = (21d){d] ~ In) ® I,
donde
=
|d) = Wi jz(:) 19)-

La notacién “|d)(d|” se llama producto externo entre el vector |d) (una matriz N x 1) y el
vector dual (d| (una matriz 1 x N). El producto externo es equivalente al producto de matrices.
Multiplicar una matriz N x 1 por una matriz 1 x N da como resultado una matriz N x N. Por
lo tanto, |d)(d| es una matriz N x N, dada por

11 - 1
T R T
=gl ]
11 1
y
2-N) 2 2
2 2—-N 2
(21l - In) = e
2 2 (2 — N)

que se llama matriz de Grover (u operador de Grover).
El algoritmo de Grover se describe en el Algoritmo 9.1.

Algoritmo 9.1: Algoritmo de Grover
Entrada: Un entero N y una funcién f : {0,...,N — 1} — {0,1} tal que f(z) =1 sélo
para un punto z = xg en el dominio.

Salida: x( con probabilidad igual o mayor que 1 — %

1 Preparar el estado inicial |d)|—) ;
2 Aplicar (G Uy)", donde t = H\/NJ ;

3 Medir el primer registrador en la base computacional.

9.4. Circuito no econémico del algoritmo de Grover

El objetivo de esta seccién es encontrar el circuito que implementa el operador de Grover
utilizando nuestro conocimiento de la implementacién de funciones booleanas. El circuito usa
mas qubits de los necesarios, pero mas adelante mostramos como obtener una versiéon econémica
del circuito.

Para obtener el circuito, tenemos que hacer una manipulacién algebraica con la expresién de
la matriz de Grover (2|d)(d| — In). Tenga en cuenta que

|d) = H®"|0)
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donde |0) esté en notacién decimal y H®" = H ® --- ® H. Transponiendo la ecuacién anterior,

obtenemos
(d| = (0|H®™.

Usando (H®™) - (H®™) = (H - H)®™ = (I5)®" = Iy, obtenemos

(2]d)(d| — In) = H®™(2]0)(0] — Ix)H®",

donde
1 0 0
0 -1 0
(210)(0] — In) =
o o --- -1

La matriz (2]0)(0] — In) actta sélo sobre el primer registrador. Sin embargo, es més sencillo
implementar esta matriz utilizando ambos registradores. Demostremos que estd implementado
por una puerta Toffoli multiqubit activada por 0. De hecho, la accién de (2[0)(0] — Iy) en |z),
donde x es una cadena de n-bits, es

B [0), siz=0,
(210){0] — I) |z) = { —|z), caso contrario.
Por lo tanto, la accién de (2]0)(0] — In) en el primer registrador es la misma que la accién de
(=Uy/) en ambos registradores, cuando o = 0 (el estado del segundo registrador debe ser |—)),

donde
o)1, six=0,
ra={g

caso contrario.

El signo menos en (—Uy/) no cambia ni el resultado del algoritmo, ni la probabilidad final. Es
decir, usar G o —G en el algoritmo de Grover no cambia el resultado final.

Usando estos resultados algebraicos, concluimos que un circuito que implementa el algoritmo
de Grover es

,,,,,,,,,,,, -
o T
| |
| |
| |
| |
| Us I |
| |
m —E)
| |
_ ‘ ‘ _
| > e \li ] ’ >7
donde los bits i1, ..., i, son las salidas de las mediciones. Esos bits son el bit de x(, es decir

2o = (11 ...1n)2, con alta probabilidad.

9.5. Circuito econémico del algoritmo de Grover

El segundo registrador del algoritmo de Grover se puede descartar ya que es posible hacer
una implementacién mas econémica del ordculo [34]. Comencemos mostrando como implementar
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el operador (2]0)(0] — I) (médulo de la fase global), que nos permite implementar el operador
G usando sélo el primer registrador. Demostremos la equivalencia de los siguientes circuitos:

k1) k1) k1) 7 k1)
|k2>¥|k2> |k2) T |k2)
PR T h) ! k)

|Fen) |Fon) [Kn) d (— 1)k Fn k).

=) (~1)frn|—)

La salida del circuito de la izquierda es el estado de (n + 1)-qubits
) @+ @ k) @ ((—1)0 =),

que se obtiene de la definicién de la puerta Toffoli multiqubit activada solo cuando los qubits
k1,...,kp se establecen en 0. El producto de Kronecker tiene la propiedad

|[v1) ® (alvz)) = (alv1)) ® |v2) = a(lvr) @ [v2)),

para cualquier vector |v1), |v2) y cualquier escalar a. Luego, movemos el término escalar (—1)%1*n
al primer registrador cuya salida es

) @+ @ k1) @ ((—1)F R k) ) = (“1)F el @ - @ ).

El estado del segundo registrador es |—) y este registrador se descartara al final del proceso.
Ahora mostramos que la salida del circuito de la derecha es la misma. Usamos el hecho de
que XHXHX = —Z, por lo tanto, el circuito de la derecha es equivalente a

k1) k1)
|k2) ? |k2)
|kn—1>
|kn)

|kn—1>
(= 1)k hn k).

La salida se obtiene usando (—Z)|k,) = (—1)k»|k,), y dado que —Z se activa sélo cuando los
qubits k1, ...,k,_1 se establecen en 0, obtenemos la salida general (—1)FtFn—1kn|ky ..k 1k,).
En conclusién, el resultado del primer circuito (después de la eliminacién del segundo registrador)
es el mismo que el resultado del segundo circuito. Ya que vamos a realizar una medicién del
primer registrador solamente, esto completa la prueba de que podemos reemplazar sin ninguna
pérdida el primer circuito con el segundo en el algoritmo de Grover. Este reemplazo no es valido
en todos los algoritmos. Hasta ahora hemos demostrado que G (mddulo de la fase global) se
puede implementar usando sélo el primer registrador.

Consideremos el ordculo. Si el ordculo elige xo = 0, el circuito de Uy es una puerta Toffoli
multiqubit que se activa solo cuando todos los qubits del primer registrador se establecen en
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0. En este caso, ya hemos mostrado como implementar U; usando sélo el primer registrador.
El ordculo usaria el circuito de la mano derecha representado al comienzo de esta Seccién. Si
el oraculo elige xo = 1, el circuito de Uy es una puerta de Toffoli multiqubit que se activa solo
cuando todos los qubits del primer registrador se establecen en 0 excepto en el n-ésimo qubit,
que se establece en 1. En este caso, tenemos el siguiente circuito de equivalencia:

k1) k1) k1) k1)
|k2) ? |k2) |k2)

|k2)

) b ) na) )

o) —— |Kn) |Fen) (—1)Fuhn—thn ).

|_> — D (_1)E1~--En_1kn |_>

La verificacién de equivalencia es similar al caso anterior, pero ahora se obtiene usando H X H =
Zy Zlky) = (—=1)*|k,), y dado que Z se activa sélo cuando los qubits ki, kg, ..., ky—1 se
establecen en 0, obtenemos la salida general (—1)¥1F2kn—1kn |k ko ... k). Esto concluye la prueba
de que el oraculo usaria un circuito de n-qubits si g = 1.

El resto de casos, xg > 2, se obtiene de los resultados anteriores. Si el (ltimo) bit més a
la derecha de zg es 0, usamos la equivalencia de circuito descrita al principio de esta Seccién
de la siguiente manera: Si cualquier control (excepto el n-ésimo) en el circuito de la izquierda
cambia de circulo vacio a un circulo lleno, lo mismo debe ocurrir con los controles del circuito
de la derecha. Si el bit méas a la derecha de x( es 1, usamos la equivalencia del segundo circuito
de esta Seccidn, y de la misma manera si cualquier control (excepto el n-ésimo) en el circuito de
la izquierda cambia de circulo vacio a circulo completo, lo mismo debe ocurrir. suceda con los
controles en el circuito de la derecha. La expresién de la salida cambia en consecuencia.

Asi, no solo G sino también U; se puede implementar con n qubits eliminando el segundo
registrador e introduciendo dos puertas Hadamard més dos puertas X Pauli, si el n-ésimo qubit
esta activado por 0, e introduciendo sélo dos puertas Hadamard si el n-ésimo qubit es activado
por 1.

r— —O0—=0

Circuito econémico cuando N =4

El circuito del algoritmo de Grover en la forma econémica cuando N =4y zg = 11 es

Las puertas dentro del primer cuadro discontinuo implementan el ordculo y las puertas dentro del
segundo cuadro punteado implementan (2[0)(0] — Iy) (mddulo de la fase global). Este circuito
se puede simplificar sustituyendo HX H en el segundo qubit con Z en dos lugares.

El objetivo del algoritmo de Grover es determinar zy consultando el oraculo, es decir, uti-
lizando el primer cuadro discontinuo, sin mirar los detalles de implementacién. Tenemos que
suponer que el primer cuadro punteado es un cuadro negro. Cuando N = 4, hay cuatro ca-
jas negras posibles, el caso zg = 11 es una de ellas. Las puertas que implementan el oraculo
cuando zg = 00, zg = 01 y 29 = 10 son (X ® XH)CNOT(X ® HX), (X ® H)CNOT(X ® H)
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y (I ® XH)CNOT(I ® HX), respectivamente. Cuando N = 4, la salida es la correcta con
probabilidad 1.

Circuito econémico para un N arbitrario

Para un N arbitrario (N = 2" y n > 2), el circuito del algoritmo de Grover con solo n qubits

es
repetir L%\/NJ veces
r- T T o T = A
|O>1 @ f 1&] l @x E): 11
| |
\ \
| o
| |
\uf l |
Vs B BB
| |
0}, —{H} (Z—o—{zhHA— @

donde la matriz us es la versiéon econémica de Uy y el circuito para uy para un xg = (i1 ...14,)2

arbitrario es
=

uf

- b
-+ + -

9.6. Analisis del algoritmo de Grover

JPor qué el algoritmo de Grover funciona correctamente? Respondemos a esta pregunta
utilizando la forma econdmica del algoritmo. Los operadores en este caso son uy, que se define

como
up = 3 (-1 @) (al,
g = 2|4)(d| - Iy.

El operador uy es la versién econémica de Uy, es decir, uy es un operador N-dimensional cuya
accién sobre la base computacional es

wplz) = —|xo), six = m,
/ |x),  caso contrario.

Por su parte, g es la versién econémica del operador G. La versién econémica del algoritmo de
Grover se describe en el Algoritmo 9.2.

El objetivo del algoritmo es encontrar xg, que es una cadena de n bits. Se lograra si el estado
de los qubits justo antes de la medicién es |z¢) porque la medicién en este caso devuelve xg. El
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Algoritmo 9.2: Algoritmo de Grover (versién econémica )

Entrada: Un entero N (potencia de 2) y una funcién f: {0,...,N — 1} — {0,1} tal que

f(z) =1 s6lo para un punto x = zg en el dominio.

Salida: x( con probabilidad igual o mayor que 1 — %

1 Preparar el estado inicial |d) ;
2 Aplicar (g Uf)t, donde t = {g\/ﬁJ :

3 Mida todos los qubits en la base computacional.

analisis del algoritmo que ahora empezamos a describir se basa en una interpretacién geométrica
de reflexiones vectoriales [1]. Al comienzo del algoritmo, el estado de los qubits es |d). Para N
grande, |d) es casi ortogonal a |zg). La Fig. 9.1 muestra los vectores |d) y |zo), donde 6/2 es
el angulo entre |d) y el eje horizontal. Cualquier otra representacién de esos vectores se puede
utilizar en el andlisis del algoritmo siempre que |d) sea casi ortogonal a |zg).

|Z0)

|d)

7/2

Figura 9.1: Representacién del vector |zo) y |d).

El dngulo 6 es muy pequeno para N grande y en este caso, /2 es una buena aproximacién
de sin(6/2). Ademas, el seno de un dngulo es igual al coseno del complemento, es decir,

O csin? —cos(T_°
2~51n2—cos B B .

Como (m — 0)/2 es el angulo entre |zo) y |d), por definicién del producto interior, cos (m — 6)/2
es el producto interior de los vectores |zg) y |d), cuyo resultado es

0 .9_ T 0 B 1
2%51n2—cos<2—2>—<xo’d>_\/ﬁ.

Por lo tanto,

0~ i
VN
El primer paso del Algoritmo 9.2 es la preparacién del estado inicial |d). El siguiente paso es
aplicar us a |d). La accién de u s sobre |d) (escrito en la base computacional) invierte el signo de la
amplitud de |zg) y no cambia las otras amplitudes. La amplitud de |z) es la proyeccién ortogonal
de |d) en el eje vertical; ver la Fig. 9.1, que se invierte por la accién de us. Geométricamente,
la accién de uy esta representada por un reflexion de |d) sobre el eje horizontal. El angulo entre
los vectores |d) y (uy|d)) es 6, como se muestra en la Fig. 9.2.
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Figura 9.2: Vector uy|d) is a reflexion of |d) about the horizontal axis.

El siguiente paso es aplicar g = (2]d)(d| — Ix). Demostremos que la accién de g es una
reflexién sobre el eje definido por |d). Esta demostracién se realiza en dos partes. Primero,
mostramos que |d) es invariante bajo la accién de g. En segundo lugar, mostramos que la accién
de g sobre ‘dJ‘> invierte el signo de |dL>, donde ‘dJ‘> es cualquier vector ortogonal a |d). El
primer paso sigue de

gld) = (2]d)(d] — Iy)|d) = 2|d) (d|d) — |d) = |d),
porque (d|d) = 1. El segundo paso se sigue de
g‘dL> = (2]d)(d| - IN))d¢> —2|d) <d\di> - )d¢> - —‘dL>,
porque (d|d*) = 0.

Figura 9.3: El Vector guy|d) es un reflexién de us|d) sobre |d).

La Fig. 9.3 representa a g uy|d) y muestra que la accién de guy gira el estado inicial 6 grados
hacia |zg). Dado que € es un dngulo pequeno, este logro es modesto, pero prometedor. Es facil
ver que la segunda accién de guy repite el proceso de rotar 6 grados hacia |zo). Queremos saber
cuédntas iteraciones r se necesitan como rf = /2. El nimero de iteraciones es

T T
r=|g5) = 5%

Adn falta el cédlculo de la probabilidad de éxito. Después de r iteraciones, el estado de los

qubits es

) = (gup) L5V ).

89



Figura 9.4: El Vector |¢) es el estado final antes de la medicién y a es la proyeccién de |zg) on
|1). The angle between |¢)) y |xg) es menor o igual que 6/2.

El vector |1) es casi ortogonal a |d) en este punto, como se muestra en la Fig. 9.4. El dngulo
entre [¢) y |xo) es menor o igual que 6/2. La probabilidad de éxito es mayor o igual al cuadrado
absoluto de la amplitud de |zg) en la descomposicién de [¢)) en la base computacional. Esta
amplitud es a como se muestra en la Fig. 9.4. La proyeccién ortogonal de |zg) sobre el estado
final es como méximo cos(#/2). Por lo tanto, la probabilidad de éxito p = |a|? satisface
6 0 1
> cos?~ > 1—sin®> > 1— —.

p 2 cos"y 2 sin” 5 > N
El caso N = 4 es especial porque 6 = 60°, desde que sin(6/2) = 1/+/N. Con una aplicacién
de guy, el vector |d) gira 60° y coincide con |zp). En este caso, la probabilidad de éxito es
exactamente p = 1.

9.7. Observaciones finales

La misma técnica para implementar el ordculo usando n qubits analizada en este Capitulo
se puede aplicar a la implementacion del algoritmo Deutsch-Jozsa con solo n qubits. Tenga en
cuenta que el estado del segundo registrador en el circuito de Deutsch-Jozsa antes de aplicar
Uy es |—). Lo que tenemos que hacer es descartar el segundo registrador y reemplazar Uy en el
circuito de Deutsch-Jozsa por uy descrito al final de la Sec. 9.5.
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Capitulo 10

Estimacion de fase y aplicaciones

Kitaev publicé el algoritmo de estimacién de fase como un preprint en el ano 1995 [31], y més
tarde como una seccién de un libro en ruso, que se tradujo al inglés [32]. El método de Kitaev
se basa en un procedimiento para medir un valor propio de un operador unitario, es decir, dado
un operador unitario U y uno de sus vectores propios |1), el algoritmo encuentra el valor propio
exp(27¢), de modo que Ulp) = exp(27¢)|1)), donde ¢ es la fase del valor propio. Este algoritmo
proporciona una forma alternativa de factorizar niimeros enteros y calcular logaritmos discretos.
No sélo eso, se usa en muchas aplicaciones, como el conteo cuantico. Este algoritmo ha sido
descrito en muchos libros [4, 6, 27, 30, 60].

10.1. Algoritmo de estimaciéon de fase

Supongamos que tenemos un operador unitario de n-qubits U y conocemos uno de sus
vectores propios |¢). No conocemos el valor propio asociado con [¢), pero sabemos que su
expresion analitica es €™¢, donde 0 < ¢ < 1 (se desconoce ¢), porque U es unitario. Suponemos
por ahora que ¢ = 0.¢1 - - - ¢, para algin entero m, donde ¢, ..., ¢, son bits, es decir, la fase
del valor propio e®™? es un multiplo racional de 27. El objetivo del algoritmo de estimacién de
fase es determinar ¢ utilizando U como orédculo y [¢) como entrada.

Bloque basico de estimacién de fase

El bloque basico del circuito depende de un nimero entero 0 < j < m y viene dado por

|O)+627\'i¢2j |1>
o) — [y ma

[¥) 7 U¥ |9)-

Para verificar la correccién de la salida del bloque béasico, tenemos que usar
Uly) = &™),

y también _ o
U [yg) = ™0 |y).
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La salida del bloque basico se obtiene aplicando el operador controlado U? sobre (H|0)) ® |1)),
es decir,

() (L) _ 0+ Jr;w”w» _ |o>+ej;¢2"u>

Aqui vemos un ejemplo del proceso de retroceder la fase porque la fase fue producida por la
accion de U en el segundo registrador pero aparece como una fase relativa del primer qubit
después de que [1)) ha sido recolectado. _

Existe una forma alternativa de escribir el valor propio de U?" asociado con |1). Usando ese
¢ = 0.¢1 - - - ¢, €n binario, entonces

® |¢).

91 P2 bm
¢ 2 * 22 + * 2m
Multiplicando por 27, obtenemos
P il . Pj+1 Om
92 =2 P+t 20t g+ 5t g

Es sencillo comprobar que

exp (2mip27) = exp (27ri <¢J2+1 4t Zifij))

porque exp (27ri 2j_1¢1) =...=exp (27ri¢j) = 1. Entonces,

exp (2mip27) = exp (2mi0.¢j41 - D).

Tenga en cuenta que se eliminaron los primeros digitos de ¢.

La implementacién de U?" no necesariamente la realizan las aplicaciones 27 de U. Este método
es ineficaz si m es grande. La implementacion depende de aplicaciones especificas del algoritmo
de estimacion de fase. Por ejemplo, si U realiza aritmética modular, se emplea el método de
exponenciacion de cuadrados repetidos.

Primer bloque

El primer bloque del circuito de estimacion de fase se representa en la Fig. 10.1. El circuito
tiene dos registradores: El primero tiene m qubits con entrada \O>®m y el segundo n qubits con
entrada [¢). La salida es una consecuencia directa de cada bloque bésico, donde j va de 0 a
m — 1. El orden de las operaciones controladas es irrelevante, pero j debe ser 0 para el qubit
m-ésimo, j debe ser 1 para el qubit (m — 1)-ésimo, y asi sucesivamente. La salida del primer
registrador del primer bloque es

0)+ 2T L) o)+ T ) + 1)
NG NG NG

Esta salida se puede simplificar en una expresion muy clara. Para hacerlo, reemplacemos cada
término con un término equivalente usando una suma binaria y reuniendo los denominadores

\/27m Z 2mig2™m 1€1|€ Z 2migp2™m 262|£ Z 27igp20 €m|€

£1=0 £2=0 £1=0
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|0>+627-ri¢2m_1 1)
(HF——¢— B, E—

|O>+627Tid)2m72 ‘ 1>
V2

| |
| |
| |
— = B \ \ o2mig2!
|0> I H 4 1 [ w
,,,,, | | | |
R e e
‘ by | \ |
w | /n FWL } F21 2m72 2777,71 w
‘> L/,,,&JL,,,[,],J L,,,q,,JL,,,[{,,J ‘>

Figura 10.1: El primer bloque del circuito de estimacién de fase estd formado por m bloques
bésicos.

Llevando todas las sumas al principio de la expresion y combinando todas las exponenciales,

obtenemos
1

= Y T g g ),
R —\

Convirtiendo el binario en decimal, obtenemos

1 2m—1
igpl
T 2 -
=0

Esta es la expresion ordenada que estabamos buscando. Resumamos el primer bloque:

rimer 1 i i
0)¥™ @ [¢h) ———r ( ez’“‘”l@) ® |v¥),
v 2

bloque

donde m es el nimero de qubits del primer registrador, [¢) es un vector propio de U con valor
propio exp(27wi @) y ¢ = 0.¢1...¢m,. En la siguiente subseccién, mostramos que la salida del primer
registrador es

F2m|¢17"° 7¢m>7

donde Fom es la transformada de Fourier, definida en la Sec. 7.4.

Circuito completo de estimacién de fase

En la dltima Subsecciéon, hemos mostrado que la salida del primer registrador del primer
bloque es

1 2m—1
il
T 2 -
£=0

Por otro lado, la accién de la transformada de Fourier Fom sobre un estado genérico [j) de la
base computacional es

Fomlj) = —= Z e2m |f).



Invirtiendo la ecuacién, tomando j = (¢1...0m)s = (2"@)10 ¥ |J) = |¢1) ® ... ® |, obtenemos

A=
Fin (m ; e27“W>> = [279) = lé1) @ -~ B [ém).
Hemos demostrado que si aplicamos la transformada inversa de Fourier a la salida del primer
bloque, el resultado es un estado |j) de la base computacional igual a |¢1) ® ... ® |¢pn,). Esto
significa que una medicién en la base computacional revela con certeza cada bit fraccionario de
¢ porque estamos asumiendo que ¢ se ha dado con m bits. En el caso general, el resultado del
algoritmo es una buena estimacion de m-bits de ¢, que denotamos por <;~5 El circuito completo

del algoritmo de estimacion de fase se muestra en la Fig. 10.2. El algoritmo se describe en el
Algoritmo 10.1.

0) —{H] A
0) —{] — A=

: : FQT’" :
0) {1} B b
0) —{H] = L A m
1) U Hu? 4 U2 H U2t % Y)

Figura 10.2: Circuito completo del algoritmo de estimacion de fase.

Algoritmo 10.1: Algoritmo de estimacién de fase

Entrada: Vector propio |¢) de U.
Salida: Numero 2™ ¢, donde exp(27ig) es el valor propio de |¢).

1 Prepare el estado inicial [0)%™ @ [1);

Aplicar H®™ al primer registrador;

N

3 Para / en el intervalo [0,m — 1] aplique la operacién controlada C™* (U 25), donde el
qubit de control es m — £ y el objetivo es el segundo registrador ;
4 Aplicar Fgm al primer registrador ;

5 Medir el primer registrador en la base computacional.

10.2. Aplicacion para encontrar encontrar orden

Sean N y z enteros positivos de modo que 1 < z < N y el med(z, N) = 1. El orden de z
moédulo N es el entero positivo mas pequeno r que obedece

z"=1 mébd N.
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Dados = y N, la busqueda de oden es el problema de calcular r. En esta seccién, mostramos
c¢émo resolver el problema de bisqueda de orden de manera eficiente utilizando el algoritmo de
estimacion de fase que proporciona una alternativa al algoritmo de factorizacién de Shor.

La estrategia es reemplazar [1)) en el Algoritmo 10.1 por |1) (el segundo vector de la base
computacional del segundo registrador) y elegir U como el operador unitario que multiplica la
entrada por x moédulo N, es decir,

Uly) = |ry mdd N).

La entrada es un vector |y) de la base computacional del segundo registrador. Podemos pensar
que y estd representado en el sistema decimal. La salida es también un vector |y’) de la base del
célculo del segundo registrador, que se obtiene calculando xy = v’ médulo N. U es un operador
unitario porque med(z, N) = 1. U T se define en consecuencia usando z~! médulo N, es decir,

Ully) = lz7'y méd N).

La motivacion de usar U aqui es que la aplicacion repetida de U produce potencias sucesivas de
x, de hecho, U7|y) = |a:j y>. El ntimero de n qubits del segundo registrador debe poder alojar U,
luego tomamos n = [logy N.

Para entender la busqueda de orden como un algoritmo de estimacién de fase, encontramos
los vectores propios de U. Es sencillo obtener 1-vector propio, porque el conjunto {z°, 2!, ...2" "1},
donde r es el orden de x médulo N, es invariante bajo la multiplicacién por x. Entonces, el vector

normalizado .
1 —

o) = —= > |a*)
s

es un vector propio de U. Dado que este es el primer vector de la base de Fourier (F;) cuando
consideramos la transformacion del subconjunto {|x0>, ‘1‘1>, }3:7"*1>} de la base computacional,
definamos los restantes:

1 r—1 amne|
k) = \/;ezge Tl > (10.1)

Ahora comprobemos que cada |1)) es un vector propio de U. En realidad,

xé+1>

2

r—1

1 _ 2mike

Ulr) = er v
=0

1 r-1  2mik(£—1)
= 7\/» Z e T
T
=0

2rwik
= e [¢g).

Concluimos que [1x) es un vector propio de U con valor propio exp(2wik/r) para 0 < k < r.
Si somos capaces de preparar la entrada al segundo registrador del algoritmo de estimacion de
fase como |[¢;) para algin k, obtendremos como salida una aproximacién de k/r. Si la entrada
al segundo registrador es |¢), la salida del primer bloque sera
i 1 iy 2mike
0™ b)) = N T ) ). 10.2
0" ) o 7 2 < Il (102)
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No podemos preparar |¢;) como una entrada para el algoritmo de estimacién de fase, pero pode-
mos encontrar un vector conocido que esté abarcado por el conjunto de vectores {|t¢), ...|1)r) }.
Usando la transformada inversa de Fourier, tenemos

]. ! 2mikl
= = )
€T (§] k
‘ \/szo

El candidato més simple es |x0> = |1), que viene dado por
1 r—1
= —=> |-
VIS

Usando la transformacién (10.2) para cada k, la salida del primer bloque es

r—12m—1 ikt ké
0 ®m 1 prlmer Z Z i
| > | > bloque \/7127777, T e r |77Z)k

Para simplificar la salida, usamos la Ec. (10.1)

—1
2mk4 1 < _2mibt! | g
= E € T X > .
N
0'=0

Invirtiendo el orden de las sumas y combinando los exponentes, obtenemos

. —1r—1 r—1 rik(e—8) )
salida = \/271 Z Z (7“262 - ) |£>)g;€ >

(=0 V= k=0

salida =

k=0 ¢=0

La expresion entre paréntesis es 1 si £ = ¢/ y 0 en caso contrario. Esto significa que la salida del
primer bloque es

0y 1) Priner o Z 0",

bloque

Este es el mismo estado que en el algoritmo de factorizacién de Shor estandar justo antes de
aplicar la transformada inversa de Fourier Fom, es decir, consideramos la parte del algoritmo
donde la entrada es |0)¥™|0) y luego se aplica la puerta de Hadamard en cada qubit del primer
registrador y luego Uy, donde f(x) = a® méd N:

Esto significa que la versiéon de estimacion de fase arroja el mismo resultado y el analisis de
la probabilidad de éxito es exactamente igual que en el algoritmo de factorizacién de Shor si
elegimos m de modo que m = 2[logy N'|. El niimero de qubits del primer registrador debe estar
cerca del doble del nimero de qubits del segundo registrador.

Hay un caso especial interesante. Si sabemos de alguna manera que el orden r es una potencia
de 2, podemos tomar m = n = [logs N|. Si 7 es una potencia de 2, la fase del valor propio
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exp(2rik/r) es un multiplo racional de 27 y el algoritmo de estimacién de fase devuelve un valor
exacto 2"k/r cuando m =n.
. Cémo implementamos U? de manera eficiente para 0 < j < m? Tenga en cuenta que

U2j]y> = 2%y méd N>.

Dado que 22’ se puede calcular de manera eficiente en O(n?) pasos utilizando el método de
exponenciaciéon por cuadrados repetidos, en lugar de aplicar U repetidamente _2j veces, para
cada j implementamos un operador Uj|ly) = |zy) después de calcular z = z? utilizando el
método de exponenciaciéon por cuadrados repetidos. En este caso, el primer bloque se puede

calcular en O(n?) pasos.

10.3. Aplicaciéon al logaritmo discreto

Sea N, a y b enteros positivos conocidos y sea s un entero positivo tal que a®* = b méd N
y el med(a, N) = 1. Nuestro objetivo es encontrar s dados N, a y b como entrada. Este es el
mismo problema abordado en la Sec. 8.3 de la Pagina 78. Ahora mostramos como resolver el
problema del logaritmo discreto utilizando el algoritmo de estimacién de fase que proporciona
una version alternativa al algoritmo de Shor para el logaritmo discreto.

La estrategia que usamos aqui es la misma que se usa en el algoritmo de bisqueda de orden,
basado en la estimacién de fase. Recuerde que, cuando describimos el algoritmo de busqueda
de orden, la salida del primer bloque es la misma que en el algoritmo de factorizaciéon de Shor
original justo antes de la accién de la transformada inversa de Fourier. Ahora, el estado de la
computadora cudntica justo antes de la accion de F,T ® FJ en el algoritmo del logaritmo discreto
de Shor descrito en la Sec. 8.3 es

r—1

1

= g |z)|y)|a®b? méd N).
r

z,y=0

Si deseamos producir este estado usando el algoritmo de estimacién de fase, necesitamos usar
tres registradores y dos operadores unitarios:

Uylx) = |ax méd N),
Uply) = |by méd N).

Donde U, es un operador unitario porque med(b, N) = 1. De hecho, el inverso de b es a" %,

donde r es el orden de a médulo N. En el nuevo algoritmo, la acciéon de U, estd controlada

por el primer registrador y la accién de U, esta controlada por el segundo registrador, como se

describe en la Fig. 10.3. Tenga en cuenta que U, y U, actiian en el mismo registrador.
Verifiquemos que los vectores

a*),

que son vectores propios de U,, también son vectores propios de Uy. De hecho, usando ese b = a*,

1 ! 2mike

TIKE

k) = —=> e
/=0

r
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Figura 10.3: Circuito del algoritmo del logaritmo discreto mediante estimacién de fase, donde
|1) es un vector propio comun de U, y Uy. Dado que normalmente no somos capaces de preparar
|1r) como entrada al tercer registrador, usamos |1) en su lugar, que puede ser representado como
una combinacién lineal de |¢), para 0 < k < r.

tenemos

a€+s>

')

r—1

1 _ 2mike

Uplr) = WE e
=0

1 Ly  2mik(f—s)
= 7 E e T
T
=0

27iks

= e r |[Pg).

Concluimos que |1);) es un vector propio de Uy con valor propio exp(27iks/r) para 0 < k < r.
Mejor atin, |¢y) es un vector propio de U, y U, simultdneamente. Si podemos preparar la
entrada al tercer registrador del circuito representado en la Fig. 10.3 como |¢;) para algunos k,
obtendremos una estimacion de (Z) ~ k/r como salida del primer registrador y una estimacién de
quS’ ~ ks/r como salida del segundo registrador médulo N. Si la entrada al tercer registrador es
|k, la salida del primer bloque serd

2m—1 2m—1
rimer 1 ikl 1 2mikse’
0)E™0)E ) s (== Y e O] = D e |€) ) Iew),
bloque \/2m = v/ oam prrt ‘ >

donde m es el nimero de qubits del primer y segundo registrador, y n = [log, N| del tercer
registrador. El primer término entre paréntesis se obtiene reemplazando ¢ por k/r y el segundo
término reemplazando ¢ por ks/r en la salida del primer bloque del algoritmo de estimacién de
fase. Simplificando la salida, tenemos

oam__1
i 1 2rik(¢+s€’)
primer
05710 i) s { g D e 101€) ] ).

2,0/=0

Por lo general, no podemos preparar |i;) como entrada para el algoritmo de estimacién de fase,
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pero podemos usarla nuevamente
-1
1 T
= —= > lvw)-
Vs

En este caso, la entrada y la salida del primer bloque son

0)= )= 1) 2 Z Z =201y | 1.

bl
oque Z e

Usamos la definicién de |¢;) dada por la Ec. (10.1) para simplificar la salida. empezamos a

escribir
k/
. >),

y colocando las sumas sobre £, ¢/, k' hacia la izquierda y combinando los exponentes, obtenemos

11 zmkere) Al 1 O e
sz::o om Z e |O)F) Wk/z::oe "

£,0'=0

i O Wi S |k
g 2 3 (F e o))
00 =0k'= k=0

La expresion entre paréntesis es 1 si £ + s/ = k' y 0 en caso contrario. Esto significa que la
accion del primer bloque es

2m—1
prlmer E E/
10y©™ )@ 1) Primer, o 2m Z 10y b+ >
=

Usando ese a® =b méd N, £ — x y £/ — y, tenemos

2
i 1
m primer
10)#™(0)*™|1) Soque” 2™ Z ) |y)]a®b).
z,y=0

La salida del primer bloque tiene el mismo estado que en el algoritmo del logaritmo discreto de
Shor estandar justo antes de aplicar las transformadas inversas de Fourier Fom ® Fom (estado
|th2) del Algoritmo 8.1 de la Pagina 79). Esto significa que la versién de estimacién de fase
arroja el mismo resultado y el andlisis de la probabilidad de éxito es exactamente igual que en
el algoritmo de Shor si elegimos m adecuadamente.

10.4. Aplicacion al conteo cuantico

En el contexto del algoritmo de Grover, tenemos un ordculo f : {0,..., N — 1} — {0,1} que
es una funcién booleana definida como

flz) = 1, size M,
| 0, caso contrario,

donde M es un subconjunto del dominio y N = 2". Decimos que x estd marcado si x € M.
El nimero 6ptimo de pasos del algoritmo de Grover depende de |M]|; de hecho, estd dada por
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TV N/IM|. Si se desconoce la cardinalidad de M, es posible encontrar un elemento marcado
adivinando repetidamente el tiempo de ejecucién del algoritmo de Grover [10]. Un método
alternativo es resolver el problema de conteo cuéntico [11].

El problema de conteo cudntico pregunta cual es la cardinalidad de M dada la funcién f
como un ordculo. Una solucién cldsica no puede funcionar mejor que las Q(N) consultas al
oraculo porque se deben verificar todos los elementos del dominio. El algoritmo cuantico puede
encontrar la solucién en O(y/|M|N) consultas al ordculo.

Antes de abordar el problema del conteo cudntico, repasemos algunos puntos clave del algo-
ritmo de Grover. Existe una versién econémica del algoritmo, que utiliza solo un registrador de
n-qubits. El estado inicial es la superposicién uniforme de la base computacional dada por

1 N—
T?

y el algoritmo consta de §+/N/|M| aplicaciones del operador de evolucién

U= GUy,
donde
G = 2|d)(d| -
y
N—1
Up = Y (1) @|a)(al.
x=0

El anélisis del algoritmo se realiza utilizando los vectores propios et de U, que se dan en térmi-
nos de la superposicién de estados marcados! |[M) y la superposicién de estados no marcados

|ML>:

M)+ i|Mt
[p*) = I = [AMC) ﬂ' ) (10.3)
donde
.0 [IM]
Sm2 N
y

| M) ZI

mGM

%x%\

) =

Es sencillo comprobar que <M - ‘M > =0,y

d) = M\M}ﬂ/l—'NM' ’ML>.

! Algunas referencias llaman a |M) como “buen estado” y |MJ‘> como “mal estado”.
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Usando la ecuacién anterior, la definicién de sin(6/2) y la Ec. (10.3), obtenemos

e%|yh) —e 5y

iv2 ‘
Ahora volvemos al problema del conteo cudntico usando el algoritmo de estimacién de fase.
Dado que el valor propio de |¢T) es exp(if), donde sin(8/2) = +/|M|/N, obtendriamos una
aproximacién para |M| si usamos [)") como entrada al segundo registrador del algoritmo de
estimacién de fase con U = GU;. No sabemos como preparar [¢)T), entonces la estrategia es
reemplazar |1) en el Algoritmo 10.1 por un vector conocido que pertenece al subespacio abarcado
por |¢) v |[¢7). El mejor candidato es |d), que se puede preparar ficilmente aplicando H®" a
|O>®". En este caso, el nimero de qubits del segundo registrador debe ser n = log, N y la salida
del primer bloque es

d) =

RO _ie gm_g
®@m primer 2migt e + e 2 2mig— ¢ -
0)°mid) o s & 0N ~ e 3 ),
donde ¢ = 0/27 para el primer término y ¢~ = (2w — 6) /27 para el segundo término. Después

de aplicar la transformada inversa de Fourier Fgm, obtenemos la siguiente salida del circuito

Complel (6]
6 i6
19 -5
> ‘ >’

donde QNS es una estimaciéon de m-bits de ¢. Después de una medicién en la base computacional,
aprendemos una estimacién de ¢ o ¢~ con la misma probabilidad. Sea ¢ el resultado de
la medicién. Usando sin(6/2) = /|M|/N, ¢t = 0/2r y ¢~ = (2m — 0)/2m, la estimacién
de |[M| es Nsin?(w¢) porque para el primer caso obtenemos una estimacién de |M| usando
|M| = Nsin?(r¢t) y para el segundo caso ]M| = Nsin?(r — 7¢~) = Nsin?(7¢™).

;,Cuantos qubits tiene el primer registrador? Esta es la parte dificil. Tenga en cuenta que m
no puede ser igual a n porque el niimero de aplicaciones de U serfa 20 4 --- 42771 = 27 — 1.
Entonces, el numero de consultas a f seria O(N). Si elegimos m = n/2, el nimero de consultas
a f serfa /N, pero en este caso obtenemos una estimacién \]\7 | tal que

| |1M] M| = O(/|M]). (10.4)

Esta estimacién no es buena. Por ejemplo, suponga que | M| estd alrededor de N/2. Si queremos
saber el nimero de elementos marcados, y obtenemos \M | con un error tan grande como O(v/N),
no tenemos un buen resultado. Para entender cudl es el problema aqui, que no surge en los
algoritmos de factorizacion y logaritmo discreto, tenemos que analizar cuidadosamente el rango
de valores del angulo 6 que estamos tratando de estimar.

Para este andlisis, supongamos que 0 < [M| < N, o mas formalmente, |[M| = O(v/N). La
expresién sin(6/2) = /| M|/N se puede escribir asintéticamente como

o= 2R o (1),

N

Esto significa que /27 representado en términos de digitos binarios tiene la forma 0,0---01-- -,
donde el nimero de 0 antes del primer 1 es alrededor de n/2—logy(|M])/2. Si elegimos el tamano
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del primer registrador para que m sea menor que n/2—logy(|M|)/2, es probable que obtengamos
un 0 como salida del algoritmo de conteo, lo cual es incorrecto. Si elegimos m = n/2, obtendremos
alrededor de log,(|M|)/2 bits significativos correctos de 6/2m. Esta es una estimacién imprecisa
de |M| compatible con la Ec. (10.4). De hecho, |M]| tiene logy(|M]) bits, y necesitamos conocer
la mayoria de los bits significativos para tener una buena estimacién de |M|.
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Capitulo 11

Observaciones finales

La mayoria de los algoritmos cuanticos analizados en este trabajo pueden integrarse en el
marco basado en un Oraculo. La complejidad de la consulta de un algoritmo basado en un
oraculo o una caja negra es el nimero de consultas. No importa lo dificil que sea implementar
el oraculo a menos que apuntemos a resolver un problema practico. En problemas précticos,
es nuestra tarea implementar el oraculo, y luego el costo de cada evaluacion importa. Tome
el algoritmo de factorizacién de Shor como ejemplo. El ordculo en este caso es una funcién r
periddica y nuestro objetivo es encontrar r. Hemos visto que la funcién en el algoritmo de Shor
es la exponenciaciéon modular, que se puede implementar de manera eficiente en términos del
tamano de entrada utilizando el método de exponenciacién por cuadrados repetidos.

Cualquier algoritmo deterministico cldsico es una funcién con n-entradas y m-salidas; f :
{0,1}" — {0,1}"™, que es una coleccién de funciones booleanas de m y n-bits. Entonces, cual-
quier algoritmo clésico puede implementarse en una computadora cuantica con dos registradores
de tamanos n y m usando el operador

Uslz)ly) = [x)|y & f(z)).

Para explotar el paralelismo cudntico, debemos aplicar H®" al primer registrador antes de
aplicar Uy. Después de aplicar Uy, tenemos un estado de superposicién, que no es 1til a menos
que realicemos algtin procesamiento pos-cuantico que produzca el resultado deseado. La mayoria
de los algoritmos cudnticos que hemos analizado se pueden convertir en el siguiente circuito:

pos
procesamiento

0)°m ——fm— P

Para los algoritmos Deutsch-Jozsa, Bernstein-Vazirani, Simon y Shor (factorizacién), el pos-
procesamiento cudntico es H®" o la transformada inversa de Fourier. Tienen la estructura des-
crita anteriormente con algunas adaptaciones.

El algoritmo de Grover no tiene la estructura descrita anteriormente porque Uy y el proce-
samiento posterior se repiten muchas veces antes de la medicién. Por otro lado, el algoritmo de
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Grover tiene una ganancia polinomial en contraste con la ganancia exponencial de los algoritmos
de Simon y Shor. La extensién de la estructura general que incluye el algoritmo de Grover es

repetir k veces

pos
procesamiento

0)y®m ——m L 77777777777777 - E):jo---jm—l-

El nimero de repeticiones de k es 1 para Deutsch-Jozsa, Bernstein-Vazirani, Simon y Shor; v k
es | /2" /4| para el algoritmo de Grover. La medicién del segundo registrador es innecesaria.
Esta ahi porque ayuda en el andlisis del algoritmo.

El segundo registrador de los algoritmos de Deutsch-Jozsa, Bernstein-Vazirani y Grover tiene
un solo qubit (m = 1), cuyo estado durante el cémputo es |—), que se obtiene aplicando X y H
sobre el dltimo qubit antes de Uy. El ordculo para esos casos obedece

Usl2)|=) = (=1)/@|z)|-).

Esto significa que se puede eliminar el segundo registrador y existe una versién econdémica del
circuito con la siguiente forma:

repetir k veces

Tp—1-

Como antes, tenemos k = 1 para los algoritmos Deutsch-Jozsa y Bernstein-Vazirani, k =
| mv/27 /4] para el algoritmo de Grover y ug|z) = (—1)7@)|z).

El algoritmo de Shor para el logaritmo discreto nos muestra como extender la estructura del
circuito cuando la funcién f tiene méas de una variable. Supongamos que f tiene dos variables.
Entonces, Uy se define como

Uslzi)|z2)ly) = |z1)|ze)ly © f(21,22)).

Esto significa que necesitamos un circuito con tres registradores y la estructura general del
algoritmo es la misma salvo pequenos cambios, como sigue:

repetir k veces

r- - - T T T T T T T T T 7
|0>®n1 /ni : e 20.-tn;—1
pos
[ : [
procesamiento
’0>®n2 /T2 : H®nz2 Uf — 16 Z;zg—l

|0>®n3 //713‘L 7777777777777777777 o XZ): jO”'jn:g—l'

Esas recetas son ttiles para comprender algoritmos avanzados.
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