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Resumo

A computagao quantica se mostra como uma das areas mais promissoras na busca de
algoritmos para problemas classicos, o que nos permite alargar as fronteiras da computagao
em aspectos tedricos. A computacao quantica propde alguns modelos de caminhadas
quanticas, ja sendo utilizado com sucesso dentro da computacao classica como caminhadas
aleatérias e algoritmos randomizados, para a solucao de diversos problemas como: distingao
de elementos, verificacao de produto matricial, associatividade de operacoes binarias, busca
de triangulos em grafos, comutatividade em grupos e problemas de busca. Nesta tese iremos
utilizar o modelo de caminhada quantica escalonada com hamiltonianos, sendo este um
modelo que generaliza outras caminhadas. O primeiro problema analisado serd o da grade
de cliques onde encontramos sua decomposicao espectral e observamos um comportamento
analogo ao da caminhada quantica com moeda em grade bidimensional. Um segundo
problema sera o da grade hexagonal, sendo um grafo bastante interessante pois se assemelha
a estrutura do grafeno e que possui diversas aplicagoes, e que iremos decompor o operador
de forma geral na caminhada quéntica escalonada com hamiltonianos, verificaremos que
para este modelo nao encontramos o fenémeno de localizagao e analisaremos o problema

de busca.

Palavras-chave: Caminhada Quantica Escalonada; Grade Hexagonal; Grafos; Problema

de Busca.



Abstract

Quantum computing presents itself as one of the most promising areas in the search for
algorithms for classical problems, making it possible to broaden the computing frontiers on
theoretical aspects. Quantum computing suggests a variety of quantum walk models which
have already been successfully used in classical computing as random walks and randomized
algorithms achieving solutions for several problems such as: element distinction, matrix
multiplication verification, associativity of binary operation, triangle finding problem,
testing group commutativity and searching problems. Throughout this thesis we shall use
the staggered quantum walk model with hamiltonians that generalizes other quantum walk
models. The first problem we analyzed was the clique lattice where we found its spectral
decomposition and a similar behavior was observed regarding the coined quantum walk on
two-dimensional lattice. Finally, we took up the problem of a hexagonal lattice, a very
interesting graph which is comparable to the graphene structure with several applications.
We applied a general decomposition to the operator, using staggered quantum walk with
hamiltonians, found out the non-existence of localization phenomena and we also verify

its performance — the best, up to now — on searching problems.

Keywords: Staggered Quantum Walk; Hexagonal Lattice; Graphs; Searching Problem.
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1 Introducao

"No existimos en la mayoria de esos tiempos; en
algunos existe usted y no yo; en otros, yo, no

usted; en otros, los dos."

— Jorge Luis Borges,

Fi1CcCIONES

A introducao desta tese serd uma caminhada que parte das origens da computagao
quantica, passando por nomes como o de Richard Feynman, Paul Benioff e Yuri Manin,
tendo neles um possivel inicio da discussao sobre computacao quantica, e chegando em sua
formulagao com David Deutsch. Posteriormente, o texto ganha um pouco mais de vigor
com os revolucionarios algoritmos de Lov Grover e Peter Shor, destacando este modelo de

computacao como um novo paradigma a ser explorado na teoria da complexidade.

O tema especifico da tese comeca a despontar quando colocamos os algoritmos
baseados em caminhadas aleatérias classicas, sendo elas parte de uma metodologia para
construcao de algoritmos com viés randomizado. O ponto final estd na caminhada quantica,
com diversos modelos elaborados ao longo dos tltimos anos, e usaremos uma especifica:
caminhada quéntica escalonada. A tultima parte elenca fatos fisicos sobre o modelo de
grades hexagonais, principalmente no grafeno, instituindo assim uma importancia de
pesquisa; apods isso, mostramos o estado da arte deste problema em caminhadas quanticas,
bem como no problema chamado de localizacao e que aparece em diversas caminhadas
quanticas. Dependendo da familiaridade do leitor com o assunto, as primeiras partes da
introducgao sao perfeitamente escapaveis. Contudo, colocamos um pouco mais de detalhes

em certas partes historicas da computacao quantica que sao omitidas em alguns textos.

1.1 Computacao Quantica: de Feynman a Deutsch

Feynman (1959) em uma de suas palestras visionava que os computadores ocupavam
prédios inteiros e que deveriamos miniaturizar todos os seus componentes até uma escala
atomica, como ele mesmo afirma: nao necessitamos de tanto espaco para carregar tao
pouca informacao. Contudo, ele ainda previu que esbarrariamos em fenémenos tipicamente
quanticos se assim fizéssemos. Nao sabemos se por um acaso de genialidade, mas ele acaba
dizendo que nesta microescala teriamos novos fenémenos, forcas e, principalmente, possibi-

lidades. A computagao classica, de fato, esbarra com o limite de escala dos componentes
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em seus circuitos e Moore (1965) descreveu uma lei onde os transistores num circuito

integrado dobrariam por ano e fatalmente chegariamos a um limite atémico.

A computacgao quantica comeca a ganhar corpo pela década de 1980 com ideias
mais robustas de seu potencial computacional. Benioff (1980) teorizou um computador
baseado na mecanica quantica, mas fazendo algumas simplifica¢coes nos Hamiltonianos de
sua dinamica, com a finalidade de construir uma Maquina de Turing. Esse trabalho nos
diz que se pudéssemos usar todo o potencial da mecanica quantica, sem essa necessidade
de simplificar a dindmica, terlfamos uma maquina tao potente quanto a classica ou mais —
e aqui encaixamos as novas possibilidades. Feynman (1982) ainda questiona que modelo
de computador irfamos utilizar para simular fendmenos fisicos e, certamente, nao seria o
modelo cléssico vigente na época pela complexidade que um sistema quantico possui. Pelo
inicio desta mesma década Manin (1980), na época vivendo na Unido Soviética, chegou a
realizacoes tedricas semelhantes e de forma independente. Portanto, Richard Feynman,
Gordon Moore, Paul Benioff e Yuri Manin foram os primeiros a esculpir o que seria a

computacao quantica.

De forma paralela tivemos diversos trabalhos em teoria da informagao que ajudaram
a alavancar a computacao quantica. Wiesner (1960) observou que a mecéanica quantica
pode trazer formas mais seguras de trocar informacao, onde uma mensagem que fosse
interceptada seria destruida — ele também usou esse principio pra produzir dinheiro
nao-falsificavel. Esse trabalho gerou as contribuigbes de Bennett e Brassard (1984) em
distribuicao de chaves criptograficas e que impulsionou a criptografia quantica, sendo uma
das areas mais importantes de pesquisa atual. Holevo (1973), através de um teorema que
leva seu nome, afirma que, de forma contraintuitiva, um bit quantico s6 pode carregar
no maximo um bit classico de informacao — pela forma como acessamos esta informacao
através de uma medicao — e Ingarden (1976) observa que a teoria da informagao classica
de Shannon nao é diretamente generalizavel para o caso quantico. Poplavskii (1975)
demonstrou que o principio da superposi¢ao quéantica torna ineficaz a simulagao cléssica
de sistemas quanticos. Tivemos ainda dois trabalhos que foram muito importantes para
a implementacdo de um computador quantico: Bennett (1973) mostrando um modelo
de computagao reversivel e Toffoli (1980) com um conjunto universal de portas para
este modelo, ambos para computacao classica e que sao remontados na versao quantica —
DiVincenzo (1994) refaz esse resultado com portas de apenas dois bits. Estes trabalhos
comecaram a dar forma a computagao quantica no que tange a informagcao transmitida e

processada, o que nos leva até sua formalizacao.

Turing (1936) descreve um modelo abstrato de computagio classica, hoje chamado
de Méquina de Turing, e que diz como processamos a informacao e qual a complexidade do
problema em um computador classico — caso tenha solucao. O analogo para a computacao

quantica aparece com Deutsch (1985) quando ele constr6i um modelo de computagao
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quantica universal e que coloca todos as novas propriedades quanticas nao reproduziveis
no caso classico e que chamamo de Maquina de Turing Quantica. Em um trabalho
posterior, Deutsch (1989) estabelece um conjunto de portas universais para a computacao
quantica. Contudo, ainda ficava em aberto se esses novos ingredientes da mecanica quantica
nos dariam uma computagdo mais potente — se haveria algum problema que nenhum
computador classico resolvesse de forma mais eficiente que o quantico. Poucos anos depois
Deutsch e Jozsa (1992) descrevem um problema que a computacao quéntica resolve
exponencialmente mais rapido que qualquer computador classico, mostrando que esses
novos elementos realmente trazem ganhos — hoje conhecido como Algoritmo de Deutsch-
Josza. Por outro lado, esse problema proposto nao tem grande finalidade pratica, embora
seja um marco na historia da computacao, assim como afirmam Berthiaume e Brassard
(1992) sobre os novos desafios que esse algoritmo impoe a computagao. O que motivou a
década de 1990 a procurar algoritmos nesse modelo de computagao que tenham relevancia

pratica, onde encontramos os algoritmos de Peter Shor e Lov Grover.

1.2 Os Algoritmos de Grover e Shor

O Algoritmo de Deutsch-Josza foi um dos grandes marcos da computagido quantica
e que inspirou Simon (1997) a criar um segundo problema onde temos também um
ganho exponencial com relagdo ao caso classico. Embora seja bastante artificial este
ultimo problema proposto, ele inspiriou Shor (1994) a construir um dos algoritmos mais
importantes da computacao — e que lhe rendeu as medalhas Nevanlinna em 1998 e Godel
em 1999. Um outro trabalho que ajudou neste algoritmo é o de Coppersmith (1994) onde
explora a transformada de Fourier no caso quantico. O Algoritmo de Shor, como hoje é
conhecido, resolve o problema de fatoracao em primos de nimeros inteiros, o que poderia
levar & quebra da criptografia baseada em fatoracao de ntimeros primos — onde nasce
a pesquisa em criptografia pds-quantica como aponta Bernstein, Buchmann e Dahmen

(2009).

O problema de busca em uma lista sem ordem conhecida é um dos problemas
centrais em banco de dados, ainda mais se tratando em termos de pesquisa em internet.
Grover (1996) desenvolve um algoritmo que é quadraticamente mais rdapido que o caso
classico. O caso classico em uma lista com N elementos, no pior caso, tem complexidade
diretamente proporcional a lista, e escrevemos O(N), enquanto que o algoritmo de Grover
tem complexidade O(v/N) — demonstrado por Zalka (1999) ser o caso 6timo em problemas
de busca. Este algoritmo ainda teve sua generalizagdo com Brassard et al. (2002) especifi-
cando a técnica de amplificacao de amplitude, onde a probabilidade do elemento procurado
é aumentada até atingir seu possivel maximo. Completando ainda o problema de busca
Grover (1999) descreve o problema para busca estruturada e Farhi e Gutmann (1997)

demonstram que essa complexidade persiste para este caso. Por outro lado, o problema de



Capitulo 1. Introdugdo 21

busca se aplica diretamente ao de otimizagao de fungdes: Diirr e Hgyer (1996) elaboraram
como procurar o menor elemento em uma lista, Baritompa, Bulger e Wood (2005) para
problemas de otimizagao global e Lara, Portugal e Lavor (2014) com um método hibrido

com rotinas classicas embutidas.

1.3 Caminhadas Aleatérias Classicas e Quanticas

Dentro da computacao classica temos uma classe de algoritmos baseada em variaveis
aleatorias e que podemos chamar de algoritmos randomizados. Essa classe foi um divisor de
aguas na solucao de problemas classicos que compoem o panorama da computacao tedrica.
Motwani e Raghavan (1995) e Papadimitrious (1994) descrevem diversos problemas que
podem ser resolvidos com essa técnica — baseados em cadeias de Markov e método de
Monte Carlo. Alguns dos problemas sao o do calculo do volume de um corpo convexo
proposto por Dyer, Frieze e Kannan (1991), também o de encontrar o valor aproximado
do permanente de uma matriz de entradas nao-negativas no trabalho de Jerrum, Sinclair
e Vigoda (2004) e do k-SAT e problemas de satisfabilidade de restri¢goes com Schoning
(1999). Os passeios aleatérios entram nessa classe de algoritmos se imaginarmos uma

particula caminhando segundo uma variavel aleatoria de forma sucessiva e independente.

A teoria de algoritmos randomizados, bem como os passeios aleatérios, foi adap-
tada a computacao quantica com o nome de caminhada quéntica. A primeira vertente,
atualmente com quatro, surgiu com Aharonov, Davidovich e Zagury (1993) e teve o nome
de caminhada quéntica com moeda — considerando o tempo como varidavel discreta. As
primeiras analises desta caminhada surgiram com Nayak e Vishwanath (2000) e Ambainis
et al. (2001) que estudaram o caso unidimensional da linha. Casos mais gerais apare-
ceram posteriomente quando Inui, Konishi e Konno (2003) analisaram em uma grade
bidimensional e Aharonov et al. (2001) em grafos gerais. Comegamos a ver as primeiras
aplicagoes algoritmicas quando Shenvi, Kempe e Whaley (2003) mostram o problema de
busca adaptado & caminhada quintica e também com Ambainis (2007) no problema de
distingao de elementos. Resultados mais tedricos apareceram com Konno (2002) mostrando
um teorema demarcando que as caminhadas quantica e classica, no caso unidimensio-
nal, sio marcadamente distintas e Grimmett, Janson e Scudo (2003) generalizam para
dimensoes maiores. Um tltimo trabalho a ser mencionado é do Lovett et al. (2010) com
a possibilidade de se construir um modelo de computacao quantica universal através de

caminhadas quanticas discretas.

Um segundo modelo de caminhada quantica, mas agora a tempo continuo, surgiu
quando Farhi e Gutmann (1998) codificaram o problema de Grover através de dois
hamiltonianos, um inicial e outro final, e fazendo o sistema evoluir no tempo entre eles.

Farhi et al. (2000) revisitaram este modelo de computagao, agora chamada de adiabatica
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pelo processo de evolugao do sistema, para resolver problemas de satisfabilidade booleana.
Dam, Mosca e Vazirani (2001) notaram certas limitagoes em problemas de minimizacao
onde este modelo de computagao é ineficiente. Childs e Goldstone (2004) estabelecem a
caminhada quéntica para este paradigma de computacgao e especifica o problema de busca
nele, podendo ser chamado de caminhada quantica adiabatica. Aharonov et al. (2007)
demonstram a equivaléncia entre este modelo e o dito convencional, no sentido histérico
da computagao quéntica. Por fim, Childs (2009) mostra que este modelo é universal.
Chakraborty et al. (2016) dizem que o problema de busca é 6timo para quase todos os
grafos. Portanto, temos a caminhada discreta e continua, com relacao a variavel do tempo,

como modelos de de computacao e construcao de algoritmos.

Podemos encontrar ainda um terceiro modelo de caminhada quantica com Szegedy
(2004), onde ele descreve esta caminhada baseada nas caminhadas aleatérias através de
cadeias de Markov e, através de uma duplicacao do grafo, utiliza um grafo bipartido
para sua construcao. Esta caminhada, por condi¢oes de ergodicidade e simetria da cadeia
de Markov, possui um ganho quadratico em problemas de busca, assim como esperado
pelo algoritmo de Grover. Magniez, Santha e Szegedy (2007) utilizam este modelo para o
problema de detecgao de triangulo em um grafo nao-direcionado. O problema de busca foi
descrito por Magniez et al. (2006). Outros problemas foram descritos por Santha (2008):
distincao de elementos, verificacdo de produto matricial, associatividade de operagoes
bindrias, tridngulos em grafos e comutatividade em grupos. Krovi et al. (2010) ainda
demonstram que encontrar um elemento marcado num problema de busca é tao facil quanto
detectar, o que abre um pouco mais os limites para o problema de busca. Finalmente,
Portugal (2015) estabelece a equivaléncia entre as caminhadas com moeda e de Szegedy

através de um quarto modelo que engloba e expande este tltimo.

No trabalho de Patel, Raghunathan e Rungta (2005) temos a descrigao de uma
caminhada quantica sem a necessidade de moeda. O problema de busca em grades
bidimensionais foi descrito, posteriormente, por Patel, Raghunathan e Rahaman (2010) e
para hipercubos de dimensao maior no trabalho Patel e Rahaman (2010). Uma primeira
metodologia de construgao de operadores de evolugao aparece com Falk (2013) com as
chamadas tesselagens, baseadas em operadores de difusao local. A analise desse modelo
para o problema unidimensional aparece com Portugal, Boettcher e Falkner (2015) ja
utilizando a abordagem construtiva de tesselagens para os operadores de evolugao. Logo
em seguida temos a formalizagao deste novo tipo de caminhada e que recebeu o nome de
Staggered Quantum Walk (Caminhada Quéntica Escalonada) no trabalho de Portugal et al.
(2016) e que mostra em que instancias este modelo se equivale ao de Szegedy, sendo que este
novo modelo engloba outras caminhadas a tempo discreto em diversas instancias. Portugal,
Oliveira e Mogadam (2017) ainda expandem este modelo adicionando hamiltonianos a
dinamica do passeio e que abre mais portas de para o modelo. A analise para o problema

de busca em grades bidimensionais como o uso de hamiltonianos é feita por Portugal
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e Fernandes (2017). Por fim, temos uma andlise da caminhada continua utlizando este
modelo discreto com Coutinho e Portugal (2018) e uma possivel implementacao desta

caminhada em Mogadam, Oliveira e Portugal (2017).

1.4 Caminhadas Aleatérias em Grade Hexagonal

Ha uma infinidade de grafos a serem analisados, contudo a grade hexagonal ganha
um status maior por suas aplicagoes fisicas e sua simplicidade estrutural. O grafeno, por
exemplo, é uma estrutura composta de carbonos dispostos de forma hexagonal e que vem
sendo utilizado de diversas formas. Em aspectos de transporte de informagao, Hamada e
Oshiyama (1992) predizem, teoricamente, estruturas em microtubos de grafeno com suas
propriedades de transporte de elétrons. Paralelamente, Mintmire, Dunlap e White (1992)
descrevem as propriedades de microtubos em carbono que se assemelham aos metais, entao
possuindo alta capacidade condutiva. Tans, Verschueren e Dekker (1998) descrevem a
criagao de transistores com nanotubos de carbono em temperatura ambiente. Um trabalho
importante é dado com White e Todorov (1998) e que mostram que em certas condigdes
essa estrutura possui propriedades balisticas de transporte. Bachtold et al. (2001) elaboram
circuitos légicos em nanotubos de carbono em estrutura de grafeno. Clegg et al. (2014)
cria um aparato em matéria que resolve o problema do caixeiro-viajante com nanotubos

de carbono.

Dentro do campo de passeios quanticos temos o trabalho de Jafarizadeh e Sufiani
(2007) analisando as distribui¢oes que esse passeio permite e Foulger, Gnutzmann e Tanner
(2015) descrevendo no problema de busca, ambos utilizando o passeio a tempo continuo.
Abal et al. (2010) estudaram este problema no passeio a tempo discreto com moeda e Bohm
et al. (2015) criam um aparato fisico para o problema de busca utilizando microondas
classicas. No trabalho de Bougroura et al. (2016) temos a andlise de transporte através
do passeio a tempo discreto com moeda e Karafyllidis (2015) utilizando as portas 16gicas
como moeda. Venancio, Andrade e Luz (2013) que colocam relagoes de equivaléncia entre

alguns tipos de passeios a tempo discreto.

Um fenémeno que aparece em passeios aleatérios é o da localizacdo, sendo uma
probabilidade persistente nos vértices da condigao inicial. Inui, Konno e Segawa (2005)
mostram que esse fenomeno de localizacao acontece no passeio com moeda no caso
unidimensional e no caso bidimensional é analisada com Kollar, Kiss e Jex (2015) e
também com Franco e Paternostro (2015) — neste tltimo, em alguns regimes a localizagao
¢é bastante acentuada. Outras alternativas de mostrar este fenomeno aparecem com Stefan,
Jex e Kiss (2008) através de recorréncia com o nimero de Pélya em grafos e também com
Segawa (2013). Temos uma andlise para este fen6meno em grade hexagonal com Lyu, Yu
e Wu (2015).
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1.5 Organizacdo do Texto e Contribuicoes de Pesquisa

Construimos este texto a partir das caminhadas quanticas escalonadas, sendo ela
nosso ponto de partida. No capitulo 2 nés construimos o modelo de caminhada quantica
escalonada, mostrando o que seria uma tesselagem e como ela se desdobra na construcao do
operador de evolucao. Ainda neste capitulo, ilustramos o comportamento desta caminhada
nos problemas da reta e da grade bidimensional, introduzimos novas simulagoes da dinamica
deste passeio e sobre desvio padrao. Por fim, colocamos alguns teoremas pertinentes a essa

caminhada e que demonstram certa generalidade.

No capitulo 3 encontramos uma analise feita na grade de cliques, um grafo com
cliques Ky interligadas por K. A anélise deste grafo é inédita e nos ¢é interessante pois sua
dindmica nao estd inclusa na caminhada de Szegedy. Fizemos simula¢oes para mostrar o
comportamento desta caminhada neste grafo e do desvio padrao, obtivemos toda a anélise

espectral do operador e, por fim, algumas conclusoes.

As maiores contribuigoes desta tese estao no capitulo 4. Analisamos o problema de
busca em grade hexagonal através da caminhada quantica escalonada e utilizamos o modelo
estendido com hamiltonianos. Temos para este problema uma andlise para um angulo
genérico nos hamiltonianos, nao antes analisado, sua performance para o problema de
busca é equiparada as melhores caminhadas da literatura. Um fato curioso que analisamos,
e que nao aparece em outras caminhadas, é que ele nao possui o fenomenos de localizagao
— apenas em casos degenerados — e que tem influéncia no problema de busca. Os calculos

encontram-se nos apéndices do texto e no artigo de Chagas et al. (2018).

No fim do texto temos trés apéndices. O primeiro deles tem por finalidade expor
principios basicos da computacao quantica e que da base para a compreensao do texto,
caso nao tenha familiaridade. O segundo e terceiro apéndices sdo para deixar o texto
mais fluido, onde deixamos diversas contas de decomposicao dos operadores para grade de

cliques e hexagonal.



25

2 Modelo de Caminhada Quantica Escalo-

nada

Este capitulo tem por partida o modelo de caminhada quéantica escalonada e que
ilustraremos sua construcao e dinamica através de dois grafos: reta infinita e grade bidi-
mensional. Para tanto, a primeira se¢ao coloca os ingredientes principais para a construgao
da caminhada e que se d& através das tesselagens — a referéncia que seguiremos sera de
Portugal (2016). Para elucidar cada componente da caminhada introduziremos o problema
da reta, colocaremos alguns resultados ja conhecidos e acrescentaremos algumas simula-
¢oes, seguindo o livro de caminhadas quanticas de Portugal (2018) — sendo esta referéncia
recomendada para entendimento dos outros modelos de caminhadas. A terceira parte serd
de remontar o problema da grade bidimensional para esta caminhada e insistiremos em
mostrar o comportamento da caminhada através de simulagoes e seguiremos a referéncia
de Portugal e Fernandes (2017), onde conseguem resultados bastante gerais para este
grafo. Por fim, mostraremos alguns resultados mais gerais que comparam este modelo de

caminhada com outros com referéncia em Portugal et al. (2016).

2.1 Introducdo a Caminhada Quantica Escalonada

As caminhadas em grafos possuem uma ideia de localidade, onde o caminhante 6
pode ir a um vértice vizinho. Quando transferimos essa ideia para uma caminhada quantica,
as probabilidades sao distribuidas, para cada passo de tempo, para vértices vizinhos, essa é
a localidade esperada. Falk (2013) construiu um modelo que tivesse difusoes locais através
de tesselagens, criando assim operadores locais. As tesselagens sao essenciais na construgao
do modelo de caminhada quantica escalonada, e podemos ver outros trabalhos como os de

Abreu et al. (2017b) e Abreu et al. (2017a) que investigam a tesselagem para grafos.

A caminhada quéntica escalonada parte de um grafo G = (V, A) onde queremos
distribuir as probabilidades para vértices vizinhos. Uma forma de captar essa vizinhanca é
através de cliques, onde todo vértice é vizinho. O modelo de caminhada quéntica escalonada
dividird o grafo em cliques para construir sua dindmica. Dessa forma, definiremos o que é

uma tesselagem de um grafo.

Definicao 1. Uma tesselagem 7 de um grafo é uma particao do conjunto de vértices em
cliques disjuntas. Diremos que uma aresta pertence a tesselagem 7T se, e somente se, seus

vértices pertencem a clique em 7. Um elemento da tesselagem é chamado de poligono.

Essa forma de particionar o grafo preserva uma localidade estrutural, ja que nenhum

poligono possui vértices em comum, e que nos sera 1util para criar os operadores. No entanto,



Capitulo 2. Modelo de Caminhada Qudntica Fscalonada 26

necessitamos as probabilidades sejam transmitidas de poligono a poligono e, por isso,

criamos uma familia de tesselagens com essa finalidade.

Definicao 2. Cobrimento de grafo por tesselagem é uma familia de tesselagens 71, To, - -+, Tr

onde toda aresta do grafo pertence a alguma clique em alguma tesselagem.

A familia de tesselagens {71, 73, -, T} que cobre o grafo nos permite induzir
certos operadores {Hy, Hy, - -+ , H}. Para essa construgao iremos criar um estado para
cada poligono e que chamaremos de ozg‘?, onde k£ é um indice que percorre as tesselagens e
J percorre os poligonos. Portanto, o estado associado a cada poligono sera

) =

; S (2.1)

|aj lEoe?

Agora, criaremos um operador de reflexdo sobre cada tesselagem, pois temos um espaco
associado a cada uma delas. Entao, cada tesselagem induz um operador que é local e

hermitiano na forma

Hy, =2 zp: uf) (ub] - 1. (2:2)
j=1

Cada operador Hj, tem a funcao de difundir localmente, em cada poligono, as probabilidade
dentro de cada tesselagem. Por outro lado, podemos generalizar esse modelo de caminhada
colocando na forma de hamiltonianos, como descrito por Portugal, Oliveira e Moqadam
(2017), seguindo a forma

U = eieka . €i02H2€i01H1 (23)
onde
eiejHJ' = cos(gj)] —+ iSGTL(Qj)Hj. (24>

Portanto, temos um modelo de caminhada quantica que preserva a localidade dos opera-
dores. As préximas segoes irao ilustrar a construcao da caminhada para grafos especificos,

como da reta infinita e grade bidimensional, e mostrar a dinamica para cada um deles.

2.2 Caminhada na Reta

Nesta secao iremos construir as tesselagens para a caminhada quantica escalonada
na reta infinita, os operadores associados a cada uma delas e o operador de evolu¢do com
hamiltonianos para este caso. Para tanto, iremos induzir duas tesselagens neste grafico,

sendo dadas pelos conjuntos

Ta {{2z,22 + 1} : x € Z}, (2.5)
Ts = {{2z+ 1,22 +2}:2 € Z}, (2.6)
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e cada elemento da tesselagem possui um estado associado e escrevemos em superposicao

uniforme como

2z + 22+ 1)
o = 2RO, 7
2o+ 1)+ 22 +2)

e tendo a representacao grafica conforme a figura 1 abaixo.

T a B Q, Bo O B,

@ @ L 4 @ @ @ L
-2 -1 0 1 2
To
Y e o —— o ——o °
75 ° o———o —o o———o

Figura 1 — O grafico da reta é composto pela tesselagem em vermelho com vértices o, =
{22,272 4+ 1} e azul com vértices em 3, = {2z + 1,2z + 2}.

De posse das tesselagens, podemos construir dois operadores associados a cada
uma das tesselagens. O operador H, estd associado a tesselagem 7,, enquanto que Hg se

refere a tesselagem 73 e sdo dados por

=2 3 Jo) (el ~ T (2.9)
Hy=2 3 15 (0l 1 (2.10)

cujo operador com hamiltonianos sera dado por
U = s gifHo (2.11)
e sua evolucao temporal seguira o formato

Ul (t)) = U [v(0) (2.12)
onde [1(0)) serd a condigdo inicial para o sistema.

Faremos alguns experimentos numéricos com a finalidade de comprovar alguns
fatos dessa caminhada. Um primeiro fato é a da dependéncia do angulo com a dindmica
do distema. Na figura 2 notamos que para 6 = 7/3 temos uma frente de onda mais para

as laterais, contudo o perfil nao se altera na alteracao do angulo.
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Figura 2 — Distribuicao de probabilidade para a caminhada quéantica escalonada na reta,
ap6s 50 passos, e utilizando § = 7/3,7/4, /5 com a mesma condigdo inicial

[£(0)) = (|0) +[1))/v2.

Um segundo experimento seria o da dependéncia da condicao inicial a dinamica do
sistema. Na figura 3 temos que para duas condi¢oes iniciais distintas vemos dois tipos de

frente de onda, uma se deslocando para a esquerda e uma outra para a direita.

Um terceiro experimento seria para mostrar qual seria o angulo, dada uma condicao

inicial fixa, que produz o maior desvio padrao. O desvio padrao serd calculado seguindo a

0.18 0.18
0.16 0.16
0.14 0.14
0.12 0.12
8 g
3 0.1 S 0.1
3 3
S0.08 So0.08
o S
2 0.06 % 0.06
0.04 - 0.04
0.02 0.02
0 , A 0 :
100 -50 0 50 100 -100 100
X
(a) [¥(0)) = [0) (b) [%(0)) = |1)

Figura 3 — Distribuicao de probabilidade apds 50 passos considerando duas condigoes
iniciais |¢(0)) distintas.
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referéncia de Walpole et al. (2013). Temos que a probabilidade associada ao vértice x serd

dada, no instante ¢, como
pla,t) = |zl (1)) [ (2.13)

e o desvio padrao ¢é entendido como uma distancia até a média. Dessa forma, o desvio

padrao é dado pela expressao

o= VZ@: — 0,1 (2.14)

T

p= 1> zp(z,i). (2.15)

Por estas defini¢coes, como temos na figura 4, fizemos o grafico para o caso assintético,

onde i é a média dada por

escolhendo um valor de ¢ suficientemente grande e variando os valores de 6. Este grafico

numérico é exatamente o encontrado em Portugal (2018).

o = 2y/|cos(8)]\/1 — |cos(B)]t (2.16)

0.9

0.8f

0.7

0.6

0.5¢

o(t)/t

0.4

0.3

0.2r

0.1¢

0 /3 /2 2m/3 T
%

Figura 4 — Desvio padrao da reta em comportamento assintético em funcao de 6.
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2.3 Caminhada na Grade Bidimensional

Nesta secao iremos ilustrar a caminhada quantica escalonada através de um pro-
blema bidimensional, pois iremos tratar de outros problemas nesta dimensao nos préximos
capitulos. No trabalho de Ambainis, Kempe e Rivosh (2004) — conhecido como AKR —
temos que o problema de busca neste grafo tem complexidade O(y/Nlog N). O primeiro
trabalho com CQE aparece no trabalho de Patel, Raghunathan e Rungta (2005) e sua
analise aparece em Ambainis, Portugal e Nahimov (2013). Seguiremos ao longo desta segao
os trabalhos de Portugal e Fernandes (2017) e Fernandes e Portugal (2016) onde analisam
o problema de busca utilizando o método descrito por Tulsi (2008), e que iremos utilizar

no problema da grade hexagonal.

Consideraremos uma grade retangular com 2n vértices em = e 2n em y e que
perfazem uma fronteira em formato de torus, e portanto utilizaremos aritmética médulo

2n. Dessa forma, podemos associar um estado |z,y) a cada vértice da grade, tendo um

: :

espaco de dimensao 4n?.

03 13 23 33
02 12 22 32
01 11 21 31

00 T1 0 20 T30

Figura 5 — Tesselagens da grade bidimensional

Podemos recobrir a grade bidimensional com apenas 4 tesselagens, sendo elas

escritas como

Too = {{(z,y),(z+1,y)},x+ypar,0 < z,y < 2n}, (2.17)
Tn = {{(z,y),(z,y+1)},x+ypar,0 < z,y < 2n}, (2.18)
Tio = {{(z,y),(z—1,y)},x+y par,0 < z,y < 2n}, (2.19)
Tu = {{(z,y9),(x,y— 1)}, x+ypar,0 < z,y < 2n}, (2.20)
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e cada uma dessas tesselagens possui, respectivamente, os estados associados

0\ _ |lz.y)+lz+1y)

W) = 7 , (2.21)
ul >:|“Ty +|xy+1>, (2.22)
u >:|$y +|ZL‘—1y>7 (223)
ull) = |z, y +|:r y—1>7 (2.24)

e o grafico que representa a grade bidimensional é conforme a figura 5.

Da mesma forma que fizemos no problema da reta, iremos construir os operadores
associados a cada tesselagem e que serao operadores de reflexoes. Os operadores, seguindo

essa numeracao da tesselagem, sao

2n—1
Hoo = 2 % [uff)(ulf —1, (2.25)
o1 par
2n—1
Hyy = 2 % [uly) (ulb| =1, (2.26)
oy par
2n—1

Hio = 2 Y |ulf)(uwd -1, (2.27)
z,y=0
x+gpar
2n—1

Hiy o= 2 > |up)(uy| -1 (2.28)

Y zy

z,y=0
z+y par

Por fim, utilizaremos estes operadores para construir o de evolugao para a caminhada com

hamiltonianos como

[] — ¢ifHn yi0H10 0 Hot ,i0Hoo (2.29)

O primeiro experimento que faremos consiste em mostrar a sensibilidade da cami-

nhada a condic¢ao inicial. Consideraremos as trés condigoes iniciais

v) = Inm), (2.30)
ue) = \}5(|n,n>+|n+1,n>), (2.31)
vy = ;(|n,n>+\n,n+1>+\n+1,n>+\n+1,n—|—1>), (2.32)

e a dindmica da caminhada é mostrada na figura 6
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180 <10 <10

35 7
3 6
2.5 5
2 4
1.5 3
-1 2
0.5 1

0 0 0

0 20 40 60 80 100120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

X X
() [(0)) = [wg') (b) [%(0)) = |vF)

Figura 6 — Distribuicao de probabilidade em grade bidimensional 180 x 180 apés 43 passos
considerando duas condigoes iniciais |¢/(0)) distintas.

O segundo experimento consiste em observar a dependéncia do dngulo na dinadmica
da caminhada, bem como o seu desvio padrao. No trabalho de Fernandes e Portugal (2016)
temos um forte indicativo, ainda que nao tenha demonstragao analitica, que o melhor
dngulo é 0 = w/4. A figura 7 mostra que a distribuigao, de certo modo, encolhe quando
pegamos um angulo diferente de /4. Faremos, logo mais, uma pequena anélise sobre o

desvio padrao com um grafico que indica a escolha do angulo.

-3 -3
180 ;10 180 x10
160 160 5
6
140 140
‘4
120 5 120
100 4 100 A
> >
80 5 80
60 60 2
2
40 40 1
20 1 20
0 0 0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
X X
(a) 6 = /4 (b) 0 = /8

Figura 7 — Distribuicao de probabilidade em grade bidimensional 180 x 180 apds 43 passos
considerando dois angulos 6 distintos.
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O desvio padrao para para o caso bidimensional leva em consideragao o deslocamento

nas diregoes x e y. Portanto, temos o desvio nas duas dire¢oes dados por

T

0y = \/Z(x — ptz)?p(w,y,t) e o, = \/Z(y — 1ty)?p(2,9,1) (2.33)
)
onde p, e p, sao as médias em cada direcao dadas pelas expressoes

fo = ‘/%: ap(z) e py = ,/Zy: yp(y), (2.34)

e as probabilidades associadas no espaco e tempos que usamos sao descritas por

play.t) = [ {2,y () (2.35)

p(x) = plz,y,t) e ply) = p(zy.1). (2.36)

O desvio padrao total sera uma distancia euclidiana, no trabalho de Santos, Portugal e

Boettcher (2015) chamado de deslocamento total médio, sendo dado por

o =,/ol+ 0l (2.37)

e que para o caso da grade bidimensional é conforme a figura 8. Esta figura mostra que
o maior desvio acontece quando 6 = 7/4 e no artigo de Fernandes e Portugal (2016) os

autores mostram que o problema de busca possui a melhor performance para este angulo.

0.8

0.4

0.2¢

0 /4 /2 3r/4 T
0

Figura 8 — Desvio padrao em funcao de ¢ na grade bidimensional.
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2.4 Equivaléncias e Inclusoes das Caminhadas

Esta pequena secao sera pra mostrar que o modelo de caminhadas quanticas
escalonadas (CQE) é bastante geral em comparagao ao modelo de Szegedy. Apresentamos,
portanto, duas proposigoes contidas no trabalho de Portugal et al. (2016) para mostrar tais
fatos. Além disso, no artigo de Portugal, Oliveira e Mogadam (2017) temos um diagrama
que mostra certas inclusoes de caminhadas e que reproduzimos na figura 9, onde X ¢
matriz de Pauli, H de Hadamard e G de Grover.

A primeira proposi¢ao mostra em que condi¢oes a CQE é equivalente a caminhada
de Szegedy. A segunda mostra um caso de inclusao, e que nao vale a igualdade, onde certas

instancias da CQE nao estdo na caminhada de Szegedy.

Proposicao 1. Toda CQFE com duas tesselagens em que a intersegio entre os poligonos
delas possua no mdzrimo um elemento é equivalente a uma caminhada quantica de Szegedy

estendido em um grafo bipartido.

Proposicao 2. Instancias da CQFE com duas tesselagens, que possuem dois ou mais ele-
mentos em comum na intersegao de elementos de tesselagens distintas nao sao equivalentes

a uma caminhada quantica de Szegedy.

CQE com Hamiltonianos

CQE

Szegedy

F

Modelo com Moeda

Figura 9 — Diagrama de inclusoes das caminhadas quanticas

A segunda proposi¢do nos leva ao préximo capitulo, onde analisaremos a CQE
dentro de um grafo que nao estd na caminhada de Szegedy, pois viola a intersecao de
poligonos. Os resultados que seguem nos capitulos posteriores sao inéditos na literatura de

caminhadas quanticas.
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3 Caminhada Quantica Escalonada em uma

Grade de Cliques

Neste capitulo iremos analisar o grafo composto por n? cliques de 8 vértices (Kg)
interligadas por 2n? cliques com 4 (K,). Construimos este grafo em uma topologia de
toro, onde conectamos as cliques K, superiores com as inferiores e as da extrema esquerda
com as da direita. A tesselagem deste grafo é dada pelos poligonos azuis e vermelhos que

cobrem, respectivamente, as cliques de 8 e 4 vértices.

A motivacao para o estudo deste grafo é que a Caminhada Quantica Escalonada
(CQE) dentro dele nao esta contida nos passeios com moeda e de Szegedy. Este resultado
de inclusdo é parte do trabalho de Portugal (2016) e que analisamos no segundo capitulo

desta tese.

Figura 10 — Grafo com cliques de 8 vértices na tesselagem em azul, 4 vértices na tesselagem
em vermelho e interligados. A geometria é de um torus na fronteira.

O trajeto deste capitulo consiste em, primeiramente, construir os operadores de
evolugao para este grafo dentro do modelo de CQE. Posteriormente, faremos a analise
de Fourier para este operador, observando as simetrias convenientes e tornando possivel

alguma andalise. Por fim, faremos a andlise apds esta construcao e decomposicao.
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3.1 Operadores de Evolucio

A dimensdo do espaco de Hilbert para nosso problema é N = 8n?, sendo ele obtido
numa espécie de grade com n por n cliques Kg. Definimos o operador de evolu¢ao U como
o produto de dois operadores unitarios Uy e U; na ordem U = U Uy. O operador Uy induz
a tesselagem azul e U; a tesselagem vermelha. Dessa forma, o estado final do sistema sera

|ty = U |hg), onde t é o tempo de evolugao e [¢g) é o estado inicial, dado por

[Y0) = \/— Z le y) k) - (3.1)

z,y=0 k=0

Para a construcao dos operadores Uy, e Uy, associaremos um vetor em superposicao

uniforme para cada poligono. Os vetores associados aos poligonos azuis serao

1 7
|Qay) = oG 1;) [z, y) [F) (3-2)

e para os poligonos vermelhos

B9) = 5 b (0)+ 7)) + 5 o +1,9) (13) + 14)), (33)

W) = 3 b (1) -+ 2) + 52,y + 1) (5) + [6)), (3.4)

para 0 < z,y <n — 1 e sendo dada em aritmética modulo n em |z, y).

Denotaremos que, para ambos os casos, x e y localizam alguma clique de 8 vértices
e k os vértices dentro desta clique. A clique central podera ser localizada em (z,y) = (0,0),
mas como a geometria é de um torus, qualquer clique de 8 vértices pode ser central. E,

por fim, temos os operadores associados dados por

n—1

Up =2 Z |Qay) (Qay| — 1 (3.5)
z,y=0
e
U, = BN (B| + 8D (BY)]| - 1. (3.6)
7y_
Podemos escrever esse passeio com Hamiltonianos da forma U = e1U1¢i%U porém

iremos considerar 0y = 6; = 6 para mostrar a dinamica desse passeio em experimentos

numéricos. Portanto, utilizaremos a CQE com Hamiltonianos da forma

U = ¢t (3.7)
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O primeiro experimento serd para demonstrar a influéncia do angulo 6 na CQE
com Hamltonianos. Consideraremos uma condi¢ao inicial na clique Ky central do grafo,
sendo ela homogénea para todos os vértices. A figura 11 mostra como a distribuigao de
probabilidades se comporta quando alteramos o dngulo 6, sendo 6 = 7/2 o caso U = U, U,

a menos de uma fase.

0.045
0.05
0.04
-0.035
100 0.04
0.03
0.03 0.025
£ 0.02
50 0.02
0.015
0.01 0.01
0.005
0 0 0
0 50 100 150
(a) 0 =7/2
0.05
0.045 0.05
5 0.04
0.035 1004
0.03
0.03
0.025
.02
0-0 0.02
£ 0.015
0.01 0.01
0.005
0 0
0 50 100 150 0 50 100 150
(c) 0 =m/4 (d) 0 =r/5

Figura 11 — Distribuicao de probabilidade apds 22 passos, variando o angulo € nos hamil-
tonianos, para n = 45, em grade de cliques.

O préximo experimento visa mostrar a influéncia da condi¢ao inicial na distribuicao
de probabilidades da caminhada. Fixamos assim um angulo § = 7/2 e escolhemos duas
condicoes iniciais. A primeira condicao inicial serd uma superposi¢ao homogénea em quatro

cliques Ky centralizadas e que formam um quadrado, cuja expressao é

a\ __ L d
|¥6) = \/@];)(|0,0>+|1,0>+|0,1>+|171>)|’€>- (3-8)

A segunda condicao inicial é semelhantes a primeira, contudo alteramos a fase de uma
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clique inteira, e que segue a equacao

[0h) = \/13—2];(\0, 0) +11,0) +10,1) = [1, 1)) [F) , (3.9)

e as simulagoes seguem conforme a figura 12.

150

0.05
0.04 100
10.03

10.02 50

0.01

0 0 50 100 150

(a) 1) (b) )

Figura 12 — Distribui¢ao de probabilidade apds 22 passos, para um angulo § = 7/2 nos
hamiltonianos, para n = 46 na grade de cliques e variando a condigao inicial.

Uma dificuldade para calcular o desvio padrao reside nas distancias entre vértices
que nao sao constantes dentro das cliques. Uma forma que podemos atacar o problema é
condensando as probabilidades das cliques Ky e apenas um pontos e com isso construimos
grade bidimensional. A figura 13 mostra a dindmica fazendo esta dltima consideragao e

percebemos que mantemos os aspectos da dinamica sem essa condensacgao.

0 10 20 30 40

(a) 0 =m/2 (b) 0 =7/4

Figura 13 — Distribuicao de probabilidade apds 22 passos, variando o angulo ¢ nos hamil-
tonianos, para n = 45, em grade de cliques condensada.
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O desvio padrao da grade de cliques, considerando essa condensacao de probabili-
dades na clique Ky, sera calculada como na grade bidimensional e segue como a figura 14

e estd em 0 = /2.

0 /2 T
0

Figura 14 — Desvio padrao em comportamento assintético para grade cliques condensada.

Quando temos em maos um certo operador, queremos encontrar sua decomposicao
espectral para analisarmos toda sua dindmica. Contudo, tendo em vista uma matriz que
cresce de acordo com o nimero de vértices do grafo, este trabalho nao seria possivel sem
algum tipo de simplificacao ou redugao. Nosso objetivo agora é de encontrar uma reducao

do operador U que simplifique os calculos da decomposicao espectral.

3.2 Bases de Fourier

O operador visto na base computacional cresce de acordo com o nimero de vértices,
mas podemos escolher uma base reduzida onde isso nao ocorra. Entao faremos uma troca
de base e escolheremos o que chamamos de bases de Fourier. As bases sao escolhidas de
acordo com cada grafo e explorando certas simetrias translacionais — dizendo que certos

vértices sao, em algum sentido, equivalentes.

Sendo entao uma base B = {|1},)};L,, quando aplicamos o operador U em cada

vetor de base teremos

U ko) = 3 tip [Uhe) (3.10)
i=0

caso seja possivel reescrever dessa forma. Se esta combinacao linear for possivel, iremos
construir o espago coluna da matriz reduzida U formada por cada @;,. Portanto, o trabalho

que teremos sera de escolher, apropriadamente, bases de Fourier que isso seja possivel,
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pois estaremos encontrando uma matriz de ordem (m + 1) x (m + 1) para decompormos

espectralmente.

Nas seccoes seguintes apresentaremos as matrizes reduzidas e a decomposicao
espectral para duas bases distintas. Para um maior detalhe, deixamos o apéndice B com

os calculos que fizemos para encontrar tais matrizes.

3.3 Matriz Reduzida 8 x 8

A analise de Fourier parte de um principio de simetria na prépria estrutura do
grafo. Observamos que ha uma simetria translacional no grafo, ou seja, nao ha diferenca
entre qualquer clique de 8 vértices, faremos uma base respeitando essa observagao. De
forma mais precisa, mas sem entrar em detalhes, temos um automorfismo de grupos dentro
do grafo. Quando fixamos um valor de p e variamos o par (x,y) que identifica cada clique
Ky temos n? vértices equivalentes. Portanto, o estado associado que nos permite fazer

andlise, tendo apenas 8 vértices distintos, sera

1 n—1

Wk = 3 W ay) |p) (3.11)

z,y=0
considerando w = e*™/" 0 <kl <nep=0,1,...,7.
Ao efeturamos Uy |¢},), para todo p, iremos encontrar um vetor que serd combinagao

linear do vetores da nova base (de Fourier) e que constituem o espago coluna da matriz

reduzida. E, dessa forma, temos

-3 1 1 1 1 1 1 1

1 -3 1 1 1 1 1 1

11 -3 1 1 1 1 1

~ 171 1 1 -3 1 1 1 1
Uy = —

411 111 =3 1 1 1

1 1r 1 1 1 =3 1 1

11 1 1 1 1 -3 1

11 1 1 1 1 1 =3
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e da mesma forma para U; encontramos

1 0 0 W w0 0 ]

0 -1 0 0 w w 0

0 —1 0 wt wt 0

~ 1 |w* -1 1 0 0 w*

V=g |+ 1 -1 0 0 wt
w

wt wt o0 0o -1 1 0

wt wt 0 0 1 -1 0

0 0 Wk Wk 0 0 —1_

Uma vez encontrado o operador reduzido nessa nova base como U = U;U,, devemos
encontrar a sua decomposicao espectral. A primeira parte da decomposicao espectral é

encontrada com k, ¢ # 0 e temos os autovetores associados associados aos autovalores +1

e —1, respectivamente,

_wk(wé — 1)_ _—wk(we +1)
wh(1 — wh) wh(1 + W)
wh(1 — wh) w'(1 + wh)
1 1—wt 1 -1 -t
’Uﬁ> B 44/2sen(0/2) | 1 —wt ¢ ‘vk}> N 4v/2cos(0/2) | —1—wt | (3.12)
wh —1 w +1
wk —1 w41
wh(wh —1) _—wk(wg +1)

Temos também dois autovetores associados aos autovalores et e ¢~

[ =i _ ok ] el _ ok
e,ig . we eio o wé
o—i0 _ )t el _ )t
—if —k i0 —k
’v,j?> L Y e ’vk_?> _ v (3.13)
’ dsen(f) [e 0 — =k ’ dsen(f) |e — wk
o—i0 _ ! ot _ ot
o0 _ ! ot _ ot
o—i0 _ )k ol _ ok

onde o valor de # que aparece na expressao do autovalor no fator de normalizacao é dado

por
1 21k 2ml

1 T 14

cosO(k, ) 5 <cos - + cos " > (3.14)
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Agora para o caso onde consideramos k, ¢ = 0 temos mais quatro pares de auto-
vetores, sendo trés associados ao autovalor +1 e o outro ao —1. Com isso, temos que os

autovetores assumem as igualdades

A o o -
1 0 1 —1

1 0 1 —1

1 |1 1 (-1 110 _ 1 |-1

‘vsr,(l)A> =5 ]’ ‘USCcl)B> =5 4| ’U&éc> =310, e ‘UOE)D> =275 |1
1 0 -1 1

1 0 -1 1

1] 1 0 | 1]

Os autovetores que apresentamos até agora somam um total de 4n?. Como a
dimensao do espaco é de tamanho 8n?, restam-nos mais 4n? a serem encontrados. Estes

ultimos estao todos associados ao autovalor 4+1 e sao dados por

1] 0 ] 0 ] [0 ]
0 0 0
0 0 ~1 0
010 = 2\1/5 g Jorioy :; _11 i) :; 8 o1 _1 8
0 0 1
0 0 ~1
1] 0| 0| 0|

Por fim, encontramos toda a decomposicao espectral e que é dada pela unido dos conjuntos

B1, B2 e B3, formando uma base ortonormal de autovetores para o operador de evolucao

Bl = {Joft).Jond) Jid) Jued) 0 < ko <m (kD) £ (0,0} (3.15)
B2 = {|ogg") . [vgs®) [0ls”) . [uos) ) (3.16)
B3 = {ois®) s ) [l ®) [0t 10 < k£ <} (3.17)

3.4 Matriz Reduzida 4 x 4

Por um lado, poderiamos encerrar nossos calculos na matriz reduzida anterior, ja
que conseguimos a decomposicao espectral. Por outro lado, temos algumas perguntas que
podemos fazer na secao anterior. A primeira, e mais natural, é se seria possivel reduzir
ainda mais o operador. Uma segunda pergunta seria se essa nova matriz reduzida nos daria
mais informagoes sobre a dinamica desse passeio. Escolheremos uma nova base partindo de

duas observagoes equivalentes: i) os autovetores encontrados possuem certas redundancias
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nas componentes como, por exemplo, nas posigoes 1 e 8; i) ndo ha diferenga explicita na

dindmica de certos vértices dentro de cada clique octogonal.

De certo modo, h& uma invariancia em (0, 7), (1,2), (3,4) e (5,6) para cada clique
octogonal fixada em (x,y). A reducdo do operador de evolugdo para uma matriz 4 x 4

utiliza, portanto, as bases

0,) = &éowkﬁmxmaowww (315)
Vie) = nlzéow’“”fy|xy><|3>+|4>> (3.19)
W) = 7,L12§0w’”“y|xy><u>+|2>> (320)
B = LS W) () + 1) (3.21)

7’L\/§ z,y=0

onde n corresponde ao nimero de cliques de 8 vértices (horizontal ou vertical), w = e>7/"

e 0 < k,l <n. E para essa base, temos que as matrizes reduzidas sao

-1 1 1 1 0 wk 0 0
-~ 1l1 =1 1 1 - k0 0
Uy = e Ul_w

1 1 -1 1 0 Wt

1 1 1 -1 0 w?t 0

A dimensao do problema é N = 8n?, pois temos n? cliques de 8 vértices. Dessa
forma, temos que encontrar 8n? autovetores associados aos seus respectivos autovalores.

Abaixo teremos os autovetores da matriz reduzida.

Para k, ¢ # 0 temos o autovetor associado associado ao autovalor +1

wk(wh —1)
1 11—t
i) S — 3.22
‘vk’€> dsen(0/2) |wh(1 —wh) (3.22)
wk—1
0 autovetor associado ao autovalor —1
—wk(wf +1)

%4>_ 1 -1 -t
ko 4 cos (9/2) w€<1 + wk)
wh+1

(3.23)
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um autovetor associado ao autovalor et

o—i0 _ b
1 e~ — yk
vy = ———— . 3.24
’ k’e> 2v/2sen(f) | e — ! (3.24)
o—i0 _ !
um autovetor associado ao autovalor e~
ol _
1 e — =k
—9
v = . 3.25
’ k’€> 2v/2sen(f) | e — w? (3:25)
ot _ oyt
onde extraimos o valor de 6 como
1 2wk 27l
0k, 1) =~ —_— — 3.26
cosO(k, 1) 2<COSn —l—cosn) (3.26)

Quando k, ¢ = 0, temos trés autovetores associados ao autovalor +1

1 1
111 1 |—1 1 0
+1A _ - +1B _ = +1C - 327
’Uo,o > 2 1] ‘Uo,o > NARRE ’UO,O > NARRE ( )
1 0 -1
e um aoutovetor associado ao autovalor —1
1
111
—1p\ _ 1
5 >_2 e (3.28)
-1

Os autovetores que apresentamos somam um total de 4n? e agora nos faltam mais
4n?. Estes outros, sendo validos para todo k e ¢, e todos associados ao autovalor +1, sdo

dados por

+1(0)

10Y = LN ke (o) - 7)), (3.29)

n\/§ z,y=0

)
vet) = n\l/gzw 2y} (13) — [4)), (3.30)
)
)

T e Z“’ lzy) (1) — [2)), (3.31)

= AL e () - 1) (332)

+1(2)
Vg0

+1(3)
Vke
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A uniao dos conjuntos B1, B2 e B3 formam uma base ortonormal de autovetores

para o operador de evolucao

Bl o= {Juid) Joid) ot f) Jocd) 0 < ke <n (k) £ (0,00}, (3.33)
B2 = {|ofs").[ogs")  [ods”) - |v0s) } (3.34)
B3 = {[oii®). ol ) old®)  Juit®) 10 < k£ <} (3.5)

Para concluirmos esta secao, temos a tabela abaixo que representa a decomposicao
espectral do operador U feita a partir da matriz reduzida desta se¢do. Faremos depois um

fechamento, a priori, deste problema com base em outro problema.

Autovalor | Autovetor | (k,l)

+1 Vi) 0<kt<n—1,(kt)+#(0,0)
-1 Vit ) 0<k t<n—1,(kt)+#(0,0)
et vil) 0<k t<n—1,(kt)+#(0,0)
e ) 0<kt<n—1, (k1) +#(0,0)
+1 vio”) (k,0) = (0,0)

+1 vis?) (k,0) = (0,0)

+1 v (k,0) = (0,0)

-1 vos”) (k,0) = (0,0)

+1 v,ﬁ(o)> 0<k‘l<n-1

+1 v,:é(l)> 0<k‘l<n-1

+1 U,jj<2>> 0<k(<n-1

+1 v V) [0Sk t<n—1

Tabela 1 — Decomposicao espectral do operador U para a grade de cliques.

3.5 Resultados e Analise

A decomposicao espectral deste grafo que analisamos é semelhante a grade bidi-
mensional na caminhada quéntica com moeda como descrito por Portugal (2018). O que
este grafo tem de diferente nesta decomposicao é a inclusao de autovalores +1 e seus
autovetores associados. Dessa forma, estes autovalores nao acrescentam muitas mudancas
na dindmica do passeio, como podemos até notar nas simulacoes deste capitulo. Um
problema que fica em aberto, ja que temos a insercao de autovalores £1, é o fenémeno de

localizacao e que esta associado a esses autovalores.

Uma outra questao a se notar ¢ que a intersecao dos poligonos pode ser generalizada,

podendo expandir para mais vértices. Assim como nossa analise da matriz 4 x 4, iremos
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sempre colocar os vértices em superposi¢ao para termos uma matriz reduzida desta mesma
dimensao. Esta questao foi analisada no trabalho de Santos (2018) fazendo desta forma. A
conclusao deste trabalho, como previsto, é que esta inter¢ao produz os autovalores +1 na

decomposicao espectral.
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4 Caminhada Quantica Escalonada em

Grade Hexagonal

H& um livro bastante interessante de Ball (2009) que mostra como certos padroes
emergem da natureza. Neste mesmo livro também hé um capitulo em que o autor destaca o
padrao hexagonal que aparece em colmeias de abelhas e que ele chama de lattice — ao longo
do texto iremos chamar de grade. Por forcas fisicas, quando colocamos bolhas em contato
elas tendem a assumir a forma estavel com trés paredes em contato. Se adicionarmos
uma quarta bolha elas vao se rearranjar sempre nesse padrao e que se assemelha a uma
grade hexagonal. Destacamos entao que esse tipo de arranjo possui uma componente de
estabilidade natural pelas forcas fisicas que simplesmente agem. Sao duas as ilustragoes
nesse livro mencionado, e que dispomos na figura 15, que mostram como padroes hexagonais
podem emergir de bolhas. Queremos dizer que essa estabilidade estrutural que aparece de

forma natural pode ser utilizada em aplicagoes sintetizadas.

(a) Padrao hexagonal em uma colmeia de abelhas (b) Bolhas dispostas lado a lado

Figura 15 — Relagdo entre padroes que emergem na natureza e forgas fisicas — Ball (2009).

Podemos sintetizar algumas estruturas em grade hexagonal através de carbonos:
grafenos, fulerenos e microtubos de carbono, todos eles nessa mesma estrutura. Na figura 16
temos o esquema do fulereno extraido do trabalho de Mintmire, Dunlap e White (1992),
sendo uma estrutura composta por carbonos em disposicao hexagonal. No trabalho de
Pakdel et al. (2012) temos essa mesma estrutura s6 que formada por dtomos boro e
nitrogénio, chamado de nitreto de boro. Dissemos na introducao desse texto que esse
arranjo possui certas qualidades de condutividade e que, de certa forma, irdo aparecer ao

longo deste trabalho mas no escopo de CQE.
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Figura 16 — Tubo de fulereno — Mintmire, Dunlap e White (1992).

A estrutura deste capitulo segue o que ja fizemos ao longo da tese. Na primeira
se¢ao iremos construir o operador de evolugao com hamiltonianos, através das tesselagens,
para a CQE em grade hexagonal e faremos algumas simulagdes para ilustrar sua dinamica.
A segunda secdo serd a decomposicao espectral para esta caminhada e que faremos para
um angulo genérico nos hamiltonianos, a menos de uma restricao, calculo este nao antes
encontrado na literatura. Com base nessa decomposicao, faremos na terceira se¢do uma
analise do fendmeno de localizacao neste grafo, sendo demonstrada analiticamente sua
auséncia. A quarta secdo tem a finalidade de analisar, através de experimentos numéricos,
em que angulo temos o maior desvio padrao. A ultima secao é sobre o problema de busca
neste grafo e que demonstramos sua performance, sendo que o angulo que tem a melhor
performance coincide com o maior desvio padrao. Todos os resultados desse capitulo estao

na publicagdo de Chagas et al. (2018)

4.1 Operador de Evolucio

Podemos construir a grade hexagonal, conforme temos na figura 17, através de
trés vetores: €, €, e 7. Os vetores €, e €, constroem uma grade bidimensional inclinada,
representados por pontos abertos; enquanto que 7 completa o hexdgono com as devidas
arestas, dado pelos pontos fechados. Portanto, a posi¢ao de cada né da grade hexagonal
segue a relagao

(x,y,p) = x€, + ye, + pr (4.1)

sendo que
1
= g(f?x +éy) (4.2)

onde 0 < xz,y <nep=0,1, onde n ¢ um nimero impar de hexagonos nas dire¢oes de x
e y. Consideraremos a geometria de um toro e, dessa forma, a dimensao do espago sera
N = 2n?. Ressaltamos aqui que o vetor 7 serd unitario nas analises de desvio padrao, isso

para manter a nocao de distancia unitaria entre os vértices.
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111

— P o

000 €, 100 200

Figura 17 — A figura mostra uma pequena parte da grade hexagonal. Os vetores €, e €,
sao mostrados em preto e os vetores i~ em azul. A condic¢ao de fronteira é de
um toro seguindos as direcoes €, e €,. O vértices sao identificados por (z,y, p),
onde p = 0 denota vértices vazios e p = 1 vértices cheios. As tesselagens sao
representadas nas cores vermelho, verde e azul.

Para este grafo utilizaremos trés tesselagens denotadas por 7, 7 e T, nas cores

vermelho, verde e azul, respectivamente. Essas tesselagens sao descritas pelos conjuntos

T, = {{(x,y, 1),(z+1,y,0)}: 0§x,y<n}, (4.3)
Tz = {{(w,y,l),(m,y+1,0)} : 0§x,y<n}, (4.4)
T, = {{(:c,y,O),(x,y,l)} : ng,y<n}, (4.5)

onde utilizamos aritmética mdédulo n para obtermos a condigdao de fronteira de um toro.
Repare que cada tesselagem cobre todos os vértices e juntas recobrem todas as arestas do

grafo. Dessa forma, as tesselagens induzem os estados
1
|ax,y> = ﬁ( |J],y, 1> + |ZE + ]-)ya()) )7

Bey) = \}i(|x,y,l)+|x,y+1,0)), (4.6)
e = 5 ([000) +le1)).

onde 0 < x,y < n e, através desses estados, temos os operadores

n—1
Hy = 2 Z |Qay) {Qay| — 1,

z,y=0

n—1
Hﬂ = 2 Z |6xy> <6xy| -1, (4-7>
z,y=0

n—1

H’Y = 2 Z ’%ﬁ,y> <'7:Jc,y| — 1,

z,y=0
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sendo cada um deles operadores de reflexdo nos subespacos gerados pelos estados associados.

Por fim, temos o operador para a CQE com hamiltonianos na grade hexagonal como
U = i i0Hp gifHa (4.8)

onde 6 € [0,27] é um angulo.

O primeiro experimento, conforme figura 18, mostra a sensibilidade da dindmica
da caminhada mediante a condic¢ao inicial. Para mostrar esse fato temos a condicao inicial

dentro de um hexagono central
1
[¥6) = 5(11,1,0) +1,0,1) +10,0,1) +10,1,0)) (4.9)

e um segunda condi¢cdo em apenas uma aresta como
u) = —

by =
V2

e que modificam substancialmente a dindmica do sistema.

(11,1,0) +|1,0,1)) (4.10)

-4
80 0 8o
60
4 40
20
3
0
2 -20
-40
1
-60
-80 0 -80
-80 -60 -40 -20 0O 20 40 60 80 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
(a) [(0)) = [¥) (b) [:(0)) = [w})

Figura 18 — Distribui¢ao de probabilidade em grade hexagonal com n = 121, apds 58
passos, utilizando duas condigbes iniciais distintas, considerando § = /3.

O segundo experimento visa mostrar a dependéncia do angulo com relacao ao

espalhamento, assim o desvio padrao, do sistema. Para tal, consideramos a condicao inicial

ey _ L
o) = 5

e variamos o angulo 6, e o efeito é ilustrado na figura 19. Posteriormente, analisaremos

(111,00 4 [1,0,1) + [1,0,0) +10,0,1) + [0, 1,0+ 0,1,1))  (4.11)

com maior cuidado essa relagao do angulo com o desvio padrao.
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410 %107
1.5
0.9
0.8
1.2
0.7
0.6
0.9
0.5
0 e
0.3
0.2 0.3
0.1
0  -80
-80 -60 -40 -20 O 20 40 60 80 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
(a) 0 =m/3 (b) 6 =7/6

Figura 19 — Distribuicao de probabilidade em grade hexagonal com n = 121, apds 58
passos, utilizando dngulos distintos e condigao inicial |1 (0)) = |¥§).

4.2 Andlise de Fourier

Da mesma forma que analisamos a grade de cliques por certas simetrias translacio-
nais, iremos fazer o mesmo aqui. A questao translacional acontece justamente sobre os

vértices abertos ou fechados, e dessa forma construimos as bases como

|
—

1% .

’¢2£> - E wk +@y‘x7y’o>’ (412)
z,y=0
1 n—1

i) = X Wy 1), (4.13)
z,y=0

onde w = e2™/™ 0 < k, ¢ < n—1. Os vetores [1},) e |¢},) para todo k, £ formam uma base

de Fourier ortonormal para H™.

Devemos agora aplicar cada um dos vetores da nova base no operador, tendo como
objetivo reescrevé-lo nessa nova base. Nessas aplicagoes, escreveremos essas combinagoes

lineares como

Vie) (4.14)
Ve (4.15)

U‘¢25> = Aw ‘¢ge> — B
U’¢11z> = Bk€‘¢ge>+A;;e

e a matriz reduzida sera dada por

Ape  DBre

Ure =
B A




Capitulo 4. Caminhada Quantica Escalonada em Grade Hexagonal 52

cujas entradas dessa matriz serdao escrita, com a finalidade de simplificagdo, como

Akg = (ak[ + Zbkg) COS 0, (416)
Bkg = (Ckg +1 dkg) sen@, (417)

onde os termos da equacgao anterior sao dados por

ape = —fresen?d + cos® 0, (4.18)
bkg = —0kr Senzﬁ, (419)
e = b+ senk + sent, (4.20)
dre = ape—+ cosk + cos?, (4.21)
considerando que
fre = cosk +cosl+cos(k—0), (4.22)
gre = senk + senl + sen(k — 0) (4.23)

notando ainda que reparametrizamos as varidveis k e £ por k = 2k /n and (=2l /n. Os

calculos da decomposicao espectral dessa grade estao no apéndice C desta tese.

Reescrever o operador em uma base bidimensional, considerando cada valor de & e
¢, simplifica toda a analise da dindmica do sistema. A decomposicao é dada tal que os
autovalores do operador reduzido Ui, sdo e, onde cos ¢pe = ape cosf. Os autovetores

associados sdo

1 By
+¢
onde o termo que aparece na normalizacao é dado por
yi =2-2 (akg COS ¢ke + bkg Senqﬁkg) cos f. (4.25)

Ainda podemos notar que para § = 7/3 e (k,¢) = (0,0) temos um caso degenerado, onde

7% = 0. Neste caso, os autovetores normalizados sdo ‘v(ﬂ)to¢> = |4).

Por fim, podemos escrever uma base completa para o operdor U, segunda a nova
base para a matriz reduzida. Os autovalores e autovetores de Uy, induzem os mesmos
para o operador U. Dessa forma temos os autovalores e**®* onde cos ¢y = aye cos, com

autovetores associados

i) = (0l o)+ (o) k) = Do) + S ok, (a20)

para 0 < k, ¢ < n.
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4.3 Localizacao

Nesta secao iremos analisar o fendomeno de localizagao em caminhadas quanticas.
Podemos entender este fendmeno como um caminhante que fica preso em uma condicao
inicial, isto é, uma probabilidade que nao decai a zero conforme o tempo avanca. As
primeiras simulagdes que mostram este fenémeno aparecem com Mackay et al. (2002)
estudando o problema bidimensional em uma caminhada com Grover. Posteriormente,
temos outras simulagoes com Tregenna et al. (2003) com diversas moedas. Uma anélise
mais rigorosa aparece no artigo de Inui, Konishi e Konno (2003) que, analiticamente,
mostram a relacao da localizagao com uma degeneragao dos autovalores do operador de
evolucao. Em contraposicao ao caso discreto temos que o caso continuo nao apresenta
localizagao na reta — Konno (2002). Mencionamos ainda os trabalhos de Inui, Konno e
Segawa (2005) analisando a caminhada na reta com moeda de trés estados e Banuls et
al. (2006) com moeda dependente do tempo. Este fenomeno de localiza¢ao aparece na
grade hexagonal na caminhada com moeda conforme mostram Lyu, Yu e Wu (2015).

Mostraremos que a CQE na grade hexagonal nao possui localizagao.

Definimos a localizagdo em um vértice fixo (z,y, ) como uma probabilidade nao nula
que persiste conforme ¢ avanca, ignorando termos transientes. Dessa forma a localizacao

acontece se

lim | (2, g, J[0(0) > 0 (1.27)
considerando a dindmica |¢(t)) = U'|1(0)). Como demonstrado nos trabalhos que menci-
onamos, a localizagao estd intimamente ligada aos autovalores. Portanto, escrevemos o

operador de evolucao segundo a decomposicao espectral encontrada como
n—1 5 o . .
' - - —i - -
U= 3 e o) (ol ’+ e ) (i ‘ (4.28)

e, =0
Pela equagao (4.26) podemos remontar parte da equagao (4.27) como

n—1

- 1 j i —j —i
.y, dlo() = — 3 (W e + hie o) (4.29)
k,6=0
onde B, ket
z+Ly
pE0 = ZRY T LEol o 4.30
i === (W) (4.30)
€

itdre kx+Lly
(6 Akg)w

= (W), (4.31)

supondo que [1(0)) é uma superposigao de um niimero finito de vértices e que ndo depende

+1
hké -

de n.

Analisaremos a localizagao em grade hexagonal infinita e, portanto, iremos converter

o somatorio em integral da equagao (4.29) quando n — oco. Assim, temos a conversao

lni — (2302 /_,r/_: (4:32)

=0
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considerando k — k e £ — /.

A versao bidimensional do método da fase-estacionaria é expressa conforme o lema

abaixo, seguindo a referéncia Pemantle e Wilson (2010).

Lema 1. Seja f, ¢ : [, ]> — C fungdes analiticas. Assumimos que o conjunto de pontos
criticos T' de ¢ é finito, e que a matriz hessiana H = [0 f/0kd(] em cada ponto em T" é

nao-singular. Entao
T T . 1 k LitPrgye
/ / flh, Qe oedkdl ~ = 3 f ko, bo)ePron (4.33)
—mJom T (ko to)er y/det H(l{?,go)

Aplicamos este lema fazendo f(k, /) = hfj e verificando quais sdo os pontos criticos

de ¢(k, (). Dessa forma, temos que

Obre  cos (0) sen®(0)[sen(k — £) + sen(k)]

ok sen(ope) ’ (4.:34)
Odre  cos (0)sen®(0)[sen(l — k) + sen(()]
or sen(¢xe) ' (4:35)

Entao, existem oito pontos criticos em I' que satisfazem {(k,¢) € [—m, 7] : sen(k) +

sen(k — ¢) = sen() + sen(¢ — k) = 0}. O determinante da matriz hessiana ¢é

cos (0)sen?(0) | cos (k) +cos(k—10)  —cos(¢re) — cos (k—{)

det H(k, () = sen?(kl)  |—cos (¢pe) — cos(k—€)  cos (€) + cos (k — ()

(4.36)
Verificamos que a matriz hessiana nao é degenerada em qualquer ponto critico. Dessa
forma, nenhum vértice admite localizacao pois a taxa de decaimento do lado direito da

equagao (4.33) para cada vértice é O(1/t)

4.4 Desvio Padrao

Faremos aqui uma analise do desvio padrao nesta caminhada e que esta diretamente
ligado ao angulo escolhido. Digamos que o desvio padrao seja dado por uma fungao o(t)
dependente do tempo e utilizaremos a probabilidade p(z,y, p,t), sendo a probabilidade
sobre cada vértice num tempo t. Como queremos um comportamento assintotico, iremos
utilizar nas simulagoes n suficientemente grande para evitar flutuacoes e a distancia entre

os vértices serd unitaria, como descrito no vetor 7 da figura 17.

Na primeira simulacao evidenciamos a dependéncia linear do desvio padrao com
relacdo ao tempo. Iremos utilizar o desvio total médio definido da equacao 2.33 até 2.37
como o = \/m , sendo 0 = o(t). Fixamos alguns valores de # para verificar esse
comportamento linear de o(t) e também com relagao aos dngulos onde 7/3 alcanga o
maior desvio, conforme figura 20. No segundo experimento queremos encontrar, de fato, o

angulo que produza o desvio padrao maximo possivel. Para tanto, iremos medir o(t)/t e
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60
-7/30
-47/30

50 77730
~107/30

40 ~117/30

5 10 15 20 25 30 35 40 45

Figura 20 — Desvio padrao o(t) para a grade hexagonal em fungao do tempo para 6 = /30,
0 =47/30,0 = 7r/30, 0 = w/3, 0 = 11x/3.

que ira eliminar a dependéncia do tempo para t suficientemente grande. Encontramos os
pontos de maximo muito préximos dos angulos /3 e 27/3, conforme a figura 21, e que

coincidem com melhores angulos no problema de busca.

/3 w2 273
0

Figura 21 — o(t)/t para a grade hexagonal como fungao de 6 para ¢ suficientemente grande.

O desvio padrao nos dé indicios de qual angulo optar no problema de busca, ja que
o espalhamento da distribuicao de probabilidades tem uma certa correlagao. A préoxima
secdo tem o objetivo de mostrar que para § = m/3 o problema de busca terd a melhor

performance.
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4.5 Problema de Busca

A 1ltima secao deste capitulo serd sobre o problema de busca na grade hexagonal
utilizando a CQE. Esta secao esta repleta de detalhes técnicos em modificagoes e contas,

entdo iremos enumerar em um fluxo que ird auxiliar na compreensao:

1. O problema de busca sera para um elemento marcado nessa grade hexagonal e
faremos uma modificacdo do operador U, onde utilizamos o oraculo de SKW que

busca o elemento marcado — trabalho de Shenvi, Kempe ¢ Whaley (2003);

2. Definimos uma condigao inicial para iniciar a busca, sendo ela uniforme evitando

qualquer viés;

3. Encontramos o angulo 6 6timo, sendo ele o que produz o autovalor de menor

argumento positivo;

4. Esse autovalor serd o que realmente importa na dinamica e complexidade do algoritmo,
como iremos demonstrar, e que aparecem nos trabalhos de Portugal (2018), Ambainis,
Kempe e Rivosh (2004) e Ambainis, Portugal e Nahimov (2013);

5. Encontraremos a decomposicao espectral do operador modificado e escreveremos o

operador de evolugao do problema de busca nessa base de autovetores;

6. Encontraremos a complexidade do algoritmos mediante os célculos anteriores que ¢é

da ordem de (VN In N).

Modificaremos o operador U definido pela equagao (4.8) através de um operador

Ry que inverte o sinal do elemento marcado
Uy = U Ry (4.37)

sendo o operador unitario que marca o elemento (0,0,0), sem perda de generalidade,

descrito como

Ro=1—210,0,0)(0,0,0]. (4.38)

O oréaculo descrito por Ry modifica apenas o sinal do elemento marcado, mas
a condicao inicial do sistema deve ser uniforme para evitar qualquer viés. Portanto, a
condicdo inicial é descrita por

1 n—1

O algoritmo de busca tem por finalidade aumentar a probabilidade de medigao
deste elemento marcado, conforme aplicamos o operador modificado Uy. Dessa forma,

temos que a evolugao do sistema sera

[¥e) = Us" [¥0) (4.40)
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e t sera o tempo de execucao do algoritmo. O objetivo é de encontrar esse valor de ¢ 6timo,
entdo devemos também tratar de alguma estratégia que aprimore essa chance de sucesso e

que veremos ao fim da secao.

Encontraremos o valor 6timo de 6 para a execucao e andlise do algoritmo. Por
finalidade de simplificacdo de céalculos, iremos trocar o operador U por —U, esse sinal,
dito fase global, nao altera a medicao final do sistema. Queremos encontrar o angulo ¢
que produza o autovalor de menor argumento de —U. Temos que os autovalores de —U

sao et (™o e sabendo que

COS Qe = app cOS O (4.41)
cuja expansao assintotica de cos ¢y é
472 (K2 — kb + 02 20 cos 0 1
(4 cos® ) — 3) cosf + — ( +2 ) sen’f cos +0 (4> : (4.42)
n n

Chamaremos de ¢, 0 autovalor de menor argumento positivo de —U. A segunda parcela
da soma na equagao 4.41 deve ter (k,£) = (0, 1), satisfazendo a condigao sobre o autovalor.
Por outro lado, o primeiro termo da soma na expansao deve ter § = 7/3, considerando
0 < 0 < m/2, para que cos ¢y seja proximo de 1 e seu argumento de 0. Portanto, por estes

caculos e as defini¢coes nas equagoes 4.18 temos

3 1
b — Y 10 (2) (4.43)
n n
e fora dessas condigdes o problema de busca sera tao lento quanto a caminhada classica,
seguindo a complexidade Q(N{nN).
Agora iremos analisar o operador de busca U, e encontraremos sua decomposigao.

A

Diremos que e é o autovalor com menor argumento positivo para Uy e que seu autovetor

associado é |\), tal que
Up |\) = e |N) . (4.44)
Como os vetores ‘¢,§¢> formam uma base ortonormal para o espago de Hilbert analisado,
temos a relagao de completude
>Ry (i =1 (4.45)
k£
e essa relagao podemos relacionar os autovetores de —U e U, como
+ +
(0,0,010) = > (0,0,0[¢5") (v A), (4.46)
k£
onde o somatério em ambas equagoes corre sobre (k, £) para todo £¢. Esse produto interno

¢ a amplitude do vetor |0,0,0) neste autovetor |\) e que serd usado posteriormente.

Por outro lado, temos pela equacao 4.37 que <w,‘fg‘ Up|\) = <w,fe‘ URy|\) e podemos

obter através da equacao 4.38 a igualdade

2(0,0,0[\) (E£210,0,0
<¢'§¢‘A> - | 1—|ei>(7§+)\kji¢>u) > (4.47)
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Para reescrever a equacao 4.46 utilizaremos a equagao anterior e, para a primeira parcela

da multiplicagdo, pela equacao 4.26, temos que
1
(0,0,00v5) = (0[vi’) - (4.48)

e, portanto, temos

(0,0,0[A) = > ’<0 U'Z¢>’2 = n—z (4.49)
o B k£ 1 — eilmHrtdr) — 27 '

que é valida se A £ ¢, nao é um multimo impar de 7 para todo k, . Podemos utilizar a

identidade
2 senx

— 14— (4.50)

1 —eiz 1 —coszx

para mostrar que a parte imaginaria da equacao 4.48 ¢é

2 sen(A £ dre)
Pl e

=0 (4.51)

e que pode ser escrita, retirando os termos onde (k, /) = (0,0), como

—1 2 Lo\ |2 B
n ‘<0‘U]jg¢>‘ sen(\ + ore) ’<0‘vk€ >‘ sen(A — ¢pr) A
k;() 1 + cos(A + ére) 1+ cos(A — épe) = cot 9 (4.52)

(k,£)#(0,0)

A equacao 4.52 pode ser usada para calcular A numericamente escolhendo uma
solugao positiva o mais proximo de zero. Para fazer analiticamente, supomos que A < ¢pin
para n > 1. Devemos checar a validade dessa proposi¢cao ainda. Expandindo essa equagao

até a ordem de O(A?) nés obtemos

1
A= Et— 4.53
nc? ( )
onde
2 = L nf L O(1) (4.54)
N TL2 k(=0 2+ ey ’ '
(k,£)#(0,0)
e
3 (1 2rk 2l 2n(k — ¢
age = — | - — cos T cos T — cos 2mlk — ) : (4.55)
4\3 n n n

onde § = /3. A equagio 4.53 mostra que ambos e sio autovalores de Uy. No apéndice D

mostramos que C' = O(v/Inn). Portanto, 1/\ = O(vNIn N). Sendo ¢min = O(1/vVN),

isto confirma que \ < ¢, para n > 1 é uma aproximacao valida.
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Usando (4.47) na condi¢ao de normalizagao

S| =1 (4.56)
e tendo .
[(vkeloo0)|” = [Cofo)|" -2 (457)
1 (ovofzr) [{oo0]ui?)[

(4.58)

1{000]\)]? - n2z 14 cos(A+ dre) 1+ cos(N— dre)

Separando os termos com (k,¢) = (0,0), assumindo que A\ < ¢, for n > 1, e mantendo

os termos dominantes, nés obtemos

Lot L o) (4.59)
{000 \)]? n2\2 o n? A 24 ag ' '
(k,1)#(0,0)
Usando as equagoes (4.53) e (4.54), temos que
1 8
-~ +O(). (4.60)

[(000[A)* X2

Sem perda de generalidade, assumimos que (0,0,0|A) é um nimero real e positivo.
De fato, se (0,0,0|\) = ae®, onde a e b sdo niimeros reais e a é positivo, podemos redefinir

|A) como e"® |\). Apds essa redefinigao,(0,0,0|\) é um nimero real positivo dado por

n

(00,0 = =5

+0(1). (4.61)
Este mesmo raciocinio se aplica a (0,0,0/A7), e também obtemos
= —=+0(1) (4.62)

(0.0, NG

Decompondo |¢) na base de autovetores Uy, obtemos

[h0) = (Ao [A) + (A~[wo) A7) + | ) (4.63)

_> nA

onde ‘@/JOL> é a componente de |¢)y) que é ortogonal ao plano gerado por |A) e [A7), onde
|A7) é autovetor de Uy associado a ™. Usando a equacio (4.26) e ‘v§0> = |+), verificamos

que [¢g) = ‘¢§0>. Usando a equagao (4.47) com (k,¢) = (0,0), obtemos
A—214

(A|iho) = +0(N). (4.64)

Usando a equagao (4.47) com (k,¢) = (0,0) novamente, mas desta vez substituindo |\)
por [A7), obtemos (A~ |thg) = ((A|thy))". Verificamos, desta forma, que

Al) 2+ [ (A [o)| = ; +0(2). (4.65)
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Entao, podemos ignorar os termos ‘%L> na equagao (4.63).
Podemos escrevemos, por fim, a evolugao do operador de busca através da sua

decomposicao espectral, de posse das equagoes (4.63) e (4.64), no formato

(Uo) [t0) = (Q_il)et +0 (A2)> )+

(W NG (A2)> ). (4.66)

Usando (4.60), temos

n2\?

8

[(000|@o)') | = 2 sen*(At) + O (32). (4.67)

O tempo de execucado é o primeiro valor de ¢ que maximiza o lado direito da
equagao (4.67), que é
T
t = — 4.68
2)\7 ( )
ignorando termos O(A\?). A probabilidade de sucesso é

p_ n?)\Z
8

+0(2?). (4.69)
Sendo 1/A = ©(v/N/nN), o tempo de execucio serd

t=0(VNI(nN) (4.70)
e a probabilidade de sucesso sera

1
P=06 () : 4.71
(nN ( )

No artigo de Tulsi (2008) podemos ver uma modificagdo no algoritmo de busca
bidimensional e que pode ser usado para aumentar a probabilidade sem aumentar o
nimero de passos. Empregando essa modifica¢ao, a probabilidade fica na ordem de O(1) e

a complexidade de busca como O(VN{nN)
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5 Discussao, Conclusao e Perspectivas

Na introducao fizemos um trabalho de estado da arte na pesquisa em caminhadas
quanticas, ainda que alguns trabalhos tenham ficado de fora. Nao foi um trabalho exaustivo,
mas elencamos os principais trabalhos e extrema relevancia para esta tese. Tivemos o
cuidado de construir desde o inicio da computacao quantica chegando nos trabalhos de

caminhadas quanticas escalonadas.

O segundo capitulo da tese teve por meta construir o modelo de caminhada
empregado na tese e que ilustramos pelos problemas da reta e da grade bidimensional. Em
especial sobre este tltimo temos alguns problemas em aberto: encontrar a decomposicao
espectral para um angulo genérico nos hamiltonianos, calcular o desvio padrao neste
modelo de caminhadas e também analisar o fenémeno de localizagdo. Um avanco que
tivemos aqui foi de fazer uma simulagao que indica, de fato, que o melhor angulo para o
desvio padrao é o = 7/4 — assim como proposto no trabalho de Fernandes e Portugal
(2016).

No terceiro capitulo temos a andlise da grade de cliques. Conseguimos a decompo-
sicao espectral, embora nao utilizando os hamiltonianos, e um gréafico apontando que a
melhor escolha para o dngulo serd 6 = m/2 — sendo este equivalente ao modelo desconsi-
derando os hamiltonianos. O trabalho de Santos (2018) mostra que essa a intersegao de
poligonos das tesselagens gera autovalores £1 no espectro do operador, o que abre para

analise do fenomeno de localizagao neste grafo.

O quarto capitulo, onde temos as maiores contribui¢oes na tese, é uma extensa
andlise da grade hexagonal no modelo de caminha escalonada. A primeira contribuicao
desta tese sao as simulagoes desta caminhada e que dao a assinatura do passeio no grafico
e que sao bem distintas de outros modelos. A segunda contribuicao foi a decomposi¢ao
espectral para o operador considerando um angulo genérico no hamiltonianos, sendo
nao antes feito para outros grafos. Através dessa decomposicao conseguimos, de forma
analitica, estudar o fenomeno de localizacao e observando sua inexisténcia para um angulo
genérico. Fizemos também simulagoes que indicam uma correlacao entre o desvio padrao
e o problema de busca. A terceira grande contribuicao da tese foi a analise, também
para um angulo genérico nos hamiltonianos, desta caminhada no problema de busca:
encontramos que o ngulo = 7/3 tem o menor argumento positivo, sendo parte essencial
no problema de busca e temos que a complexidade é da ordem de O(v N¢nN) — sendo a
melhor complexidade conhecida em problemas de busca até hoje. Todos esses resultados

do capitulo foram publicados em nosso trabalho de Chagas et al. (2018).
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Temos muitas perguntas em aberto, algumas que ja colocamos ao longo do texto e

na conclusao, mas que iremos sumarizar e conjecturar possiveis respostas:

1. Existem apenas trés grades bidimensionais regulares: triangular, quadrada e hexago-
nal. Resta descobrir a decomposicao espectral e saber como a caminhada quantica

escalonada se comporta em grade triangular;

2. O desvio padrao pode ser estudado com maior detalhe para essas trés grades e

descobrir # nos hamiltonianos com maior espalhamento;

3. O fendémeno de localizagao fica em aberto para as grades quadrada, triangular e

grade de cliques;

4. Podemos analisar o problema de busca para a grade triangular e aprimorar para a

grade quadrada com # mais geral;

5. Uma questao emerge quando o valor de 6 que produz o maior espalhamento também

é o que da a busca mais rapida;

6. Conjecturamos que o numero de tesselagens k esté relacionado com a escolha do

dngulo nos hamiltonianos onde 0 = 7/k;

7. Essa conjectura sera melhor analisada na grade triangular pois ela admite, no minimo,

duas tesselagens com k = 3 e k = 6;

8. Devemos ainda analisar a localizagao do operador modificado no problema de busca

e verificar se o fendmeno persiste ou nao;
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APENDICE A - Computacao Quantica

A notacao que utilizamos ao longo texto segue a formalizagdo de Dirac. Revisaremos
alguns fatos importantes desta notacao e uma referéncia para um estudo mais detalhado
é a de Sakurai (1994). J4 em termos mais técnicos da computagdo quantica sugerimos
a referéncia de Nielsen e Chuang (2011). Organizamos este apéndice introduzindo os
postulados da mecanica quantica, explicando a notagao de Dirac e exemplificando na

computacao quantica.

Postulado 1 (Espago de Estados). Para todo sistema fisico isolado podemos associar
um espaco de Hilbert H, chamado de espago de estados do sistema. O sistema fisico é
totalmente descrito por seu vetor de estado, um vetor unitdrio ) € H. A dimensdo de H

¢ definida pelo grau de liberdade do sistema fisico em questao.

O primeiro postulado nos fornece o espago e as regras jogo, sendo |-) a notacgao de
Dirac para um vetor chamado de ket. O espago ¢ de Hilbert, entao ja temos nogoes produto
interno, e assim a de norma, naturalmente. E como este espago ¢é vetorial, a combinacao
linear de elementos neste espago também pertencera a ele. Assim, sendo «; € C e |¢;)

vetores de base do espaco, temos que
) = Zai = (A1)

sera dita uma superposicao, que ¢ um fenémeno quantico bastante explorado nos algo-

ritmos, pois os estados (vetores) de base coexistem.

Na computagao classica temos o bit como unidade minima de informagao, assumindo
um dos escalares no conjunto {0, 1}, um espago de escalares. Nosso espaco em computagao
quantica é vetorial, entdo definimos vetores unitarios e de dimensao 2 como unidades

minimas e que chamamos de qubit:

) = a o) + B |ihr) (A.2)

, sendo {|vp), |¢1)} a base deste espago, a, 8 € C amplitudes e, pela unitariedade,
|a|?+|8]* = 1. Se considerarmos a base {|0) , |1)} daremos o nome de base computacional.

Assim, a base computacional para um qubit é

o) = (;) e )= (f) (A3)

e um qubit nesta base sera
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Postulado 2 (Evolugao). A evolugio temporal do estado de um sistema fisico quantico
fechado é descrita por um operador unitario. Isto é, para qualquer evolugcao do sistema
fechado existe um operador U tal que, se o estado inicial do sistema € |1o), entdo apds a

evolugio o estado do sistema serd |r) = U |1)y).

O primeiro postulado descreveu os objetos que manipulamos e o espaco onde
eles estao inseridos. O segundo postulado d& a dindmica deles, a forma como eles sao
manipulados e transformados. Portanto, a evolugao de um estado [¢) serd descrita por um

operador U. E este operador deve ser unitario, ou seja, se, e somente se, UUT = UTU = I.

Este operador U caracterizard o circuito quantica que fara o sistema evoluir.

Considerando |¢) € H?, entdo U € H**2. Por exemplo, temos as matrizes de Pauli

X:(O 1), Y = (0 _Z), Z:(1 0) e 1:(1 O). (A.5)
10 i 0 0 —1 0 1

Postulado 3 (Composicao de Sistemas). Quando dois sistemas fisicos sio tratados como
um sistema combinado, o espaco de estados do sistema fisico combinado € o espago produto
de Kronecker Hi ® Ho dos espagos de estados Hq e Ho, 0s subsistemas componentes. Se
o primeiro sistema estd no estado |Y1) e o sequndo no |ihy), entdo o estado do sistema
combinado serd |11) & |1)q).

Os dois primeiros postulados referem-se a sistemas isolados e para uma tUnica
particula. Se quisermos dizer algo sobre um sistema onde diversas podem interagir,

necessitamos do terceiro postulado e que nos da informagoes de um sistema composto.
Supomos a existéncia de n estados [1)1),|12),..., [1,), € que pertencem aos espagos
Hi, Ha,..., H,, respectivamente. O sistema composto e o estado a ele pertencente serao
He = H1QH:®...QH, (A.6)
0) = [¢1) ®@[h2) @ ... ® [thn) (A.7)

onde |¥) € Hc.

Usamos uma notagao mais compacta para dizer que uma matriz de Pauli atua em
um sistema especifico. Por exemplo, temos n sistemas em composicao e cada um deles de

um qubit; digamos que a matrix X atue apenas no primeiro qubit, entdo temos o operador

X1=X®I®..Q1. (A.8)

n termos

. A matriz identidade I deixa o sistema inalterado. E se ela atuar no j-ésimo sistema

escrevemos X;. E isso pode ser estendido para as outras matrizes: Z; e Y;.



APENDICE A. Computagio Qudntica 73

Postulado 4 (Medigao). As medigoes quanticas sao descritas por operadores {M,} e
que atuam sobre o espago de estados do sistema satisfazendo a relagio de completude,
S MI M,,. O indice m se refere aos possiveis resultados da medigdo. Se o estado de
um sistema qudntico, imediatamente antes da medicao, for |1), entdo a probabilidade do

resultado m ocorrer €.
p(m) = (Y| M, My, [4) (A.9)
e o estado do sistema apos a medicao serd

1
[¥) =

M., |) (A.10)
p(m)

Os trés primeiros postulados consideram toda a informagao quantica em um sistema
fechado, sem influéncia externa. Necessitamos de um quarto postulado que nos diga o que
acontece quando o sistema interage com o meio externo, quer seja por um experimentalista
ao extrair alguma informagao fazendo uma medicdo, ou alguma influéncia que deixe o

sistema nao mais fechado.

Um exemplo simples de medic¢ao é a medicao de um qubit na base computacional.

Esta medicao em um qubit possui dois resultados definidos pelos operadores de medicao

M = 0) (0] = (; 8) e M =|1) (1] = (8 ?) (A1)

onde (-| é chamado de bra, sendo o conjugado transposto do ket. Chamamos |-) (:| de
produto externo e que resulta uma matriz, sendo o produto matricial de um vetor coluna
por um linha. Supomos que o estado a ser medido é |¢)) = «|0) + |1). Portanto, a

probabilidade do resultado da medigao ser 0 sera

p(0) = (| M{My |} = (¥ My 1) = |, (A.12)

Da mesma forma, a probabilidade da medicao resultar 1 serd p(1) = |3|%. E o estado apés

a medic¢ao serda um dos dois casos:

]\ﬂooé'r” - ;‘4 10Y, (A.13)
Mi|y) B
A (A14)
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APENDICE B - Anélise de Fourier em
Grade de Cliques

Esta apéndice possui os calculos onde reduzimos o operador da grade de cliques
da CQE de duas formas: a primeira utilizando oito vetores de base, a segunda utilizando
apenas quatro vetores. Estes resultados sdo utilizados no capitulo 3 como forma de analise

e interpretacdo da dindmica desse sistema.

B.1 Matrizes reduzidas Uy e U; dimens3o 8 x 8

A analise de Fourier que faremos tem por base as simetrias que cada grafo aprensenta,
considerando a tesselagem empregada. O grafo de cliques possui, em primeira analise, uma
simetria variando x,y e ficando um valor de p. Em outras palavras, qualquer licque Ky
pode ser transladada trocando o de = e y. Dessa forma, escolheremos oito vetores de base

para nossa analise de Fourier, e que seguem a expressao

1 n—1

Vi) = - 3 WM o) ) (B.1)

z,y=0
sendo w = e*™/™ p=0,1,...7e0<k,(<n—1.

Devemos agora encontrar uma matriz reduzida de tamanho 8 x 8 pela dimensao
da nova base escolhida. O operador deste problema ¢é dado por U = U,U,. Primeiramente,
queremos descobrir a matriz reduzida U, e depois U; para comporem U = U,U,. Temos

que o operador de evolugao U, é dado por

n—1

Up=2 3 lam,) (| — I (B.2)
z,y=0
sendo

1 7
|Qay) = Tﬁg |zy) Ir) - (B.3)

Aplicamos Uy em cada vetor da nova base para conseguir uma combinagao linear nesta

nova base e assim construimos o espago-coluna da matriz reduzida. Portanto, temos que a
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expressao geral dessa aplicacao é
n—1 1 n—1 o ,
Uo W;ie) = (2 Z |O‘xy> <O‘xy| _I) n Z Wk |x/y/> ) (B.4)
z,y=0 z/,y’'=0
1 n—1 n—1 7 7 v ,
= o2 2 22 W ey ) ayle'y) (Flp) — [0k (B5)
nx =0z',y’=07r=07r'=0
Y Y
1 n—1 7
= 5 2 2w ay) ) — [ (B.6)
nm,y:Or:O
1 = kx+Ly 3 y4
= in Z ZW [zy) 1) — Zl¢kﬁ> (B.7)
nx,yz(]r;ép
1 = kx+Ly 3 p
- g S S g )~ fu) (B3)
z,y=0r#p
= Z [Vke) = 7 ko) (B.9)
rsép

onde p =0,1,...,7. Dessa forma, segue direto que a matriz reduzida para Uy, segundo essa

nova base, segue a forma

3 1 1 1 1 1 1 1]

1 -3 1 1 1 1 1 1

1 1 -3 1 1 1 1 1

.11 11 =3 1 1 1 1
Up= -

40101 1 1 =3 1 1 1

1 1 1 1 1 -3 1 1

1 1 1 1 1 1 -3 1

1 1 1 1 1 1 1 -3

De forma analoga, o operador U; utilizara as mesmas bases e faremos o mesmo

tipo de calculos e redugao. Temos que o operador é descrito como

)8 1) (o)

sendo que os dois vetores de estado que o compoe sao

-1

$y_

B = \xy} (10) + |7>)+;|93+17y> (13) +14)),

BY)) = \xy>(\1>+|2>)+;\r,y+1>(\5>+|6>)-

(B.10)

(B.11)

(B.12)
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Aplicaremos este operador em cada um dos vetores de base. Quando aplicado no

Sl

primeiro vetor de base temos que
) T W g o
x

Urfui) = ( ) (e
"y'=0

( - [0 (50 )iz W (33 |0)

z,y=0 y'=0
> ‘¢ke>

1 n—1
- ; 3 ) 0) ) 7)o L) 8) L) ) = o)

kx-l—éy

%

y:

) + Wﬁ Vit = Yk
0y et [k} + 3e7* k) + 5 o)

Analogamente, temos para p = 7, com os calculos similares aos anteriores temos as

igualdades

1
Z W 2y) |0) + |zy) [7) + |2+ 1,9) 13) + |z + 1,y) [4) — ’¢kz>

z,y=0

Uy ‘¢Z@> =
= 3 ‘¢kz> + §W_k ’¢1§z> + §W_k ‘¢ﬁe> +t-3 ‘¢Zﬁ>

Para p = 3,4 precisamos fazer uma mudanca de variaveis ja no primeiro produto

interno. Porém, os calculos sao analogos também e temos

Ur i) = way,x Y 10) + o = Ly} [7) + |2, 9) 3) + |z, y) 4) — [0

wyO

- \wze>—2\wze>+;\m>+éw'f i)

Gt = o S W= 13 10) + o Lo} 7) + fov) 18)+ bt 14 — [0

z,y=0
1 1
_ L 0 L3N ] Lok]7
= 2w ‘¢ke> T3 ’¢ke> 5 ’¢kz> T ’¢ké>
Os demais vetores restantes — p = 1,2,5,6 — sao feitos de forma semelhante aos casos

anteriores, notando a substituicao de variaveis adequadas. Assim sendo, temos que as

expressoes

Ui o) = g ke + 5 ) + 5o~ i) + 30~ o).

ULoRe) = 5 [oh) = 5 [0he) + 5 [k} + 50~ o).

Ui 0de) = oo [oe) + 5 ) — 5 [uke) + 5 [ohe).
)

U o) = o0 [ohe) + 5ot ) + 5 k) — 5 [oBe).
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Por estes calculos que fizemos, a matriz reduzida de U; assume a forma

-1 0 0 Wk Wk 0 0 1

0 —1 1 0 0 wt
-1 0 wt o
- wk -1 1 0 0 w*
Ui=5| & —k
2 |lw -1 0 0 w
0 wt wt -1 1

S
&
—_
|
—_

e nao ¢é dificil verificar que elas sao hermitianas e unitarias.

B.2 Matrizes reduzidas Uy e U; dimens3o 4 X 4

Ha uma segunda forma de fazer a andlise para este grafo e que utiliza uma base de
dimensao menor. A forma como podemos enxergar vem de que o operador reduzido 8 x 8
possui certas equivaléncias em pares de vetores, como vamos mostrar a frente. Podemos ver
também estes pares de vetores nao possuem uma distingdo nitida entre eles. Obviamente,

esta intuicao poderia ser equivocada, mas se consideramos os quatro vetores de base

W) = g & e e (0)+17) (B.13
Ul = }xyzow“+fy|xy><|3>+|4>> (B.14)
02 = }wzow’“+fyrxy><u>+|2>> (B.15)
) = L 5w ) (1) + 16) (B.16)

n\/_ z,y=0
onde w = e>™/" ¢ 0 < k,¢ < n — 1, conseguimos uma matriz reduzida 4 x 4.

Devemos entao encontrar as matrizes reduzidas Uy e U; para comporem U = U, Uj.
Observando a forma como fizemos na secao anterior, temos que a aplicacdo de Uy no

primeiro vetor de base resulta em

Uolul) = (2z|aw<aw|>—1)7llﬂiw’fﬂfwxwuoww» (B.17)

z,y=0
= LTS ey ) eyl (10 + 01T~ 0l) (B1S)
:vyx,y r,r’'=0
1 7= 1
- *Zzwkﬁ@‘x?/ )Ir) — ’¢kz> (B.19)
wy r=0

= 3 ‘¢2£> T3 ‘¢/§£> T3 ’¢1€e> + ; ‘¢2ﬁ> (B.20)
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e, de forma equivalente, este operador nos outros vetores de base sao dados por
1 1 1

1
Uo ¢li€> - 9 ¢ke> D) 7/’ké> ) ¢k€> ) ¢2e> (B.21)
1 1 1 1
Uo ¢1€e> = 3 ¢2@> T3 @/’iz> 5 ¢1§z> 3 ¢§3@> (B.22)
1 1 1 1
Uo 1/11?Sz> = 3 ¢ke> wée> 3 1/’134> 3 ?/fize> (B.23)
e, portanto, a matriz reduzida U, nessa base serd
-1 1 1 1
~ 1{1 -1 1 1
Uy= =
1 1 -1 1

A reducao do operador U; segue o formato de calculos ja feitos anteriormente.

Entao temos que U; aplicado no primeiro vetor de base sera

Ur|gfe) = ( 6§?><6§° B (B

_ ( 50 (50 1) S W ay) (0) + 1)

z,y=0

) Z W zy) (10) +17))

Iy_

S Ry 0) 1 o) 17) 4 L+ 1) [3)+ o+ 1) 4)) — [o)
z,y=0

= w* ‘¢1ﬁz>

e, quando aplicado no segundo vetor, assume a forma

) = (2 5 ) 01+ o) 03] 1) 2 o 1
_ (2 Z B9 (8% —f) 3 bt o) (3) + )

S R ) 0) ) 1T S R ) [3)+ o) ) — k)
z,y=0 z,y=0

= W ‘¢2£>-

Para os outros dois vetores, p = 2,3, o forma de calcula é muito parecida. Dessa forma,

completamos a decomposicao com os vetores

U1‘¢13£> = W_Z‘¢1§£> (B.24)
U1‘¢25> = wé‘¢ie>- (B.25)
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e a matriz reduzida Uy é

0 W 0
—k

. w 0

U, = ;

w

w0

e, por fim, temos

wkoo—k Wk Wk
i 1|—w™ w* wFr Wk
2| Wt Wt B
¢ ¢ ¢ ¢
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APENDICE C - Anélise de Fourier em

Grade Hexagonal

Nosso esfor¢o é em encontrar uma nova base para o operador de evolugao, tal que
reduzamos a dimensao da matriz e que facilite a decomposicao espectral. Nosso operador

original ¢ dado pela expressao
U= HyH H, (C.1)

e a matriz reduzida sera dada por

0 - HQHlH(]. (02)

Para encontrarmos a matriz reduzida para a grade hexagonal utilizaremos apenas

dois vetores de base e que sao dados pelas expressoes

1 n—1
W) = — 3 Wt |ay) [0) (C.3)
z,y=0
€
1S
[he) =+ 30 W ay) 1) (C4)
z,y=0

Portanto, como temos apenas dois vetores de base, teremos matrizes reduzidas como

B p11 p12 R hil o pl2 R Qi1 jl2
H2:[h2 h2]’ Hl:{l m] . HO:{O ho]

h2 R B2 R R R
Aplicando H no primeiro vetor de base teremos a seguinte combinagao linear
H, ‘¢2£> = hg' ‘¢2@> +hg' ‘¢ie> (C.5)

e que ird compor parte de Hy. Dessa forma, temos que

n—1 1 n—1 , ,
HO ‘¢2€> = (2 Z |ozxy> <aa:y| — I) ﬁ Z wkac +Ly |:L,/y/> |O>
z/y’'=0

z,y=0

1 n—1 , ,
= =X W ) 1)+ o+ 1) 0) (wyla'y) (10) + @+ 1yla'y') (010)) — [ul)
$7y7$/7y/
R oy
= = WY (lzy) (1) + |z + 1,y) |0)) (@ + 1, y|2'y) — ]¢2¢>
m’y’x/’y/

e como (x + 1,y|z'y’) = 1 apenas quando = + 1 =2’ e y = ¢/, temos
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1 n—1

Ho|ghe) = — S o 2" — 1y} [1) + |2'y/) |0) — [4f)
(E,y/

3

1 n—1

_ 1 Z ok ey |x’ — 17y’> 1) + ‘¢ge> - ‘¢2z>
'y’

3

1! , ,
= = WMy )
CC/7yl

3

Z wk:c +Ly’ |£L’ ‘1>
= w ‘wkﬁ>

3\+—‘

Para completar a matriz reduzida H, temos a aplicacio de Hy no segundo vetor de

base [ty

Ho |dhe) = h' |[0Re) + 13" |Uke) (C.6)

e que ird compor parte de Hy. Dessa forma, temos que

n—1
Hy k) = (2 > lawy) {awyl = ) Z ST |2y 1)
z’,y'=0
1
n
1
n

S W (o) 1) + o+ L) [0) (wule'y') (1) + G+ Lyle'y') (01) — |2

T WY (|zy) [1) + |2+ 1,9) [0)) (@, y|z'y') — ‘¢ié>

e como (x,y|z'y’) = 1 apenas quando z = 2’ e y = ¢/, temos

1 "= 1
Holul) = — 3 W™ | ) 1) +1a + 1,y/) 0) — vy
w/ y/
= anlw‘“”y 27+ 1,9/} 0) + [ke) — [ke)
n o ke ke
_ l nz_l wk(:p’fl)JrZy/ |.fC/y/> ’0>
n ‘,L,/,y/
|
_ Ew_k Z wkz +Ly |:L‘/y,> |0>
m/’y/
= w* ‘¢2£>-

Dessa forma, somos capazes de montar a primeira matriz reduzida como

. 0 w*
Hy = )
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O mesmo processo é feito para as matrizes reduzidas Hy; e Hy e que nao difere
substancialmente nos calculos. Encurtando os calculos, a matriz reduzida H; é encontrada

pelas aplicagoes das bases que resultam em

Hy ) = o' |tk
H,y ‘¢11@> = w*l\w2@>

- 0 wt
H, = )

E, finalizando, temos a matriz reduzida H, pelas aplicacoes

e que possui matriz reduzida

H2‘¢2@> = ’¢li£>
Hy|vke) = [1f)

sendo assim

e a matriz reduzida U = HyH, Hy é da forma

N 0 {—k
U= “ ] .
waJrk 0
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APENDICE D - C¢é0(v/fnn)

Devemos mostrar que C' = ©(v{nn). Usando as equacoes (4.54) e (4.55) e identi-

dades trigonométricas obtemos

o

1 1 4 1
- <C*< = : D.1
7L2 k,ZZO 2 + ey TL2 k,KZO 2 + ey ( )
(k,£)#(0,0) (k,0)#(0,0)
Pela desigualdade
212k 2k 8k?
1-— 7r2 §cos<7r>§1—2 (D.2)
n n n
para 0 < k < n/2 nés temos
n_q 2-1
1 2 1 1 2 1
— - (<= —_ D.3
32 g::o kK2+02 -k~ 12 k%::() K2+ 02 — Kl (D-3)
(k,0)#(0,0) (k,0)#(0,0)
E pela desigualdade
k* 40 2 2 2 2
< kS0 — kO < k407, (D.4)
podemos encontrar
S(n) o _ S(n)
<< =2 D.5
371’2 — — 6 ( )
onde
%_1 1
(k,£)#(0,0)

O somatério dado por S(n) ja foi calculado calculado assintoticamente no artigo de

Ambainis, Kempe e Rivosh (2004), provando que
S(n) =O(nn) (D.7)

e, portanto,
C' =0(V/{inn). (D.8)
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