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Resumo
A computação quântica se mostra como uma das áreas mais promissoras na busca de
algoritmos para problemas clássicos, o que nos permite alargar as fronteiras da computação
em aspectos teóricos. A computação quântica propõe alguns modelos de caminhadas
quânticas, já sendo utilizado com sucesso dentro da computação clássica como caminhadas
aleatórias e algoritmos randomizados, para a solução de diversos problemas como: distinção
de elementos, verificação de produto matricial, associatividade de operações binárias, busca
de triângulos em grafos, comutatividade em grupos e problemas de busca. Nesta tese iremos
utilizar o modelo de caminhada quântica escalonada com hamiltonianos, sendo este um
modelo que generaliza outras caminhadas. O primeiro problema analisado será o da grade
de cliques onde encontramos sua decomposição espectral e observamos um comportamento
análogo ao da caminhada quântica com moeda em grade bidimensional. Um segundo
problema será o da grade hexagonal, sendo um grafo bastante interessante pois se assemelha
à estrutura do grafeno e que possui diversas aplicações, e que iremos decompor o operador
de forma geral na caminhada quântica escalonada com hamiltonianos, verificaremos que
para este modelo não encontramos o fenômeno de localização e analisaremos o problema
de busca.

Palavras-chave: Caminhada Quântica Escalonada; Grade Hexagonal; Grafos; Problema
de Busca.



Abstract
Quantum computing presents itself as one of the most promising areas in the search for
algorithms for classical problems, making it possible to broaden the computing frontiers on
theoretical aspects. Quantum computing suggests a variety of quantum walk models which
have already been successfully used in classical computing as random walks and randomized
algorithms achieving solutions for several problems such as: element distinction, matrix
multiplication verification, associativity of binary operation, triangle finding problem,
testing group commutativity and searching problems. Throughout this thesis we shall use
the staggered quantum walk model with hamiltonians that generalizes other quantum walk
models. The first problem we analyzed was the clique lattice where we found its spectral
decomposition and a similar behavior was observed regarding the coined quantum walk on
two-dimensional lattice. Finally, we took up the problem of a hexagonal lattice, a very
interesting graph which is comparable to the graphene structure with several applications.
We applied a general decomposition to the operator, using staggered quantum walk with
hamiltonians, found out the non-existence of localization phenomena and we also verify
its performance – the best, up to now – on searching problems.

Keywords: Staggered Quantum Walk; Hexagonal Lattice; Graphs; Searching Problem.
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B.1 Matrizes reduzidas Ũ0 e Ũ1 dimensão 8× 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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1 Introdução

"No existimos en la mayoría de esos tiempos; en
algunos existe usted y no yo; en otros, yo, no
usted; en otros, los dos."

— Jorge Luis Borges,
Ficciones

A introdução desta tese será uma caminhada que parte das origens da computação
quântica, passando por nomes como o de Richard Feynman, Paul Benioff e Yuri Manin,
tendo neles um possível início da discussão sobre computação quântica, e chegando em sua
formulação com David Deutsch. Posteriormente, o texto ganha um pouco mais de vigor
com os revolucionários algoritmos de Lov Grover e Peter Shor, destacando este modelo de
computação como um novo paradigma a ser explorado na teoria da complexidade.

O tema específico da tese começa a despontar quando colocamos os algoritmos
baseados em caminhadas aleatórias clássicas, sendo elas parte de uma metodologia para
construção de algoritmos com viés randomizado. O ponto final está na caminhada quântica,
com diversos modelos elaborados ao longo dos últimos anos, e usaremos uma específica:
caminhada quântica escalonada. A última parte elenca fatos físicos sobre o modelo de
grades hexagonais, principalmente no grafeno, instituindo assim uma importância de
pesquisa; após isso, mostramos o estado da arte deste problema em caminhadas quânticas,
bem como no problema chamado de localização e que aparece em diversas caminhadas
quânticas. Dependendo da familiaridade do leitor com o assunto, as primeiras partes da
introdução são perfeitamente escapáveis. Contudo, colocamos um pouco mais de detalhes
em certas partes históricas da computação quântica que são omitidas em alguns textos.

1.1 Computação Quântica: de Feynman a Deutsch
Feynman (1959) em uma de suas palestras visionava que os computadores ocupavam

prédios inteiros e que deveríamos miniaturizar todos os seus componentes até uma escala
atômica, como ele mesmo afirma: não necessitamos de tanto espaço para carregar tão
pouca informação. Contudo, ele ainda previu que esbarraríamos em fenômenos tipicamente
quânticos se assim fizéssemos. Não sabemos se por um acaso de genialidade, mas ele acaba
dizendo que nesta microescala teríamos novos fenômenos, forças e, principalmente, possibi-
lidades. A computação clássica, de fato, esbarra com o limite de escala dos componentes
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em seus circuitos e Moore (1965) descreveu uma lei onde os transistores num circuito
integrado dobrariam por ano e fatalmente chegaríamos a um limite atômico.

A computação quântica começa a ganhar corpo pela década de 1980 com ideias
mais robustas de seu potencial computacional. Benioff (1980) teorizou um computador
baseado na mecânica quântica, mas fazendo algumas simplificações nos Hamiltonianos de
sua dinâmica, com a finalidade de construir uma Máquina de Turing. Esse trabalho nos
diz que se pudéssemos usar todo o potencial da mecânica quântica, sem essa necessidade
de simplificar a dinâmica, teríamos uma máquina tão potente quanto a clássica ou mais –
e aqui encaixamos as novas possibilidades. Feynman (1982) ainda questiona que modelo
de computador iríamos utilizar para simular fenômenos físicos e, certamente, não seria o
modelo clássico vigente na época pela complexidade que um sistema quântico possui. Pelo
início desta mesma década Manin (1980), na época vivendo na União Soviética, chegou a
realizações teóricas semelhantes e de forma independente. Portanto, Richard Feynman,
Gordon Moore, Paul Benioff e Yuri Manin foram os primeiros a esculpir o que seria a
computação quântica.

De forma paralela tivemos diversos trabalhos em teoria da informação que ajudaram
a alavancar a computação quântica. Wiesner (1960) observou que a mecânica quântica
pode trazer formas mais seguras de trocar informação, onde uma mensagem que fosse
interceptada seria destruída – ele também usou esse princípio pra produzir dinheiro
não-falsificável. Esse trabalho gerou as contribuições de Bennett e Brassard (1984) em
distribuição de chaves criptográficas e que impulsionou a criptografia quântica, sendo uma
das áreas mais importantes de pesquisa atual. Holevo (1973), através de um teorema que
leva seu nome, afirma que, de forma contraintuitiva, um bit quântico só pode carregar
no máximo um bit clássico de informação – pela forma como acessamos esta informação
através de uma medição – e Ingarden (1976) observa que a teoria da informação clássica
de Shannon não é diretamente generalizável para o caso quântico. Poplavskii (1975)
demonstrou que o princípio da superposição quântica torna ineficaz a simulação clássica
de sistemas quânticos. Tivemos ainda dois trabalhos que foram muito importantes para
a implementação de um computador quântico: Bennett (1973) mostrando um modelo
de computação reversível e Toffoli (1980) com um conjunto universal de portas para
este modelo, ambos para computação clássica e que são remontados na versão quântica –
DiVincenzo (1994) refaz esse resultado com portas de apenas dois bits. Estes trabalhos
começaram a dar forma à computação quântica no que tange a informação transmitida e
processada, o que nos leva até sua formalização.

Turing (1936) descreve um modelo abstrato de computação clássica, hoje chamado
de Máquina de Turing, e que diz como processamos a informação e qual a complexidade do
problema em um computador clássico – caso tenha solução. O análogo para a computação
quântica aparece com Deutsch (1985) quando ele constrói um modelo de computação
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quântica universal e que coloca todos as novas propriedades quânticas não reproduzíveis
no caso clássico e que chamamo de Máquina de Turing Quântica. Em um trabalho
posterior, Deutsch (1989) estabelece um conjunto de portas universais para a computação
quântica. Contudo, ainda ficava em aberto se esses novos ingredientes da mecânica quântica
nos dariam uma computação mais potente – se haveria algum problema que nenhum
computador clássico resolvesse de forma mais eficiente que o quântico. Poucos anos depois
Deutsch e Jozsa (1992) descrevem um problema que a computação quântica resolve
exponencialmente mais rápido que qualquer computador clássico, mostrando que esses
novos elementos realmente trazem ganhos – hoje conhecido como Algoritmo de Deutsch-
Josza. Por outro lado, esse problema proposto não tem grande finalidade prática, embora
seja um marco na história da computação, assim como afirmam Berthiaume e Brassard
(1992) sobre os novos desafios que esse algoritmo impõe à computação. O que motivou a
década de 1990 a procurar algoritmos nesse modelo de computação que tenham relevância
prática, onde encontramos os algoritmos de Peter Shor e Lov Grover.

1.2 Os Algoritmos de Grover e Shor
O Algoritmo de Deutsch-Josza foi um dos grandes marcos da computação quântica

e que inspirou Simon (1997) a criar um segundo problema onde temos também um
ganho exponencial com relação ao caso clássico. Embora seja bastante artificial este
último problema proposto, ele inspiriou Shor (1994) a construir um dos algoritmos mais
importantes da computação – e que lhe rendeu as medalhas Nevanlinna em 1998 e Gödel
em 1999. Um outro trabalho que ajudou neste algoritmo é o de Coppersmith (1994) onde
explora a transformada de Fourier no caso quântico. O Algoritmo de Shor, como hoje é
conhecido, resolve o problema de fatoração em primos de números inteiros, o que poderia
levar à quebra da criptografia baseada em fatoração de números primos – onde nasce
a pesquisa em criptografia pós-quântica como aponta Bernstein, Buchmann e Dahmen
(2009).

O problema de busca em uma lista sem ordem conhecida é um dos problemas
centrais em banco de dados, ainda mais se tratando em termos de pesquisa em internet.
Grover (1996) desenvolve um algoritmo que é quadraticamente mais rápido que o caso
clássico. O caso clássico em uma lista com N elementos, no pior caso, tem complexidade
diretamente proporcional à lista, e escrevemos O(N), enquanto que o algoritmo de Grover
tem complexidade O(

√
N) – demonstrado por Zalka (1999) ser o caso ótimo em problemas

de busca. Este algoritmo ainda teve sua generalização com Brassard et al. (2002) especifi-
cando a técnica de amplificação de amplitude, onde a probabilidade do elemento procurado
é aumentada até atingir seu possível máximo. Completando ainda o problema de busca
Grover (1999) descreve o problema para busca estruturada e Farhi e Gutmann (1997)
demonstram que essa complexidade persiste para este caso. Por outro lado, o problema de
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busca se aplica diretamente ao de otimização de funções: Dürr e Høyer (1996) elaboraram
como procurar o menor elemento em uma lista, Baritompa, Bulger e Wood (2005) para
problemas de otimização global e Lara, Portugal e Lavor (2014) com um método híbrido
com rotinas clássicas embutidas.

1.3 Caminhadas Aleatórias Clássicas e Quânticas
Dentro da computação clássica temos uma classe de algoritmos baseada em variáveis

aleatórias e que podemos chamar de algoritmos randomizados. Essa classe foi um divisor de
águas na solução de problemas clássicos que compõem o panorama da computação teórica.
Motwani e Raghavan (1995) e Papadimitrious (1994) descrevem diversos problemas que
podem ser resolvidos com essa técnica – baseados em cadeias de Markov e método de
Monte Carlo. Alguns dos problemas são o do cálculo do volume de um corpo convexo
proposto por Dyer, Frieze e Kannan (1991), também o de encontrar o valor aproximado
do permanente de uma matriz de entradas não-negativas no trabalho de Jerrum, Sinclair
e Vigoda (2004) e do k-SAT e problemas de satisfabilidade de restrições com Schöning
(1999). Os passeios aleatórios entram nessa classe de algoritmos se imaginarmos uma
partícula caminhando segundo uma variável aleatória de forma sucessiva e independente.

A teoria de algoritmos randomizados, bem como os passeios aleatórios, foi adap-
tada à computação quântica com o nome de caminhada quântica. A primeira vertente,
atualmente com quatro, surgiu com Aharonov, Davidovich e Zagury (1993) e teve o nome
de caminhada quântica com moeda – considerando o tempo como variável discreta. As
primeiras análises desta caminhada surgiram com Nayak e Vishwanath (2000) e Ambainis
et al. (2001) que estudaram o caso unidimensional da linha. Casos mais gerais apare-
ceram posteriomente quando Inui, Konishi e Konno (2003) analisaram em uma grade
bidimensional e Aharonov et al. (2001) em grafos gerais. Começamos a ver as primeiras
aplicações algorítmicas quando Shenvi, Kempe e Whaley (2003) mostram o problema de
busca adaptado à caminhada quântica e também com Ambainis (2007) no problema de
distinção de elementos. Resultados mais teóricos apareceram com Konno (2002) mostrando
um teorema demarcando que as caminhadas quântica e clássica, no caso unidimensio-
nal, são marcadamente distintas e Grimmett, Janson e Scudo (2003) generalizam para
dimensões maiores. Um último trabalho a ser mencionado é do Lovett et al. (2010) com
a possibilidade de se construir um modelo de computação quântica universal através de
caminhadas quânticas discretas.

Um segundo modelo de caminhada quântica, mas agora a tempo contínuo, surgiu
quando Farhi e Gutmann (1998) codificaram o problema de Grover através de dois
hamiltonianos, um inicial e outro final, e fazendo o sistema evoluir no tempo entre eles.
Farhi et al. (2000) revisitaram este modelo de computação, agora chamada de adiabática
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pelo processo de evolução do sistema, para resolver problemas de satisfabilidade booleana.
Dam, Mosca e Vazirani (2001) notaram certas limitações em problemas de minimização
onde este modelo de computação é ineficiente. Childs e Goldstone (2004) estabelecem a
caminhada quântica para este paradigma de computação e especifica o problema de busca
nele, podendo ser chamado de caminhada quântica adiabática. Aharonov et al. (2007)
demonstram a equivalência entre este modelo e o dito convencional, no sentido histórico
da computação quântica. Por fim, Childs (2009) mostra que este modelo é universal.
Chakraborty et al. (2016) dizem que o problema de busca é ótimo para quase todos os
grafos. Portanto, temos a caminhada discreta e contínua, com relação à variável do tempo,
como modelos de de computação e construção de algoritmos.

Podemos encontrar ainda um terceiro modelo de caminhada quântica com Szegedy
(2004), onde ele descreve esta caminhada baseada nas caminhadas aleatórias através de
cadeias de Markov e, através de uma duplicação do grafo, utiliza um grafo bipartido
para sua construção. Esta caminhada, por condições de ergodicidade e simetria da cadeia
de Markov, possui um ganho quadrático em problemas de busca, assim como esperado
pelo algoritmo de Grover. Magniez, Santha e Szegedy (2007) utilizam este modelo para o
problema de detecção de triângulo em um grafo não-direcionado. O problema de busca foi
descrito por Magniez et al. (2006). Outros problemas foram descritos por Santha (2008):
distinção de elementos, verificação de produto matricial, associatividade de operações
binárias, triângulos em grafos e comutatividade em grupos. Krovi et al. (2010) ainda
demonstram que encontrar um elemento marcado num problema de busca é tão fácil quanto
detectar, o que abre um pouco mais os limites para o problema de busca. Finalmente,
Portugal (2015) estabelece a equivalência entre as caminhadas com moeda e de Szegedy
através de um quarto modelo que engloba e expande este último.

No trabalho de Patel, Raghunathan e Rungta (2005) temos a descrição de uma
caminhada quântica sem a necessidade de moeda. O problema de busca em grades
bidimensionais foi descrito, posteriormente, por Patel, Raghunathan e Rahaman (2010) e
para hipercubos de dimensão maior no trabalho Patel e Rahaman (2010). Uma primeira
metodologia de construção de operadores de evolução aparece com Falk (2013) com as
chamadas tesselagens, baseadas em operadores de difusão local. A análise desse modelo
para o problema unidimensional aparece com Portugal, Boettcher e Falkner (2015) já
utilizando a abordagem construtiva de tesselagens para os operadores de evolução. Logo
em seguida temos a formalização deste novo tipo de caminhada e que recebeu o nome de
Staggered Quantum Walk (Caminhada Quântica Escalonada) no trabalho de Portugal et al.
(2016) e que mostra em que instâncias este modelo se equivale ao de Szegedy, sendo que este
novo modelo engloba outras caminhadas a tempo discreto em diversas instâncias. Portugal,
Oliveira e Moqadam (2017) ainda expandem este modelo adicionando hamiltonianos à
dinâmica do passeio e que abre mais portas de para o modelo. A análise para o problema
de busca em grades bidimensionais como o uso de hamiltonianos é feita por Portugal
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e Fernandes (2017). Por fim, temos uma análise da caminhada contínua utlizando este
modelo discreto com Coutinho e Portugal (2018) e uma possível implementação desta
caminhada em Moqadam, Oliveira e Portugal (2017).

1.4 Caminhadas Aleatórias em Grade Hexagonal
Há uma infinidade de grafos a serem analisados, contudo a grade hexagonal ganha

um status maior por suas aplicações físicas e sua simplicidade estrutural. O grafeno, por
exemplo, é uma estrutura composta de carbonos dispostos de forma hexagonal e que vem
sendo utilizado de diversas formas. Em aspectos de transporte de informação, Hamada e
Oshiyama (1992) predizem, teoricamente, estruturas em microtubos de grafeno com suas
propriedades de transporte de elétrons. Paralelamente, Mintmire, Dunlap e White (1992)
descrevem as propriedades de microtubos em carbono que se assemelham aos metais, então
possuindo alta capacidade condutiva. Tans, Verschueren e Dekker (1998) descrevem a
criação de transistores com nanotubos de carbono em temperatura ambiente. Um trabalho
importante é dado com White e Todorov (1998) e que mostram que em certas condições
essa estrutura possui propriedades balísticas de transporte. Bachtold et al. (2001) elaboram
circuitos lógicos em nanotubos de carbono em estrutura de grafeno. Clegg et al. (2014)
cria um aparato em matéria que resolve o problema do caixeiro-viajante com nanotubos
de carbono.

Dentro do campo de passeios quânticos temos o trabalho de Jafarizadeh e Sufiani
(2007) analisando as distribuições que esse passeio permite e Foulger, Gnutzmann e Tanner
(2015) descrevendo no problema de busca, ambos utilizando o passeio a tempo contínuo.
Abal et al. (2010) estudaram este problema no passeio a tempo discreto com moeda e Bohm
et al. (2015) criam um aparato físico para o problema de busca utilizando microondas
clássicas. No trabalho de Bougroura et al. (2016) temos a análise de transporte através
do passeio a tempo discreto com moeda e Karafyllidis (2015) utilizando as portas lógicas
como moeda. Venâncio, Andrade e Luz (2013) que colocam relações de equivalência entre
alguns tipos de passeios a tempo discreto.

Um fenômeno que aparece em passeios aleatórios é o da localização, sendo uma
probabilidade persistente nos vértices da condição inicial. Inui, Konno e Segawa (2005)
mostram que esse fenômeno de localização acontece no passeio com moeda no caso
unidimensional e no caso bidimensional é analisada com Kollár, Kiss e Jex (2015) e
também com Franco e Paternostro (2015) – neste último, em alguns regimes a localização
é bastante acentuada. Outras alternativas de mostrar este fenômeno aparecem com Stefan,
Jex e Kiss (2008) através de recorrência com o número de Pólya em grafos e também com
Segawa (2013). Temos uma análise para este fenômeno em grade hexagonal com Lyu, Yu
e Wu (2015).
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1.5 Organização do Texto e Contribuições de Pesquisa
Construímos este texto a partir das caminhadas quânticas escalonadas, sendo ela

nosso ponto de partida. No capítulo 2 nós construímos o modelo de caminhada quântica
escalonada, mostrando o que seria uma tesselagem e como ela se desdobra na construção do
operador de evolução. Ainda neste capítulo, ilustramos o comportamento desta caminhada
nos problemas da reta e da grade bidimensional, introduzimos novas simulações da dinâmica
deste passeio e sobre desvio padrão. Por fim, colocamos alguns teoremas pertinentes a essa
caminhada e que demonstram certa generalidade.

No capítulo 3 encontramos uma análise feita na grade de cliques, um grafo com
cliques K8 interligadas por K4. A análise deste grafo é inédita e nos é interessante pois sua
dinâmica não está inclusa na caminhada de Szegedy. Fizemos simulações para mostrar o
comportamento desta caminhada neste grafo e do desvio padrão, obtivemos toda a análise
espectral do operador e, por fim, algumas conclusões.

As maiores contribuições desta tese estão no capítulo 4. Analisamos o problema de
busca em grade hexagonal através da caminhada quântica escalonada e utilizamos o modelo
estendido com hamiltonianos. Temos para este problema uma análise para um ângulo
genérico nos hamiltonianos, não antes analisado, sua performance para o problema de
busca é equiparada às melhores caminhadas da literatura. Um fato curioso que analisamos,
e que não aparece em outras caminhadas, é que ele não possui o fenômenos de localização
– apenas em casos degenerados – e que tem influência no problema de busca. Os cálculos
encontram-se nos apêndices do texto e no artigo de Chagas et al. (2018).

No fim do texto temos três apêndices. O primeiro deles tem por finalidade expor
princípios básicos da computação quântica e que dá base para a compreensão do texto,
caso não tenha familiaridade. O segundo e terceiro apêndices são para deixar o texto
mais fluido, onde deixamos diversas contas de decomposição dos operadores para grade de
cliques e hexagonal.
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2 Modelo de Caminhada Quântica Escalo-
nada

Este capítulo tem por partida o modelo de caminhada quântica escalonada e que
ilustraremos sua construção e dinâmica através de dois grafos: reta infinita e grade bidi-
mensional. Para tanto, a primeira seção coloca os ingredientes principais para a construção
da caminhada e que se dá através das tesselagens – a referência que seguiremos será de
Portugal (2016). Para elucidar cada componente da caminhada introduziremos o problema
da reta, colocaremos alguns resultados já conhecidos e acrescentaremos algumas simula-
ções, seguindo o livro de caminhadas quânticas de Portugal (2018) – sendo esta referência
recomendada para entendimento dos outros modelos de caminhadas. A terceira parte será
de remontar o problema da grade bidimensional para esta caminhada e insistiremos em
mostrar o comportamento da caminhada através de simulações e seguiremos a referência
de Portugal e Fernandes (2017), onde conseguem resultados bastante gerais para este
grafo. Por fim, mostraremos alguns resultados mais gerais que comparam este modelo de
caminhada com outros com referência em Portugal et al. (2016).

2.1 Introdução à Caminhada Quântica Escalonada
As caminhadas em grafos possuem uma ideia de localidade, onde o caminhante ó

pode ir a um vértice vizinho. Quando transferimos essa ideia para uma caminhada quântica,
as probabilidades são distribuídas, para cada passo de tempo, para vértices vizinhos, essa é
a localidade esperada. Falk (2013) construiu um modelo que tivesse difusões locais através
de tesselagens, criando assim operadores locais. As tesselagens são essenciais na construção
do modelo de caminhada quântica escalonada, e podemos ver outros trabalhos como os de
Abreu et al. (2017b) e Abreu et al. (2017a) que investigam a tesselagem para grafos.

A caminhada quântica escalonada parte de um grafo G = (V,A) onde queremos
distribuir as probabilidades para vértices vizinhos. Uma forma de captar essa vizinhança é
através de cliques, onde todo vértice é vizinho. O modelo de caminhada quântica escalonada
dividirá o grafo em cliques para construir sua dinâmica. Dessa forma, definiremos o que é
uma tesselagem de um grafo.

Definição 1. Uma tesselagem T de um grafo é uma partição do conjunto de vértices em
cliques disjuntas. Diremos que uma aresta pertence à tesselagem T se, e somente se, seus
vértices pertencem à clique em T . Um elemento da tesselagem é chamado de polígono.

Essa forma de particionar o grafo preserva uma localidade estrutural, já que nenhum
polígono possui vértices em comum, e que nos será útil para criar os operadores. No entanto,
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necessitamos as probabilidades sejam transmitidas de polígono a polígono e, por isso,
criamos uma família de tesselagens com essa finalidade.

Definição 2. Cobrimento de grafo por tesselagem é uma família de tesselagens T1, T2, · · · , Tk
onde toda aresta do grafo pertence a alguma clique em alguma tesselagem.

A família de tesselagens {T1, T2, · · · , Tk} que cobre o grafo nos permite induzir
certos operadores {H1, H2, · · · , Hk}. Para essa construção iremos criar um estado para
cada polígono e que chamaremos de αkj , onde k é um índice que percorre as tesselagens e
j percorre os polígonos. Portanto, o estado associado a cada polígono será

∣∣∣ukj〉 = 1√
|αkj |

∑
l∈αkj

|l〉 . (2.1)

Agora, criaremos um operador de reflexão sobre cada tesselagem, pois temos um espaço
associado a cada uma delas. Então, cada tesselagem induz um operador que é local e
hermitiano na forma

Hk = 2
p∑
j=1

∣∣∣ukj〉 〈ukj ∣∣∣− I. (2.2)

Cada operador Hk tem a função de difundir localmente, em cada polígono, as probabilidade
dentro de cada tesselagem. Por outro lado, podemos generalizar esse modelo de caminhada
colocando na forma de hamiltonianos, como descrito por Portugal, Oliveira e Moqadam
(2017), seguindo a forma

U = eiθkHk · · · eiθ2H2eiθ1H1 (2.3)

onde
eiθjHj = cos(θj)I + isen(θj)Hj. (2.4)

Portanto, temos um modelo de caminhada quântica que preserva a localidade dos opera-
dores. As próximas seções irão ilustrar a construção da caminhada para grafos específicos,
como da reta infinita e grade bidimensional, e mostrar a dinâmica para cada um deles.

2.2 Caminhada na Reta
Nesta seção iremos construir as tesselagens para a caminhada quântica escalonada

na reta infinita, os operadores associados a cada uma delas e o operador de evolução com
hamiltonianos para este caso. Para tanto, iremos induzir duas tesselagens neste gráfico,
sendo dadas pelos conjuntos

Tα = {{2x, 2x+ 1} : x ∈ Z}, (2.5)

Tβ = {{2x+ 1, 2x+ 2} : x ∈ Z}, (2.6)
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e cada elemento da tesselagem possui um estado associado e escrevemos em superposição
uniforme como

|αx〉 = |2x〉+ |2x+ 1〉√
2

, (2.7)

|βx〉 = |2x+ 1〉+ |2x+ 2〉√
2

, (2.8)

e tendo a representação gráfica conforme a figura 1 abaixo.

Figura 1 – O gráfico da reta é composto pela tesselagem em vermelho com vértices αx =
{2x, 2x+ 1} e azul com vértices em βx = {2x+ 1, 2x+ 2}.

De posse das tesselagens, podemos construir dois operadores associados a cada
uma das tesselagens. O operador Hα está associado à tesselagem Tα, enquanto que Hβ se
refere à tesselagem Tβ e são dados por

Hα = 2
∞∑

x=−∞
|αx〉 〈αx| − I, (2.9)

Hβ = 2
∞∑

x=−∞
|βx〉 〈βx| − I, (2.10)

cujo operador com hamiltonianos será dado por

U = eiθHβeiθHα (2.11)

e sua evolução temporal seguirá o formato

U |ψ(t)〉 = U t |ψ(0)〉 (2.12)

onde |ψ(0)〉 será a condição inicial para o sistema.

Faremos alguns experimentos numéricos com a finalidade de comprovar alguns
fatos dessa caminhada. Um primeiro fato é a da dependência do ângulo com a dinâmica
do distema. Na figura 2 notamos que para θ = π/3 temos uma frente de onda mais para
as laterais, contudo o perfil não se altera na alteração do ângulo.
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Figura 2 – Distribuição de probabilidade para a caminhada quântica escalonada na reta,
após 50 passos, e utilizando θ = π/3, π/4, π/5 com a mesma condição inicial
|ψ(0)〉 = (|0〉+ |1〉)/

√
2.

Um segundo experimento seria o da dependência da condição inicial à dinâmica do
sistema. Na figura 3 temos que para duas condições iniciais distintas vemos dois tipos de
frente de onda, uma se deslocando para a esquerda e uma outra para a direita.

Um terceiro experimento seria para mostrar qual seria o ângulo, dada uma condição
inicial fixa, que produz o maior desvio padrão. O desvio padrão será calculado seguindo a

(a) |ψ(0)〉 = |0〉 (b) |ψ(0)〉 = |1〉

Figura 3 – Distribuição de probabilidade após 50 passos considerando duas condições
iniciais |ψ(0)〉 distintas.
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referência de Walpole et al. (2013). Temos que a probabilidade associada ao vértice x será
dada, no instante t, como

p(x, t) = | 〈x|ψ(t)〉 |2 (2.13)

e o desvio padrão é entendido como uma distância até a média. Dessa forma, o desvio
padrão é dado pela expressão

σ =
√∑

x

(x− µ)2p(x, t) (2.14)

onde µ é a média dada por
µ =

√∑
x

xp(x, t). (2.15)

Por estas definições, como temos na figura 4, fizemos o gráfico para o caso assintótico,
escolhendo um valor de t suficientemente grande e variando os valores de θ. Este gráfico
numérico é exatamente o encontrado em Portugal (2018).

σ = 2
√
|cos(θ)|

√
1− |cos(θ)|t (2.16)

Figura 4 – Desvio padrão da reta em comportamento assintótico em função de θ.
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2.3 Caminhada na Grade Bidimensional
Nesta seção iremos ilustrar a caminhada quântica escalonada através de um pro-

blema bidimensional, pois iremos tratar de outros problemas nesta dimensão nos próximos
capítulos. No trabalho de Ambainis, Kempe e Rivosh (2004) – conhecido como AKR –
temos que o problema de busca neste grafo tem complexidade O(

√
N logN). O primeiro

trabalho com CQE aparece no trabalho de Patel, Raghunathan e Rungta (2005) e sua
análise aparece em Ambainis, Portugal e Nahimov (2013). Seguiremos ao longo desta seção
os trabalhos de Portugal e Fernandes (2017) e Fernandes e Portugal (2016) onde analisam
o problema de busca utilizando o método descrito por Tulsi (2008), e que iremos utilizar
no problema da grade hexagonal.

Consideraremos uma grade retangular com 2n vértices em x e 2n em y e que
perfazem uma fronteira em formato de tórus, e portanto utilizaremos aritmética módulo
2n. Dessa forma, podemos associar um estado |x, y〉 a cada vértice da grade, tendo um
espaço de dimensão 4n2.

Figura 5 – Tesselagens da grade bidimensional

Podemos recobrir a grade bidimensional com apenas 4 tesselagens, sendo elas
escritas como

T00 = {{(x, y), (x+ 1, y)}, x+ y par, 0 ≤ x, y < 2n}, (2.17)

T01 = {{(x, y), (x, y + 1)}, x+ y par, 0 ≤ x, y < 2n}, (2.18)

T10 = {{(x, y), (x− 1, y)}, x+ y par, 0 ≤ x, y < 2n}, (2.19)

T11 = {{(x, y), (x, y − 1)}, x+ y par, 0 ≤ x, y < 2n}, (2.20)
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e cada uma dessas tesselagens possui, respectivamente, os estados associados
∣∣∣u00
xy

〉
= |x, y〉+ |x+ 1, y〉√

2
, (2.21)

∣∣∣u01
xy

〉
= |x, y〉+ |x, y + 1〉√

2
, (2.22)

∣∣∣u10
xy

〉
= |x, y〉+ |x− 1, y〉√

2
, (2.23)

∣∣∣u11
xy

〉
= |x, y〉+ |x, y − 1〉√

2
, (2.24)

e o gráfico que representa a grade bidimensional é conforme a figura 5.

Da mesma forma que fizemos no problema da reta, iremos construir os operadores
associados a cada tesselagem e que serão operadores de reflexões. Os operadores, seguindo
essa numeração da tesselagem, são

H00 = 2
2n−1∑
x,y=0
x+y par

∣∣∣u00
xy

〉 〈
u00
xy

∣∣∣− I, (2.25)

H01 = 2
2n−1∑
x,y=0
x+y par

∣∣∣u01
xy

〉 〈
u01
xy

∣∣∣− I, (2.26)

H10 = 2
2n−1∑
x,y=0
x+y par

∣∣∣u10
xy

〉 〈
u10
xy

∣∣∣− I, (2.27)

H11 = 2
2n−1∑
x,y=0
x+y par

∣∣∣u11
xy

〉 〈
u11
xy

∣∣∣− I. (2.28)

Por fim, utilizaremos estes operadores para construir o de evolução para a caminhada com
hamiltonianos como

U = eiθH11eiθH10eiθH01eiθH00 (2.29)

O primeiro experimento que faremos consiste em mostrar a sensibilidade da cami-
nhada à condição inicial. Consideraremos as três condições iniciais∣∣∣ψA0 〉 = |n, n〉 , (2.30)∣∣∣ψB0 〉 = 1√

2
(|n, n〉+ |n+ 1, n〉), (2.31)∣∣∣ψC0 〉 = 1

2(|n, n〉+ |n, n+ 1〉+ |n+ 1, n〉+ |n+ 1, n+ 1〉), (2.32)

e a dinâmica da caminhada é mostrada na figura 6
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(a) |ψ(0)〉 =
∣∣∣ψA0 〉 (b) |ψ(0)〉 =

∣∣∣ψB0 〉
Figura 6 – Distribuição de probabilidade em grade bidimensional 180× 180 após 43 passos

considerando duas condições iniciais |ψ(0)〉 distintas.

O segundo experimento consiste em observar a dependência do ângulo na dinâmica
da caminhada, bem como o seu desvio padrão. No trabalho de Fernandes e Portugal (2016)
temos um forte indicativo, ainda que não tenha demonstração analítica, que o melhor
ângulo é θ = π/4. A figura 7 mostra que a distribuição, de certo modo, encolhe quando
pegamos um ângulo diferente de π/4. Faremos, logo mais, uma pequena análise sobre o
desvio padrão com um gráfico que indica a escolha do ângulo.

(a) θ = π/4 (b) θ = π/8

Figura 7 – Distribuição de probabilidade em grade bidimensional 180× 180 após 43 passos
considerando dois ângulos θ distintos.
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O desvio padrão para para o caso bidimensional leva em consideração o deslocamento
nas direções x e y. Portanto, temos o desvio nas duas direções dados por

σx =
√∑

x

(x− µx)2p(x, y, t) e σy =
√∑

y

(y − µy)2p(x, y, t) (2.33)

onde µx e µy são as médias em cada direção dadas pelas expressões

µx =
√∑

x

xp(x) e µy =
√∑

y

yp(y), (2.34)

e as probabilidades associadas no espaço e tempos que usamos são descritas por

p(x, y, t) = | 〈x, y|ψ(t)〉 |2 (2.35)

e
p(x) =

∑
y

p(x, y, t) e p(y) =
∑
x

p(x, y, t). (2.36)

O desvio padrão total será uma distância euclidiana, no trabalho de Santos, Portugal e
Boettcher (2015) chamado de deslocamento total médio, sendo dado por

σ =
√
σ2
x + σ2

y (2.37)

e que para o caso da grade bidimensional é conforme a figura 8. Esta figura mostra que
o maior desvio acontece quando θ = π/4 e no artigo de Fernandes e Portugal (2016) os
autores mostram que o problema de busca possui a melhor performance para este ângulo.

Figura 8 – Desvio padrão em função de θ na grade bidimensional.
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2.4 Equivalências e Inclusões das Caminhadas
Esta pequena seção será pra mostrar que o modelo de caminhadas quânticas

escalonadas (CQE) é bastante geral em comparação ao modelo de Szegedy. Apresentamos,
portanto, duas proposições contidas no trabalho de Portugal et al. (2016) para mostrar tais
fatos. Além disso, no artigo de Portugal, Oliveira e Moqadam (2017) temos um diagrama
que mostra certas inclusões de caminhadas e que reproduzimos na figura 9, onde X é
matriz de Pauli, H de Hadamard e G de Grover.

A primeira proposição mostra em que condições a CQE é equivalente à caminhada
de Szegedy. A segunda mostra um caso de inclusão, e que não vale a igualdade, onde certas
instâncias da CQE não estão na caminhada de Szegedy.

Proposição 1. Toda CQE com duas tesselagens em que a interseção entre os polígonos
delas possua no máximo um elemento é equivalente a uma caminhada quântica de Szegedy
estendido em um grafo bipartido.

Proposição 2. Instâncias da CQE com duas tesselagens, que possuem dois ou mais ele-
mentos em comum na interseção de elementos de tesselagens distintas não são equivalentes
a uma caminhada quântica de Szegedy.

Figura 9 – Diagrama de inclusões das caminhadas quânticas

A segunda proposição nos leva ao próximo capítulo, onde analisaremos a CQE
dentro de um grafo que não está na caminhada de Szegedy, pois viola a interseção de
polígonos. Os resultados que seguem nos capítulos posteriores são inéditos na literatura de
caminhadas quânticas.
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3 Caminhada Quântica Escalonada em uma
Grade de Cliques

Neste capítulo iremos analisar o grafo composto por n2 cliques de 8 vértices (K8)
interligadas por 2n2 cliques com 4 (K4). Construímos este grafo em uma topologia de
toro, onde conectamos as cliques K4 superiores com as inferiores e as da extrema esquerda
com as da direita. A tesselagem deste grafo é dada pelos polígonos azuis e vermelhos que
cobrem, respectivamente, as cliques de 8 e 4 vértices.

A motivação para o estudo deste grafo é que a Caminhada Quântica Escalonada
(CQE) dentro dele não está contida nos passeios com moeda e de Szegedy. Este resultado
de inclusão é parte do trabalho de Portugal (2016) e que analisamos no segundo capítulo
desta tese.

Figura 10 – Grafo com cliques de 8 vértices na tesselagem em azul, 4 vértices na tesselagem
em vermelho e interligados. A geometria é de um tórus na fronteira.

O trajeto deste capítulo consiste em, primeiramente, construir os operadores de
evolução para este grafo dentro do modelo de CQE. Posteriormente, faremos a análise
de Fourier para este operador, observando as simetrias convenientes e tornando possível
alguma análise. Por fim, faremos a análise após esta construção e decomposição.
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3.1 Operadores de Evolução
A dimensão do espaço de Hilbert para nosso problema é N = 8n2, sendo ele obtido

numa espécie de grade com n por n cliques K8. Definimos o operador de evolução U como
o produto de dois operadores unitários U0 e U1 na ordem U = U1U0. O operador U0 induz
a tesselagem azul e U1 a tesselagem vermelha. Dessa forma, o estado final do sistema será
|ψt〉 = U t |ψ0〉, onde t é o tempo de evolução e |ψ0〉 é o estado inicial, dado por

|ψ0〉 = 1√
N

n−1∑
x,y=0

7∑
k=0
|x, y〉 |k〉 . (3.1)

Para a construção dos operadores U0 e U1, associaremos um vetor em superposição
uniforme para cada polígono. Os vetores associados aos polígonos azuis serão

|αxy〉 = 1
2
√

2

7∑
k=0
|x, y〉 |k〉 (3.2)

e para os polígonos vermelhos
∣∣∣β(0)
xy

〉
= 1

2 |xy〉 (|0〉+ |7〉) + 1
2 |x+ 1, y〉 (|3〉+ |4〉), (3.3)

∣∣∣β(1)
xy

〉
= 1

2 |xy〉 (|1〉+ |2〉) + 1
2 |x, y + 1〉 (|5〉+ |6〉), (3.4)

para 0 ≤ x, y ≤ n− 1 e sendo dada em aritmética módulo n em |x, y〉.

Denotaremos que, para ambos os casos, x e y localizam alguma clique de 8 vértices
e k os vértices dentro desta clique. A clique central poderá ser localizada em (x, y) = (0, 0),
mas como a geometria é de um tórus, qualquer clique de 8 vértices pode ser central. E,
por fim, temos os operadores associados dados por

U0 = 2
n−1∑
x,y=0

|αxy〉 〈αxy| − I (3.5)

e
U1 = 2

n−1∑
x,y=0

∣∣∣β(0)
xy

〉 〈
β(0)
xy

∣∣∣+ ∣∣∣β(1)
xy

〉 〈
β(1)
xy

∣∣∣− I. (3.6)

Podemos escrever esse passeio com Hamiltonianos da forma U = eiθ1U1eiθ0U0 , porém
iremos considerar θ0 = θ1 = θ para mostrar a dinâmica desse passeio em experimentos
numéricos. Portanto, utilizaremos a CQE com Hamiltonianos da forma

U = eiθU1eiθU0 . (3.7)
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O primeiro experimento será para demonstrar a influência do ângulo θ na CQE
com Hamltonianos. Consideraremos uma condição inicial na clique K8 central do grafo,
sendo ela homogênea para todos os vértices. A figura 11 mostra como a distribuição de
probabilidades se comporta quando alteramos o ângulo θ, sendo θ = π/2 o caso U = U1U0

a menos de uma fase.

(a) θ = π/2 (b) θ = π/3

(c) θ = π/4 (d) θ = π/5

Figura 11 – Distribuição de probabilidade após 22 passos, variando o ângulo θ nos hamil-
tonianos, para n = 45, em grade de cliques.

O próximo experimento visa mostrar a influência da condição inicial na distribuição
de probabilidades da caminhada. Fixamos assim um ângulo θ = π/2 e escolhemos duas
condições iniciais. A primeira condição inicial será uma superposição homogênea em quatro
cliques K8 centralizadas e que formam um quadrado, cuja expressão é

|ψa0〉 = 1√
32

7∑
k=0

(|0, 0〉+ |1, 0〉+ |0, 1〉+ |1, 1〉) |k〉 . (3.8)

A segunda condição inicial é semelhantes à primeira, contudo alteramos a fase de uma
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clique inteira, e que segue a equação

∣∣∣ψb0〉 = 1√
32

7∑
k=0

(|0, 0〉+ |1, 0〉+ |0, 1〉 − |1, 1〉) |k〉 , (3.9)

e as simulações seguem conforme a figura 12.

(a) |ψa0〉 (b)
∣∣∣ψb0〉

Figura 12 – Distribuição de probabilidade após 22 passos, para um ângulo θ = π/2 nos
hamiltonianos, para n = 46 na grade de cliques e variando a condição inicial.

Uma dificuldade para calcular o desvio padrão reside nas distâncias entre vértices
que não são constantes dentro das cliques. Uma forma que podemos atacar o problema é
condensando as probabilidades das cliques K8 e apenas um pontos e com isso construímos
grade bidimensional. A figura 13 mostra a dinâmica fazendo esta última consideração e
percebemos que mantemos os aspectos da dinâmica sem essa condensação.

(a) θ = π/2 (b) θ = π/4

Figura 13 – Distribuição de probabilidade após 22 passos, variando o ângulo θ nos hamil-
tonianos, para n = 45, em grade de cliques condensada.



Capítulo 3. Caminhada Quântica Escalonada em uma Grade de Cliques 39

O desvio padrão da grade de cliques, considerando essa condensação de probabili-
dades na clique K8, será calculada como na grade bidimensional e segue como a figura 14
e está em θ = π/2.

Figura 14 – Desvio padrão em comportamento assintótico para grade cliques condensada.

Quando temos em mãos um certo operador, queremos encontrar sua decomposição
espectral para analisarmos toda sua dinâmica. Contudo, tendo em vista uma matriz que
cresce de acordo com o número de vértices do grafo, este trabalho não seria possível sem
algum tipo de simplificação ou redução. Nosso objetivo agora é de encontrar uma redução
do operador U que simplifique os cálculos da decomposição espectral.

3.2 Bases de Fourier
O operador visto na base computacional cresce de acordo com o número de vértices,

mas podemos escolher uma base reduzida onde isso não ocorra. Então faremos uma troca
de base e escolheremos o que chamamos de bases de Fourier. As bases são escolhidas de
acordo com cada grafo e explorando certas simetrias translacionais – dizendo que certos
vértices são, em algum sentido, equivalentes.

Sendo então uma base B = {|ψpk`〉}mp=0, quando aplicamos o operador U em cada
vetor de base teremos

U |ψpk`〉 =
m∑
i=0

ũip
∣∣∣ψik`〉 , (3.10)

caso seja possível reescrever dessa forma. Se esta combinação linear for possível, iremos
construir o espaço coluna da matriz reduzida Ũ formada por cada ũip. Portanto, o trabalho
que teremos será de escolher, apropriadamente, bases de Fourier que isso seja possível,
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pois estaremos encontrando uma matriz de ordem (m+ 1)× (m+ 1) para decompormos
espectralmente.

Nas secções seguintes apresentaremos as matrizes reduzidas e a decomposição
espectral para duas bases distintas. Para um maior detalhe, deixamos o apêndice B com
os cálculos que fizemos para encontrar tais matrizes.

3.3 Matriz Reduzida 8 × 8
A análise de Fourier parte de um princípio de simetria na própria estrutura do

grafo. Observamos que há uma simetria translacional no grafo, ou seja, não há diferença
entre qualquer clique de 8 vértices, faremos uma base respeitando essa observação. De
forma mais precisa, mas sem entrar em detalhes, temos um automorfismo de grupos dentro
do grafo. Quando fixamos um valor de p e variamos o par (x, y) que identifica cada clique
K8 temos n2 vértices equivalentes. Portanto, o estado associado que nos permite fazer
análise, tendo apenas 8 vértices distintos, será

|ψpk`〉 = 1
n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 |p〉 (3.11)

considerando ω = e2πi/n, 0 ≤ k, ` < n e p = 0, 1, ..., 7.

Ao efeturamos U0 |ψpk`〉, para todo p, iremos encontrar um vetor que será combinação
linear do vetores da nova base (de Fourier) e que constituem o espaço coluna da matriz
reduzida. E, dessa forma, temos

Ũ0 = 1
4



−3 1 1 1 1 1 1 1
1 −3 1 1 1 1 1 1
1 1 −3 1 1 1 1 1
1 1 1 −3 1 1 1 1
1 1 1 1 −3 1 1 1
1 1 1 1 1 −3 1 1
1 1 1 1 1 1 −3 1
1 1 1 1 1 1 1 −3


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e da mesma forma para U1 encontramos

Ũ1 = 1
2



−1 0 0 ωk ωk 0 0 1
0 −1 1 0 0 ω` ω` 0
0 1 −1 0 0 ω` ω` 0
ω−k 0 0 −1 1 0 0 ω−k

ω−k 0 0 1 −1 0 0 ω−k

0 ω−` ω−` 0 0 −1 1 0
0 ω−` ω−` 0 0 1 −1 0
1 0 0 ωk ωk 0 0 −1



Uma vez encontrado o operador reduzido nessa nova base como Ũ = Ũ1Ũ0, devemos
encontrar a sua decomposição espectral. A primeira parte da decomposição espectral é
encontrada com k, ` 6= 0 e temos os autovetores associados associados aos autovalores +1
e −1, respectivamente,

∣∣∣v+1
k,`

〉
= 1

4
√

2 sen(θ/2)



ωk(ω` − 1)
ω`(1− ωk)
ω`(1− ωk)

1− ω`

1− ω`

ωk − 1
ωk − 1

ωk(ω` − 1)



e
∣∣∣v−1
k,`

〉
= 1

4
√

2 cos (θ/2)



−ωk(ω` + 1)
ω`(1 + ωk)
ω`(1 + ωk)
−1− ω`

−1− ω`

ωk + 1
ωk + 1

−ωk(ω` + 1)



. (3.12)

Temos também dois autovetores associados aos autovalores e+iθ e e−iθ

∣∣∣v+θ
k,`

〉
= 1

4 sen(θ)



e−iθ − ωk

e−iθ − ω`

e−iθ − ω`

e−iθ − ω−k

e−iθ − ω−k

e−iθ − ω−`

e−iθ − ω−`

e−iθ − ωk



e
∣∣∣v−θk,`〉 = 1

4 sen(θ)



eiθ − ωk

eiθ − ω`

eiθ − ω`

eiθ − ω−k

eiθ − ω−k

eiθ − ω−`

eiθ − ω−`

eiθ − ωk



(3.13)

onde o valor de θ que aparece na expressão do autovalor no fator de normalização é dado
por

cos θ(k, `) = 1
2

(
cos 2πk

n
+ cos 2π`

n

)
. (3.14)
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Agora para o caso onde consideramos k, ` = 0 temos mais quatro pares de auto-
vetores, sendo três associados ao autovalor +1 e o outro ao −1. Com isso, temos que os
autovetores assumem as igualdades

∣∣∣v+1A
0,0

〉
= 1

2
√

2



1
1
1
1
1
1
1
1



,
∣∣∣v+1B

0,0

〉
= 1

2



1
0
0
−1
−1
0
0
1



,
∣∣∣v+1C

0,0

〉
= 1

2



0
1
1
0
0
−1
−1
0



e
∣∣∣v−1D

0,0

〉
= 1

2
√

2



1
−1
−1
−1
−1
1
1
1



.

Os autovetores que apresentamos até agora somam um total de 4n2. Como a
dimensão do espaço é de tamanho 8n2, restam-nos mais 4n2 a serem encontrados. Estes
últimos estão todos associados ao autovalor +1 e são dados por

∣∣∣v+1(0)
k,`

〉
= 1

2
√

2



1
0
0
0
0
0
0
−1



,
∣∣∣v+1(1)
k,`

〉
= 1

2



0
0
0
1
−1
0
0
0



,
∣∣∣v+1(2)
k,`

〉
= 1

2



0
1
−1
0
0
0
0
0



,
∣∣∣v+1(3)
k,`

〉
= 1

2



0
0
0
0
0
1
−1
0


Por fim, encontramos toda a decomposição espectral e que é dada pela união dos conjuntos
B1, B2 e B3, formando uma base ortonormal de autovetores para o operador de evolução

B1 =
{∣∣∣v+1

k,`

〉
,
∣∣∣v−1
k,`

〉
,
∣∣∣v+θ
k,`

〉
,
∣∣∣v−θk,`〉 : 0 ≤ k, ` < n, (k, l) 6= (0, 0)

}
(3.15)

B2 =
{∣∣∣v+1A

0,0

〉
,
∣∣∣v+1B

0,0

〉
,
∣∣∣v+1C

0,0

〉
,
∣∣∣v−1

0,0

〉}
(3.16)

B3 =
{∣∣∣v+1(0)

k,`

〉
,
∣∣∣v+1(1)
k,`

〉
,
∣∣∣v+1(2)
k,`

〉
,
∣∣∣v+1(3)
k,`

〉
: 0 ≤ k, ` < n

}
(3.17)

3.4 Matriz Reduzida 4 × 4
Por um lado, poderíamos encerrar nossos cálculos na matriz reduzida anterior, já

que conseguimos a decomposição espectral. Por outro lado, temos algumas perguntas que
podemos fazer na seção anterior. A primeira, e mais natural, é se seria possível reduzir
ainda mais o operador. Uma segunda pergunta seria se essa nova matriz reduzida nos daria
mais informações sobre a dinâmica desse passeio. Escolheremos uma nova base partindo de
duas observações equivalentes: i) os autovetores encontrados possuem certas redundâncias
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nas componentes como, por exemplo, nas posições 1 e 8; ii) não há diferença explícita na
dinâmica de certos vértices dentro de cada clique octogonal.

De certo modo, há uma invariância em (0, 7), (1, 2), (3, 4) e (5, 6) para cada clique
octogonal fixada em (x, y). A redução do operador de evolução para uma matriz 4 × 4
utiliza, portanto, as bases

∣∣∣ψ0
k,`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|0〉+ |7〉) (3.18)

∣∣∣ψ1
k,`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|3〉+ |4〉) (3.19)

∣∣∣ψ2
k,`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|1〉+ |2〉) (3.20)

∣∣∣ψ3
k,`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|5〉+ |6〉) (3.21)

onde n corresponde ao número de cliques de 8 vértices (horizontal ou vertical), ω = e2πi/n

e 0 ≤ k, ` < n. E para essa base, temos que as matrizes reduzidas são

Ũ0 = 1
2


−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

 e Ũ1 =


0 ωk 0 0
ω−k 0 0 0

0 0 0 ω`

0 0 ω−` 0


A dimensão do problema é N = 8n2, pois temos n2 cliques de 8 vértices. Dessa

forma, temos que encontrar 8n2 autovetores associados aos seus respectivos autovalores.
Abaixo teremos os autovetores da matriz reduzida.

Para k, ` 6= 0 temos o autovetor associado associado ao autovalor +1

∣∣∣v+1
k,`

〉
= 1

4 sen(θ/2)


ωk(ω` − 1)

1− ω`

ω`(1− ωk)
ωk − 1

 (3.22)

o autovetor associado ao autovalor −1

∣∣∣v−1
k,`

〉
= 1

4 cos (θ/2)


−ωk(ω` + 1)
−1− ω`

ω`(1 + ωk)
ωk + 1

 (3.23)
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um autovetor associado ao autovalor e+iθ

∣∣∣v+θ
k,`

〉
= 1

2
√

2 sen(θ)


e−iθ − ωk

e−iθ − ω−k

e−iθ − ω`

e−iθ − ω−`

 (3.24)

um autovetor associado ao autovalor e−iθ

∣∣∣v−θk,`〉 = 1
2
√

2 sen(θ)


eiθ − ωk

eiθ − ω−k

eiθ − ω`

eiθ − ω−`

 (3.25)

onde extraímos o valor de θ como

cos θ(k, l) = 1
2

(
cos 2πk

n
+ cos 2π`

n

)
(3.26)

Quando k, ` = 0, temos três autovetores associados ao autovalor +1

∣∣∣v+1A
0,0

〉
= 1

2


1
1
1
1

 ,
∣∣∣v+1B

0,0

〉
= 1√

2


1
−1
0
0

 ,
∣∣∣v+1C

0,0

〉
= 1√

2


0
0
1
−1

 , (3.27)

e um aoutovetor associado ao autovalor −1

∣∣∣v−1D
0,0

〉
= 1

2


1
1
−1
−1

 . (3.28)

Os autovetores que apresentamos somam um total de 4n2 e agora nos faltam mais
4n2. Estes outros, sendo válidos para todo k e `, e todos associados ao autovalor +1, são
dados por

∣∣∣v+1(0)
k,`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|0〉 − |7〉), (3.29)

∣∣∣v+1(1)
k,`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|3〉 − |4〉), (3.30)

∣∣∣v+1(2)
k,`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|1〉 − |2〉), (3.31)

∣∣∣v+1(3)
k,`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|5〉 − |6〉). (3.32)
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A união dos conjuntos B1, B2 e B3 formam uma base ortonormal de autovetores
para o operador de evolução

B1 =
{∣∣∣v+1

k,`

〉
,
∣∣∣v−1
k,`

〉
,
∣∣∣v+θ
k,`

〉
,
∣∣∣v−θk,`〉 : 0 ≤ k, ` < n, (k, `) 6= (0, 0)

}
, (3.33)

B2 =
{∣∣∣v+1A

0,0

〉
,
∣∣∣v+1B

0,0

〉
,
∣∣∣v+1C

0,0

〉
,
∣∣∣v−1

0,0

〉}
, (3.34)

B3 =
{∣∣∣v+1(0)

k,`

〉
,
∣∣∣v+1(1)
k,`

〉
,
∣∣∣v+1(2)
k,`

〉
,
∣∣∣v+1(3)
k,`

〉
: 0 ≤ k, ` < n

}
. (3.35)

Para concluirmos esta seção, temos a tabela abaixo que representa a decomposição
espectral do operador U feita a partir da matriz reduzida desta seção. Faremos depois um
fechamento, a priori, deste problema com base em outro problema.

Autovalor Autovetor (k,l)
+1

∣∣∣v+1
k,`

〉
0 ≤ k, ` ≤ n− 1, (k, `) 6= (0, 0)

-1
∣∣∣v−1
k,`

〉
0 ≤ k, ` ≤ n− 1, (k, `) 6= (0, 0)

e+iθ
∣∣∣v+θ
k,`

〉
0 ≤ k, ` ≤ n− 1, (k, `) 6= (0, 0)

e−iθ
∣∣∣v−θk,`〉 0 ≤ k, ` ≤ n− 1, (k, `) 6= (0, 0)

+1
∣∣∣v+1A

0,0

〉
(k, `) = (0, 0)

+1
∣∣∣v+1B

0,0

〉
(k, `) = (0, 0)

+1
∣∣∣v+1C

0,0

〉
(k, `) = (0, 0)

-1
∣∣∣v−1D

0,0

〉
(k, `) = (0, 0)

+1
∣∣∣v+1(0)
k,`

〉
0 ≤ k, ` ≤ n− 1

+1
∣∣∣v+1(1)
k,`

〉
0 ≤ k, ` ≤ n− 1

+1
∣∣∣v+1(2)
k,`

〉
0 ≤ k, ` ≤ n− 1

+1
∣∣∣v+1(3)
k,`

〉
0 ≤ k, ` ≤ n− 1

Tabela 1 – Decomposição espectral do operador U para a grade de cliques.

3.5 Resultados e Análise
A decomposição espectral deste grafo que analisamos é semelhante à grade bidi-

mensional na caminhada quântica com moeda como descrito por Portugal (2018). O que
este grafo tem de diferente nesta decomposição é a inclusão de autovalores ±1 e seus
autovetores associados. Dessa forma, estes autovalores não acrescentam muitas mudanças
na dinâmica do passeio, como podemos até notar nas simulações deste capítulo. Um
problema que fica em aberto, já que temos a insercão de autovalores ±1, é o fenômeno de
localização e que está associado a esses autovalores.

Uma outra questão a se notar é que a interseção dos polígonos pode ser generalizada,
podendo expandir para mais vértices. Assim como nossa análise da matriz 4× 4, iremos
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sempre colocar os vértices em superposição para termos uma matriz reduzida desta mesma
dimensão. Esta questão foi analisada no trabalho de Santos (2018) fazendo desta forma. A
conclusão deste trabalho, como previsto, é que esta interção produz os autovalores ±1 na
decomposição espectral.
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4 Caminhada Quântica Escalonada em
Grade Hexagonal

Há um livro bastante interessante de Ball (2009) que mostra como certos padrões
emergem da natureza. Neste mesmo livro também há um capítulo em que o autor destaca o
padrão hexagonal que aparece em colmeias de abelhas e que ele chama de lattice – ao longo
do texto iremos chamar de grade. Por forças físicas, quando colocamos bolhas em contato
elas tendem a assumir a forma estável com três paredes em contato. Se adicionarmos
uma quarta bolha elas vão se rearranjar sempre nesse padrão e que se assemelha a uma
grade hexagonal. Destacamos então que esse tipo de arranjo possui uma componente de
estabilidade natural pelas forças físicas que simplesmente agem. São duas as ilustrações
nesse livro mencionado, e que dispomos na figura 15, que mostram como padrões hexagonais
podem emergir de bolhas. Queremos dizer que essa estabilidade estrutural que aparece de
forma natural pode ser utilizada em aplicações sintetizadas.

(a) Padrão hexagonal em uma colmeia de abelhas (b) Bolhas dispostas lado a lado

Figura 15 – Relação entre padrões que emergem na natureza e forças físicas – Ball (2009).

Podemos sintetizar algumas estruturas em grade hexagonal através de carbonos:
grafenos, fulerenos e microtubos de carbono, todos eles nessa mesma estrutura. Na figura 16
temos o esquema do fulereno extraído do trabalho de Mintmire, Dunlap e White (1992),
sendo uma estrutura composta por carbonos em disposição hexagonal. No trabalho de
Pakdel et al. (2012) temos essa mesma estrutura só que formada por átomos boro e
nitrogênio, chamado de nitreto de boro. Dissemos na introdução desse texto que esse
arranjo possui certas qualidades de condutividade e que, de certa forma, irão aparecer ao
longo deste trabalho mas no escopo de CQE.
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Figura 16 – Tubo de fulereno – Mintmire, Dunlap e White (1992).

A estrutura deste capítulo segue o que já fizemos ao longo da tese. Na primeira
seção iremos construir o operador de evolução com hamiltonianos, através das tesselagens,
para a CQE em grade hexagonal e faremos algumas simulações para ilustrar sua dinâmica.
A segunda seção será a decomposição espectral para esta caminhada e que faremos para
um ângulo genérico nos hamiltonianos, a menos de uma restrição, cálculo este não antes
encontrado na literatura. Com base nessa decomposição, faremos na terceira seção uma
análise do fenômeno de localização neste grafo, sendo demonstrada analiticamente sua
ausência. A quarta seção tem a finalidade de analisar, através de experimentos numéricos,
em que ângulo temos o maior desvio padrão. A última seção é sobre o problema de busca
neste grafo e que demonstramos sua performance, sendo que o ângulo que tem a melhor
performance coincide com o maior desvio padrão. Todos os resultados desse capítulo estão
na publicação de Chagas et al. (2018)

4.1 Operador de Evolução
Podemos construir a grade hexagonal, conforme temos na figura 17, através de

três vetores: ~ex, ~ey e ~r. Os vetores ~ex e ~ey constroem uma grade bidimensional inclinada,
representados por pontos abertos; enquanto que ~r completa o hexágono com as devidas
arestas, dado pelos pontos fechados. Portanto, a posição de cada nó da grade hexagonal
segue a relação

(x, y, p) = x~ex + y~ey + p~r (4.1)

sendo que
~r = 1

3(~ex + ~ey) (4.2)

onde 0 ≤ x, y < n e p = 0, 1, onde n é um número ímpar de hexágonos nas direções de x
e y. Consideraremos a geometria de um toro e, dessa forma, a dimensão do espaço será
N = 2n2. Ressaltamos aqui que o vetor ~r será unitário nas análises de desvio padrão, isso
para manter a noção de distância unitária entre os vértices.
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Figura 17 – A figura mostra uma pequena parte da grade hexagonal. Os vetores ~ex e ~ey
são mostrados em preto e os vetores ~r em azul. A condição de fronteira é de
um toro seguindos as direções ~ex e ~ey. O vértices são identificados por (x, y, p),
onde p = 0 denota vértices vazios e p = 1 vértices cheios. As tesselagens são
representadas nas cores vermelho, verde e azul.

Para este grafo utilizaremos três tesselagens denotadas por Tα, Tβ e Tγ nas cores
vermelho, verde e azul, respectivamente. Essas tesselagens são descritas pelos conjuntos
como

Tα =
{
{(x, y, 1), (x+ 1, y, 0)} : 0 ≤ x, y < n

}
, (4.3)

Tβ =
{
{(x, y, 1), (x, y + 1, 0)} : 0 ≤ x, y < n

}
, (4.4)

Tγ =
{
{(x, y, 0), (x, y, 1)} : 0 ≤ x, y < n

}
, (4.5)

onde utilizamos aritmética módulo n para obtermos a condição de fronteira de um toro.
Repare que cada tesselagem cobre todos os vértices e juntas recobrem todas as arestas do
grafo. Dessa forma, as tesselagens induzem os estados

|αx,y〉 = 1√
2
(
|x, y, 1〉+ |x+ 1, y, 0〉

)
,

|βx,y〉 = 1√
2
(
|x, y, 1〉+ |x, y + 1, 0〉

)
, (4.6)

|γx,y〉 = 1√
2
(
|x, y, 0〉+ |x, y, 1〉

)
,

onde 0 ≤ x, y < n e, através desses estados, temos os operadores

Hα = 2
n−1∑
x,y=0

|αx,y〉 〈αx,y| − I,

Hβ = 2
n−1∑
x,y=0

|βx,y〉 〈βx,y| − I, (4.7)

Hγ = 2
n−1∑
x,y=0

|γx,y〉 〈γx,y| − I,
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sendo cada um deles operadores de reflexão nos subespaços gerados pelos estados associados.
Por fim, temos o operador para a CQE com hamiltonianos na grade hexagonal como

U = eiθHγ eiθHβ eiθHα , (4.8)

onde θ ∈ [0, 2π] é um ângulo.

O primeiro experimento, conforme figura 18, mostra a sensibilidade da dinâmica
da caminhada mediante a condição inicial. Para mostrar esse fato temos a condição inicial
dentro de um hexágono central

|ψa0〉 = 1
2(|1, 1, 0〉+ |1, 0, 1〉+ |0, 0, 1〉+ |0, 1, 0〉) (4.9)

e um segunda condição em apenas uma aresta como
∣∣∣ψb0〉 = 1√

2
(|1, 1, 0〉+ |1, 0, 1〉) (4.10)

e que modificam substancialmente a dinâmica do sistema.

(a) |ψ(0)〉 = |ψa0〉 (b) |ψ(0)〉 =
∣∣∣ψb0〉

Figura 18 – Distribuição de probabilidade em grade hexagonal com n = 121, após 58
passos, utilizando duas condições iniciais distintas, considerando θ = π/3.

O segundo experimento visa mostrar a dependência do ângulo com relação ao
espalhamento, assim o desvio padrão, do sistema. Para tal, consideramos a condição inicial

|ψc0〉 = 1√
6

(|1, 1, 0〉+ |1, 0, 1〉+ |1, 0, 0〉+ |0, 0, 1〉+ |0, 1, 0〉+ |0, 1, 1〉) (4.11)

e variamos o ângulo θ, e o efeito é ilustrado na figura 19. Posteriormente, analisaremos
com maior cuidado essa relação do ângulo com o desvio padrão.
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(a) θ = π/3 (b) θ = π/6

Figura 19 – Distribuição de probabilidade em grade hexagonal com n = 121, após 58
passos, utilizando ângulos distintos e condição inicial |ψ(0)〉 = |ψa0〉.

4.2 Análise de Fourier
Da mesma forma que analisamos a grade de cliques por certas simetrias translacio-

nais, iremos fazer o mesmo aqui. A questão translacional acontece justamente sobre os
vértices abertos ou fechados, e dessa forma construímos as bases como

∣∣∣ψ0
k`

〉
= 1

n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |x, y, 0〉 , (4.12)

∣∣∣ψ1
k`

〉
= 1

n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |x, y, 1〉 , (4.13)

onde ω = e2πi/n, 0 ≤ k, ` ≤ n− 1. Os vetores |ψ0
k`〉 e |ψ1

k`〉 para todo k, ` formam uma base
de Fourier ortonormal para HN .

Devemos agora aplicar cada um dos vetores da nova base no operador, tendo como
objetivo reescrevê-lo nessa nova base. Nessas aplicações, escreveremos essas combinações
lineares como

U
∣∣∣ψ0
k`

〉
= Ak`

∣∣∣ψ0
k`

〉
−B∗k`

∣∣∣ψ1
k`

〉
, (4.14)

U
∣∣∣ψ1
k`

〉
= Bk`

∣∣∣ψ0
k`

〉
+ A∗k`

∣∣∣ψ1
k`

〉
, (4.15)

e a matriz reduzida será dada por

Ũk` =
 Ak` Bk`

−B∗k` A∗k`


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cujas entradas dessa matriz serão escrita, com a finalidade de simplificação, como

Ak` = (ak` + i bk`) cos θ, (4.16)

Bk` = (ck` + i dk`) senθ, (4.17)

onde os termos da equação anterior são dados por

ak` = −fk` sen2θ + cos2 θ, (4.18)

bk` = − gk` sen2θ, (4.19)

ck` = bk` + senk̃ + sen˜̀, (4.20)

dk` = ak` + cos k̃ + cos ˜̀, (4.21)

considerando que

fk` = cos k̃ + cos ˜̀+ cos (k̃ − ˜̀), (4.22)

gk` = senk̃ + sen˜̀+ sen(k̃ − ˜̀) (4.23)

notando ainda que reparametrizamos as variáveis k e ` por k̃ = 2πk/n and ˜̀= 2π`/n. Os
cálculos da decomposição espectral dessa grade estão no apêndice C desta tese.

Reescrever o operador em uma base bidimensional, considerando cada valor de k e
`, simplifica toda a análise da dinâmica do sistema. A decomposição é dada tal que os
autovalores do operador reduzido Ũk` são e±iφk` , onde cosφk` = ak` cos θ. Os autovetores
associados são ∣∣∣v±φk` 〉 = 1√

γ±

 Bk`

e±iφk` − Ak`

 , (4.24)

onde o termo que aparece na normalização é dado por

γ± = 2− 2
(
ak` cosφk` ± bk` senφk`

)
cos θ. (4.25)

Ainda podemos notar que para θ = π/3 e (k, `) = (0, 0) temos um caso degenerado, onde
γ± = 0. Neste caso, os autovetores normalizados são

∣∣∣v±φ00

〉
= |±〉.

Por fim, podemos escrever uma base completa para o operdor U , segunda a nova
base para a matriz reduzida. Os autovalores e autovetores de Ũk` induzem os mesmos
para o operador U . Dessa forma temos os autovalores e±iφk` , onde cosφk` = ak` cos θ, com
autovetores associados

∣∣∣ψ±φk` 〉 =
〈
0
∣∣∣v±φk` 〉 ∣∣∣ψ0

k`

〉
+
〈
0
∣∣∣v±φk` 〉 ∣∣∣ψ1

k`

〉
= Bk`√

γ±

∣∣∣ψ0
k`

〉
+ e±iφk` − Ak`√

γ±

∣∣∣ψ1
k`

〉
, (4.26)

para 0 ≤ k, ` < n.
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4.3 Localização
Nesta seção iremos analisar o fenômeno de localização em caminhadas quânticas.

Podemos entender este fenômeno como um caminhante que fica preso em uma condição
inicial, isto é, uma probabilidade que não decai a zero conforme o tempo avança. As
primeiras simulações que mostram este fenômeno aparecem com Mackay et al. (2002)
estudando o problema bidimensional em uma caminhada com Grover. Posteriormente,
temos outras simulações com Tregenna et al. (2003) com diversas moedas. Uma análise
mais rigorosa aparece no artigo de Inui, Konishi e Konno (2003) que, analiticamente,
mostram a relação da localização com uma degeneração dos autovalores do operador de
evolução. Em contraposição ao caso discreto temos que o caso contínuo não apresenta
localização na reta – Konno (2002). Mencionamos ainda os trabalhos de Inui, Konno e
Segawa (2005) analisando a caminhada na reta com moeda de três estados e Banuls et
al. (2006) com moeda dependente do tempo. Este fenômeno de localização aparece na
grade hexagonal na caminhada com moeda conforme mostram Lyu, Yu e Wu (2015).
Mostraremos que a CQE na grade hexagonal não possui localização.

Definimos a localização em um vértice fixo (x, y, j) como uma probabilidade não nula
que persiste conforme t avança, ignorando termos transientes. Dessa forma a localização
acontece se

lim
t→∞
| 〈x, y, j|ψ(t)〉 |2 > 0 (4.27)

considerando a dinâmica |ψ(t)〉 = U t |ψ(0)〉. Como demonstrado nos trabalhos que menci-
onamos, a localização está intimamente ligada aos autovalores. Portanto, escrevemos o
operador de evolução segundo a decomposição espectral encontrada como

U t =
n−1∑
k,`=0

eitφk`
∣∣∣ψ+φ
k`

〉 〈
ψ+φ
k`

∣∣∣+ e−itφk`
∣∣∣ψ−φk` 〉 〈ψ−φk` ∣∣∣ . (4.28)

Pela equação (4.26) podemos remontar parte da equação (4.27) como

〈x, y, j|ψ(t)〉 = 1
n

n−1∑
k,`=0

(
h+j
k` e

itφk` + h−jk` e
−itφk`

)
(4.29)

onde
h±0
k` = Bk`ω

kx+`y
√
γ±

〈
ψ±φk`

∣∣∣ψ(0)
〉

(4.30)

e
h±1
k` = (eitφk` − Ak`)ωkx+`y

√
γ±

〈
ψ±φk`

∣∣∣ψ(0)
〉
, (4.31)

supondo que |ψ(0)〉 é uma superposição de um número finito de vértices e que não depende
de n.

Analisaremos a localização em grade hexagonal infinita e, portanto, iremos converter
o somatório em integral da equação (4.29) quando n→∞. Assim, temos a conversão

1
n

n−1∑
k,`=0

−→ 1
(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π
, (4.32)
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considerando k̃ → k e ˜̀→ `.

A versão bidimensional do método da fase-estacionária é expressa conforme o lema
abaixo, seguindo a referência Pemantle e Wilson (2010).

Lema 1. Seja f, φ : [−π, π]2 → C funções analíticas. Assumimos que o conjunto de pontos
críticos Γ de φ é finito, e que a matriz hessiana H = [∂2f/∂k∂`] em cada ponto em Γ é
não-singular. Então

∫ π

−π

∫ π

−π
f(k, `)e±itφk`dkd` ∼

√
1
πt

∑
(k0,`0)∈Γ

f(k0, `0)e±itφk0`0√
det H(k, `0)

(4.33)

Aplicamos este lema fazendo f(k, `) = h±jk` e verificando quais são os pontos críticos
de φ(k, `). Dessa forma, temos que

∂φk`
∂k

= cos (θ) sen2(θ)[ sen(k − `) + sen(k)]
sen(φk`)

, (4.34)

∂φk`
∂`

= cos (θ) sen2(θ)[ sen(`− k) + sen(`)]
sen(φk`)

. (4.35)

Então, existem oito pontos críticos em Γ que satisfazem {(k, `) ∈ [−π, π] : sen(k) +
sen(k − `) = sen(`) + sen(`− k) = 0}. O determinante da matriz hessiana é

det H(k, `) = cos (θ) sen2(θ)
sen2(k`)

∣∣∣∣∣∣ cos (k) + cos (k − `) − cos (φk`)− cos (k − `)
− cos (φk`)− cos (k − `) cos (`) + cos (k − `)

∣∣∣∣∣∣ (4.36)

Verificamos que a matriz hessiana não é degenerada em qualquer ponto crítico. Dessa
forma, nenhum vértice admite localização pois a taxa de decaimento do lado direito da
equação (4.33) para cada vértice é O(1/t)

4.4 Desvio Padrão
Faremos aqui uma análise do desvio padrão nesta caminhada e que está diretamente

ligado ao ângulo escolhido. Digamos que o desvio padrão seja dado por uma função σ(t)
dependente do tempo e utilizaremos a probabilidade p(x, y, p, t), sendo a probabilidade
sobre cada vértice num tempo t. Como queremos um comportamento assintótico, iremos
utilizar nas simulações n suficientemente grande para evitar flutuações e a distância entre
os vértices será unitária, como descrito no vetor ~r da figura 17.

Na primeira simulação evidenciamos a dependência linear do desvio padrão com
relação ao tempo. Iremos utilizar o desvio total médio definido da equação 2.33 até 2.37
como σ =

√
σ2
x + σ2

y, sendo σ = σ(t). Fixamos alguns valores de θ para verificar esse
comportamento linear de σ(t) e também com relação aos ângulos onde π/3 alcança o
maior desvio, conforme figura 20. No segundo experimento queremos encontrar, de fato, o
ângulo que produza o desvio padrão máximo possível. Para tanto, iremos medir σ(t)/t e
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Figura 20 – Desvio padrão σ(t) para a grade hexagonal em função do tempo para θ = π/30,
θ = 4π/30, θ = 7π/30, θ = π/3, θ = 11π/3.

que irá eliminar a dependência do tempo para t suficientemente grande. Encontramos os
pontos de máximo muito próximos dos ângulos π/3 e 2π/3, conforme a figura 21, e que
coincidem com melhores ângulos no problema de busca.

Figura 21 – σ(t)/t para a grade hexagonal como função de θ para t suficientemente grande.

O desvio padrão nos dá indícios de qual ângulo optar no problema de busca, já que
o espalhamento da distribuição de probabilidades tem uma certa correlação. A próxima
seção tem o objetivo de mostrar que para θ = π/3 o problema de busca terá a melhor
performance.
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4.5 Problema de Busca
A última seção deste capítulo será sobre o problema de busca na grade hexagonal

utilizando a CQE. Esta seção está repleta de detalhes técnicos em modificações e contas,
então iremos enumerar em um fluxo que irá auxiliar na compreensão:

1. O problema de busca será para um elemento marcado nessa grade hexagonal e
faremos uma modificação do operador U , onde utilizamos o oráculo de SKW que
busca o elemento marcado – trabalho de Shenvi, Kempe e Whaley (2003);

2. Definimos uma condição inicial para iniciar a busca, sendo ela uniforme evitando
qualquer viés;

3. Encontramos o ângulo θ ótimo, sendo ele o que produz o autovalor de menor
argumento positivo;

4. Esse autovalor será o que realmente importa na dinâmica e complexidade do algoritmo,
como iremos demonstrar, e que aparecem nos trabalhos de Portugal (2018), Ambainis,
Kempe e Rivosh (2004) e Ambainis, Portugal e Nahimov (2013);

5. Encontraremos a decomposição espectral do operador modificado e escreveremos o
operador de evolução do problema de busca nessa base de autovetores;

6. Encontraremos a complexidade do algoritmos mediante os cálculos anteriores que é
da ordem de Θ(

√
N lnN).

Modificaremos o operador U definido pela equação (4.8) através de um operador
R0 que inverte o sinal do elemento marcado

U0 = U R0 (4.37)

sendo o operador unitário que marca o elemento (0, 0, 0), sem perda de generalidade,
descrito como

R0 = I − 2 |0, 0, 0〉 〈0, 0, 0| . (4.38)

O oráculo descrito por R0 modifica apenas o sinal do elemento marcado, mas
a condição inicial do sistema deve ser uniforme para evitar qualquer viés. Portanto, a
condição inicial é descrita por

|ψ0〉 = 1√
2n

n−1∑
x,y=0

(|x, y, 0〉+ |x, y, 1〉). (4.39)

O algoritmo de busca tem por finalidade aumentar a probabilidade de medição
deste elemento marcado, conforme aplicamos o operador modificado U0. Dessa forma,
temos que a evolução do sistema será

|ψt〉 = U0
t |ψ0〉 (4.40)
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e t será o tempo de execução do algoritmo. O objetivo é de encontrar esse valor de t ótimo,
então devemos também tratar de alguma estratégia que aprimore essa chance de sucesso e
que veremos ao fim da seção.

Encontraremos o valor ótimo de θ para a execução e análise do algoritmo. Por
finalidade de simplificação de cálculos, iremos trocar o operador U por −U , esse sinal,
dito fase global, não altera a medição final do sistema. Queremos encontrar o ângulo θ
que produza o autovalor de menor argumento de −U . Temos que os autovalores de −U
são e±i(π+φk`) e sabendo que

cosφk` = ak` cos θ (4.41)

cuja expansão assintótica de cosφk` é(
4 cos2 θ − 3

)
cos θ + 4π2 (k2 − k`+ `2) sen2θ cos θ

n2 +O
( 1
n4

)
. (4.42)

Chamaremos de φmin o autovalor de menor argumento positivo de −U . A segunda parcela
da soma na equação 4.41 deve ter (k, `) = (0, 1), satisfazendo a condição sobre o autovalor.
Por outro lado, o primeiro termo da soma na expansão deve ter θ = π/3, considerando
0 ≤ θ ≤ π/2, para que cosφk` seja próximo de 1 e seu argumento de 0. Portanto, por estes
cáculos e as definições nas equações 4.18 temos

φmin =
√

3π
n

+O
( 1
n2

)
(4.43)

e fora dessas condições o problema de busca será tão lento quanto a caminhada clássica,
seguindo a complexidade Ω(N`nN).

Agora iremos analisar o operador de busca U0 e encontraremos sua decomposição.
Diremos que eiλ é o autovalor com menor argumento positivo para U0 e que seu autovetor
associado é |λ〉, tal que

U0 |λ〉 = eiλ |λ〉 . (4.44)

Como os vetores
∣∣∣ψ±φk` 〉 formam uma base ortonormal para o espaço de Hilbert analisado,

temos a relação de completude ∑
k,`,±φ

∣∣∣ψ±φk` 〉 〈ψ±φk` ∣∣∣ = I (4.45)

e essa relação podemos relacionar os autovetores de −U e U0 como

〈0, 0, 0|λ〉 =
∑
k,`,±φ

〈
0, 0, 0

∣∣∣ψ±φk` 〉 〈ψ±φk` ∣∣∣λ〉 , (4.46)

onde o somatório em ambas equações corre sobre (k, `) para todo ±φ. Esse produto interno
é a amplitude do vetor |0, 0, 0〉 neste autovetor |λ〉 e que será usado posteriormente.

Por outro lado, temos pela equação 4.37 que
〈
ψφk`

∣∣∣U0|λ〉 =
〈
ψφk`

∣∣∣UR0|λ〉 e podemos
obter através da equação 4.38 a igualdade

〈
ψ±φk`

∣∣∣λ〉 =
2 〈0, 0, 0|λ〉

〈
ψ±φk`

∣∣∣0, 0, 0〉
1− ei(π+λ±φk`)

. (4.47)
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Para reescrever a equação 4.46 utilizaremos a equação anterior e, para a primeira parcela
da multiplicação, pela equação 4.26, temos que

〈
0, 0, 0

∣∣∣ψ±φk` 〉 =
〈
0
∣∣∣v±φk` 〉 1

n
. (4.48)

e, portanto, temos

〈0, 0, 0|λ〉 =
∑
k,`,±φ

∣∣∣〈0
∣∣∣v±φk` 〉∣∣∣2

1− ei(π+λ±φk`)
= n2

2 , (4.49)

que é válida se λ± φk` não é um múltimo ímpar de π para todo k, `. Podemos utilizar a
identidade

2
1− eix = 1 + i

senx
1− cosx (4.50)

para mostrar que a parte imaginária da equação 4.48 é

∑
k,`,±φ

∣∣∣〈0
∣∣∣v±φk` 〉∣∣∣2 sen(λ± φk`)

1 + cos(λ± φk`)
= 0 (4.51)

e que pode ser escrita, retirando os termos onde (k, `) = (0, 0), como

n−1∑
k,`=0

(k,`) 6=(0,0)

∣∣∣〈0
∣∣∣v+φ
k`

〉∣∣∣2 sen(λ+ φk`)
1 + cos(λ+ φk`)

+

∣∣∣〈0
∣∣∣v−φk` 〉∣∣∣2 sen(λ− φk`)
1 + cos(λ− φk`)

= cot λ2 . (4.52)

A equação 4.52 pode ser usada para calcular λ numericamente escolhendo uma
solução positiva o mais próximo de zero. Para fazer analiticamente, supomos que λ� φmin

para n� 1. Devemos checar a validade dessa proposição ainda. Expandindo essa equação
até a ordem de O(λ2) nós obtemos

λ = ± 1
nC

, (4.53)

onde

C2 = 1
n2

n−1∑
k,`=0

(k,`)6=(0,0)

1
2 + ak`

+O(1), (4.54)

e

ak` = 3
4

(
1
3 − cos 2πk

n
− cos 2π`

n
− cos 2π(k − `)

n

)
, (4.55)

onde θ = π/3. A equação 4.53 mostra que ambos e±iλ são autovalores de U0. No apêndice D
mostramos que C = Θ(

√
lnn). Portanto, 1/λ = Θ(

√
N lnN). Sendo φmin = Θ(1/

√
N),

isto confirma que λ� φmin para n� 1 é uma aproximação válida.
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Usando (4.47) na condição de normalização∑
k`

∣∣∣〈ψφk`∣∣∣λ〉∣∣∣2 = 1 (4.56)

e tendo ∣∣∣〈ψφk`∣∣∣000
〉∣∣∣2 =

∣∣∣〈0
∣∣∣vφk`〉∣∣∣2 1

n2 (4.57)

1
|〈000|λ〉|2

= 2
n2

∑
k,`

∣∣∣〈000
∣∣∣vφk`〉∣∣∣2

1 + cos (λ+ φk`)
+

∣∣∣〈000
∣∣∣v−φk` 〉∣∣∣2

1 + cos (λ− φk`)
. (4.58)

Separando os termos com (k, `) = (0, 0), assumindo que λ� φmin for n� 1, e mantendo
os termos dominantes, nós obtemos

1
|〈000|λ〉|2

= 4
n2λ2 + 4

n2

n−1∑
k,`=0

(k,l)6=(0,0)

1
2 + ak`

+ O (1) . (4.59)

Usando as equações (4.53) e (4.54), temos que

1
|〈000|λ〉|2

= 8
n2λ2 +O (1) . (4.60)

Sem perda de generalidade, assumimos que 〈0, 0, 0|λ〉 é um número real e positivo.
De fato, se 〈0, 0, 0|λ〉 = a eib, onde a e b são números reais e a é positivo, podemos redefinir
|λ〉 como e−ib |λ〉. Após essa redefinição,〈0, 0, 0|λ〉 é um número real positivo dado por

〈0, 0, 0|λ〉 = nλ

2
√

2
+O(1). (4.61)

Este mesmo raciocínio se aplica a 〈0, 0, 0|λ−〉, e também obtemos
〈
0, 0, 0

∣∣∣λ−〉 = nλ

2
√

2
+O(1) (4.62)

Decompondo |ψ0〉 na base de autovetores U0, obtemos

|ψ0〉 = 〈λ|ψ0〉 |λ〉+
〈
λ−
∣∣∣ψ0
〉 ∣∣∣λ−〉+

∣∣∣ψ⊥0 〉 , (4.63)

onde
∣∣∣ψ⊥0 〉 é a componente de |ψ0〉 que é ortogonal ao plano gerado por |λ〉 e |λ−〉, onde

|λ−〉 é autovetor de U0 associado a e−λi. Usando a equação (4.26) e
∣∣∣vφ00

〉
= |+〉, verificamos

que |ψ0〉 =
∣∣∣ψφ00

〉
. Usando a equação (4.47) com (k, `) = (0, 0), obtemos

〈λ|ψ0〉 = λ− 2 i
4 +O

(
λ2
)
. (4.64)

Usando a equação (4.47) com (k, `) = (0, 0) novamente, mas desta vez substituindo |λ〉
por |λ−〉, obtemos 〈λ−|ψ0〉 = (〈λ|ψ0〉)∗. Verificamos, desta forma, que

|〈λ|ψ0〉|2 +
∣∣∣〈λ−∣∣∣ψ0

〉∣∣∣2 = 1
2 +O

(
λ2
)
. (4.65)
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Então, podemos ignorar os termos
∣∣∣ψ⊥0 〉 na equação (4.63).

Podemos escrevemos, por fim, a evolução do operador de busca através da sua
decomposição espectral, de posse das equações (4.63) e (4.64), no formato

(U0)t |ψ0〉 =
(

(λ− 2 i) eiλt
4 +O

(
λ2
))
|λ〉+(

(λ+ 2 i) e−iλt
4 +O

(
λ2
)) ∣∣∣λ−〉 . (4.66)

Usando (4.60), temos

∣∣∣〈000
∣∣∣(U0)t

〉
ψ0

∣∣∣2 = n2λ2

8 sen2(λ t) +O
(
λ2
)
. (4.67)

O tempo de execução é o primeiro valor de t que maximiza o lado direito da
equação (4.67), que é

t = π

2λ, (4.68)

ignorando termos O(λ2). A probabilidade de sucesso é

P = n2λ2

8 +O
(
λ2
)
. (4.69)

Sendo 1/λ = Θ(
√
N`nN), o tempo de execução será

t = Θ(
√
N`nN) (4.70)

e a probabilidade de sucesso será

P = Θ
( 1
`nN

)
. (4.71)

No artigo de Tulsi (2008) podemos ver uma modificação no algoritmo de busca
bidimensional e que pode ser usado para aumentar a probabilidade sem aumentar o
número de passos. Empregando essa modificação, a probabilidade fica na ordem de O(1) e
a complexidade de busca como O(

√
N`nN)
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5 Discussão, Conclusão e Perspectivas

Na introdução fizemos um trabalho de estado da arte na pesquisa em caminhadas
quânticas, ainda que alguns trabalhos tenham ficado de fora. Não foi um trabalho exaustivo,
mas elencamos os principais trabalhos e extrema relevância para esta tese. Tivemos o
cuidado de construir desde o início da computação quântica chegando nos trabalhos de
caminhadas quânticas escalonadas.

O segundo capítulo da tese teve por meta construir o modelo de caminhada
empregado na tese e que ilustramos pelos problemas da reta e da grade bidimensional. Em
especial sobre este último temos alguns problemas em aberto: encontrar a decomposição
espectral para um ângulo genérico nos hamiltonianos, calcular o desvio padrão neste
modelo de caminhadas e também analisar o fenômeno de localização. Um avanço que
tivemos aqui foi de fazer uma simulação que indica, de fato, que o melhor ângulo para o
desvio padrão é o θ = π/4 – assim como proposto no trabalho de Fernandes e Portugal
(2016).

No terceiro capítulo temos a análise da grade de cliques. Conseguimos a decompo-
sição espectral, embora não utilizando os hamiltonianos, e um gráfico apontando que a
melhor escolha para o ângulo será θ = π/2 – sendo este equivalente ao modelo desconsi-
derando os hamiltonianos. O trabalho de Santos (2018) mostra que essa a interseção de
polígonos das tesselagens gera autovalores ±1 no espectro do operador, o que abre para
análise do fenômeno de localização neste grafo.

O quarto capítulo, onde temos as maiores contribuições na tese, é uma extensa
análise da grade hexagonal no modelo de caminha escalonada. A primeira contribuição
desta tese são as simulações desta caminhada e que dão a assinatura do passeio no gráfico
e que são bem distintas de outros modelos. A segunda contribuição foi a decomposição
espectral para o operador considerando um ângulo genérico no hamiltonianos, sendo
não antes feito para outros grafos. Através dessa decomposição conseguimos, de forma
analítica, estudar o fenômeno de localização e observando sua inexistência para um ângulo
genérico. Fizemos também simulações que indicam uma correlação entre o desvio padrão
e o problema de busca. A terceira grande contribuição da tese foi a análise, também
para um ângulo genérico nos hamiltonianos, desta caminhada no problema de busca:
encontramos que o ângulo θ = π/3 tem o menor argumento positivo, sendo parte essencial
no problema de busca e temos que a complexidade é da ordem de O(

√
N`nN) – sendo a

melhor complexidade conhecida em problemas de busca até hoje. Todos esses resultados
do capítulo foram publicados em nosso trabalho de Chagas et al. (2018).
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Temos muitas perguntas em aberto, algumas que já colocamos ao longo do texto e
na conclusão, mas que iremos sumarizar e conjecturar possíveis respostas:

1. Existem apenas três grades bidimensionais regulares: triangular, quadrada e hexago-
nal. Resta descobrir a decomposição espectral e saber como a caminhada quântica
escalonada se comporta em grade triangular;

2. O desvio padrão pode ser estudado com maior detalhe para essas três grades e
descobrir θ nos hamiltonianos com maior espalhamento;

3. O fenômeno de localização fica em aberto para as grades quadrada, triangular e
grade de cliques;

4. Podemos analisar o problema de busca para a grade triangular e aprimorar para a
grade quadrada com θ mais geral;

5. Uma questão emerge quando o valor de θ que produz o maior espalhamento também
é o que dá a busca mais rápida;

6. Conjecturamos que o número de tesselagens k está relacionado com a escolha do
ângulo nos hamiltonianos onde θ = π/k;

7. Essa conjectura será melhor analisada na grade triangular pois ela admite, no mínimo,
duas tesselagens com k = 3 e k = 6;

8. Devemos ainda analisar a localização do operador modificado no problema de busca
e verificar se o fenômeno persiste ou não;
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APÊNDICE A – Computação Quântica

A notação que utilizamos ao longo texto segue a formalização de Dirac. Revisaremos
alguns fatos importantes desta notação e uma referência para um estudo mais detalhado
é a de Sakurai (1994). Já em termos mais técnicos da computação quântica sugerimos
a referência de Nielsen e Chuang (2011). Organizamos este apêndice introduzindo os
postulados da mecânica quântica, explicando a notação de Dirac e exemplificando na
computação quântica.

Postulado 1 (Espaço de Estados). Para todo sistema físico isolado podemos associar
um espaço de Hilbert H, chamado de espaço de estados do sistema. O sistema físico é
totalmente descrito por seu vetor de estado, um vetor unitário |ψ〉 ∈ H. A dimensão de H
é definida pelo grau de liberdade do sistema físico em questão.

O primeiro postulado nos fornece o espaço e as regras jogo, sendo |·〉 a notação de
Dirac para um vetor chamado de ket. O espaço é de Hilbert, então já temos noções produto
interno, e assim a de norma, naturalmente. E como este espaço é vetorial, a combinação
linear de elementos neste espaço também pertencerá a ele. Assim, sendo αi ∈ C e |ϕi〉
vetores de base do espaço, temos que

|ψ〉 =
∑
i

αi |ϕi〉 (A.1)

será dita uma superposição, que é um fenômeno quântico bastante explorado nos algo-
ritmos, pois os estados (vetores) de base coexistem.

Na computação clássica temos o bit como unidade mínima de informação, assumindo
um dos escalares no conjunto {0, 1}, um espaço de escalares. Nosso espaço em computação
quântica é vetorial, então definimos vetores unitários e de dimensão 2 como unidades
mínimas e que chamamos de qubit:

|ψ〉 = α |ψ0〉+ β |ψ1〉 (A.2)

, sendo {|ψ0〉, |ψ1〉} a base deste espaço, α, β ∈ C amplitudes e, pela unitariedade,
|α|2+|β|2 = 1. Se considerarmos a base {|0〉 , |1〉} daremos o nome de base computacional.
Assim, a base computacional para um qubit é

|0〉 =
1

0

 e |1〉 =
0

1

 (A.3)

e um qubit nesta base será
|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 . (A.4)
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Postulado 2 (Evolução). A evolução temporal do estado de um sistema físico quântico
fechado é descrita por um operador unitário. Isto é, para qualquer evolução do sistema
fechado existe um operador U tal que, se o estado inicial do sistema é |ψ0〉, então após a
evolução o estado do sistema será |ψf〉 = U |ψ0〉.

O primeiro postulado descreveu os objetos que manipulamos e o espaço onde
eles estão inseridos. O segundo postulado dá a dinâmica deles, a forma como eles são
manipulados e transformados. Portanto, a evolução de um estado |ψ〉 será descrita por um
operador U . E este operador deve ser unitário, ou seja, se, e somente se, UU † = U †U = I.

Este operador U caracterizará o circuito quântica que fará o sistema evoluir.
Considerando |ψ〉 ∈ H2, então U ∈ H2×2. Por exemplo, temos as matrizes de Pauli

X =
0 1

1 0

 , Y =
0 −i
i 0

 , Z =
1 0

0 −1

 e I =
1 0

0 1

 . (A.5)

Postulado 3 (Composição de Sistemas). Quando dois sistemas físicos são tratados como
um sistema combinado, o espaço de estados do sistema físico combinado é o espaço produto
de Kronecker H1 ⊗H2 dos espaços de estados H1 e H2, os subsistemas componentes. Se
o primeiro sistema está no estado |ψ1〉 e o segundo no |ψ2〉, então o estado do sistema
combinado será |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉.

Os dois primeiros postulados referem-se a sistemas isolados e para uma única
partícula. Se quisermos dizer algo sobre um sistema onde diversas podem interagir,
necessitamos do terceiro postulado e que nos dá informações de um sistema composto.

Supomos a existência de n estados |ψ1〉,|ψ2〉,..., |ψn〉, e que pertencem aos espaços
H1, H2,..., Hn, respectivamente. O sistema composto e o estado a ele pertencente serão

HC = H1 ⊗H2 ⊗ . . .⊗Hn (A.6)

|Ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ . . .⊗ |ψn〉 (A.7)

onde |Ψ〉 ∈ HC .

Usamos uma notação mais compacta para dizer que uma matriz de Pauli atua em
um sistema específico. Por exemplo, temos n sistemas em composição e cada um deles de
um qubit; digamos que a matrix X atue apenas no primeiro qubit, então temos o operador

X1 = X ⊗ I ⊗ . . .⊗ I︸ ︷︷ ︸
n termos

. (A.8)

. A matriz identidade I deixa o sistema inalterado. E se ela atuar no j-ésimo sistema
escrevemos Xj. E isso pode ser estendido para as outras matrizes: Zj e Yj.
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Postulado 4 (Medição). As medições quânticas são descritas por operadores {Mm} e
que atuam sobre o espaço de estados do sistema satisfazendo a relação de completude,∑

mM
†
mMm. O índice m se refere aos possíveis resultados da medição. Se o estado de

um sistema quântico, imediatamente antes da medição, for |ψ〉, então a probabilidade do
resultado m ocorrer é.

p(m) = 〈ψ|M †
mMm |ψ〉 (A.9)

e o estado do sistema após a medição será

|ψ′〉 = 1√
p(m)

Mm |ψ〉 (A.10)

Os três primeiros postulados consideram toda a informação quântica em um sistema
fechado, sem influência externa. Necessitamos de um quarto postulado que nos diga o que
acontece quando o sistema interage com o meio externo, quer seja por um experimentalista
ao extrair alguma informação fazendo uma medição, ou alguma influência que deixe o
sistema não mais fechado.

Um exemplo simples de medição é a medição de um qubit na base computacional.
Esta medição em um qubit possui dois resultados definidos pelos operadores de medição

M0 = |0〉 〈0| =
1 0

0 0

 , e M1 = |1〉 〈1| =
0 0

0 1

 (A.11)

onde 〈·| é chamado de bra, sendo o conjugado transposto do ket. Chamamos |·〉 〈·| de
produto externo e que resulta uma matriz, sendo o produto matricial de um vetor coluna
por um linha. Supomos que o estado a ser medido é |ψ〉 = α |0〉 + β |1〉. Portanto, a
probabilidade do resultado da medição ser 0 será

p(0) = 〈ψ|M †
0M0 |ψ〉 = 〈ψ|M0 |ψ〉 = |α|2. (A.12)

Da mesma forma, a probabilidade da medição resultar 1 será p(1) = |β|2. E o estado após
a medição será um dos dois casos:

M0 |ψ〉
|α|

= α

|α|
|0〉 , (A.13)

M1 |ψ〉
|β|

= β

|β|
|1〉 . (A.14)
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APÊNDICE B – Análise de Fourier em
Grade de Cliques

Esta apêndice possui os cálculos onde reduzimos o operador da grade de cliques
da CQE de duas formas: a primeira utilizando oito vetores de base, a segunda utilizando
apenas quatro vetores. Estes resultados são utilizados no capítulo 3 como forma de análise
e interpretação da dinâmica desse sistema.

B.1 Matrizes reduzidas Ũ0 e Ũ1 dimensão 8× 8

A análise de Fourier que faremos tem por base as simetrias que cada grafo aprensenta,
considerando a tesselagem empregada. O grafo de cliques possui, em primeira análise, uma
simetria variando x, y e ficando um valor de p. Em outras palavras, qualquer licque K8

pode ser transladada trocando o de x e y. Dessa forma, escolheremos oito vetores de base
para nossa análise de Fourier, e que seguem a expressão

|ψpk`〉 = 1
n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 |p〉 (B.1)

sendo ω = e2πi/n, p = 0, 1, ..., 7 e 0 ≤ k, ` ≤ n− 1.

Devemos agora encontrar uma matriz reduzida de tamanho 8× 8 pela dimensão
da nova base escolhida. O operador deste problema é dado por U = U1U0. Primeiramente,
queremos descobrir a matriz reduzida Ũ0 e depois Ũ1 para comporem Ũ = Ũ1Ũ0. Temos
que o operador de evolução U0 é dado por

U0 = 2
n−1∑
x,y=0

|αxy〉 〈αxy| − I (B.2)

sendo
|αxy〉 = 1

2
√

2

7∑
r=0
|xy〉 |r〉 . (B.3)

Aplicamos U0 em cada vetor da nova base para conseguir uma combinação linear nesta
nova base e assim construímos o espaço-coluna da matriz reduzida. Portanto, temos que a
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expressão geral dessa aplicação é

U0 |ψpk`〉 =
2

n−1∑
x,y=0

|αxy〉 〈αxy| − I

 1
n

n−1∑
x′,y′=0

ωkx
′+`y′ |x′y′〉 |p〉 (B.4)

= 1
4n

n−1∑
x,y=0

n−1∑
x′,y′=0

7∑
r=0

7∑
r′=0

ωkx
′+`y′ |xy〉 |r〉 〈xy|x′y′〉 〈r′|p〉 − |ψpk`〉 (B.5)

= 1
4n

n−1∑
x,y=0

7∑
r=0

ωkx+`y |xy〉 |r〉 − |ψpk`〉 (B.6)

= 1
4n

n−1∑
x,y=0

∑
r 6=p

ωkx+`y |xy〉 |r〉 − 3
4 |ψ

p
k`〉 (B.7)

= 1
4n

n−1∑
x,y=0

∑
r 6=p

ωkx+`y |xy〉 |r〉 − 3
4 |ψ

p
k`〉 (B.8)

= 1
4
∑
r 6=p
|ψrkl〉 −

3
4 |ψ

p
k`〉 (B.9)

onde p = 0, 1, ..., 7. Dessa forma, segue direto que a matriz reduzida para U0, segundo essa
nova base, segue a forma

Ũ0 = 1
4



−3 1 1 1 1 1 1 1
1 −3 1 1 1 1 1 1
1 1 −3 1 1 1 1 1
1 1 1 −3 1 1 1 1
1 1 1 1 −3 1 1 1
1 1 1 1 1 −3 1 1
1 1 1 1 1 1 −3 1
1 1 1 1 1 1 1 −3


De forma análoga, o operador U1 utilizará as mesmas bases e faremos o mesmo

tipo de cálculos e redução. Temos que o operador é descrito como

U1 = 2
n−1∑
x,y=0

∣∣∣β(0)
xy

〉 〈
β(0)
xy

∣∣∣+ ∣∣∣β(1)
xy

〉 〈
β(1)
xy

∣∣∣− I (B.10)

sendo que os dois vetores de estado que o compõe são
∣∣∣β(0)
xy

〉
= 1

2 |xy〉 (|0〉+ |7〉) + 1
2 |x+ 1, y〉 (|3〉+ |4〉), (B.11)

∣∣∣β(1)
xy

〉
= 1

2 |xy〉 (|1〉+ |2〉) + 1
2 |x, y + 1〉 (|5〉+ |6〉). (B.12)



APÊNDICE B. Análise de Fourier em Grade de Cliques 76

Aplicaremos este operador em cada um dos vetores de base. Quando aplicado no
primeiro vetor de base temos que

U1

∣∣∣ψ0
k`

〉
=

2
n−1∑
x,y=0

∣∣∣β(0)
xy

〉 〈
β(0)
xy

∣∣∣+ ∣∣∣β(1)
xy

〉 〈
β(1)
xy

∣∣∣− I
 1
n

n−1∑
x′,y′=0

ωkx
′+`y′ |xy〉 |0〉

=
2

n−1∑
x,y=0

∣∣∣β(0)
xy

〉 〈
β(0)
xy

∣∣∣− I
 1
n

n−1∑
x′,y′=0

ωkx
′+`y′ |xy〉 |0〉

= 1
2n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y
∣∣∣β(0)
xy

〉
−
∣∣∣ψ0
k`

〉

= 1
2n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 |0〉+ |xy〉 |7〉+ |x+ 1, y〉 |3〉+ |x+ 1, y〉 |4〉 −
∣∣∣ψ0
k`

〉
= −1

2
∣∣∣ψ0
k`

〉
+ 1

2ω
−k
∣∣∣ψ3
k`

〉
+ 1

2ω
−k
∣∣∣ψ4
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ7
k`

〉
Analogamente, temos para p = 7, com os cálculos similares aos anteriores temos as
igualdades

U1

∣∣∣ψ7
k`

〉
= 1

2n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 |0〉+ |xy〉 |7〉+ |x+ 1, y〉 |3〉+ |x+ 1, y〉 |4〉 −
∣∣∣ψ0
k`

〉
= 1

2
∣∣∣ψ0
k`

〉
+ 1

2ω
−k
∣∣∣ψ3
k`

〉
+ 1

2ω
−k
∣∣∣ψ4
k`

〉
+−1

2
∣∣∣ψ7
k`

〉
Para p = 3, 4 precisamos fazer uma mudança de variáveis já no primeiro produto

interno. Porém, os cálculos são análogos também e temos

U1

∣∣∣ψ3
k`

〉
= 1

2n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |x− 1, y〉 |0〉+ |x− 1, y〉 |7〉+ |x, y〉 |3〉+ |x, y〉 |4〉 −
∣∣∣ψ3
k`

〉
= 1

2ω
k
∣∣∣ψ0
k`

〉
− 1

2
∣∣∣ψ3
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ4
k`

〉
+ 1

2ω
k
∣∣∣ψ7
k`

〉
e

U1

∣∣∣ψ4
k`

〉
= 1

2n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |x− 1, y〉 |0〉+ |x− 1, y〉 |7〉+ |x, y〉 |3〉+ |x, y〉 |4〉 −
∣∣∣ψ3
k`

〉
= 1

2ω
k
∣∣∣ψ0
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ3
k`

〉
− 1

2
∣∣∣ψ4
k`

〉
+ 1

2ω
k
∣∣∣ψ7
k`

〉
Os demais vetores restantes – p = 1, 2, 5, 6 – são feitos de forma semelhante aos casos
anteriores, notando a substituição de variáveis adequadas. Assim sendo, temos que as
expressões

U1

∣∣∣ψ1
k`

〉
= −1

2
∣∣∣ψ1
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ2
k`

〉
+ 1

2ω
−`
∣∣∣ψ5
k`

〉
+ 1

2ω
−`
∣∣∣ψ6
k`

〉
,

U1

∣∣∣ψ2
k`

〉
= 1

2
∣∣∣ψ1
k`

〉
− 1

2
∣∣∣ψ2
k`

〉
+ 1

2ω
−`
∣∣∣ψ5
k`

〉
+ 1

2ω
−`
∣∣∣ψ6
k`

〉
,

U1

∣∣∣ψ5
k`

〉
= 1

2ω
`
∣∣∣ψ1
k`

〉
+ 1

2ω
`
∣∣∣ψ2
k`

〉
− 1

2
∣∣∣ψ5
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ6
k`

〉
,

U1

∣∣∣ψ6
k`

〉
= 1

2ω
`
∣∣∣ψ1
k`

〉
+ 1

2ω
`
∣∣∣ψ2
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ5
k`

〉
− 1

2
∣∣∣ψ6
k`

〉
.
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Por estes cálculos que fizemos, a matriz reduzida de U1 assume a forma

Ũ1 = 1
2



−1 0 0 ωk ωk 0 0 1
0 −1 1 0 0 ω` ω` 0
0 1 −1 0 0 ω` ω` 0
ω−k 0 0 −1 1 0 0 ω−k

ω−k 0 0 1 −1 0 0 ω−k

0 ω−` ω−` 0 0 −1 1 0
0 ω−` ω−` 0 0 1 −1 0
1 0 0 ωk ωk 0 0 −1


e não é difícil verificar que elas são hermitianas e unitárias.

B.2 Matrizes reduzidas Ũ0 e Ũ1 dimensão 4× 4

Há uma segunda forma de fazer a análise para este grafo e que utiliza uma base de
dimensão menor. A forma como podemos enxergar vem de que o operador reduzido 8× 8
possui certas equivalências em pares de vetores, como vamos mostrar a frente. Podemos ver
também estes pares de vetores não possuem uma distinção nítida entre eles. Obviamente,
esta intuição poderia ser equívocada, mas se consideramos os quatro vetores de base∣∣∣ψ0

k`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|0〉+ |7〉) (B.13)

∣∣∣ψ1
k`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|3〉+ |4〉) (B.14)

∣∣∣ψ2
k`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|1〉+ |2〉) (B.15)

∣∣∣ψ3
k`

〉
= 1

n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|5〉+ |6〉) (B.16)

onde ω = e2πi/n e 0 ≤ k, ` ≤ n− 1, conseguimos uma matriz reduzida 4× 4.

Devemos então encontrar as matrizes reduzidas Ũ0 e Ũ1 para comporem Ũ = Ũ1Ũ0.
Observando a forma como fizemos na seção anterior, temos que a aplicação de U0 no
primeiro vetor de base resulta em

U0

∣∣∣ψ0
k`

〉
=

(
2
∑
x,y

|αxy 〈αxy|〉 − I
)

1
n
√

2

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|0〉+ |7〉) (B.17)

= 1
4

n−1∑
x,y,x′,y′

7∑
r,r′=0

ωkx+`y |xy〉 |r〉 〈xy|x′y′〉 (〈r′|0〉+ 〈r′|7〉)−
∣∣∣ψ0
k`

〉
(B.18)

= 1
2

n−1∑
x,y

7∑
r=0

ωkx+`y |xy〉 |r〉 −
∣∣∣ψ0
k`

〉
(B.19)

= −1
2
∣∣∣ψ0
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ1
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ2
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ3
k`

〉
(B.20)
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e, de forma equivalente, este operador nos outros vetores de base são dados por

U0

∣∣∣ψ1
k`

〉
= 1

2
∣∣∣ψ0
k`

〉
− 1

2
∣∣∣ψ1
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ2
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ3
k`

〉
(B.21)

U0

∣∣∣ψ2
k`

〉
= 1

2
∣∣∣ψ0
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ1
k`

〉
− 1

2
∣∣∣ψ2
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ3
k`

〉
(B.22)

U0

∣∣∣ψ3
k`

〉
= 1

2
∣∣∣ψ0
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ1
k`

〉
+ 1

2
∣∣∣ψ2
k`

〉
− 1

2
∣∣∣ψ3
k`

〉
(B.23)

e, portanto, a matriz reduzida Ũ0 nessa base será

Ũ0 = 1
2


−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

 .

A redução do operador Ũ1 segue o formato de cálculos já feitos anteriormente.
Então temos que Ũ1 aplicado no primeiro vetor de base será

U1

∣∣∣ψ0
k`

〉
=

2
n−1∑
x,y=0

∣∣∣β(0)
xy

〉 〈
β(0)
xy

∣∣∣+ ∣∣∣β(1)
xy

〉 〈
β(1)
xy

∣∣∣− I
 n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|0〉+ |7〉)

=
2

n−1∑
x,y=0

∣∣∣β(0)
xy

〉 〈
β(0)
xy

∣∣∣− I
 n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|0〉+ |7〉)

=
n−1∑
x,y=0

ωkx+`y(|xy〉 |0〉+ |xy〉 |7〉+ |x+ 1, y〉 |3〉+ |x+ 1, y〉 |4〉)−
∣∣∣ψ0
k`

〉
= ω−k

∣∣∣ψ1
k`

〉
e, quando aplicado no segundo vetor, assume a forma

U1

∣∣∣ψ1
k`

〉
=

2
n−1∑
x,y=0

∣∣∣β(0)
xy

〉 〈
β(0)
xy

∣∣∣+ ∣∣∣β(1)
xy

〉 〈
β(1)
xy

∣∣∣− I
 n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|3〉+ |4〉)

=
2

n−1∑
x,y=0

∣∣∣β(0)
xy

〉 〈
β(0)
xy

∣∣∣− I
 n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 (|3〉+ |4〉)

=
n−1∑
x,y=0

ωk(x+1)+`y(|x, y〉 |0〉+ |x, y〉 |7〉+
n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |x, y〉 |3〉+ |x, y〉 |4〉)−
∣∣∣ψ1
k`

〉
= ωk

∣∣∣ψ0
k`

〉
.

Para os outros dois vetores, p = 2, 3, o forma de calcula é muito parecida. Dessa forma,
completamos a decomposição com os vetores

U1

∣∣∣ψ2
k`

〉
= ω−`

∣∣∣ψ3
k`

〉
(B.24)

U1

∣∣∣ψ3
k`

〉
= ω`

∣∣∣ψ2
k`

〉
. (B.25)
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e a matriz reduzida Ũ1 é

Ũ1 =


0 ωk 0 0
ω−k 0 0 0

0 0 0 ω`

0 0 ω−` 0


e, por fim, temos

Ũ = 1
2


ωk −ωk ωk ωk

−ω−k ω−k ω−k ω−k

ω` ω` ω` −ω`

ω−` ω−` −ω−` ω−`

 .
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APÊNDICE C – Análise de Fourier em
Grade Hexagonal

Nosso esforço é em encontrar uma nova base para o operador de evolução, tal que
reduzamos a dimensão da matriz e que facilite a decomposição espectral. Nosso operador
original é dado pela expressão

U = H2H1H0 (C.1)

e a matriz reduzida será dada por

Ũ = H̃2H̃1H̃0. (C.2)

Para encontrarmos a matriz reduzida para a grade hexagonal utilizaremos apenas
dois vetores de base e que são dados pelas expressões

∣∣∣ψ0
k`

〉
= 1
n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 |0〉 (C.3)

e ∣∣∣ψ1
k`

〉
= 1
n

n−1∑
x,y=0

ωkx+`y |xy〉 |1〉 . (C.4)

Portanto, como temos apenas dois vetores de base, teremos matrizes reduzidas como

H̃2 =
h̃11

2 h̃12
2

h̃21
2 h̃22

2

 , H̃1 =
h̃11

1 h̃12
1

h̃21
1 h̃22

1

 e H̃0 =
h̃11

0 h̃12
0

h̃21
0 h̃22

0


Aplicando H0 no primeiro vetor de base teremos a seguinte combinação linear

H0

∣∣∣ψ0
k`

〉
= h̃11

0

∣∣∣ψ0
k`

〉
+ h̃21

0

∣∣∣ψ1
k`

〉
(C.5)

e que irá compor parte de H̃0. Dessa forma, temos que

H0

∣∣∣ψ0
k`

〉
=

2
n−1∑
x,y=0

|αxy〉 〈αxy| − I

 1
n

n−1∑
x′,y′=0

ωkx
′+`y′ |x′y′〉 |0〉

= 1
n

n−1∑
x,y,x′,y′

ωkx
′+`y′(|xy〉 |1〉+ |x+ 1, y〉 |0〉)(〈xy|x′y′〉 〈1|0〉+ 〈x+ 1, y|x′y′〉 〈0|0〉)−

∣∣∣ψ0
k`

〉

= 1
n

n−1∑
x,y,x′,y′

ωkx
′+`y′(|xy〉 |1〉+ |x+ 1, y〉 |0〉) 〈x+ 1, y|x′y′〉 −

∣∣∣ψ0
k`

〉

e como 〈x+ 1, y|x′y′〉 = 1 apenas quando x+ 1 = x′ e y = y′, temos
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H0

∣∣∣ψ0
k`

〉
= 1

n

n−1∑
x′,y′

ωkx
′+`y′ |x′ − 1, y′〉 |1〉+ |x′y′〉 |0〉 −

∣∣∣ψ0
k`

〉

= 1
n

n−1∑
x′,y′

ωkx
′+`y′ |x′ − 1, y′〉 |1〉+

∣∣∣ψ0
k`

〉
−
∣∣∣ψ0
k`

〉

= 1
n

n−1∑
x′,y′

ωk(x′+1)+`y′ |x′y′〉 |1〉

= 1
n
ωk

n−1∑
x′,y′

ωkx
′+`y′ |x′y′〉 |1〉

= ωk
∣∣∣ψ1
k`

〉
Para completar a matriz reduzida H̃0 temos a aplicação de H0 no segundo vetor de

base |ψ1
k`〉

H0

∣∣∣ψ1
k`

〉
= h̃11

0

∣∣∣ψ0
k`

〉
+ h̃21

0

∣∣∣ψ1
k`

〉
(C.6)

e que irá compor parte de H̃0. Dessa forma, temos que

H0

∣∣∣ψ1
k`

〉
=

2
n−1∑
x,y=0

|αxy〉 〈αxy| − I

 1
n

n−1∑
x′,y′=0

ωkx
′+`y′ |x′y′〉 |1〉

= 1
n

n−1∑
x,y,x′,y′

ωkx
′+`y′(|xy〉 |1〉+ |x+ 1, y〉 |0〉)(〈xy|x′y′〉 〈1|1〉+ 〈x+ 1, y|x′y′〉 〈0|1〉)−

∣∣∣ψ0
k`

〉

= 1
n

n−1∑
x,y,x′,y′

ωkx
′+`y′(|xy〉 |1〉+ |x+ 1, y〉 |0〉) 〈x, y|x′y′〉 −

∣∣∣ψ1
k`

〉

e como 〈x, y|x′y′〉 = 1 apenas quando x = x′ e y = y′, temos

H0

∣∣∣ψ1
k`

〉
= 1

n

n−1∑
x′,y′

ωkx
′+`y′ |x′, y′〉 |1〉+ |x′ + 1, y′〉 |0〉 −

∣∣∣ψ1
k`

〉

= 1
n

n−1∑
x′,y′

ωkx
′+`y′ |x′ + 1, y′〉 |0〉+

∣∣∣ψ1
k`

〉
−
∣∣∣ψ1
k`

〉

= 1
n

n−1∑
x′,y′

ωk(x′−1)+`y′ |x′y′〉 |0〉

= 1
n
ω−k

n−1∑
x′,y′

ωkx
′+`y′ |x′y′〉 |0〉

= ω−k
∣∣∣ψ0
k`

〉
.

Dessa forma, somos capazes de montar a primeira matriz reduzida como

H̃0 =
 0 ω−k

ωk 0

 .
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O mesmo processo é feito para as matrizes reduzidas H̃1 e H̃2 e que não difere
substancialmente nos cálculos. Encurtando os cálculos, a matriz reduzida H̃1 é encontrada
pelas aplicações das bases que resultam em

H1

∣∣∣ψ0
k`

〉
= ωl

∣∣∣ψ1
k`

〉
H1

∣∣∣ψ1
k`

〉
= ω−l

∣∣∣ψ0
k`

〉
e que possui matriz reduzida

H̃1 =
 0 ω−`

ω` 0

 .
E, finalizando, temos a matriz reduzida H̃2 pelas aplicações

H2

∣∣∣ψ0
k`

〉
=

∣∣∣ψ1
k`

〉
H2

∣∣∣ψ1
k`

〉
=

∣∣∣ψ0
k`

〉
sendo assim

H̃2 =
0 1

1 0


e a matriz reduzida Ũ = H̃2H̃1H̃0 é da forma

Ũ =
 0 ω`−k

ω−`+k 0

 .
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APÊNDICE D – C é Θ(
√
`n n)

Devemos mostrar que C = Θ(
√
`n n). Usando as equações (4.54) e (4.55) e identi-

dades trigonométricas obtemos

1
n2

n
2−1∑
k,`=0

(k,`)6=(0,0)

1
2 + ak`

≤ C2 ≤ 4
n2

n
2−1∑
k,`=0

(k,`)6=(0,0)

1
2 + ak`

. (D.1)

Pela desigualdade

1− 2π2k2

n2 ≤ cos
(

2πk
n

)
≤ 1− 8k2

n2 (D.2)

para 0 ≤ k < n/2 nós temos

1
3π2

n
2−1∑
k,`=0

(k,`)6=(0,0)

1
k2 + `2 − kl

≤ C2 ≤ 1
12

n
2−1∑
k,`=0

(k,`)6=(0,0)

1
k2 + `2 − kl

. (D.3)

E pela desigualdade
k2 + `2

2 ≤ k2 + `2 − k` ≤ k2 + `2, (D.4)

podemos encontrar
S(n)
3π2 ≤ C2 ≤ S(n)

6 (D.5)

onde

S(n) =
n
2−1∑
k,`=0

(k,`)6=(0,0)

1
k2 + `2 . (D.6)

O somatório dado por S(n) já foi calculado calculado assintoticamente no artigo de
Ambainis, Kempe e Rivosh (2004), provando que

S(n) = Θ(`n n) (D.7)

e, portanto,
C = Θ(

√
`n n). (D.8)
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