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ALGORITMOS QUANTICOS PARA O PROBLEMA DO
SUBGRUPO OCULTO NAO ABELIANO

Carlos Magno Martins Cosme

Marco , 2008

Orientador: Renato Portugal, D.Sc

Neste trabalho apresentamos um algoritmo quantico eficiente para o Pro-
blema do Subgrupos Oculto (PSO) no produto semidireto Z,r X4 Z,s, onde p é
qualquer niimero primo fmpar, r e s sao inteiros positivos e o homomorfismo ¢ é
dado por uma raiz tp" =5t +1 para a qual r > 25 —1. Como conseqiiéncia, podemos
resolver eficientemente o PSO também no grupo Zy x4Z,s, onde o inteiro N possui

uma especial fatoracao prima.
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QUANTUM ALGORITHMS FOR THE NON ABELIAN HIDDEN
SUBGROUP PROBLEM

Carlos Magno Martins Cosme

March, 2008

Advisor: Renato Portugal, D.Sc

We present an efficient quantum algorithm for the Hidden Subgroup Problem
(HSP) on the semidirect product of cyclic groups Z,» X4 Z,s, where p is any odd
prime number, r and s are positives integers and the homomorphism ¢ is given by
the root tp"~**' 41 such that » > 2s — . As a consequence we can solve efficiently

de HSP on the group Zy x4Z,s, where N has a special prime factorization.
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Capitulo 1

Introducao

No inicio da década de 80, quando Feynman (1982, 1985) perguntava a comu-
nidade cientifica se seria possivel construir um computador baseado nos principios
da mecanica quantica, eram lancadas as sementes da area do conhecimento hoje
chamada Computagao Quantica. Um tal computador poderia simular eficiente-
mente os principios da Mecanica Quantica? Esse era outro questionamento feito
por Feynman, tendo em vista que os computadores cldssicos ndo eram (nem sao)
capazes. Deutsch (1985) foi um pouco além e estendeu a questao: um computador
quantico poderia resolver algum problema mais eficientemente que um computa-
dor classico? A resposta a essa pergunta é afirmativa e dada pelo proprio Deutsch,
quando demonstrou que em um computador quantico basta uma chamada a uma
fungao f: {0,1} — {0, 1} para decidir se esta é ou nao balanceada' , enquanto em
um computador cldssico deterministico sao necessarias duas chamadas. Foi tam-
bém neste trabalho que Deutsch apresentou o primeiro modelo quantico completo
de computagao. Na seqiiéncia, com os trabalhos de Deutsch (1989); Deutsch e
Jozsa (1992) e Simon (1994, 1997) a Computacao Quantica toma contornos cada
vez mais formais e avanca na solucao de outros problemas, sempre apresentando
ganho de eficiéncia em relagao aos algoritmos classicos conhecidos.

Mas o grande impulso da area surge com o Algoritmo de Shor para fatoragao

prima, Shor (1994, 1997). Este trabalho foi o divisor de dguas para a Computacao

L f ¢é balanceada se f(0) # f(1).



Quantica. Pesquisadores de vérias areas agora se juntavam para o desenvolvimento
desse novo e promisor campo do conhecimento. De um lado buscava-se criar o
hardware de um computador quantico que possibilitasse realizar a computacao em
si. Do outro, se tentava obter novos algoritmos quanticos que pudessem apresentar
o mesmo, surpreendente, ganho de eficiéncia obtido pelo Algoritmo de Shor.

A busca pela construcao do hardware do computador quantico tem se mos-
trado até hoje uma ardua tarefa e desafia, principalmente, os fisicos. No tocante
a busca de novos algoritmos, o desenvolvimento tem sido mais proficuo. Depois
do Algoritmo de Shor, o Algoritmo de Grover obteve um ganho de eficiéncia qua-
drético sobre o melhor algoritmo cldssico conhecido, Grover (1996, 1997). Neste
impulso, pesquisadores de outras areas buscaram se envolver com a pesquisa em
Computacao Quantica. A Criptografia é uma dessas areas e neste caso hd um claro
apelo para seu envolvimento, pois um dos métodos de criptografia mais difundi-
dos na atualidade é o método RSA, Rivest et al. (1978), que pode ser quebrado
por um computador quantico. De fato, este método de criptografia esta baseado
na dificuldade de se resolver o problema da fatoracao prima em um computador
classico. Mas esse dificuldade é pronta e eficientemente eliminada por um compu-
tador quantico através do Algoritmo de Shor, colocando em cheque a seguranga do
sistema, criptografico. Surge ai o ramo da Computacao Quantica chamado Crip-
tografia Quantica, que busca a construcao de métodos criptograficos baseados nas
leis da Mecanica Quantica.

Podemos citar ainda outras areas como a Teoria de Jogos Quanticos, Abreu
(2005), os Caminhos Aleatérios Quanticos, Oliveira (2007), Teoria da Informacao
Quantica, Souza (2007), Cédigos Corretores de Erro, Nielsen e Chuang (2003), que
tém se desenvolvido fortemente nos ultimos anos. Vé-se que o campo de pesquisa
em Computacao Quantica se solidifica cada vez mais.

E nesse ambiente, na construcao desse novo modelo de computagao, princi-
palmente no que diz respeito aos algoritmos quanticos, que temos dedicado esforco

e tentado contribuir com nosso trabalho de tese. Compreendemos que, mesmo



nos restringindo ao problema que abordamos, trata-se de um grande desafio e que
certamente ainda ira demandar de muito mais pesquisa e trabalho.

Tratando especificamente de algoritmos quanticos, ambiente onde se insere
essa tese, ha um formalismo unificador para muitos dos algoritmos conhecidos. De
fato, muitos desses como o caso dos algoritmos de Shor e de Simon, podem ser
vistos como casos particulares de algoritmos quanticos para a solu¢ao do Problema
do Subgrupo Oculto - PSO (do inglés Hidden Subgroup Problem - HSP). Podemos
descrever o PSO da seguinte maneira. Dados um grupo G, um conjunto X, ambos
finitos, e uma fungao f : G — X tal que f(a) = f(b) se, e somente se, a e b
pertencam a mesma classe lateral de um subgrupo H de G, o PSO consiste em
determinar um conjunto de geradores para H a partir de informagcoes obtidas de
f. Dizemos que H é oculto por f e a funcao f é chamada funcao separadora de
classes laterais.

Um algoritmo para a solucao do PSO serd considerado eficiente se sua com-
plexidade computacional for O(poli(log|G|)), onde poli(log |G|) é um polindmio
em log |G|. Nao é conhecido nenhum algoritmo cléssico eficiente para a solugao do
PSO. Entretanto, por meio de algoritmos quanticos, tem-se conseguido resolver,
eficientemente, o problema em classes de grupos particulares. O caso mais impor-
tante completamente resolvido até agora é o PSO abeliano, isto é, o PSO para
um grupo G é abeliano. Neste caso, hd um algoritmo quantico eficiente para sua
solucdo, Mosca e Ekert (1999); Kitaev (1995); Lomont (2004).

Atualmente, a atencao estd voltada para o PSO em grupos nao abelianos,
Ivanyos et al. (2003, 2007b,a); Bacon et al. (2005); Inui e Le Gall (2005); Chi et al.
(2006); Cosme e Portugal (2007b,a), onde encontram-se os dois casos mais desa-
fiadores e interessantes do PSO, a saber, o PSO no grupo simétrico, Moore et al.
(2005), e no grupo diedral, Kuperberg (2005). O interesse nesses dois problemas
explica-se pois, caso seja possivel resolve-los eficientemente, outros dois problemas
de grande interesse, o Problema do Isomorfismo de Grafos e o Problema do Menor

Vetor de um Reticulado, teriam solugdes eficientes, Ettinger e Hgyer (1999); Regev



(2004a). Infelizmente, embora grande esforgo esteja sendo empregado na busca de
suas solugoes, estes casos do PSO continuam em aberto e desafiando os pesqui-
sadores. Os sucessos que se tem obtido acontecem em grupos nao abelianos que
sejam, em certo sentido, “quase” abelianos. Nestes casos, muitas vezes, pode-se
reduzir o PSO nao abeliano a instancias do PSO abeliano.

Se de inicio a relacao entre o PSO e os problemas da fatoracao prima, do
isomorfismo de grafos e do menor vetor de um reticulado foi a principal responsavel
pelo grande interesse na busca de solugao para o PSO, hoje, por si sé, ele representa
um dos problemas mais estudados e desafiadores da Computacao Quantica, envol-
vendo fisicos, matematicos, cientistas da computacao, dentre outros, num trabalho
multidisciplinar que esta longe de terminar.

Seguindo a linha dos resultados mais recentes da area, nessa tese apresenta-
mos uma solugao eficiente para o PSO no grupo nao abeliano Z,» x4 Z,s, produto
semidireto dos grupos ciclicos Z, e Z,s, onde p é qualquer nimero primo impar
e r e s sao inteiros positivos tais que r > 2s — [ e o inteiro [ é dado pela raiz
tp" =5+t +1 que define o homomorfismo ¢, Teorema 4.4.1, sendo este o principal re-
sultado da tese. Ele generaliza os resultados apresentados em Inui e Le Gall (2005)
e Cosme e Portugal (2007b) e representa mais um avanco na busca do incremento
do nimero de grupos onde o PSO ¢ eficientemente resolvido. Em nossa aborda-
gem do problema, o conhecimento da estrutura dos subgrupos é de fundamental
importancia para o algoritmo. Desta forma, parte do nosso esforco foi dedicado a
obter uma completa classificacao dos subgrupos (Teorema 3.2.1) e entender certas
propriedades dos mesmos, como normalidade e o comportamento das suas classes
laterais.

H& outros trés componentes importantes em nossa analise, além da clas-
sificagdo dos subgrupos: (1) o algoritmo para o PSO abeliano, Mosca e Ekert
(1999); Lomont (2004); (2) o algoritmo para o PSO quando o grupo ¢ solivel e
o subgrupo oculto é normal, Ivanyos et al. (2003); (3) a transformada de Fourier

abeliana, Kitaev (1995); Lomont (2004). Nosso método utiliza a estrutura dos



subgrupos, combinada a estes outros trés elementos. De inicio, reduzindo parte do
problema ao caso abeliano através de (1) e (2). Por fim, através de um algoritmo
direto (Algoritmo 4.2.1), onde se emprega (3) e onde tais redugdes nao sdo mais
possiveis.

A tese se desenvolve da seguinte maneira. No Capitulo 2, fazemos uma
rapida revisao dos conceitos basicos da Computacao Quantica que serdao necessarios
para o desenvolvimento do trabalho. Também fazemos um apanhado histérico do
problema através de uma revisao bibliogréafica. Por fim, abordamos o formalismo
quantico que envolve o PSO.

Nos Capitulos 3, 4, 5 e 6, apresentamos nossas contribuicoes. No primeiro
deles é definido o grupo onde iremos atacar o problema, qual seja, o produto
semidireto Z,r X4 Z,s sob algumas restricoes em r, s e ¢. No Teorema 3.2.1,
apresentamos a classificagao dos subgrupos do grupo abordado, peca chave para a
solucao do PSO. Na seqiiéncia, demonstramos uma série de propriedades de tais
subgrupos visando a implementacao do algoritmo quantico.

O algoritmo quantico para a solugao do PSO em Z,- x4 Z,s ¢ apresentado
no Capitulo 4. O algoritmo é composto por uma série de redugoes a instancias
ja resolvidas do PSO, combinadas ao Algoritmo 4.2.1 que deve ser utilizado pois
somente as redugdes nao sao suficientes para resolver o problema.

Como conseqiiéncia da solugao obtida para o PSO no grupo Z,- X4 Z,s po-
demos atacar o PSO também no grupo Zy X4 Z,s. Isso é apresentado no Capitulo
5.

Por fim, no Capitulo 6, apresentamos a estrutura geral do grupo Z,» X4 Zys,
conjecturando sobre a classificacao de seus subgrupos, e fazemos alguns aponta-

mentos de uma possivel solucao do PSO.



Capitulo 2

Computacao Quantica e o Problema do

Subgrupo Oculto

Pretendemos fazer na primeira parte deste capitulo um apanhado geral dos
conceitos basicos sobre computacao quantica que serao necessarios para o desen-
volvimento da tese. Portanto, nao podemos escapar de falar dos postulados da
mecanica quantica. Nao nos ateremos aos detalhes dos conceitos aqui aborda-
dos, nos limitando a uma exposicao bem sucinta dos mesmos. Julgamos que a
literatura da area é suficientemente difundida e abrangente neste aspecto. Para
uma descricao detalhada destes conceitos remetemos o leitor a referéncia Nielsen
e Chuang (2003) e as intmeras outras referéncias 14 contidas. Para abordagens
mais béasicas sugerimos o trabalho de Lomont (2004), a dissertacao de mestrado de
Marquezino (2006) e o trabalho de Batty et al. (2003). A descrigao que faremos
segue basicamente essas quatro referéncias. Muitos conceitos de Algebra Linear
sdo necessarios. Nielsen e Chuang (2003) fazem uma boa revisao destes conceitos.
Uma outra referéncia para este assunto ¢ o livro de Hoffman e Kunze (1971).

Na segunda secao discutiremos sucintamente os circuitos quanticos e as por-
tas quanticas (operadores unitdrios), introduzindo as portas importantes para o
nosso trabalho, caso das portas controladas e da Transformada de Fourier, bem
como faremos uma breve discussao sobre implementacao eficiente das portas quan-
ticas.

Na Secao 2.3 nos empenhamos em descrever o Problema do Subgrupo Oculto,



apresentando-o formalmente situando-o historicamente no desenvolvimento da com-
putacao quantica, mostrando os casos onde ele ja se encontra resolvido e apontando
para onde caminha a pesquisa mais recente da area. Encerramos o capitulo com a
apresentacao de alguns resultados gerais, embora elementares, sobre o problema e

o formalismo quantico para o PSO.

2.1 Os Postulados da Mecanica Quantica

Os quatro postulados da mecanica quantica nos fornecem um modelo para
os sistemas quanticos isolados, eles sao a abstracao matematica de tais sistemas

quanticos. Na seqiiéncia os apresentaremos.

Postulado 1 (Espago de Estados) Associado a qualquer sistema quantico iso-
lado ha um espago vetorial complexo com produto interno, um espaco de Hilbert,
chamado espaco de estados do sistema. O sistema é completamente descrito por

um vetor unitario do espaco de estados que chamaremos vetor de estado.

Lidaremos apenas com espagos de estado de dimensao finita, logo podemos
considerar que nosso espaco de estados é C.

1 tem no bit sua unidade bésica de arma-

Assim como a computacao classica
zenamento de informacao, na computacao quantica ha o bit quantico, abreviado
aqui para g¢bit, como unidade basica de armazenamento de informagao. Formal-

mente um g¢bit é um vetor de estado do espaco de estados C2. Para este espaco

vetorial fixamos a base ortonormal canonica, aqui denotada por

0) = e 1) =

onde o simbolo |-), chamado ket, faz parte da notagao de Dirac e denota sempre um
vetor coluna. Os gbits |0) e |1) sdo os equivalentes quanticos dos bits classicos 0 e 1.

A grande diferenca entre o bit e o qbit é que enquanto o primeiro sempre se encontra

I Convencionaremos chamar a computacao atual de computacdo cldssica.



ou no estado 0 ou no estado 1, o segundo pode assumir qualquer combinacao do
tipo a|0) + 3 1), onde o, 3 € C e satisfazem a |a|*+ |3]*> = 1. A base {|0),[1)} de
C? é chamada base computacional de C2. De maneira analoga, a base ortonormal
canonica de CV ¢ chamada base computacional de CV. Na notacao de Dirac esta

base é denotada por

0y = (1,0,---,0)%, |1) =(0,1,0---,0),--- ,|N —1) = (0,---,0,1)7.

Nesta base, um vetor de estado [¢) do sistema é dado por |[¢)) = Z;V;Ol a;|j), onde

a; € C para todo j. Os coeficientes a; sao chamados amplitudes e, sendo |¢)) um
vetor de estado, satisfazem Z;V:_Ol la;|* = 1. Diz-se que o estado [¢)) estd em uma

superposicao dos estados da base computacional.

Postulado 2 (Evolugao dos Estados) A evolucao de um sistema quantico fe-
chado? ¢ descrita por um operador unitério. Isto é, o estado |1)) do sistema no
instante ¢, esta relacionado ao estado |¢)') no instante ¢, por um operador unitario

U que depende apenas de t; e ty e tal que

) =Uly).

Como todo operador unitario é invertivel, segue do Postulado 2 que é sempre
possivel recuperar o estado inicial do sistema quantico através do operador U~!.
Isso confere a computacao quantica seu carater de computacao reversivel, Toffoli
(1980a,b). Além disso, os operadores unitarios serdo os elementos responsaveis
pela computacao em si, eles serao as portas légicas da computacao quantica. Na
Secao 2.3 retomaremos essa discussao.

Da notagao de Dirac temos que (1| denota o vetor transposto conjugado de
|1), onde o simbolo (-| é chamado bra. Dado um operador U que atua sobre um
espago vetorial V' e vetores ), [¢') € V, (¢|U |¢') denota o produto interno de

[4) por U |[¢'). UT denota o operador adjunto de U.

2 Um sistema quéntico fechado é aquele que nio iterage com nenhum outro sistema fisico.



Postulado 3 (Medigao dos Estados) Uma medigao quantica é descrita por um
operador Hermitiano M, chamado observavel, agindo sobre o espaco de estados do
sistema a ser medido. Por ser normal o observavel possui uma decomposicao

espectral
M =Y "mP,,

onde P, é o projetor sobre o auto espago de M cujo autovalor é m. Os possiveis
resultados da medida sao os autovalores de M. Se o estado do sistema é |1))
imediatamente antes da medicao, entao a probabilidade que o resultado da medida
seja m é dada por

p(m) = (] P [¢)

e o estado do sistema apds a medicao é

O tipo de medida definida no Postulado 3 é chamada de medida projetiva e é o
tipo de medida que utilizaremos na tese. Devemos dizer que ha outras maneiras
de enunciarmos o Postulado da Medicao de Estados que sao equivalentes a esta,
Nielsen e Chuang (2003).

Alternativamente a maneira como fora introduzido o processo de medi¢ao no
Postulado 3, é comum na literatura simplesmente listar um conjunto completo de

projetores ortogonais P,, satisfazendo as relacoes?

Z mP,, e PP = S P

O observavel correspondente é dado por

M = Zum.

3 §mm: denota a funcdo delta de Dirac.



Um caso particular desta maneira de descrever uma medigao é chamada de ‘medida
em uma base B = {|m)}’. Nesta medigdo os projetores da medida projetiva sao
definidos por P,, = |m) (m|* . Quando B ¢ a base computacional, esse processo

de medida é chamado medida na base computacional. Se lidamos com um sistema

quantico cuja base computacional é {[0),--- ,|[N — 1)} e
N-1
) = Z a; |i)
i=0

é um vetor de estado desse sistema, ao medirmos |¢)) na base computacional pro-
duziremos o estado |j) com probabilidade |a;[>. Logo, o quadrado do médulo da
amplitude de um vetor da base computacional representa a probabilidade desse

mesmo vetor ser observado pela medida na base computacional.

Postulado 4 (Sistemas Compostos) O espaco de estados de um sistema quan-
tico composto é o produto tensorial dos espacos de estados dos sub-sistemas quan-
ticos que o compoem. Numerando de 1 até n tais sub-sistemas e supondo que o

sub-sistema ¢ esteja no estado [¢;), temos que o sistema composto esta no estado

[91) @~ @ |¢hn) -

Geralmente nés utilizamos a notacgao abreviada |19)’) ou |¢) |¢') para o pro-
duto tensorial [¢)) ® |¢), desta forma o estado do sistema composto passa a ser
denotado por |1y - -1,) ou ainda [ih1) - - - [1y,).

Este postulado nos permite concatenar gbits, como fazemos com bits clas-
sicos, para obtencao de sistemas maiores. Considere o espago composto por dois
sub-sistemas de um g¢bit, um sistema quantico de dois gbits. Seu espago de es-
tados é C? ® C2, um espaco complexo 4-dimensional cuja base computacional é
formada pelos vetores |00) = |0) ®1]0) = (1,0,0,0)7, |01) = |0) ®@|1) = (0,1,0,0)7,
110) = [1)®]0) = (0,0,1,0)T e [11) = [1)®]|1) = (0,0,0, 1)T. Identificando os rétu-

4 Dados vetores [1)) e |[¢'), 1) (1| denota o produto da matriz coluna [t) pela matriz linha
('l
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los 00, 01, 10 e 11 como numeros binarios, é imediata a correspondéncia com seus
equivalentes nimeros decimais, e assim, temos |00) = |0), |01) = |1), |10) = |2) e
|11) = |3), por onde recuperamos a notagao fixada anteriormente para a base com-
putacional. Pode-se generalizar essa idéia para n sistemas de um g¢bit, produzindo

um sistema composto de n g¢bits cujo espaco de estados é C?® --- ® C?, escrito
—————

n vezes
. ® . . . . ,
abreviadamente como C?”", um espaco 2"-dimensional cuja base computacional é

10y =100y, |2 =1y =1+ 1)),
2.2 Portas e Circuitos Quanticos

Um circuito quantico é um modelo tedrico para a descricao do processo de
computacao. Assim como um circuito da computacao classica, é constituido por
fios e portas légicas, neste caso, portas logicas quanticas. Os fios servem para
carregar a informacao durante o processo de computacao. As portas servem para,
efetivamente, realizar a computacao. Os circuitos quanticos sao aciclicos, isto é,
nao sao permitidos lagos.

Uma importante restricao sobre as portas légicas quanticas é fornecida pelo
Postulado da Evolucao dos Estados. Por ele, qualquer porta devera ser descrita
como um operador unitario no espaco de estados do computador quantico. No que
segue, iniciando com as portas de um ¢bit, faremos um apanhado das portas que
utilizaremos no decorrer da tese. O que segue é baseado nas referéncias Nielsen e
Chuang (2003); Portugal et al. (2006); Marquezino (2006).

A primeira porta de 1 ¢bit que apresentamos é a porta NOT quantica, de-
notada por X, equivalente quantica da porta NOT classica. Sua atuacao na base
computacional é a seguinte: |0) — |1) e |1) — |0), ou seja, |j) — |1 @ j), onde &

denota a soma bindria. Sua descrigao como operador unitario ¢ dada pela matriz

E sua descrigdo como um circuito quantico atuando num gbit geral o)) = a [0)+b|1)

11



|¥) all) +b10)

Figura 2.1: Circuito da porta X.

Trés outras portas de um gbit muito importantes para a computacao quantica
sao a porta Hadamard, denotada por H, a porta fase, denotada por S e a porta

7/8, denotada por T. Suas matrizes sao dadas abaixo.

1 1 1 10 e~ ™8 ()
V2 1 —1 0 4 0 emi/8

Passando a portas de mais de um ¢bit, devemos dedicar atencao a porta NOT
quantica controlada, denotada por CNOT. Trata-se de uma porta de dois gbits,
sendo um o ¢bit de controle e o outro o gbit alvo. Como uma porta controlada
classica, o gbit alvo s serd afetado pela porta NOT se o ¢bit de controle estiver
no estado |1). Sua atuagao na base computacional é [j;) |72) +— [j1) X7 |j2) =
|71) [71 @ J2). Na base computacional do espago de estados C?%, a sua matriz ¢ dada

por

CNOT =

o o O
(@]
o
—

Seu circuito é exibido na Figura 2.2

Avancando e generalizando a porta CNOT, suponha que U seja uma porta de
n gbits, isto é, um operador unitério atuando em C2*". A porta U controlada, deno-
tada por C(U), é a operacao sobre n+1 g¢bits definida por sua atuac¢ao na base com-
putacional: |j1) |k) — [j1) U7 |k), onde |j1) € {|0),|1)} e |k) € {|0),---,|2" — 1)}.

Seu circuito é mostrado na Figura 2.3.

5 Qualquer circuito para computacio de uma porta de um gbit seré descrito de maneira similar
ao circuito da Figura 2.1, por isso os omitiremos.
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lj1) ——. |j1)

[j2) —B— X7 |j2)

Figura 2.2: Circuito da porta CNOT. A linha de cima representa o ¢bit de controle
e o de baixo o ¢bit alvo.

|71) J1)

L U [k)

Figura 2.3: Circuito da porta U controlada.

Por fim, seja um operador unitario U de n gbits como anteriormente e con-

sidere um espaco de estados de m gbits. Podemos definir um operador C(U)

sobre m + n g¢bits da seguinte forma: Dados [7) € {]|0),---,[2" — 1)} e |k) €
{10Y,---,[2" = 1)}, a atuacio de C'(U) é dada por
1) 1k) = 15) U7 [k) - (2.1)

Esta porta, pode ser vista como uma porta C(U) generalizada, onde seu ¢bit de
controle é substituido por um estado de controle. No circuito abaixo vemos sua

representacao esquematica.

1)
U7 1)

A representacgao grafica é a mesma de C(U), porém nao hé perigo de confusao
pois o primeiro registrador® tem mais do que um g¢bit. E interessante notar que
a porta C(U) pode ser decomposta como uma composicao de portas C'(U). Para

tanto, considere a representacao bindria do registrador de controle, digamos |j) =

6 A palavra registrador é usada como sindénimo para um vetor de estado.
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|71) «+  |Jm)- O circuito da Figura 2.4 mostra como fazer tal decomposicao, Portugal

et al. (2006).

1) s |j1)
|jm—2> T |jm—2>
|jm71> e |jm71>

) e )

k) U2 U HUur U e U R)

Figura 2.4: Circuito decompondo C(U) através da porta controlada C(U).

Encerrando nossa discussao sobre circuitos quanticos, apresentamos a re-
presentacao esquematica de um operador de medida. Em qualquer caso, seja a
medida efetuada na base computacional ou nao, sua representacao esquematica é

a que segue abaixo.

A linha dupla que segue apos o simbolo de medida significa que a informagao depois
de medida passa a ser conhecida, isto é, passa a ser informacao clédssica.

De acordo com o segundo postulado, operadores lineares unitarios sao po-
tenciais algoritmos quanticos. No entanto, nem todo operador unitario pode ser
imediatamente implementado através de um experimento fisico no laboratorio,
sendo necessario antes expressa-lo através de operadores mais elementares. Para
tanto, é necessario eleger um tal conjunto de operadores, assim como ¢ feito na
computacao cldssica’ .

O primeiro conjunto universal de operadores que se pode utilizar para tal
construcao é composto pelo CNOT e pelas portas unitarias de um g¢bit. Qualquer

operador unitario pode ser descrito como combinacao desse conjunto elementar de

portas. Entretanto, ha um continuo de portas de um g¢bit. Deseja-se um conjunto

7 Por exemplo, os operadores NOT, AND e OR formam um conjunto universal de portas
légicas para a computagio cldssica, Nielsen e Chuang (2003).
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universal menor, preferencialmente, finito. Infelizmente tal desejo nao pode ser
realizado. E impossivel obter um conjunto universal finito para implementar todas
as portas de um ¢bit exatamente. Mas pode-se obter um conjunto universal® finito
de portas quanticas que aproxime qualquer operador. Este conjunto universal é
constituido pelas portas CNOT, Hadamard, fase e 7/8. Todos estes fatos que
estamos apresentando aqui estao provados em Nielsen e Chuang (2003).

Um outro aspecto importante nesta discussao ¢ se um operador unitario
qualquer pode ser eficientemente implementavel nesse conjunto universal de por-
tas. Seja U um operador unitario de n g¢bits. Diremos que U é eficientemente
implementével se existir um circuito de tamanho® polinomial em n para a compu-
tacao de U. Nem todo operador U é eficientemente implementavel. Na verdade, a
maioria das transformacoes unitarias nao sao eficientemente implementaveis. Mas
se um operador U é eficientemente implementavel, entdo C(U) e C(U) também o
sao. Além dessas, uma importante porta logica da computacao quantica, a Trans-
formada de Fourier, também é eficientemente implementdvel na maioria dos casos

de interesse. Na proxima secao a apresentamos.

2.2.1 A Transformada de Fourier Quantica

Nao héa davida sobre a grande importancia da Transformada de Fourier
Quantica - TFQ, para os algoritmos quanticos. A maior parte, senao todos, dos
algoritmos quanticos que apresentam ganho exponencial em relacao aos seus equi-
valentes classicos utilizam a TFQ. Desta forma, ela tem sido objeto de exaustivo
estudo ao longo dos anos. Simon (1997); Shor (1997, 1994); Josza (1997); Kitaev
(1995); Mosca e Ekert (1999) foram alguns trabalhos que lidaram inicialmente com
a TFQ. No que segue definiremos a TFQ no grupo Zy dos inteiros médulo N. Mas
ressaltamos que a TFQ pode ser definida em um grupo finito qualquer, Lomont

(2004); Gongalves (2005).

8 De fato, existe ndo sé este conjunto universal, mas este é o mais importante.
9 O tamanho de um circuito é definido como o menor niimero de portas légicas elementares
necessarias para o implementar.
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Definicao 2.2.1 (Transformada de Fourier Quantica em Zy) Considere o es-
paco de estados cuja base computacional é {[0),--- ,|N —1)}. A TFQ é o opera-
dor linear que atua sobre este espaco de estados definido na base computacional

da seguinte maneira

=

-1

FTy k) = wi 19)

3l
é

.

onde wy é a N-ésima raiz da unidade.

O operador F'Ty ¢é unitario e eficientemente implementavel, Coppersmith
(1994); Kitaev (1995). Em Portugal et al. (2006) ha uma descri¢ao bastante dida-
tica de um circuito polinomial para sua implementacao.

Finalizando, deixamos registrada uma importante relagao envolvendo wy que

nos serd util.

N-1
1 : 1 se N|k
~ W= (2.2)
=0 0 se Ntk
2.3 O Problema do Subgrupo Oculto

Introduzimos agora o objeto central da tese, qual seja, o Problema do
Subgrupo Oculto - PSO. Ao longo desta secao, definiremos formalmente o
PSO, apresentaremos alguns importantes problemas que estao diretamente ligados
a ele, como o Problema do Isomorfismo de Grafos e o Problema do Menor Vetor
em um Reticulado, bem como discutiremos os principais casos onde o PSO ja se
encontra resolvido e qual a fronteira onde ele ainda continua nao resolvido e tem
sido atacado.

O apanhado histérico que faremos nesta segao é baseado nas discussoes pre-

sentes em Lomont (2004); Batty et al. (2003); Nielsen e Chuang (2003).

2.3.1 Definicao e Histoérico

Historicamente, o PSO surge com o objetivo de unificar uma série de pro-
blemas que a computacao quantica vinha obtendo éxito em resolver, frente o insu-

cesso da computacao classica. Cronologicamente, podemos destacar os trabalhos
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de Deutsch (1985) e Deutsch e Jozsa (1992) onde sdo apresentados algoritmos
quanticos eficientes para determinar se uma dada funcao é ou nao balanceada -
f:4{0,1}" — {0,1} ¢ balanceada se a cardinalidade de f~'(0) e f~'(1) sao iguais
a 2"7!. Seguindo, surge o trabalho de Simon (1997) onde o autor mostra ser
possivel determinar eficientemente o periodo de uma fungao periddica através de
um algoritmo quéantico. Apds isso, avangando nas idéias presentes no trabalho de
Simon, Shor (1994, 1997) apresenta seu surpreendente algoritmo para decompo-
sicao de inteiros em fatores primos e para cédlculo de logaritmo discreto. Entao
Josza (1997), observou que todos esses problemas poderiam ser visto como casos

particulares de um problema mais geral, a saber, o PSO. Vamos a definicao.

Definigao 2.3.1 (Problema do Subgrupo Oculto) Considere um grupo G e
um conjunto X, ambos finitos!® , e uma funcao f : G — X tal que exista um
subgrupo H de G, para o qual f(a) = f(b) se, e somente se, aH = bH quaisquer
que sejam a,b € G, isto é, f é constante em elementos da mesma classe lateral
de H em G e distinta em classes laterais distintas. O problema de determinar um
conjunto de geradores para H, a partir de informacoes obtidas de f, é chamado o

Problema do Subgrupo Oculto.

Dizemos que a funcao f oculta H em G, ou ainda que f separa as classes
laterais de H em G. E comum encontrarmos mencao na literatura a funcao f como
funcao oraculo, funcao black box, funcao separadora de classes, etc. O subgrupo H
¢ dito o subgrupo oculto em G por f.

Uma ébvia solugao para o PSO é mostrada no Algoritmo 2.3.1. Notamos
que nesta solugao a fungao separadora de classes ¢é invocada |G| vezes.

Nos diremos que um algoritmo resolve eficientemente o PSO no grupo G se o
nimero de operacoes basicas realizadas por ele, ai incluidas as consultas a funcao
separadora de classes, e a memoria por ele requerida forem limitados por algum
polinomio em log |G|, isto é, se a complexidade computacional do algoritmo for

O(poli(log |G])). Desta forma, vemos que o Algoritmo 2.3.1 é ineficiente.

10 Em alguns casos, G ¢ considerado finitamente gerado.
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Algoritmo 2.3.1 Um algoritmo trivial para o PSO em um grupo qualquer.
Entrada: Um conjunto de geradores de G e a fungao f;
Saida: O subgrupo oculto H;

1: Inicialize H como H = {);
2: para g € G faga
3:  se f(g9) = f(e) entao
4: H=HUyg;
5
6

fim se
: fim para

Nao se conhece nenhum algoritmo capaz de resolver eficientemente o PSO em
seu caso geral, entretanto, no formalismo quantico tem-se avangado em importantes
casos particulares do problema, sendo o mais significativo desses, a solucao do
PSO abeliano, isto é, a solugao do PSO para um grupo abeliano G. Em Mosca e
Ekert (1999); Mosca (1999), os autores apresentam uma descri¢ao de tal solugao
utilizando-se das idéias ja presentes no trabalho de Kitaev et al. (2002), sobre o
problema do célculo da fase do autovalor de um operador!® .

Em ambos os trabalhos é utilizado o Método de Amostragem de Fourier -
MAF. Em linhas muito gerais este método de ataque ao problema consiste em
inicialmente, criar uma superposi¢ao nos elementos do grupo. Utiliza-se a funcao
separadora de classes laterais para converter a superposicao inicial em uma su-
perposicao em uma das classes laterais do subgrupo oculto. Aplica-se a TFQ ao
estado resultante, para que o periodo da funcao separadora de classes possa ser
evidenciado, obtendo-se a informacao sobre o subgrupo oculto. Por fim, uma me-
dida deve ser realizada para que se possa ter acesso a informacao sobre o subgrupo
oculto.

Vale ressaltar que nao é conhecido algoritmo cléssico eficiente para a solugao
do PSO abeliano, o que confere aos resultados anteriores importancia ainda maior,
principalmente se levamos em conta, por exemplo, que o Algoritmo de Shor é um
caso particular do PSO abeliano. Para uma descricao minuciosa e didatica da
solugao do PSO abeliano, bem como da TFQ e do MAF, sugerimos o trabalho de
Lomont (2004) e os trabalhos de Kitaev (1995); Kitaev et al. (2002); Mosca e Ekert

IO problema do cilculo da fase consiste em dado um operador unitdrio U e um de seus
autovetores |v), estimar o valor ¢ tal que e2™* seja o autovalor associado a |v)
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(1999).

Por fim, o algoritmo para o PSO abeliano utiliza-se do fato de que qual-
quer grupo abeliano finito se decompoe como produto direto de grupos ciclicos,
cujas ordens sao poténcias de nimeros primos. Desta forma, é necessario que tal
decomposicao seja obtida de maneira eficiente. Em Cheung e Mosca (2001) os au-
tores apresentam um algoritmo quantico eficiente para tal problema (Veja também
Portugal et al. (2006).).

No que segue, apresentaremos alguns importantes problemas que se reduzem
ao PSO.

Seja A um grupo ciclico aditivo, S um conjunto qualquer e f : A — S.
Diremos que f é periédica de periodo r € A se para todo x € A e n € Z tivermos
f(z) = f(x +nr). Se A = (a), observamos que uma funcao f de periodo r
oculta H = (ra) em A. Logo, o problema de determinar o periodo de uma funcao
periddica é um caso particular do PSO abeliano. Devemos notar que o problema
de decompor um numero inteiro em seus fatores primos, se reduz ao problema de
determinar o perfodo de uma fungao periédica, Batty et al. (2003); Lavor et al.
(2003); Portugal et al. (2006). Desta forma, o Algoritmo de Shor para fatoragao é
um caso particular do PSO abeliano.

Novamente seja A = (a) um grupo ciclico e n = |A]. Dado um elemento
b € A, o logaritmo discreto de b é o menor inteiro r tal que b = a” (aqui estamos
usando a notagao multiplicativa para os elementos de A). O problema do logaritmo
discreto consiste em determinar r. Pode-se formular esse problema em termos do
PSO da seguinte maneira. Seja f : Z2 — A dada por f(z,y) = a®b¥. Esta
funcao ¢ um homomorfismo de grupos e, portanto, f oculta seu nicleo K = ker f.
Resolvendo o PSO no grupo abeliano Z? determina-se geradores para K e a partir
disso 7.

Além desses problemas que citamos até agora, hd varios outros que se re-
duzem ao PSO abeliano e que, portanto, possuem uma solucao eficiente através

de um algoritmo quantico. A descricao desses problemas como um PSO pode ser
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encontrada em Nielsen e Chuang (2003) e Batty et al. (2003).

Depois de se ter resolvido completamente o PSO abeliano, naturalmente
voltou-se a atencao para o PSO em grupos nao abelianos. Neste ambiente, dois
casos particulares do PSO merecem destaque. O PSO no grupo simétrico S, e o
PSO no grupo diedral D,,'? . Estes dois problemas sdo os mais interessantes e desa-
fiantes casos do PSO. Muitos pesquisadores até mesmo questionam se sera possivel
construir um algoritmo eficiente para suas solugoes. De fato, nao se tem conse-
guido avancar muito na direcao das solugoes, embora grande esforco esteja sendo
empregado nos ultimos anos. Mas por qual razao esses problemas chamam tanto
a atencao? Para responder a essa pergunta, vamos definir outros dois problemas.

Dado um grafo A denotamos por V(A) o seu conjunto de vértices e F(A)
seu conjunto de arestas. Um isomorfismo entre grafos simples A e B é uma bijecao
¢:V(A) — V(B) tal que dados u,v € V(A) a aresta uv € E(A) se, e somente se,
a aresta ¢(u)p(v) € E(B), Butler (1991). Posto isso, definimos

Definigao 2.3.2 (Problema do Isomorfismo de Grafos) Dados dois grafos A

e B, com mesmo numero de vértices, determinar se A e B sao isomorfos.

Este problema, pertencente a classe dos problemas NP, Kitaev (1995), tem
aplicagoes nas mais diversas areas da ciéncia, despertando interesse desde a compu-
tagao tedrica, passando por biologia, quimica, entre outras, Arvind e Kurur (2006);
Johannes et al. (1993). Existe uma estreita ligacao entre o Problema do Isomor-
fismo de Grafos e o PSO no grupo S,,. Como mostrado em Ettinger e Hgyer (1999);
Beals (1997); Lomont (2004), uma solugao eficiente para o PSO em S,, implica em
uma solugao eficiente para o Problema do Isomorfismo de Grafos (Veja também
Dalcumune (2008)).

O PSO em D, se relaciona com o Problema do Menor Vetor em um Re-
ticulado. Vamos defini-lo apropriadamente. Um reticulado n-dimensional é um

conjunto de vetores R = {>_ a;b;; a; € Z}, onde by,--- ,b, € R™ é um con-

12O grupo simétrico S,, é o grupo das permutacdes de n elementos. Enquanto o grupo D,, é
o subgrupo de S, dado por D, = (a,b € Sy,; a®> =b" =¢, (n > 2), ab=>b"'a) (veja Hernstein
(1970))
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junto linearmente independente de vetores, chamado uma base do reticulado, Khot

(2005).

Definicao 2.3.3 (Problema do Menor Vetor em um Reticulado) Dado um
reticulado R como definido anteriormente, o Problema do Menor Vetor em um Re-

ticulado consiste em se determinar o menor vetor pertencente a R.

Dada a dificuldade de resolver tal problema, Ajtai (1996, 1998); Khot (2005),
varios sistemas criptograficos foram construidos de maneira que suas chaves crip-
tograficas sao obtidas através da solu¢ao do mesmo, Ajtai e Dwork (1997); Regev
(2003), conferindo alta confiabilidade aos sistemas criptograficos assim obtidos. No
artigo Regev (2004a) o autor demonstra que uma solugao eficiente para o PSO no
grupo D,, implica uma solucao eficiente para o Problema do Menor Vetor em um
Reticulado, selando a estreita relacao entre os dois problemas.

Infelizmente nem o PSO em S, nem o PSO em D, possuem até agora so-
lugoes eficientes, quer classica ou quantica. Mas certo avanco foi conseguido na
solugao do PSO em D,,. Ettinger e Hgyer apresentaram uma interessante reducao
do problema, na qual estabelecem que basta procurar por subgrupos ocultos que
sejam ou triviais ou tenham ordem 2, Ettinger e Hgyer (2000). Posteriormente,
Kuperberg atacou o problema. O algoritmo de Kuperberg (2005), é um algoritmo
quantico subexponencial no tamanho, O(logn), da entrada. Sua complexidade
computacional é 200VI°e™)  Posteriormente, Regev (2004b), apresentou uma ver-
sao melhorada do algoritmo de Kuperberg, onde o tempo de processamento do
algoritmo ainda é subexponencial, 20(Vlegnloglogn) ' mag o quantidade de meméria
utilizada é polinomial no tamanho da entrada.

Generalizando idéias desenvolvidas, a principio, para o PSO em D,, Ettinger
et al. (1999, 2004) apresentaram um algoritmo quantico para o PSO num grupo
finito qualquer, no qual com um ndmero polinomial de chamadas a fungao se-
paradora de classes, obtém-se informagao suficiente para determinar o subgrupo
oculto. Entretanto, o pds-processamento (cldssico) desta informagao requer um

tempo exponencial para obter os geradores do subgrupo oculto, tornando o algo-
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ritmo ineficiente.

Embora o PSO em S,, e D,, tenha se mostrado bastante dificil de ser resol-
vido, Moore et al. (2005); Kuperberg (2005); Regev (2004b), a pesquisa avangou
para varios outros grupos nao abelianos com éxito. Assim como no caso abeliano,
a Transformada de Fourier tem importante papel nestas solugoes. O exemplo mais
latente deste fato é a solu¢ao apresentada por Hallgren et al. (2000). Neste traba-
lho, os autores exibem um algoritmo quantico eficiente para a solucao do PSO em
um grupo qualquer desde que a TFQ seja eficientemente implementavel no grupo
e que o subgrupo oculto seja normal.

Mais recentemente, Ivanyos et al. (2003), demonstraram que em certos grupos
é possivel eliminar a hipdétese de que a TFQ seja implementavel, por exemplo,
quando o grupo é solivel ou em certos grupos de permutacoes. A estratégia dos
autores combina algoritmos classicos ja consolidados na literatura para resolucao
de problemas da teoria de grupos computacionais, Babai e Szemerédi (1984); Babai
et al. (1995), com algoritmos quanticos, a saber, o algoritmo de Shor para o célculo
de logaritmo discreto e o algoritmo de Kitaev para o calculo da ordem de elementos
de um grupo, Kitaev (1995); Portugal et al. (2006). Neste mesmo trabalho, os
autores mostram ser possivel resolver eficientemente o PSO em uma série de outros
grupos nao abelianos, onde a ordem do subgrupo de comutadores seja pequena em
relagdo & ordem do grupo, no sentido de que |G’| seja O(log |G]).

Provavelmente motivado pelo fato de o grupo diedral se escrever como o
produto semidireto Z,, x Zo, parte da pesquisa de novos algoritmos quanticos para
o PSO foi voltada para grupos nao abelianos que se escrevem como o produto
semidireto de grupos ciclicos. Num dos primeiros trabalhos nesta linha Puschel
et al. (1999) ataca o PSO no grupo produto wreath!® 731 Z,. No trabalho os
autores mostram como implementar eficientemente a TFQ no grupo e utilizam o

MAF na solucao do problema, construindo um algoritmo quantico eficiente.

13°0 produto wreath pode ser visto como um produto semidireto, Robinson (1995).
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Moore et al. (2004), resolveram eficientemente o PSO nos grupos g¢-edrais
Z, % Z,, onde p e g sdo numeros primos tais que ¢ = (p — 1)/poli(log p), através
de um algoritmo quantico. Os autores também utilizam o MAF para resolver o
problema. No mesmo trabalho é demonstrado outro interessante resultado sobre o
PSO. Suponha que o PSO seja eficientemente resolvido em um grupo H. Considere
um grupo G ¢ um subgrupo N normal em G. Se |N| =poli(log|H|) e H ~ G/N,
entao o PSO é eficientemente resolvido em G.

Bacon et al. (2005) apresentam mais uma série de grupos nao abelianos onde
se pode resolver eficientemente o PSO através de um algoritmo quantico. A estra-
tégia utilizada também é o MAF. Dentre os grupos atacados no trabalho, temos o
produto semidireto Zy x Z, onde p é um nimero primo e N um inteiro positivo
tal que N/p =poli(log N) e o produto semidireto Zi X Zy, 0 grupo de Heisemberg.
Neste mesmo trabalho, os autores ainda atacam o PSO no grupo Z; X Z,, com
condicoes bastante restritivas sobre o parametro r. Para atacar tais problemas,
eles propoe uma reducao do PSO para a busca de subgrupos ocultos que sejam ou
triviais ou ciclicos de ordem p. Mas tal reducao é valida num ambiente mais amplo.
De fato, seja A um grupo abeliano e considere o produto semidireto A x Z,, p um
nimero primo. Foi demonstrado pelos autores, de maneira similar ao resultado
de Ettinger e Hgyer (2000), que é suficiente resolver o PSO no produto semidireto
A x Z,,, onde A éum subgrupo qualquer de A, sob a hipotese adicional de que ou o
subgrupo oculto é trivial ou é ciclico de ordem p. Outro aspecto importante neste
trabalho é a maneira como a informacao é medida. Os autores empregam um pro-
cesso de medida chamado pretty good measurement, diferente da medida projetiva
realizada na maioria dos trabalhos da area. Este tipo de abordagem requer que
tais operadores de medida sejam eficientemente implementados, o que neste caso
¢é obtido pelos autores.

Uma das desvantagens da utilizacao do MAF ¢é a necessidade de verificar
que a TFQ é eficientemente implementavel no grupo em questao. Quando o grupo

¢é abeliano, ja sabemos que a TFQ ¢é eficientemente implementavel. Entretanto,
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no caso de grupos nao abelianos nao ha uma implementacao eficiente da TFQ
no caso geral. Sendo assim, para cada grupo em que se ataque o problema com
o MAF deve-se, de antemao, construir a TFQ. Esta tarefa pode nao ser simples
dependendo do grupo para o qual se quer realiza-la.

Inui e Le Gall (2005) apresentam uma interessante estratégia para contornar
esse problema. Ao atacar o PSO no grupo Z, x Z,, p inteiro primo e r um
inteiro positivo, os autores utilizam basicamente o MAF. Entretanto, recorrendo a
estrutura dos subgrupos, os autores conseguem “fugir” da utilizagao da TFQ em
ZLyr X 7y, utilizando em seu lugar a TFQ no grupo abeliano Z,. Peca central na
estratégia empregada é a classificacao de todos os subgrupos do grupo. E a partir
desta classificacao que os autores identificam as propriedades imprescindiveis para
a construcao do algoritmo. Devemos mencionar que a redugao proposta por Bacon
et al. (2005) reduz o PSO em Z, x Z, ao PSO abeliano, no entanto, para utilizar
tal redugao ainda se faz necessario o conhecimento da classificagao dos subgrupos.
Desta forma, permanece interessante a principal virtude do trabalho.

Utilizando-se do resultado apresentado por Inui e Le Gall (2005), Chi et al.
(2006) atacaram o PSO no produto semidireto Zy xZ,, onde p é um inteiro primo e
N um inteiro tal que p nao divide nenhum dos seus fatores primos. Em tais grupos
¢ possivel separar o PSO em dois subproblemas: o PSO abeliano em Zy,» e 0 PSO
em Zyr X Z, (veja Teorema 2.3.1). Como em ambos os casos o PSO ¢ eficientemente
resolvido, mostra-se que o PSO em Zy x Z, é eficientemente resolvido por um
algoritmo quantico. Embora os grupos atacados neste trabalho tenham a mesma
definigao daqueles atacados por Bacon et al. (2005), as restrigdes sobre N em
cada caso mostram que mesmo havendo intersecoes, ambos os trabalhos resolvem
o PSO em grupos distintos. Ainda assim nao resolvem completamente o problema
em Zin X Zy.

Retomando a estratégia de atacar o PSO em classes de grupos mais gerais,
Ivanyos et al. (2007a) apresentam um algoritmo quantico eficiente para a classe

dos grupos extra-especiais. Estes grupos, pertencentes a classe dos p-grupos para p
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primo, sao definidos como segue. Um p-group G é dito extra-especial se G' = Z (G)
e |G’| = p, onde G’ denota o subgrupo dos comutadores de G e Z (G) o centro
de G . Neste trabalho, os autores demonstram que determinar eficientemente o
subgrupo H em um grupo G extra-especial é redutivel a determinar eficientemente
o subgrupo HG'Y . Por fim, demonstram que o tltimo problema é redutivel ao PSO
abeliano. O maior esfor¢o no trabalho se da para demonstrar que em cada redugao
a fungao separadora de classes do subgrupo H induz uma funcao separadora de
classes nas novas instancias do problema. A mesma estratégia utilizada aqui, é
também utilizada num outro trabalho dos autores, Ivanyos et al. (2007b), no qual
os autores atacam o PSO em uma classe de grupos nilpotentes. Voltaremos a tratar
deste trabalho no Capitulo 6 .

Este apanhado histérico que acabamos de fazer certamente nao cobre a to-
talidade dos trabalhos realizados nesta area de pesquisa, mas apresenta o que de
mais importante e representativo foi desenvolvido até o presente momento. Pode-
se concluir que o PSO nao abeliano representa um dos grandes desafios da area de
pesquisa de algoritmos quanticos, embora nao seja o tinico problema atacado. Ha
outros problemas de teoria de grupos computacionais sendo abordados pelo forma-
lismo quantico. Um exemplo muito interessante é o trabalho de Watrous (2001).
Nele o autor apresenta um algoritmo quantico eficiente para o calculo da ordem de
um grupo soluvel. Uma série de outros problemas em grupos soltveis, como teste
de pertinéncia, teste de igualdade de subgrupos e teste de normalidade de subgru-
pos, se reduzem ao problema do céalculo de ordem. Desta forma, como conseqiién-
cia do Algoritmo de Watrous, todos esses problemas sao resolvidos eficientemente
em grupos soluveis. O algoritmo opera no ambiente dos grupos black-box, Babai e
Szemerédi (1984); Holt et al. (2005), e nenhum algoritmo cléssico eficiente é conhe-
cido para a solucao de tal problema. Embora este resultado nao esteja diretamente
ligado ao PSO, varios algoritmos quanticos para o PSO foram desenvolvidos uti-

lizando idéias nele presentes ou mesmo o préprio resultado, Ivanyos et al. (2003,

14 Veja o Apéndice A.
5 HG' = {hg; h€ H, g € G'}.
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2007a). Para uma apresentacao mais detalhada do Algoritmo de Shor sugerimos
ao leitor a leitura de Portugal et al. (2006).

Mencionamos ainda a existéncia de outras duas grandes vertentes na area de
algoritmos quanticos, que podem ser caracterizadas como algoritmos para proble-
mas de busca e otimizagao, que inclui o algoritmo de Grover, e algoritmos baseados
em caminhos aleatérios quanticos. Nesse trabalho nos ateremos apenas aos algo-

ritmos quanticos para o PSO.

2.3.2 Resultados Elementares

Nesta subsecao demonstramos dois resultados gerais e simples sobre o PSO
que nos serao tuteis no desenvolvimento da tese e que, em geral, nao sao encontrados

demonstrados na literatura.

Proposicao 2.3.1 Seja G um grupo finito e H < G oculto pela fungao f : G — X.

Para qualquer G < G temos que f = f|_: G — X oculta H = HN G em G.
a

Demonstragio: Devemos mostrar que para todos a, b € G temos que f (a) = f (b)
se, e somente se, aH = bH. Suponhamos que a,b € G sao tais que f(a) = f(b)
Entao, como f oculta H em G, temos aH = bH. Assim, existe h € H tal que
a = bh. Como a,b € G, temos que h = b~'a € G e, assim, h € H. Isso prova
que aH = bH. Reciprocamente, suponhamos que aH = bH. Como aH C aH e
bH C bH, temos () % aH NbH o que implica que aH = bH. Mas isso é equivalente
a f(a) = f(b), o que encerra a prova.
|
Embora a Proposicao 2.3.1 estabeleca um resultado bastante simples de ser
verificado, ele tem grande aplicacao para a solucao do PSO. Suponha que o sub-
grupo H seja oculto em G e que o PSO nao ¢ eficientemente resolvido em G. Se
existir um subgrupo G de G onde o PSO seja resolvido eficientemente, pode-se
determinar eficientemente o subgrupo H = HNG e obter informagao sobre o sub-

grupo oculto H. Caso H C G, teremos determinado completamente o subgrupo

H. No Capitulo 4 utilizaremos este resultado varias vezes.
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Um importante coroldrio da Proposicao 2.3.1 segue abaixo.

Corolario 2.3.1 Sejam G e Gy grupos cujas ordens sejam coprimas e onde o
PSO é eficientemente resolvido. Entao o PSO em G x G5 também é eficientemente

resolvido.

Demonstracao: Pela Proposicao A.1.1 todo subgrupo de G; x G5 é da forma
H; x Hy com H; < G e Hy < G9. Suponha que um tal grupo seja oculto por uma
fungao f : Gy x Go — X. Asrestricoes de f a GGy e a G5 ocultam, respectivamente,
H, e Hy,. Como nos grupos em questao o PSO ¢ eficientemente resolvido, podemos
determinar geradores para H; e Hy. Conseqiientemente, geradores para H; X Ha,
o que mostra que o PSO em G x G4 é eficientemente resolvido. Encerrando a

prova.

2.3.3 Formalismo Quantico para o PSO

Como lidar com o PSO no grupo G em um computador quantico? A primeira
coisa a fazer é definir o espago de estados do computador quantico. Uma pergunta
relevante que devemos fazer é como os elementos do grupo G e do conjunto X serao
registrados no computador. Como uma das premissas do problema, deve-se admitir
que os elementos de G e X sao, de alguma maneira, codificados no computador
quantico. Nos principais casos onde o PSO vem sendo estudado, e aqui inclui-
se 0 caso que trataremos na tese, podemos responder a isso da seguinte maneira.
Sejam n = [log |G|1'% e m = [log|X|] e considere B, e B,, o conjunto das palavras
bindrias de n e m digitos, respectivamente. Associamos a cada elemento do grupo
GG uma palavra binaria de B, e a cada elemento de X associamos uma palavra de
B,,. Para ilustrar esse tipo de procedimento, considere o caso bastante simples do
grupo ciclico Zy, onde a cada elemento a € Zy corresponde a palavra binaria que
representa o inteiro a na base 2. Isso induz uma ébvia codificacao em grupos que

se escrevam como produto direto ou semidireto de tais grupos.

16 vq € R, [a] = menor inteiro maior que ou igual a a.
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Seja agora um espaco de Hilbert, H,,, gerado por uma base ortonormal cujos
elementos sao indexados pelos elementos de B,, e, analogamente, seja um espaco de
Hilbert, H,,, gerado por uma base ortonormal cujos elementos sao indexados pelos
elementos de B,,. O espaco de estados do computador quantico sera o espago H,, ®
H,.. Pela associacao feita entre os elementos de G e X aos elementos de B,, e B,,,
podemos considerar os subespacos He = (|9); 9 € G) e Hx = (|2); z € X). Caso
|G| < 2™ e/ou |X| < 2™ esses subespagos sao proprios, assim como o subespago
H = Hg ® Hx. Se este for o caso, assumiremos que os operadores unitarios
que farao a computacao necessaria para a solucao do PSO, atuarao trivialmente
sobre elementos nao pertencentes ao espaco H, isto é, atuarao como o operador
identidade. Para uma discussao mais profunda sobre codificacao dos elementos
referenciamos os trabalhos de Babai et al. (1995).

Respondida a pergunta sobre a representacao dos elementos no computador
quantico, devemos nos preocupar com as operacoes fundamentais que deverao ser
efetuadas sobre tais elementos, a saber, o produto do grupo G e a atuacao da fungao
separadora de classes, f. Também como premissas do problema, assumimos que
existem operadores unitarios que efetuam tais operagoes. Isto é, existe um operador
unitério U tal que dados elementos |g) ,|h) € He, U lg) |h) = |g) |gh). E comum
na literatura, pensar o operador U como um operador sobre um tnico registrador.
Fixado um elemento |g) € H¢ denotamos por U, o operador unitario sobre um
registrador dado por Uy |h) = |gh). Obviamente este operador ¢ induzido por U.

Por fim, assumimos a existéncia de um operador unitario Vy responsavel pela
aplicacgao da funcao separadora de classes laterais, que opera da seguinte maneira.
Dados |g) € Hg e |2) € Hx, Vilg)|x) = |g) |2 ® f(g)), onde & denota a soma
binaria dos elementos de B,,.

Encerramos este capitulo introdutério discutindo um outro importante as-
pecto do algoritmos quanticos. Todo algoritmo quantico é probabilistico, o que se
deve ao fato de todo algoritmo ter que efetuar alguma medida. Sendo assim, eles

podem em determinado momento nos fornecer uma resposta errada, ou falhar na
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obtencao de uma tal resposta, isto é, nao nos dar resposta alguma. Precisamos, de
alguma forma, medir a confiabilidade de um algoritmo. Diremos que um algoritmo
probabilistico é eficiente se sua complexidade computacional for polinomial e se
sua probabilidade de sucesso for maior que 1/2. E importante notar que a palavra
eficiente estd sendo empregada em trés ambientes distintos no nosso trabalho: (1)
quando dizemos que uma transformacao unitaria de n g¢bits é implementada efici-
entemente, significando que o nimero de portas elementares empregadas em sua
implementagao é polinomial em n; (2) quando dizemos que um algoritmo para o
PSO em um grupo G é eficiente, significando que sua complexidade computacional
é O(poli(log |G|)) e (3) quando um algoritmo probabilistico é eficiente, significando
que sua probabilidade de sucesso seja maior que 1/2. Sempre que necessario for,
enfatizaremos o carater da palavra eficiencia para que nao haja risco de confusao.
Para uma discussao mais profunda sobre este tema sugerimos a referéncia Kitaev

et al. (2002).
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Capitulo 3

O Grupo Z, X Zys

Neste capitulo, apresentamos o grupo Z, X Z,s onde iremos atacar o PSO.
De fato, nao se trata de um tnico grupo, mas de uma colecao de grupos, pois a
cada homomorfismo ¢ : Z,- — Aut (Z,r) fixado, temos um grupo distinto. En-
tretanto, como veremos, podemos separar esses grupos em sub-colecoes de grupos
isomorfos. Isso nos permitirda atacar o PSO em um reduzido ntimero de grupos,
um representante para cada sub-colecao, para os quais a abordagem sera a mesma.

Ferramenta imprescindivel para o entendimento do problema é a teoria de
grupos. Nao faremos na tese uma descricao dos aspectos basicos da teoria, re-
portando o leitor para as referéncias Garcia e Lequain (2002); Hernstein (1970).
Entretanto, alguns elementos da teoria que sao centrais no desenvolvimento do
nosso trabalho, estao apresentados sucintamente no Apéndice A. Para esses topi-
cos, além das referéncias ja mencionadas, sugerimos a leitura de Robinson (1995);
Hall Jr. (1959) e Spindler (1994). Ao longo de toda a tese iremos nos ater a grupos

finitos, exceto em mencao contraria.

3.1 A Estrutura do Grupo Z, X Zis

Sejam p um numero primo impar e r,s € N. Considere os grupos aditivos
Ly € Zyps, € o produto semidireto Z,r Xy Zy,s, onde ¢ : Zy: — Aut (Z,r) é o homo-
morfismo de grupos que define o produto semidireto (ver Apéndice A, Definigao

A.1.1). Os elementos neste grupo sao da forma (a,b), com a € Zy e b € Zys, a
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operagao do grupo é dada pela regra (a,b)(c,d) = (a+ ¢(b)(c), b+ d) e o elemento
identidade é e = (0,0). A férmula de multiplicagdo do grupo atesta que se ¢ nao
for o homomorfismo trivial descrito no Exemplo A.1.1, entao Z, X, Z,s nao ¢
abeliano.

Do Teorema A.1.1, temos que Aut(Z,) ~ Z;. e em conseqiiéncia, o ho-
momorfismo ¢ é completamente determinado por @ = ¢(1)(1) € Z,, sendo
d(b)(a) = aa®, Va € Zy, b € Z,s. Na definicio de a, 1 representa tanto o elemento
identidade de Z,r quanto o elemento identidade de Z,s. Assim, a férmula de mul-
tiplicacdo dos elementos do grupo se reescreve como (a, b)(c,d) = (a + ca®, b+ d).

A pergunta que devemos nos fazer agora é: quais sao os elementos em Z;. que
definem tais homomorfismos? Para responder, notamos que ¢(0) = ¢(p°®) : Zyr —
Zy ¢ o elemento identidade de Aut (Z,r), assim temos que o = ¢(p*)(1) = 1.

Desta forma, segue que um elemento o € Z;, que define um tal homomorfismo,

deve satisfazer a equacao de congruéncia

Y? =1 mod p". (3.1)

Nos interessa saber quais sao as raizes de (3.1) em Zy.. Notamos que as
raizes da equagao (3.1) possuem uma estreita relacdo com os parametros p, r e s
que definem o grupo. De fato, caso seja r < s note que para todo 0 < 7 < p" !,
tem-se que a; = 7p + 1 € Z;, é uma raiz da equagao (3.1). Para verificar esse
fato, basta expandir (7p + 1)P" e tomar a congruéncia médulo p”. Considere agora

o polinomio Y?° — 1. Tem-se que

VP —1=(z—a)” " P(Y) mod p', (3.2)
onde
ps_psfr+1
PY) = Z aioziY”S‘pH'H_i
i=0
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. N . , . i+pTH -1 ,
e os coeficientes q; sdo definidos como o nimero binomial ( . Além
v_/-+1
pb T -1

disso, temos que

s _ pms—r+l 1
P@g:<p b >aff”*¢0mmpﬁ

psfrJrl

s—r+l  (Contadas as

Portanto, concluimos que a multiplicidade de cada raiz é p
raizes «a, e suas multiplicidades, totalizamos p° raizes de (3.1). Pelo Lema de
Hensel, Gouveéa (1997), verifica-se que essas sao todas as raizes em Loy Se pl =
mdc (7,p" 1), 0 < I < r — 1, podemos escrever 7 = tp', com t € Zy, 1 U {0}
e o, = tp!T! 4 1. Para ressaltar a dependéncia das raizes aos parametros t e [,
denotaremos a raiz o, por ;. E importante notar que quando r = 1 existe apenas
a raiz trivial a = 1, com multiplicidade p®, e o grupo por ela definido é o produto
direto Z, x Z,s. Este também ¢ o caso, quando 7 =t = 0. Nao abordaremos nessa
primeira parte da tese o caso em que r < s. Ele sera tratado no Capitulo 6.

Nos dedicaremos até o fim do Capitulo 5 ao caso em que r > s. Nestas
circunstancias, para todo 0 < 7 < p°® temos que a, = 7p"~* + 1 € Z;, € uma raiz
de (3.1). Para verificar este fato, basta expandir (7p"* +1)?" e observar que todas
as parcelas da soma, exceto a parcela igual a 1, sao congruentes a 0 médulo p".
Desta forma, temos p° raizes distintas e o Lema de Hensel nos diz que estas sao
todas as raizes da equagdao. Considerando agora p' = mdec (7, p*), temos 0 < 1 < s
e podemos escrever 7 = tp' com ¢ € Z7, U{0}. Logo, ay = 7p" 5+ 1 =tp" T +1.
Por coeréncia na notagao, passamos a denotar o, por a;;. Usamos esta notacao
para ressaltar a dependéncia das raizes aos parametros t e [.

Cada raiz ay; define um homomorfismo ¢, : Zy — Aut(Z,), e portanto,
um produto semidireto G4 = Z,r Xg,, Lps. Caso t = 0 temos o produto direto
ZLyr X Lyps, para o qual o PSO ja estd resolvido, por tratar-se de um grupo abeliano.
Assim, podemos considerar ¢t € Z7,. Observamos que * = (1,0) e y = (0,1)
geram G4 Logo, qualquer elemento (a,b) € G* pode ser reescrito como (a,b) =

2%y®. Nesta notacao, o produto de dois elementos z%°, z°y¢ € G" é dado por
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b
(zy?) (wey) = w* ey,
Vamos langar um olhar mais cuidadoso sobre a poténcia a?, que aparece
nessa equacgao de produto. Se expandimos a mesma, obtemos:

b(b— 1)

5 (tprfs+l)2+b (tprferl) +1. (3.3)

N s\ b—
04?,1 = (tpr +l) +0b (tp H) gut
Caso o parametro [ seja tal que r > 2(s — [) a equagao (3.3) assegura que

0‘21 = thp" =+ + 1 mod p",

pois para qualquer j > 2, j(r — s + 1) > r. Manteremos a suposi¢ao de que
r > 2(s — 1) até a proxima sec¢do, onde fixaremos definitivamente a hipdtese sobre

o parametro [. Desta maneira, a férmula do produto do grupo passa a ser dada

por,

(29y?) (2°y?) = gotetr D bid (34)

quaisquer que sejam a,c € Zy e b,d € Z,s. Como conseqiiéncia, para quaisquer
a € Ly e b € Zys temos

Pt = gar (35)

De especial interesse para nds, sao os grupos definidos por oy ; = p" = + 1.
Denotaremos o produto semidireto definido por a;; por G'. O teorema seguinte

nos diz por qual razao tais grupos serao tao especiais. Vamos a ele.

Teorema 3.1.1 Para qualquer par ¢,] que defina uma raiz a;; nao trivial! da

equacao (3.1) tem-se, Gh! ~ G'.

Demonstracao: Fixemos as raizes a;; e aq,; da equacdo (3.1) e os respectivos
grupos G4 e G!, por elas definidos. Como t € Zys, existe um unico t71 e Lys tal
que tt7' = 1 mod p*. Seja U, : G' — G4 definida por U, (z%y’) = z%" . Pela
unicidade de ¢!, dado 2%y’ € G4 temos que z%y™ é o tnico elemento em G', tal

que Uy ;(2%™®) = 2%°, o que prova que ¥,; é uma aplicacio bijetora. Além disso,

! Por rafz trivial entendemos a raiz o = 1 da equagao (3.1).
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note que:

T ((2°9°) (2%y9)) = Wy (x“+c(bpr_s+’+1)yb+d)

r—s+1 —1
xa—&-c(bp +1)yt (b+d)
a, t b, —t~1b_c(bp"Ti41), t—1(b+d
= aty tyt e Syt o)

_ a, t=1b, c(bp” st 1) (=t btp—sH41), bt~ t=1(b+d
= 2% 2 )( )y y (b+4)

— xaytflbxcytfld — \Ijt,l (xayb) \Ijt,l (xcyd) )

Concluimos que ¥, ; é um homomorfismo bijetor, portanto, um isomorfismo.
[
Devido ao isomorfismo do Teorema 3.1.1, os grupos G! sao subdivididos em
classes de subgrupos isomorfos. Desta forma, podemos nos concentrar no estudo
de um unico representante de cada uma dessas classes de grupos, a saber, o grupo
G'. Por isso, no restante do trabalho nos ateremos aos grupos G! com 0 < [ < s.

Encerramos esta secao com um tltimo resultado sobre esses grupos.

l

()

Teorema 3.1.2 Para cada 1 < [ < s temos que

Go(1)(1) =p"" + 1.

~ Zpr Nd’O Zpsfl7 Onde

Demonstragao: De fato, fixado [ definimos I'; : G — Zr X4, Zys—1 por Ty (2°y") =
%" onde 1, é o resto da divisdao de b por p*~!. Verifica-se que I'; ¢ um homomor-

fismo sobrejetor, cujo nicleo é <ypl>. Logo, segue o resultado.

3.2 A Estrutura dos Subgrupos de G’

Nesta secao iremos caracterizar os subgrupos de G! em funcao dos geradores
x e y. Deste ponto até o fim do Capitulo 6 restante da tese, seja 0 <[ < s fixado

arbitrariamente e consideremos o grupo G', cuja operacao é dada por

() (ay?) = aerelr Ty (3.6)
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€ que tem com ConseqﬁénCia (6] fatO abaiXO:
r—s+1
ybxa == ./L'a(bp l)yb. (37)

Dado k£ € N e um elemento qualquer 2% € G', segue de (3.7) que

(ZL'ayb) k _ :L‘a(kerbpr_SH)ybk

a@ bp" st xak

T (3.8)

=T

Considere p' = mdc (a,p") e p’ = mdc (b,p*),onde 0 <i<re0 < j <s.

Decorre da equagao anterior que

a. b p.sfj _ apsfj a. b p'rfi — . > o
-y x , %y e, ser—i1>8—7J
(@) (@) .

T—1

(q:“yb)psfj =e, (PP =y ser—i<s—j

As identidades mostradas em (3.9) nos permitem concluir que a ordem do elemento

2%y’ € G', que denotamos por |z°y’|, é dada por

‘xayb‘ = max {p”*",ps*j}. (3.10)

Desde a secao anterior, assumimos que o parametro [ satisfaz a desigualdade

r > 2(s — ). Neste momento restringiremos essa hipdtese, fixando o seguinte:

Hipé6tese 1 O parametro | que define o homomorfismo do grupo G' satisfaz a

desigualdade r > 2s — [.

Essa é a ultima restricao que faremos sobre esses parametros ao longo da tese.
Assim como o caso em que r < s, 0s casos que violem esta hipdtese serao abordados
no Capitulo 6. Vale observar que quaisquer que sejam r e s, com r > s, é sempre
possivel escolher ao menos um [ satisfazendo a esta hipdtese, isto é, existe ao
menos um grupo da forma G' com [ satisfazendo & Hipdtese 1. Caso r > 2s
obviamente a hipotese sera satisfeita para qualquer [. Por esta razao, os resultados
que apresentaremos na tese irao generalizar os resultados apresentados em Cosme e

Portugal (2007a,b), bem como os resultados apresentados em Inui e Le Gall (2005);
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Chi et al. (2006).

Analisando a equagao (3.8) aluz de (3.9), podemos mostrar que A

<:E“yb>, logo z% %% € <mayb> Vk € N. De fato, sendor > 2s —1Il,ser—1>s—j

temos

k(k—1 _92s i
(2 )bpr 254147

k(k=1); r—s41 s—7j ps_j
792 bp — <xap ) — ((Z,ayb) )

k(k—1 — 1
%pr 2s+1+j

. . . ~ k(k=1)7 r—s41
Caso seja r —i < s — j, entdo @ z P

=e.
Levando em consideragao a discussao precedente, temos o seguinte lema, que

embora seja bastante simples, tera grande importancia em nosso trabalho.
Lema 3.2.1 Dado 2%’ € G' temos que <x“yb> = {x“kybk; 0<k< |x“yb}}.

Demonstragao: Seja R = |z%y’| Como j& mostramos que z*y** € (zy*) Vk €

N, basta provar que se 0 < k < R, entao (2%°)F = e se, e somente se, k = R. De

(3.9) nota-se que se k = R, entdo (x%°)¥ = e. Se por outro lado, for k < R, entao
ou ak < p" ou bk < p*, e por (3.8) tem-se que (z%y°)* # e.

[

Seja 2% € G, a,b # 0, e escrevamos b = up’ onde, como antes, p/ =

mdc (b, p*) com 0 < j < s ewu € Z7,. Existe ut e Zys tal que wu~! = 1 mod p*,

/ -1 / J _ —1_ _ -
CybuT = 22y onde a' = a (u Lo =lpr sﬂ“). Como

assim (z%")" = x
u~' € Z,, temos que mdc(a,p”) = mdc(da’,p") e, portanto, segue deste fato

i
x®yP |

que }]jayb‘ = Desta forma, <5anb> - <$a/ypj>- Seja pl = mdc (a/’pT) €
a = tp't. Ser —1i > s— j podemos tomar t' € Zy, ;. De fato, caso t > pi,

escrevemos t' = gp*/ +t com t € Zy, ;. Entao
Py = gt (3.11)

Nos atenhamos ao termo z%®"" . Por (3.9)

-1

its—j P at i qt='p>7
g = ((mtp) ) = (Itp y”) . (3.12)
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Segue de (3.11) e (3.12) que

L o N\ I4qtTipsTI o o
xt/pzypj _ (J}tplyp]> +qt™'p N <xt/pzyp]> < <xtpzypj>

Ii oj i g i
Como |2tP'y? | = |2y’ | = p"~* temos

(xy’) = <xt'piypj> = <:rtpiypj>.

Por outro lado, sendo r —i < s — 7 podemos tomar ¢t € Z;T,i, sendo a analise
analoga a do caso anterior.

Definicao 3.2.1 Dados 7,j € N tais que 0 < i < re 0 < j < s, definimos
m’ =min{r —i,s — j}.

O lema seguinte, de destacada importancia, decorre da discussao precedente.
Lema 3.2.2 Os subgrupos ciclicos de G' sao da forma <:Btpiy7’j> onde 0 <7 <,
0§j§set€Z;m, sem’ #0out=1sem =0.

]
Definicao 3.2.2 Dado H < G', definimos H,, H, < G! dados por H, = HN (z) =
<:L’pm>eHy:Hﬂ<y>:<yp">,ond60§m§'r’e0§n§5.

Tendo em vista a implementagao de um algoritmo quantico para a solucao
do PSO em G', é interessante entender a relacao entre os coeficientes i, j e t que
definem um subgrupo ciclico, H = <xtpi YV >, com os coeficientes m e n que definem
os subgrupos H, e H,, respectivamente. Comegamos observando que se r—i > s—7j,
entao H, = {y”"} = {e} e H, = (a¥") para algum m. Por outro lado, (3.9) nos

diz que os elementos em H, sao da forma:
o N\ kpsT o\ Kt
7 J i+s—7
(=) = (=)
Portanto, m =i+ s — j e podemos escrever i = m — s + j. Assim

H = <xtpm_s+jypj>. (3.13)
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Quando temos r—i < s—j, entao H, = {z#"} = {e} e H, = (y”") para algum
n. De maneira analoga concluimos que n = j +r — 4. Assim, pondoi=r —n+j

temos

H= <xtp“n+jypj>. (3.14)

Neste caso, temos ainda que t € ZZH = Z;n,j.

A definigao seguinte nos sera 1util para dar melhor fluéncia ao texto da tese.

Definicao 3.2.3 Seja g € G!. Diremos que g satisfaz a hipétese ciclica, em alusao
ao Lema 3.2.2, se g = xtpiypj com(0<:1<r,0<3<sete Z;m/ se m' # 0 ou

t=1sem' =0.

Agora, voltamos nossa atencdo para os subgrupos de G! gerados por dois
elementos. De imediato destacamos os subgrupos da forma H = <xpi, ypj>, com
0 <i<re0<j <0, todos distintos entre si. Obviamente, H, = <xpi> e
Hy:<ypj>,comm:ien:j.

Vamos considerar outros dois casos de subgrupos gerados por dois elementos,
H = <xt”iy”j,x7’k> e L = <:Etpiyp‘j,ypk> onde z'"'y? satisfaz & hipétese ciclica,
0<k<re0< A< s Vejamos primeiro o caso do subgrupo H. Se k < 1,
podemos escrever i = k+i' e assim 2 y? = <xpk>tpl y?” . Esta identidade assegura
que ypj € H e que xtpiypj € <:Epk,ypj>. Logo, temos H = <xpk,ypj>.

Suponhamos agora que k > ¢+ s — j, o que implica que devemos ter r —i >

s — 7. Podemos escrever k =i+ s — j + k' e assim, por (3.9)

. . tflpk/ . .
k i+s—j 7 J
¥ = (:Ij'tp ) = (a:tp yP )

Logo " e <xtpiypj> e H = <xtpiypj>. Resta considerar o caso em que i < k <

t—lpk’Jrs—j

min {i + s — j,r} onde podemos escrever k =i+ k' com 0 < k' < m/. Mas antes
de prosseguirmos, vejamos o caso dos subgrupos da forma L = <xtpiypj ,ypk>.
Pode-se verificar que este caso é inteiramente similar ao anterior, ressalvadas as
particularidades. Se A < 7, entao L = <xpi,ypj>. Se A > j 4+ r — i, entao

L = <xtpiypj> e aqui deve-se ter r — ¢ < s — j. Resta o caso em que j < A <
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min{j + r — 4, s}, ou equivalentemente, onde A = j + A com 0 < X' < m/. Tendo
em vista as restrigoes sobre k' e X, deve-se ter i <r — 1 e j < s — 1 para que se
tenha m’ > 1 e, portanto, possam existir £’ e \'. O lema a seguir mostra a estreita

relacao entre os grupos H e L nesses casos restantes.

Lema 3.2.3 Dado xtpiypj €G.com0<i<r—1,0<j<s—lete Z;m,, sejam
H e L os subgrupos definidos por H = <xtpiypj,xpi+k> el = <:Etpiy7’j , ypj+k> onde

0<k<m. Entao H = L e pode-se tomar t € Z;k.

AN
Demonstracgao: Calculando (xtp ypj> temos

k .
k p—=1 _r—s+j
) N\ P . t(1+ p ) .
(xtplyp]> . <xpz+k> 3 p;+k‘

Como t (1 + Z%pr_sﬂ' ) ¢é coprimo com p, a identidade anterior nos mostra que

s

e L, y»""" € H e, assim, L = H. Se agora escrevemos t = ¢qp* + t' com

0 <t < p”, temos que
i pi itk \ T i g Ui pi itk
$pyp:<xp )xpyp:>H:<xpyp,xp >

e pode-se assumir t € Z;k, encerrando assim a prova.
|
Verifica-se que os subgrupos da forma H = <:ctpi ypj , :cpi+k> sao todos distintos
entre si, nao sao ciclicos e também distintos dos subgrupos da forma <:1:pi, ypj>.

Além disso, temos que
itk . itk :
Hx:<$” >comm:z+keHy:<yp >Comn:j+k’. (3.15)

De fato, temos <xpi+k> C H,. Da discussao precedente a (3.13), temos <xtpiypj> N
(x) = <xpi+57j> ser—i>s—je <:ctpiypj> N(x) ={e}ser—i<s—j. No
primeiro caso, como 0 < k < s — j, segue que ¢ +s — j > 1 + k e, portanto,

<xpi+sfj> C <xpi+k>. Conclui-se que H, = <x7’i+k>. De forma anéloga, conclui-se
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a segunda parte da afirmagao (3.15). Sendo assim, temos que
H= <xtpm"“yp”"“7xpm> - <xtpm"“yp""“7yz)”>_ (3.16)

Desejamos mostrar que as trés classes de subgrupos que apresentamos até
agora esgotam todos os possiveis subgrupos de G'. Para tanto, a discussao seguinte
serd ttil. Sejam g,h € G!, com g = ' y? e h = a:”’mypA satisfazendo a hipotese
ciclica. Nos interessa conhecer que tipo de relagao é preservada entre os produtos

gh e hg. Para tanto, comegamos observando que a equagao (3.7) implica que:

K A (2 Vi K i+ A+r—s+l ) A j
hg = <x7p yP > (Itp yP ) — P (l.tp 2P yP )yp]
i+ A+r—s+1 i K j A
e 4 7P (pr yp7 ) yp
i+A+r—s+1 7 _ Kk+j4+r—s+l1 J K A
_ xtp xtp (x TP yp P )

yp

. x<tpi+)\77.pm+j)prfs+lgh’
= hg = vgh (3.17)

onde definimos  como

(tpi+>\ _Tpm+j )p'r‘fs#»l

Y=

Vamos analisar o termo . Se min{i + A\, k +j} > s — [, entdo gh = hyg
pois neste caso v = e. Assim, suponhamos que min{i+ \, K+ j} < s —[. Se

1+ A < K+ J, reescrevemos y como

tpr—s+l+i+)\ B
T=\T )

com = 1—t"1rptti=0+HN  Como r—s+1 > s, temos que i+ A +r—s+1 > i+5—;

temos ainda que i + X\ < s — [, o que implica que r —i > s — j. Assim, podemos
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mostrar, utilizando (3.9), que

tpi+/\+r—s+l tpi p] p>\+’r75+l
X — Py
:> ,y — BpA‘FT*SJrl
whe = .19

Antes de tratar o caso em que k + j < i+ A, observamos que a equacao (3.7) nos

r—

. r—s+1
permite demonstrar que x” y = ya?

+1 . . r—s+1

, 0 que implica que xP comuta com
qualquer elemento de G!. Sendo assim, pela equagao (3.17), temos que hg = gh.
Suponhamos agora que k + j < i + A. Por um argumento semelhante ao anterior

concluimos que

hg = ght TP (3.19)

onde § = 7 HpitA—(vts) — 1,
As equagoes (3.18) e (3.19) continuam vélidas se tomarmos quaisquer g, h €
G!, pois pelo Lema 3.2.1 podemos considerar g = "' y" ¢ h = :zc“””ny/“’A ea
introducao dos parametros p e n nao interfere no algebrismo desenvolvido acima.
Da discussao que acabamos de fazer segue o seguinte lema.
Lema 3.2.4 Sejam g, h € G!, com g = 277y e h = PP "y tais que 2P y? , x™P" P

satisfagam a hipotese ciclica. Sob essas condigoes temos que
1) deminyt+ A, K+ )y =2 S — L, entao gh = hg.
i) Se min{z+ A > [, entao gh = h
(i) Se i+ A < K+ j, entdo hg = ¢* """ h onde =1 — ¢t~ irprti— (Y,
(i) Se k +7 < i+ A\, entdo hg = gh“‘s?”'”*”l, onde § = 7 HpitA—(sts) — 1,

(iv) (g,h) ={g"h™; 0<n <|g],0 <m < ||} = (g) (h).

Uma das possibilidades que o Lema 3.2.4 nos abre é o calculo da ordem de
um subgrupo gerado por dois elementos. De fato, se H = (g, h), entdo |H| =

| {g) [| (hY|/] {g) N (h)]. Como conhecemos |g| para qualquer g € G', resta apenas
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determinar a ordem de (g)N(h). Esta intersegao também é simples de ser calculada,
pois conhecemos a completa caracterizacio dos subgrupos ciclicos de G' dada nos
Lemas 3.2.1 e 3.2.2.

A proposicao seguinte mostra que qualquer subgrupo de G! pode ser gerado
por um conjunto com, no maximo, dois geradores. Este é o ultimo obstaculo
a transpormos antes de podermos caracterizar completamente os subgrupos de
G'. Antes de a enunciarmos, vamos fazer algumas observacoes para tornar a sua
demonstracao mais limpa. Pelo Lema 3.2.1, temos que dado um elemento qualquer
g € G, existe um elemento xtpiypj € G' satisfazendo a hipétese ciclica, tal que
(9) = <wtpiypj>. Além disso, o item (iv) do Lema 3.2.4 nos assegura que (g, h) =
(g) (h). Combinando esses dois resultados, ao tratarmos de subgrupos de G! com
dois geradores, podemos sempre considerar, sem perda de generalidade, que estes

geradores satisfazem a hipdtese ciclica. Vamos a proposicao.

Proposicao 3.2.1 Qualquer subgrupo de G! pode ser gerado por um conjunto

com, no maximo, dois geradores.

Demonstracgao: Para provarmos a proposicao, basta mostrarmos que se um sub-
grupo de G' é gerado por 3 elementos, entdao existem dois elementos no subgrupo
que também o geram. De fato, suponhamos provada esta afirmacao. Seja H < G,
com H = (g1, 92, 93, ga). Podemos tomar H' = (g1, g2, 93) < H. Pelo que estamos
assumindo verdadeiro, existem ¢, g, € H' tais que H' = (¢, g5). Desta forma,
H = {4}, 95, 94). Novamente aplicando o resultado, reduzimos o ntimero de gera-
dores de H para 2. Este argumento se aplica a subgrupos gerados por um nimero
qualquer de geradores, o que comprova a afirmagao inicial.

Sendo assim, seja H = (g1, g2, 93) < G'. Vamos demonstrar que existe um
desses geradores que pertence ao subgrupo gerado pelos dois outros. Pelo discutido
no paragrafo que antecede esta proposicao, podemos assumir que g; = :Utpiypj ,Go =
™" ypA e g3 = 2" yP" sao distintos e satisfazem & hipétese ciclica. Podem ocorrer
duas possibilidades em relagao aos parametros i, x,m e j, \,n. Na primeira delas,

consideramos que i = Kk = m e j = A = n. Na segunda, pode-se escolher entre os
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elementos i, k,m e 7, \,n um elemento que é estritamente menor que os demais,
por exemplo ¢ < K,m ou A < j,n.

No primeiro caso, os parametros t,7 e u desempenham papel fundamental.
Como g1, g2, g3 sao distintos, certamente ¢, 7 e u 0 sao. Consideremos as diferencas
u—t,u—7et—7. Se quaisquer duas dessas trés diferencas forem divisiveis por p,
entao a terceira delas também o sera. Equivalentemente, se uma delas for coprima
com p, entao devera existir uma segunda diferenca, também coprima. Para que
um dos geradores, digamos g3, pertenca ao grupo gerado pelos demais, (g1, ¢g2),
devemos ser capazes de mostrar que existem M, N inteiros tais que g3 = g}g..

Pelo Lema 3.2.1, isso equivale a mostrar que M, N sao tais que

L ypj — o (tMrN(Mpr=ot 1) )piy(MJrN)pj .

Equivalentemente, temos o sistema de equacoes

tM 4+ 7N +7NMp =+ —y = 0 mod p'*

(3.20)
M+N-1 = 0mod p*™
Este sistema de equagoes de congruéncia, ¢ equivalente a equagao abaixo
(T —t)N + (t — u) + tqp* + TNMp" =+ = 0 mod p" . (3.21)

Se p divide as diferencas 7 — ¢, T —u e t —u, sejam 7 —t = T1p° e t —u = Typ™
com mdc (71, p) = mdc (T, p) = 1. Suporemos que d; < d2, 0 que podemos fazer

sem perda de generalidade. Neste caso, a equagao (3.21) se reescreve como

TiNp° + Top® + tqp* 7 + TNMp =™+ — 4 = 0 mod p"".

Caso 0; < s — j a equagao acima ¢é equivalente a

TIN + Top® ™ + tqp* 7% + TN Mp =579 =0 mod p" 7%,  (3.22)
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onde estamos assumindo que r —i > s — j (0 caso em que r —i < s — j, é anédlogo).
Definindo P(N) = T1N + Topp®2 =% 4 tqp* =970 + TN Mp—*+H+i=%1 — 4 temos que
P(N) = T1N + T mod p, se §; = d3, ou P(N) = 71N mod p, se 4; > d2. Em
qualquer caso, existe Ny tal que P(Ny) = 0 mod p, Hefes (2006). Além disso, se
P’(N) denota a derivada formal do polindmio P(NN), temos em ambos os casos
que P'(N) = Ty mod p, portanto P'(N) # 0 mod p. Desta forma, o Lema de
Hensel, Gouvéa (1997); Eisenbud (1995), nos garante que existe solu¢ao para a
equagao (3.22), o que implica que existe solugao para o sistema (3.20).

Se por outro lado, for §; > s — j, temos diretamente que g3 € (g1). De fato,
gs € (g1) se, e somente se, existir M tal que x“piypj = xtMpinpj. Equivalente-

min (r—i,s—j

mente, temos t — u = gp ). Como & < 6o, temos que t — u = Top®Thp*—I
e, assim, segue que afirmacao ¢é verdadeira.
Devemos tratar agora, o caso em que existam duas das diferencas 7—1, 7 —u

e t — u, coprimas com p, que suporemos ser 7 — t e t — u. Definindo

P(N) = (1 —t)N + (t —u) +tqp*™ + TNMp T+

temos que P(N) = (1—t)N+(t—u) mod p. Desta forma, a equacdo de congruéncia
P(Ny) =0 mod p tem uma solugao Ny Hefes (2006) e como P'(N) = 7 —t mod p,
temos que P'(N) # 0 mod p. Pelo Lema de Hensel, garantimos solugao para o
sistema de equagoes (3.20). Fica assim estabelecido que se i =k =me j =\ = n,
entao um dos trés geradores de H pertence ao grupo gerado pelos outros dois.
Na seqiiéncia da prova, podemos supor que entre i, k,m e j, A\,n pode-se
escolher um elemento que é estritamente menor que os demais. Ha um nimero
bastante grande de possibilidades, por exemplo: 1 < k,mej=A=n;oui < K,m
ej<An;oui=~r=mej<An;etc. Oargumento da prova, em qualquer caso,
sera sempre o mesmo, mostrar que a partir do sistema de equagoes de congruéncias
inicial, recaimos numa equacgao de congruéncia que satisfaz as hipoteses do Lema de
Hensel. Desta forma, apresentaremos a prova apenas no caso em que ¢ < Kk, m e que

A < j,n. Sob essas hipdteses, afirmamos que g3 € (g1, g2). Para que a afirmagao
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seja verdadeira, devemos mostrar que existem M, N € N tais que g5 = gMg’.
Esta identidade é equivalente ao sistema de equagoes de congruéncia abaixo, que
devemos garantir ter solucao.

tM + Tanfi + TMNprferlJerrnfi _ upmfi = 0 mod prfi
(3.23)

Mp= + N — p»=? 0 mod p*—*

O sistema (3.23) é equivalente a equagao
tM+ T <qpsf/\ o ijf)\ - N +pn7/\) pnfi + TMNprferlJerrnfi o upmfi =0 mod p'r‘fi.
Pondo

P(M)=tM + 7 (qgp** = Mp?™* = N +p" ) p" " 4 TMNp'—sTHHitrn=i _ypm=i,

podemos verificar que P(M) é tal que P(0) =0 mod p e P/(0) # 0 mod p. Desta
forma, novamente aplicamos o Lema de Hensel para garantir que existe um inteiro
My tal que P(My) = 0 mod p"*. Assim, existe solugao para o sistema de equagoes
de congruéncia (3.23). Portanto, existem M e N tais que g3 = gi7gd’. Fica assim
demonstrada a proposi¢ao.
|
Na verdade, demonstramos um pouco mais do que enunciamos na proposicao.
De fato, mostramos que qualquer subgrupo gerado por um conjunto de geradores
com mais de dois elementos, pode ser gerado por um subconjunto desse conjunto
de geradores, com apenas dois elementos, ou equivalentemente, que dados trés
elementos quaisquer de G', um deles pertence ao subgrupo gerado pelos outros
dois. Observe que este conjunto de geradores, pode ainda ser redundante, pois
existem os subgrupos ciclicos.
Neste ponto, podemos caracterizar completamente os subgrupos de G', exi-

bindo seus geradores em funcao de x e y. Faremos isso no

Teorema 3.2.1 Os subgrupos de G' sao classificados da seguinte forma:
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< y” > onde z'"'y? satisfaz a hipdtese ciclica.
<x >O<Z<TO<]<S

(iii) <xtpyp] l+>:<:Etpiypj,ypj+k>,O§i<r—170§j<s—1,0</€<

m’ etGZ;k.

Demonstracao: Se H ¢ um subgrupo de G' com um tinico gerador, o Lema 3.2.2
nos garante que H pertence a classe (i). Assim, tendo em vista a Proposic¢ao 3.2.1,
suponhamos que H seja gerado por dois elementos g = x®'y?’, h = :ltTI’KypA €
G! satisfazendo a hipStese ciclica. Demonstraremos que H pertence a uma das
tres classes descritas no teorema. Suponhamos inicialmente que k > i e A < J.

Escrevendo k =1+ k' e j = A+ j', temos

-/ /
K

g=a"y" = (”fpiy (y”h)pj Ch=ay = (”fpiyp v
o que implica g,h € <x”i,y7’j>, logo H < <xpi,ypk>. Mostraremos que H =

<:L‘pi, ypA> e, portanto, pertence a classe (ii). Para tanto, calcularemos a ordem do

subgrupo H que é dada por |H| = |g||h|/| (g) N (k) |, mostrando que ela é igual a
<xpi, ypx>‘ — s

Se r—k > s— A necessariamente r —i > s—j e, assim, |g| = p"~", |h| = p" "

Além disso, (g) N (h) = <xpﬁ+54>. De fato, como k + s — XA > i+ s — j, segue
que <acpn+5ﬂ> = ({g) N (h)) N (x), portanto, <acpn+5ﬂ> < {g) N (h). Se existirem

0 <n,1 < p* tais que 2y = 2TV YT (g £ e £y, entio

tnp' = ™'p®  mod p" n=unp™" mod p'!
<~
np’ =n'p*  mod p* np'*=n" mod p*
ondeu =t"'7. Comor —i>7r—kK>s— \ temos
n=upt mod pth ] =t = qip
np’ A =7 mod p** A =1 = qp*

46



O dltimo sistema nos dd a equagdo 7' (up™7=0+N — 1) = (g — ip’ ) p*, que
nos conduz a um absurdo, pois p*=* {1 e p*~* ¢ (up”*j*(”)‘) — 1). Logo, nao
existem tais 7 e 17/,(g) N (h) = <:1cpﬁ+s_k> e, portanto, |H| = p+~* o que
implica H = <xpi, ypA>.

H& outras duas possibilidades a serem consideradas, ainda sob a suposicao
querk >ied<j (l)r—k<s—Ader—i<s—j;(2)r—x>s—Aer—i<s—j.
Em ambos os casos, temos |H| = p"+*~(* e portanto, H = <xpi, ypA>. As provas
sao analogas ao caso tratado anteriormente.

Podemos supor, agora, que Kk >ite X >j. Ser—i>s—jekrk>i+s—]

podemos escrever k =i+ s —j+ K e

i tlrp N o

X S—J . Nt Tps
K A tpt p A tpt 7 A
h:l‘Tp yp :(<l‘p yp — I.Pyp yp7

o que implica h € <g,ypk>, ypA € H e, desta forma, H = <g,ypj>. Pelo Lema
3.2.3 e pela discussao que o precede, temos que H pertence a uma das trés classes
de subgrupos do teorema.

Se agora forr —1>s—jei <k <i+s—j, note que deve ser s —j > 1,
podemos escrever k = i+ k' com 0 < k' < s — j. Como j < A, também podemos
escrever A = j + X. Pondo k = min {x’, \'}, afirmamos que H = <g,x7’i+k> =
<g, ypj+k> e, portanto, pertence a classe (iii). Vamos provar esta afirmacao. Como
k <~k ek <N, podemos escrever Kk = i+k+0, e A =j+k+0,, onde d, = k' — X,

0h=0sex >Ned.,=0,00=XN—+K ser <\. Assim

Sk 5
B — <xpi+k>tp (pj+k>p A c <g7 :Cpi+k> .

Logo, H < <g,:vpi+k>. Voltamos nossa atencao para a ordem de H que é dada
por |H| =p" " !|h|/|{g) N (h)|. Ser —k >s— A entao |h| =p" " er+s—\=
i+s+7+(0x—0y). Assim, k+s—A>i+s+jse’ >Nerk+s—A<i+s+]se
k' < X, o que implica que (g) N (h) = <xpn+5ﬂ> se k' > Ne(gyn(h) = <xpi+57j>

se i/ < N. Logo, |H| = p" ™~ *N se v/ > N e |H| = pr+s=(:+) ge k' < ). Porém,
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se k¥ > N temos A = j+keser < XN temos Kk =i+ k. Em qualquer caso,
|H| = prts-(Hith) = ‘<g, xpi+k>’, provando que H = <g, xpi+k> casor—K > s— A
Casosejar —k < s— A\, (g) N (h) = {e} e |h] = ps*. Assim, |H| = pr+sf(i+)\)'

Mas
s—j—N=s—-A>r—k=r—i—-Kk>s—j—Kk =>r>N=0§=0

Logo, A = j+k+6) = j+k e, assim, |H| = p'+5~0+7++)  Portanto, H = <g,xpi+k>.
O caso em que r — i < s — 7 é analogo ao caso r — ¢ > s — j. Encerramos, assim,
a prova do teorema.
[
Note que a classificacdo dos subgrupos de G! nao depende do particular va-
lor de [. Isso significa que, como conjunto de elementos, esses subgrupos sao os
mesmos, qualquer que seja [. A classificagao do Teorema 3.2.1 serd a ferramenta
fundamental para a solucao do PSO em G'. De fato, veremos que ela nos permi-
tird reduzir, na maioria dos casos, 0 PSO em G' para instancias do PSO abeliano.
Quando isso nao for possivel, o conhecimento da estrutura dos subgrupos ird nos
permitir construir um algoritmo capaz de obter os parametros que determinam o
subgrupo oculto.
Um outro aspecto importante que decorre do Teorema 3.2.1 é o dominio de
variagao dos parametros que definem os subgrupos. Os parametros i, j e k variam
entre 0 e no maximo r, ao passo que o parametro t pode variar, num pior caso,

entre 0 e p°. Desta forma, vemos que enquanto ¢, j e k estao em um dominio da

ordem de (r+s)logp = log |G|, t estd em um dominio que é da ordem de O (|G'])).
Este fato, t estar em um dominio muito grande, inviabiliza uma tentativa direta
de solucao do PSO em G', por uma estratégia de busca de todas as possibilidades,
testando um a um todos os possiveis subgrupos de G', pois neste caso o niimero

de chamadas a funcao separadora de classes seria da ordem de ‘Ql‘, portanto um

método ineficiente.
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3.3 Propriedades dos Subgrupos de G

Reunimos nesta se¢ao algumas propriedades importantes dos subgrupos de
G' que nos serao tteis no decorrer do trabalho. Comecamos observando que somos
capazes de decidir quando um subgrupo de G' é ou nao ciclico. Na observacao

seguinte, mostramos como fazer esta distingao.

Observagao 3.3.1 Dado H < G, considere H, = (2*") e H, = (y*"), como
definidos na Definicao 3.2.2. Pela andlise que fizemos a respeito dos subgrupos
com dois geradores, em especial nas equagoes (3.15) e (3.16), decorre que se m < r
en < s, entao H é gerado por dois elementos e: ou H = <a:pm,ypn> ou H =
<xtpm_kypn_k, ypn> = <xt7’m_kypn_k,xpm> com 0 < k < min{m,n} et € Zy. Note
que caso m = 0 ou n = 0, podemos assegurar que H = <xpm, yp">, pois neste caso
min {m,n} = 0.

Das equagoes (3.13) e (3.14), temos que se m < r e n = s, entao H =
<xtp’"’s+jypj> com0<j<s t€Z, ;sejFsout=1sej=ses—j<m
Casom=ren < s, entao H = <xt”“n+jypj>, 0<j<neteZ,  ;sej#nou
t=1sej=mn. Porfim,sem=ren=s, entdo H = <xtprfs+jypj> com0<j<s

et €y, ;ouH={e} u

Do ponto de vista computacional, os parametros m e n representam uma
grande vantagem, pois como Z, =~ () e Z,= ~ (y) sao grupos abelianos, m e n
podem ser determinados eficientemente, supondo que <xpm> seja oculto em Z,- e
que <ypn> seja oculto em Zys. A Observagao 3.3.1 mostra que o conhecimento de m
e n permite que alguns dos parametros que definem o subgrupo sejam eliminados.
De fato, caso H seja ciclico, o parametro 7 é eliminado, enquanto no caso dos
grupos nao ciclicos, os parametros 7 e j o sao. Em qualquer caso, restarao sempre
dois parametros a serem determinados.

Na seqiiéncia do trabalho, vamos caracterizar os subgrupos normais de G'.
Relembrando, um subgrupo N de G é normal se para todo g € G, gN = Ng.

Comegamos pelos subgrupos da classe (i). Seja H = <3:tpiypj>. Como z e y
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geram o grupo G', temos que o subgrupo H serd normal se, e somente se, existirem

 h e H tais que z (2'y” ) = gz e y (2 y” ) = hy. Segue que
g q

i pi i i st
:L’(J:tpyp>:xtpypx P x.

r—s+l+j r—s+l+j

Se definimos g = a:tpiypj x7? , temos que g € H se, e somente se, 77

. . o r—s+l+7
H. Casor—i<s—j,xP

¢ H e, assim, H nao é normal. Se for r—i > s—7,
devemos ter r — s+ 1+ j > i+ s — j o que é equivalente a r —i > 2(s — j) — L.
Além disso,

tpz p] o tpﬁ"fs+l+i tpz pJ

Se definimos h = xtprfﬁl“xtpiypj, entao h € H se, somente se, 7" e H. Desta
forma, devemos ter r —s+1+41 > i+ s—j o que é equivalente ar —s+1 > s — J.
Mas como r > 2s — [, temos r — s+ 1 > s > s — 7, portanto, h € H em qualquer

caso. Concluimos que
H = <xtpiypj> é normal < r—i>max{2(s—j)—1,s—j}. (3.24)

Vejamos agora os subgrupos da classe (ii). Considere H = <xpi,ypj>. O
subgrupo H serd normal se, e somente se, existirem g, h € H tais que yxpi = qy

r—s+l1

e zy? = hz. Temos que yz? = 27 @ ""'+y o obviamente, zP'®" ') ¢ H.

Observe agora que zy? = z~® ""+Dy?  Sendo mdc (Pt +1,p) = 1, segue

que z~ @D

€ H se, e somente se, 1 = 0. Logo:

H = <xpi,ypj> é normal < i =0. (3.25)

Por fim, para os subgrupos da classe (iii), se H = <:ctpiypj , :L'pi+k>, verifica-se
que

H énormal ©r—s+1>i+k—j. (3.26)
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Os lemas seguintes descrevem o comportamento das classes laterais de sub-
grupos de G', quando calculamos sua intersecdo com certos subconjuntos de G'.
Suponhamos que exista m tal que r —s+1 < m < 2s —[. Esta suposicao, que por
hora pode parecer sem propésito, ficara clara quando utilizarmos os resultados dos

lemas mais a frente. Sejam os subgrupos K ; definidos por
K= <xtpm*s“ypj > (3.27)

ondeOSszeteZ;s_j se j#sout=1sej=s. Caso H seja um subgrupo
ciclico de G tal que H, = <a:pm>, temos que H = K;f para algum par j,t. Considere
agora

Tj:{x“yb;0§a<pm,0§b<p7}. (3.28)

Temos que Tj é uma transversal® de K]t- para qualquer t e em virtude do Lema

3.2.1, para qualquer 2%’ € T} segue que
mabe;f = {m“t”pm_sﬂ<W_S+l+1)yb+“pj; 0< k< pr+s_m_3} ) (3.29)

Sob essas condigoes, prova-se o seguinte lema

Lema 3.3.1 Seja L = {29 0 < a < p™,0 < b < p*}. Dado 2%’ € T}, considere
o COIljUIltO N = {x(a+tnpm—3+j) mod pm:berfipj; 0 S K < psfj}‘ Entao (ZanbK;f)ﬂL —

N quaisquer que sejam j e t.

Demonstragao: Sejam 2%y’ € T; e g € (.ZanbK;) N L. Como g € x“be;, temos

tr! m—s+j b r—s—+l1 1 =i e — 1
R (b= 41) ybin's om0 < K < prT=™=9. Por outro lado, como

g =
g€ L, temos g =2¥y” com 0 < a < p™e0 <V < p*. Podemos escrever r’ =

g i . m—s+j m j
qp® 7 +k, com 0 < k < p*~7. Assim, podemos reescrever g = x@TP g bt

2 Um conjunto completo de representantes das classes laterais de um dado subgrupo no grupo.
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onde v =t (q (bp"** + 1) + kp"~2TH7). Desta forma,

a+ tep™ 5t 4 yp™ = a/ mod p" a+ tkp™ 5t = a’ mod p™
=
b+ kp’ = b mod p? b+ kp’ = b mod p?

Como a’ < p™el,b+kp’ < p°segue que a’ = (a + tkp™ ) mod p™ e b = b+kp’
com 0 <k < p*7. Logo, g € N = (29’ K!) NL C N.
Para a inclusao inversa, comecamos notando que N C L. Seja, agora, g =

a+tnpm_s+j) mod p™ yb—&—npj

2( € N. Podemos escrever (a + tkp™ **7) mod p™ = a +

tkp™ ST 4 gp™, para algum ¢. Assim

m—s+j m J
xa-l—tnp +qp yb—l-np
m—s+j m—s+j, r—s+l _ m—s—+j ., r—s+l1 m 7
l,a-l—tnp :L,tnbp D x txbp p 9P yb-i-np
—sti (ppr—s+i j
— pattep™ T J(”PT T 1) ;cwmberﬂpJ

gt (oot ) e g (=(b+rp? )pr==tis1)

= (o) (am ) (o) O

_ i m—s+j J
onde v = q — trbp" =257+ Temos x'"P Yy € K e
. tflpsfj . . tflpsfj
m m—s—+j m—s+j

assim, 2#" € K!. Portanto, g € 2°y’K} o que implica que N C z*y’K! e nos
permite concluir que N C (x“be ;) N L, encerrando a prova.

|

Sejam agora m e n tais que 0 < m < 2s — [l e 0 < n < s. Considere os

subgrupos K dados por

K} = <xtpm*ypn7k, a:pm> (3.30)
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onde 0 < k <min{m,n}et € Z;‘)k. Novamente, se H é um subgrupo de G' tal que
H, = <xpm> e H, = <xp">, entao H = K}, para algum par k,t ou H = <:L‘pm,ypn>.

Uma transversal para K} é dada por
T = {2y’ 0<a<p™,0<b<p*} (3.31)

qualquer que seja t. Agora, pelos Lemas 3.2.3 e 3.2.1 temos que

xabeltc _ {xa—i-tnpm_k(bpr_'9+l+1)yb+npn7k+)\pn; 0< k< pT—TrL-I—k7 0< )< ps—n} ) (3.32)

Sob essas condigoes, temos o lema

Lema 3.3.2 Seja L = {2%% 0 < a < p™,0<b < p"}. Dado 2% € Ty, considere
0 Conjunto N = {x(a‘*‘t"ﬁpnkk) mod p7nyb+”pn7k; 0< K< pk} Entao (l’abe,i) NL=

N para todo par k,t.

Demonstragao: E andloga a demonstragao do Lema 3.3.1.
[
Note que o conjunto L definido no Lema 3.3.2 é uma transversal para o
subgrupo (2", y?"), assim (2°y® (2#",y?")) N L = {z°y’} para todo 2%y’ € L.
Além disso, os lemas precedentes trazem a luz uma extraordinaria propriedade do
conjunto L. Pelos lemas, vemos que o conjunto L é subdividido em subconjuntos
de mesma cardinalidade quando intersectado com as classes laterais dos subgrupos
K; no Lema 3.3.1 e K}, no Lema 3.3.2. Além disso, a caracterizagao das intersegoes
nos possibilitard extrair a informagao necessaria para determinarmos o subgrupo

oculto H no algoritmo que apresentaremos no Capitulo 4.
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Capitulo 4

Algoritmo Quéantico para o PSO em §G!

Neste capitulo, apresentaremos um algoritmo eficiente para a solucao do PSO
em G'. Dado que conhecemos a estrutura dos subgrupos de G', nosso algoritmo deve
ser capaz de decidir a que classe de subgrupos, as classes descritas no Teorema 3.2.1,
pertence o subgrupo oculto, bem como obter os coeficientes que o determinam.

Numa descricao geral e superficial, o algoritmo opera da seguinte maneira.
Dada a funcao f, separadora de classes laterais do subgrupo oculto H, calculamos
geradores para H, e H, através do PSO abeliano, restringindo f & Z, e Z,s, res-
pectivamente. Com isso, saberemos se o subgrupo oculto € ciclico ou nao e teremos
eliminado de nossa busca, alguns dos parametros que definem H. O parametro 7,
caso H seja ciclico. Os parametros 7 e j, caso H nao seja ciclico.

Separamos o problema em dois subproblemas, o PSO para o caso ciclico e o
PSO para o caso nao ciclico, cujas abordagens sao similares. Primeiro, observamos
que para certos valores dos parametros que definem H, e H, o subgrupo oculto esta
contido no subgrupo abeliano A = <:17ps_l, y> e, sendo assim, podemos calcular seus
geradores através do PSO abeliano. Depois, observamos que para outros valores
dos parametros que definem H, e H,, distintos dos anteriores, o subgrupo oculto
¢ normal. Como G' é um p-grupo e todo p-grupo ¢é soltvel, Garcia e Lequain
(2002), podemos aplicar os resultados de Ivanyos et al. (2003) para determinar
seus geradores.

Por fim, para os parametros que nao se enquadrem nos casos anteriores,
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aplicamos um algoritmo direto para a solucao do PSO em G'. Esta descricao é
certamente muito imprecisa, mas nos da uma visao geral de como iremos proceder.

No que segue, detalharemos todo o processo.

4.1 Primeira Reducao

Sejam X um conjunto finito e f : G — X a funcao separadora de classes

laterais que oculta o subgrupo H de G'. Considere os subgrupos H, oculto em Loy

por f, = f , t Ly — X, fy(a) = f(a,0) e H, oculto em Z, por f, = f

p" Zps

Zy — X, f(b) = £(0,b). Usando o algoritmo para a solugdo do PSO abeliano,

determinamos eficientemente geradores para H, e H,. Assim, temos em maos m
en,0<m<re0<n<s, tais que H, = <xpm> e H, = <yp">. Da Observacao
3.3.1 segue que se m = r ou n = s, entao H é ciclico. Sendo assim, podemos

resolver o PSO em G!, considerando o caso ciclico e o nao ciclico separadamente.

4.2 O Caso Ciclico

Suponhamos que m = r ou n = s. Aqui ha duas possibilidades a serem

consideradas:
(a) m=ren<s.
(b) m<ren=s.

Pela Observagao 3.3.1, em (a) temos que H = <:Etpr_"+jypj> para algum par 7j,t
talque 0 < j<neteZ), ;sej#nout=1sej=n. Desta maneira, afim de
resolver o PSO, devemos determinar os parametros t e j que definem o subgrupo

oculto H. Seja o subgrupo
A= <xp y> . (4.1)

Como zF" 'y = ya?" ', segue que A é abeliano. Além disso, como r > 2s — [,
observamos que r —n+j > s — [ e, portanto, gt ypj € A quaisquer que sejam

jet. Sendo assim, H < A e restringindo f ao subgrupo abeliano A, determinamos
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os parametros j e t que definem H através do PSO abeliano. Resolvemos, assim,
0 PSO em G' para o caso (a).

Em (b), pela Observagao 3.3.1, segue que H = <a:tpm_s+jypj> para algum par
Jytecom0<j<setelZ,, sej#sout=1sej=s.

Sem > 2s—1, entdo m—s+j > s—I[ para qualquer j e temos z?" "7 y? € A
quaisquer que sejam j e t. Logo, se m > 2s — [, H < A e podemos determinar os
parametros j e t que definem H através do PSO abeliano, como fizemos em (a).

Se por outro lado m <r — s+, entdor — (m—s+j) > 2(s—j) — 1 o que
implica, pela equacio (3.24), que o subgrupo <:ctpws+jypj> ¢ normal, quaisquer
que sejam j e t. Desta forma, H é normal e podemos determinar eficientemente
os parametros j e t através da abordagem de Ivanyos et al. (2003)(ver Teorema
7), pois G! é soltivel e o subgrupo oculto é normal. Desta forma, resta-nos tratar o
caso em que r — s+ [ < m < 2s — [, caso ele exista.

De fato, para que exista um tal m, deve-seterr —s+[l+1<2s -l & r <
3s — 2l — 1. Caso r, s e | sejam tais que a ultima desigualdade nao seja satisfeita,
teremos encerrado a analise do PSO em G! no caso ciclico. Vale observar que se
r > 3s — 1 a referida desigualdade nao ¢é valida para qualquer valor de .

Desta forma, suponhamos r < 3s — 2] — 1. Sabemos que existe pelo menos
um m tal que r — s +1 <m < 2s —[. O Algoritmo 4.2.1, a seguir, resolve o PSO
nestes casos. Ele é uma variacao do conhecido e ja mencionado MAF utilizado,
por exemplo, na solugdo do PSO abeliano, dentre outras aplicagoes, Kitaev (1995);
Kuperberg (2005); Gongalves (2005); Lomont (2004); Moore et al. (2005); Inui e Le
Gall (2005). As principais diferengas residem em dois fatos. O primeiro deles é nao
superpormos todos os elementos do grupo, mas apenas um subconjunto especial
do grupo. O segundo, nés utilizaremos a Transformada de Fourier abeliana em
nosso algoritmo, embora G' seja um grupo nao abeliano. Em geral, o MAF utiliza
a Transformada de Fourier do grupo em questao.

Sejam Hg = (|g); 9 € G) e Hx = (|z); z € X) os espagos de Hilbert as-

sociados & G' e X, respectivamente. Considere ainda as transformacoes unitérias
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U, que efetua a operacao do grupo, e V}, que atua como a funcao separadora de
classes do subgrupo oculto, como discutido na Secao 2.3.3.

Além destes elementos que acabamos de descrever, introduzimos dois espa-
¢os de Hilbert auxiliares, de grande importancia para o algoritmo, cujos elementos
da base ortonormal sao indexados pelos elementos dos grupos Z,~ e Zyn, respec-
tivamente. Sao eles Hyx = (|a); a € Zyx) € Hyn = (|b); b € Zyn), onde k e 1 sao
parametros de entrada do algoritmo.

O espago onde o algoritmo ird operar ¢ H = Hyr @ Hpyn @ Hg ® Hx. Uma
pergunta importante a ser feita em relagao a esse espago é em relagao a quantidade
de gbits necessarios para codificar cada um dos seus vetores. E fundamental que
esse nimero seja O(poli(log|G!|)). Asseguramos que este é o caso. De fato, na
Tabela 4.1 listamos a quantidade necessaria de gbits para codificar os elementos de
cada espaco. Como veremos k e 7 sao menores que 7 + s. Desta fora, o nimero de

qbits necessarios é O((r + s)logp) = O(log |G'|).

Espago Hg Hx Hpr Hopm H
n? de gbits | (r+s)logp | < (r+s)logp | klogp | nlogp | < (2(r+s)+k+n)logp

Tabela 4.1: Numero de ¢bits para codificacao dos espacos da computacao.

Vamos ao algoritmo. Ele pode ser visualizado esquematicamente no circuito

Algoritmo 4.2.1 Subrotina para a solucao do PSO em G'.
Entrada: x e n;
Saida: a € Z,x e b € Zyn;
1: Inicialize o computador quantico no estado |¢)g) = |0) |0) |e) |0);
2: Aplique F' = FT,~ ® FT,» nos dois primeiros registradores;
3: Controlada pelo segundo registrador, aplique a porta C (U,) no terceiro regis-
trador;
4: Controlada pelo primeiro registrador, aplique a porta C (U,) no terceiro regis-
trador;
Aplique a porta V; aos dois ultimos registradores;
Meca o terceiro registrador e o descarte;
Aplique F' = FT,x= ® FT,» nos dois primeiros registradores;
Meca os dois primeiros registradores;

da Figura 4.1.
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0 — -
0) —
|e>Uy%Ux%Vf (R
10) v7)  [s)

! ! l l ! !
(1) 2) ds) [a) ) ()

Figura 4.1: Circuito para a computacao do Algoritmo 4.2.1.

Devemos nos assegurar que o Algoritmo 4.2.1 determina eficientemente os
geradores do subgrupo oculto H. Inicializamos o algoritmo fazendo kK = m, n = s
e colocando o computador quantico no estado inicial |1);) = |0) |0) |e) |0). Este
estado, quando submetido a acao da Transformada de Fourier ' = FT,m @ FTs

no segundo passo do algoritmo, cria a seguinte superposicao de estados:

pM—1p®—

tha) = WZZM ) e

a=0 b=0

Quando o estado |19) é operado por C’(Uy) e C(U,) na seqiiéncia do algo-
ritmo, ndés criamos uma superposicao de estados que pode ser interpretada como
a superposicao dos elementos do conjunto L do Lema 3.3.1. De fato, os estados

resultantes das computacoes de C(U,) e C(U,) sdo, respectivamente:

—1p°—1
|1h3) = ———= |a) [b) [4”) |0)
7 5 !
e
p"—1p—
Va) = ——= ) |b) x"y”
>

Pelo Lema 3.3.1, apds o passo 5 do Algoritmo 4.2.1, quando aplicamos a

transformacao unitaria separadora das classes laterais do subgrupo oculto, o estado
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resultante é

—1p5—1
|

a) [b) [2*y") | ] (2°9"))

Z a+tAp™ ") mod p™) [b+ Ap’)

j
|1/}5> - \/W;

b=0

x(a+txp’"*é‘”) mod p™ b+Apﬂ>> |/ (2"))

Do Lema 3.3.1 sabemos que H = K; para algum par j,t, onde K;f esta
definido em (3.27). Embora esse par esteja presente implicitamente na descrigao
do estado |15), nao significa que o conhegamos. Significa, simplesmente, que a
informacao que desejamos obter, ja esta presente no estado. Entretanto, neste
ponto nao dispomos de meios para obté-lo. Na descrigao acima, T} representa a
transversal do subgrupo oculto H definida em (3.28).

De alguma maneira, devemos extrair do estado |¢5) a informagao que nos
permita determinar j e t. Caminhamos nesta dire¢ao, efetuando a medida do
quarto registrador. Ao fazermos isso, colapsamos o estado [¢5) para o estado

& J_ 1

Z ag + tAp™**7) mod p™) |bo + \p')

’w6> = \/S_j

‘x(ao+t>\pm*5+1) mod p™ b0+)\p3>> |f ( >>

para ag € Zym € by € Z,; uniformemente distribuidos (z®y» € Tj). Podemos
entender o estado [1g) como uma superposi¢ao dos elementos do subconjunto
LNaxvyH = LN x“oyboK}?. Por simplicidade de notacao, desconsideraremos
os registradores 3 e 4, passando a trabalhar apenas com os dois primeiros. Isso,
nao implica em erro no procedimento, tendo em vista que o terceiro registrador nao
serd alterado no restante do processo e nem serd utilizado, explicitamente, para
a extragao da informacao desejada. O quarto registrador, foi medido e portanto

pode ser desconsiderado sem maiores problemas. Desta maneira, o estado [ig)
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pode ser reescrito como:

lg) = {(ao + t/\pm_5+j) mod pm> }bo + )\p]> .

A aplicagao da Transformada de Fourier F' = FT,m ® F'T,: ao estado |¢s) nos
possibilitaré extrair informacao suficiente para o calculo efetivo dos parametros j
e t que definem o subgrupo oculto H. O estado resultante da aplicagao de F' é

descrito abaixo.

P ! a((ao—i-t)\pm*”j) mod pm) b(bo-i—)\pj)
¢7 = wpm wps a b
= =S ( S5 o)

pii-1
_ ado bbg 2 : atAp™—sti  pApI
o / m+2s Z w Wpm Wps |(l> ’b>
=0 A=0

Mas,

s 2711 4 2mi
won? Y= exp (—at)\pmsﬂ) = exp ( wf)\) = wit;,
pm P

j 2mi , 21
wf)i‘py = exp ( T ) = exp ( i .b)\) =W,
ps pS*] P

Desta forma,

-1 p=i—1

p°—1
aap, bb (at+b)A
r) = \/m_ﬂ Z ;w G e WM ) Ja) b

a=0 A=0

Seja v = (psl_j ;;:5—1 w(atfb)». Pela equagao (2.2) temos que v = 0 se at + b #

psTJ

0 mod p*7 e~y =1seat+b=0mod p°7. Sendo assim, o estado resultante da

aplicacao da Transformada de Fourier F' é dado por

p"—1p°—1

1
7)) = e Z Z w;aow

a=0 b=0

a)[b) .

at+b=0 mod ps—J
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Se, agora, medimos o estado [1)7), obtemos a e b tais que a € Zym € b € Zys
estao uniformemente distribuidos e satisfazem a equacao de congruéncia at + b =
0 mod p*7. Caso H = <xpm>, também obtemos a e b tais que a € Z,m e b €
Zys estejam uniformemente distribuidos, entretanto, nao satisfazendo a qualquer
restricao, pois neste caso, temos que L é uma transversal para H. De qualquer
forma, ja somos capazes de determinar o subgrupo oculto.

A chave para determinarmos os parametros j e t é resolvermos a equacao de
congruencia satisfeita pelos parametros a e b. Se a #Z 0 mod p, entao a equagao
possui solugao, Hefes (2006). Nos casos em que o resultado da medida nos fornece
a = 0 mod p, nosso algoritmo falha na determinacao do subgrupo oculto H, pois
nao podemos garantir que a equacao de congruéncia at + b = 0 mod p*~7 possua
solugao. Mas a probabilidade que isso ocorra é pequena. De fato, esta probabili-
dade é 1/p < 1/2. Na Secao 4.4, analisamos o quao pequena é essa probabilidade
de erro e veremos que € possivel tornar esse erro tao pequeno quanto queiramos.

Suponhamos entao que a Z 0 mod p. Para cada j, 0 < j < s, resolvemos a
equagao de congruéncia at +b = 0 mod p*7, determinando ¢t; = —ba~! mod p*7.
Seja J = {j§ f (xtjpmfs“ypj) - f(6>}- Os elementos 27" "7y? € G! para os
quais j € J, acrescidos de 2", sdo os possiveis geradores do subgrupo oculto
H. SeJ=10,entdo j = set =1¢e temos H = <:Upm>. Caso contrario, pondo
j' = min{J}, temos H = <xtj’pmfs+j/ypjl>. De fato, basta uma comparacao das

.pm—s+J
ordens dos elementos z/?

ypj € H para confirmar tal afirmacao.

Como a probabilidade de erro do algoritmo é 1/p, sua probabilidade de de-
terminar corretamente o subgrupo oculto, ou seja, sua probabilidade de sucesso é
1 —1/p > 1/2, pois p é um numero primo impar. Na Secao 4.4, analisamos mais
detalhadamente essa probabilidade de acerto, bem como a complexidade computa-

cional do algoritmo. Demonstramos, assim, que se o subgrupo oculto H for ciclico,

conseguimos resolver eficientemente o PSO em G'.
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4.3 O Caso Nao Ciclico

Suponhamos, agora, que 0 < m < re 0 < n < s, isto é, o subgrupo
oculto H possui dois geradores e devemos decidir se H = <a:pm,ypn> ou H =
<xtpm_kypn_k,yf"n> = <xtpm_kypn_k,xpm> com 0 < k < min{m,n} et € Z,. No
segundo caso, devemos determinar os parametros k e t. Caso m =0oun =20 a
Observacao 3.3.1 assegura que H = <xpm, ypn>, pois neste caso nao existe 0 < k <
min {m,n}. Assim, podemos considerar 0 <m <re (0 <n < s.

Observamos que se m > 2s — [, m — k > s — | qualquer que seja k. Desta
forma, (z?",y?"), <xtpm7kypnfk,ypn> < A e, portanto, H < A. Restringindo f
ao subgrupo abeliano A determinamos os geradores de H. Como os subgrupos da
classe (ii) do Teorema 3.2.1, <x7’i, ypj>, s6 sao normais quando i = 0 (ver (3.25)),
aqui nés nao poderemos utilizar a abordagem de Ivanyos et al. (2003), como fizemos
no caso ciclico. Neste caso empregaremos diretamente o Algoritmo 4.2.1.

Resta-nos analisar o caso em que 0 < m < 2s — [. Neste caso, inicializamos
o Algoritmo 4.2.1 fazendo kK = m e n = n. A analise do algoritmo ¢ similar ao caso
ciclico. Por esta razao, seremos mais economicos nos detalhes.

Apés o 492 passo do algoritmo, o estado |1),) resultante ¢ dado por

p"—1p"—1

\/m—+n22| DAEST

a=0 b=0

[Ya) =

Este estado pode ser interpretado, como uma superposi¢ao dos elementos do con-
junto L definido no Lema 3.3.2. Quando, no passo 5 do algoritmo, aplicamos a
operacao separadora de classes laterais, V, resulta que esta superposicao do con-
junto L é separada em superposicoes sobre as interseccoes das classes laterais do
subgrupo oculto H com o conjunto L ja mencionado, produzindo o estado

1 r-l

[hs) = —— a—l—t)\pm ®) mod p™) [b+ Ap™F
5 \/Immayzb;Tk Z | ) > ‘ >

‘x(a+t/\pm_k) mod pmyb+>\p’L*k> ) ‘f (:L,a b
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Pela discussao precedente ao Lema 3.3.2, sabemos que H = K}, para algum par
k,t. Assim, no estado acima, T} representa uma transversal do subgrupo oculto
H.

Como resultado da medida efetuada no passo 6, obtemos o estado |ig), mos-
trado abaixo. Podemos interpreta-lo como a superposicao dos elementos na inter-
secao (xaoybo H ) NL, onde z%y% € T},. Por simplicidade de notacao ja descartamos

os kets referentes ao 3° e 4° registradores, como haviamos feito no caso ciclico.

pfl

lve) = Z‘ ag + tAp™” k) mod p™ >‘bo+)\pn_k>.

\/_

A Transformada de Fourier F' produz o estado

—1p"—1 —
W7> — m+n —— Z Z waaowbbo Z (at+b)A ]b)
VP a=0 b=0 A=0
—1pn—1
= Tﬂ - Z S wpeal o) [b)
a=0 b=0

at+b=0 mod p*

Se, agora, medimos o estado |¢)7), obtemos @ e b tais que a € Zym € b € Zys
estao uniformemente distribuidos e satisfazem a equacao de congruéncia at + b =
0 mod p*. Caso H = <:1:pm,ypn>, também obtemos a e b tais que a € Zym e b €
Zys estejam uniformemente distribuidos, entretanto, nao satisfazendo a qualquer
restricao, pois neste caso, temos que L é uma transversal de H.

Como no caso ciclico, para determinarmos os parametros k e t, devemos
resolver a equacao de congruéncia satisfeita pelos parametros a e b. Entretanto,
essa equacao sO possui solucao se a Z 0 mod p. Nos casos em que o resultado
da medida nos fornece ¢ = 0 mod p, nosso algoritmo falha na determinacao do
subgrupo oculto H. A probabilidade do algoritmo falhar é 1/p < 1/2. Na Segao
4.4 discutiremos com mais detalhes esse fato.

Suponhamos que a #Z 0 mod p. Para cada 0 < k < min {m,n}, resolvemos
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Algoritmo 4.3.1 Algoritmo para encontrar o subgrupo oculto H no grupo G'.

Entrada: Os geradores do grupo G! e a funcio separadora de classes f;
Saida: Os geradores para o subgrupo oculto H;
1: Restringindo f & Z,r e & Zps determine m e n tais que Hy = <ac”m> e Hy = <ypn>;

2: se m =r oun = s entédo

3: se m = r entao
4: Restringindo f & A determine os geradores de H.
5: senao
6: se m > 2s — | entao
7 Restringindo f ao subgrupo abeliano A determine os geradores de H.
8: senao
9: se m <r —s+1 entdo
10: Determine os geradores de H através do PSO soluvel,
sob a hipétese de H ser normal.
11: senao
12: Aplique o Algoritmo 4.2.1 para determinar os geradores de H.
13: fim se
14: fim se
15: fim se
16: senao
17: se m > 2s — | entao
18: Restringindo f ao subgrupo abeliano A determine os geradores de H.
19: senao
20: Aplique o Algoritmo 4.2.1 para determinar os geradores de H.
21: fim se
22: fim se
a equacao de congruéncia at + b = 0 mod p*, determinando ¢, = —ba~' mod p*.

Seja K = {k:; f (xtkpm_kypn_k> = f(e)}. Caso K =P temos k=0,t=1e¢ H =
(zP",y?"). Caso contrério, pondo k' = max{K}, temos H = <xtk’pm_k,ypn_k/>.
Desta maneira, encerramos a solucao do PSO em G' para o caso dos subgrupos
nao ciclicos e, portanto, a solucao do PSO em G'.

Para encerrar esta se¢ao, reunimos no Algoritmo 4.3.1 todo o procedimento
desenvolvido neste capitulo, para a solucao do PSO em G'. Frisamos, porém, que
nosso intuito é apenas reunir em uma figura todo o processo, nao estando preocu-
pados com, por exemplo, a optimalidade do algoritmo apresentado. Certamente
ele poderia ser melhorado, diminuindo significativamente a quantidade de condici-
onantes “se”; entretanto, isso significaria nos afastarmos da seqiiéncia seguida no

desenvolvimento anterior, fato que nao desejamos.

4.4 Anailise da Complexidade Computacional do Algoritmo

A complexidade computacional do Algoritmo 4.3.1 apresentado na secao an-
terior, pode ser analisada levando-se em consideracao a complexidade computa-
cional do algoritmo para o PSO abeliano, Kitaev (1995); Mosca (1999); Lomont

(2004), a complexidade computacional do algoritmo para o PSO em grupos solu-
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veis, admitido que o subgrupo oculto é normal, Ivanyos et al. (2003), e a complexi-
dade computacional do Algoritmo 4.2.1. Nos dois primeiros casos, a complexidade
do algoritmo ¢ O(poli((r + s)log(p))), log |G'| = (r + s) log(p)

Resta fazermos a analise do Algoritmo 4.2.1. Comegamos observando que a
Transformada de Fourier sobre o grupo Zy ¢é eficientemente implementavel qual-
quer que seja N, Lomont (2004). Desta forma ela nao representa problemas para
o nosso algoritmo. O que devemos garantir é que o nimero de consultas a fungao
separadora de classes, f, seja polinomial no logaritmo da ordem do grupo G'. Ga-
rantimos que este niimero de consultas é menor que, ou igual a, s+1 vezes. De fato,
no passo 5 do Algoritmo 4.2.1 fazemos uma chamada a funcao f. Depois disso,
na parte de pés-processamento do algoritmo, quando criamos o conjunto .J, para o
caso ciclico, ou o conjunto K, para o caso nao ciclico, invocamos a funcao f no ma-
ximo mais s vezes. Portanto, a quantidade de vezes que o Algoritmo 4.2.1 consulta
a funcao separadora de classes é menor que o limite maximo O(poli((r+s) log(p))).
Além disso, a equacao de congruéncia at + b = 0 mod p’ deve ser resolvida s — 1
vezes. Desta forma, o Algoritmo 4.2.1 é O(poli((r + s)log(p))).

Observando o Algoritmo 4.3.1, vemos que se trata de um algoritmo seqiiencial
sem lagos e que, portanto, a sua complexidade de computagao serd a maior comple-
xidade de computacao dos procedimentos envolvidos. Desta forma, como todos os
procedimentos envolvidos apresentam complexidade O(poli((r + s) log(p))), vemos
que a complexidade computacional do algoritmo quantico que apresentamos para
a solucao do PSO em G' ¢ O(poli((r + s)log(p))), portanto, eficiente.

Um outro aspecto importante do Algoritmo 4.3.1 é o fato de ser um algoritmo
probabilistico. De fato, o algoritmo para o PSO abeliano é probabilistico e a sua
probabilidade de sucesso é 1 —1/|G|, onde G é o grupo abeliano onde se esta resol-
vendo o problema, Lomont (2004). O algoritmo para a solu¢ao do PSO em grupos
soluveis, trata-se de um algoritmo que combina algoritmos quanticos probabilisticos
com um algoritmo clédssico de Las Vegas, também probabilistico, Babai e Szemerédi

(1984); Babai et al. (1995); Ivanyos et al. (2003); Holt et al. (2005). Neste caso
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podemos assumir que a probabilidade de sucesso é, pelo menos, 1 —1/|G|, onde G
é o grupo onde se estd resolvendo o problema. Para o Algoritmo 4.2.1, sabemos
que a probabilidade de sucesso, com uma tunica rodada é 1 — 1/p. Se o repetimos
r vezes, a probabilidade de sucesso aumenta para 1 — 1/p”, sem que isso interfira
no fato do Algoritmo 4.3.1 ser O(poli((r + s)log(p))).

Para o calculo da probabilidade de sucesso do Algoritmo 4.3.1, devemos levar
em conta que sempre resolveremos o PSO em Z,- e Z,:. Além disso, vamos ou
resolver o PSO em A, ou resolver o PSO em G' utilizando a estratégia para grupos
soltuveis, ou utilizar o Algoritmo 4.2.1. Elegendo a pior probabilidade de sucesso
entre esses trés ultimos procedimentos, 1 — 1/p", asseguramos que a probabilidade

de sucesso do Algoritmo 4.3.1 é de, pelo menos,

1 1 1 g 2prts — 2T 4 pt — 1
pr ps pr p r+S

Pode-se verificar que esta probabilidade é sempre maior que 1/2. Portanto, o

algoritmo também é eficiente do ponto de vista probabilistico, Kitaev et al. (2002).
Na Figura 4.2 exibimos os graficos da probabilidade de erro do Algoritmo 4.3.1 em
casos particulares dos parametros r e s. No grafico a esquerda temos r = 2s e no
grafico a direita, temos r = s + 2. As figuras nos mostram claramente que o erro
do algoritmo decresce rapidamente, se aproximando de 0.

Pode ser que a probabilidade de sucesso do algoritmo seja muito proxima de
1/2 e isso possa causar dividas em relagao ao resultado que o mesmo ird produzir.
Entretanto, nos interessa resolver o PSO nos casos em que o grupo G' é dado por
parametros p, r e s suficientemente grandes. Sendo a probabilidade do algoritmo
da ordem de 1 — 1/p® e r > s, vemos que no limite assintético, a probabilidade
de nosso algoritmo tende para 1, o que se traduz em uma maior confiabilidade no
resultado produzido.

Ainda sobre a probabilidade de sucesso do Algoritmo 4.3.1, temos da teoria
dos algoritmos probabilisticos, Kitaev et al. (2002), que se um algoritmo eficiente

(do ponto de vista da complexidade computacional) tem probabilidade de sucesso
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Figura 4.2: Probabilidade de erro do Algoritmo 4.3.1.

maior que 1/2, invocando o Limite de Chernoff, Kitaev et al. (2002); Nielsen e
Chuang (2003), essa probabilidade pode ser amplificada, aproximando-se de 1,
com poucas repeticoes do algoritmo e sem prejuizo na eficiéncia computacional
final do mesmo.

Como conseqiiéncia de tudo o que foi exposto neste capitulo, podemos enun-
ciar o principal resultado da tese: um algoritmo quantico eficiente para a solucao

do Problema do Subgrupo Oculto nos grupos nao abelianos G'.

Teorema 4.4.1 Sejam p um numero primo impar, r e s inteiros positivos. Para
todo grupo G' = Z,r x4 Zys, onde 0 < 1 < s er > 2s — [, existe um algoritmo

quantico eficiente para a solucao do Problema do Subgrupo Oculto em G'.

Como ja mencionamos, os resultados que apresentamos em Cosme e Por-
tugal (2007b,a) sao casos particulares do Teorema 4.4.1. Esse resultado também

generaliza o trabalho de Inui e Le Gall (2005).
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Capitulo 5

O PSO no Grupo Zy X Z,s

Como conseqiiéncia do Teorema 4.4.1, podemos atacar o PSO no grupo nao
abeliano Zy % Z,s. Dependendo da fatoracao prima de N, nosso resultado implica
um algoritmo eficiente para o PSO neste grupo. De fato, mostraremos que para
uma especial fatoracao de N, temos Zy X Zys ~ Zyjpr X (Lyr Xy ZLyps ) € combinando

os Teoremas 2.3.1 e 4.4.1 apresentaremos a solugao do PSO.

5.1 O Grupo Zy X Zys

Considere o grupo produto semidireto Zy X4 Zps onde N,s € N, s > 1,
p um nimero primo impar e ¢ : Z,s — Aut(Zy) é o homomorfismo de grupos
que define o produto semidireto. Vamos assumir que f nao é o homomorfismo
trivial, portanto, o grupo nao é abeliano. Este homomorfismo é completamente
determinado por oo = ¢(1)(1) € Z% e para quaisquer a € Zy e b € Zys, ¢(b)(a) =

aa®. Observe ainda que ¢ (p*) = Id € Aut (Zy), assim:
1=¢(p")(1) = a” = |a| | p* = |a] = p" (5.1)

para algum 7 tal que 0 < rg < s. Como a € Z%, p'° | |Z}]| = ®(IN) onde ¢ é a
fungao phi de Euler, Hefes (2006).

Suponhamos que a fatoracao prima de N seja N = pi'---p* e que p 1
pj — 1 para todo 0 < j < k. Temos que Zy ~ Zpgl X - X Zp;k, e LN R Lips

<Zp;1 X e X Zp;k> X Zps. Além disso, ®(N) = p; - p H(pr — 1) - (pr — 1).
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Como |af divide (), a equagao (5.1) implica que p; = p para algum j. Sem

perda de generalidade, podemos supor que p, = p. Para nao carregar a notacao,

continuaremos utilizando p;. Denotaremos o grupo (Zp? X e X Zp;k> X Ziyps pOT
G e seus elementos por ((a1, -+, a),b) onde (ai, -+, ax) € Zy X -+ X Ly €
b Zys.

Para qualquer 1 < ¢ < Fk, identificaremos o grupo Z, com o subgrupo de
Zpgl X oee X Zka a ele isomorfo. Com esta notagao, afirmamos que qualquer que

seja b € Zys tem-se ¢(b) <an> = Z,ri. Para provarmos esta afirmagao, considere

os elementos e, --- ,e; € Zpgl Xowoe X Ly definidos por
k

Se ¢(b)e; € Z,:, a teremos provado. Assim, seja ¢(b)e; = (ar, -+, a). Temos que

(0,---,0) = ¢(b)(0,---,0) = p(d)(0,---,0,p}",0,---,0) = plip(b)e;

Segue que para todo 1 < j < k temos p;'a; = 0 mod p;j. Logo, para todo j # @
temos a; = 0 mod p;j, portanto, ¢(b)e; = (0,---,0,a;,0,---,0) € Z,:, como

desejavamos. Vamos agora provar a seguinte proposicao.

Proposicao 5.1.1

Ly % Ty = G (L X oo X Ly ) X (L 5 L),

k—1

onde Y é o homomorfismo induzido por ¢ e r = ry.

Demonstracao: Seja 1 < i < k. Decorre do que foi exposto antes da proposicao
que se ¢(l)e; = (0,---,0,a;,0,---,0), pelas propriedades do homomorfismo ¢

temos que ¢(b)e; = (0,---,0,ab,0,---,0) para qualquer b. Logo, e; = ¢(p®)e; =
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(0,--+,0,ar,0,---,0) e, assim, afs = 1 mod p;". Logo, a; € Z;U. Devemos ter

a; = 1, pois caso contrario, a sua ordem em Z;ri seria |a;| = p’, para algum
1
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r;—1

0 <j<s Como g divide )Z;‘ﬁ = p," (p; — 1), terfamos um absurdo pois

p1piepdp; —1. Desta forma, a; = 1 e ¢(1l)e; = e; para todo 1 < i < k, o que
implica que ¢(b)e; = e; para todo b € Z,s. Sendo assim, concluimos que existe um

homomorfismo ¢ : Z,: — Aut (Z,), (pr = p e 1, = 1), tal que para todo b € Z,: e

todo (aq,--- ,ax) € Lo X -+ X szk, tenhamos
¢(b)(a17 T 7ak) = (ala Crr sy A1, w(b)(ak)) (52)
Sejam g = ((a1,- -+ ,ax),b),h = ((c1,--- ,cx),d) € G. Como conseqiiéncia de
(5.2) temos

gh = ((a1,-- ,ax) +¢(b)(c1, - ,cr), b+ d)
= ((a1+c1, - ap-1 + cp1,ar + () (ck)), b+ d). (5.3)

DefinindoT': G — (Zp’l”l X e X Zprk,l) X (Zp;k X Zps> por

k—1

F(((a17"' 7ak)’b)) = ((alv'” ’ak—l)v(akvb))v

a equacao (A.l) nos permite mostrar que I' é o isomorfismo procurado, pois pp = p.
Encerramos assim a prova da proposigao.

|

Se definimos N’ como N’ = N/p", temos que Zyri X wee X Zp;;fll ~ Znr.

Decorre da Proposigao 5.1.1 que Zy Xg Zys =~ Znr X (Lyr Xy Lyps ).
5.2 A solugao do PSO em Zy Xy Zys

Sejam N e N’ como dados na se¢ao anterior. Como mdc (N',p"*) =1, a
Proposicao 5.1.1 e o Teorema 2.3.1 nos asseguram que para resolvermos o PSO em
LN Ay Ly basta que saibamos resolver o PSO em Zy e em Z,r X Zyps. No primeiro
caso, temos o PSO abeliano, eficientemente resolvivel. No segundo caso, basta que

0 grupo Zy,r Xy Zy,s satisfaca as hipéteses do Teorema 4.4.1 para que possamos
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resolver eficientemente o PSO. Sendo assim, devemos ter s < r e o homomorfismo
1 deve ser definido por uma raiz tp" 5t +1 € Zyy, onde o parametro [ satisfaga a

r > 2s — [. Sob essas hipoteses, temos

Teorema 5.2.1 Existe um algoritmo quantico eficiente para a solugao do PSO
sobre o grupo nao abeliano Zy x4 Zys, desde que o grupo satisfaca as hipdteses

apresentadas anteriormente.

|
Este resultado generaliza o resultado apresentado em Chi et al. (2006), no
qual os autores apresentam um algoritmo quantico eficiente para a solucao do PSO

nos grupos Zy X Z,, onde N satisfaz as mesmas hipdteses presentes aqui.

71



Capitulo 6

O Caso Geral do PSO em Z, x Z,s

Até o presente momento, apresentamos um algoritmo quantico eficiente para
resolver o PSO nos grupos G' onde os parametros r, s e | estavam sujeitos a
restricdo r > 2s —[. A pergunta mais natural a ser feita é se o Algoritmo 4.3.1 nao
seria capaz de tratar o caso geral do problema. Infelizmente, pudemos constatar
que nao. De fato, quando r, s e [ deixam de satisfazer a desigualdade acima, o
grupo Zyr X Zy,s deixa de satisfazer certas propriedades, Lemas 3.2.1, 3.3.1, 3.3.2, e
isso causa algumas dificuldades para o ataque do PSO utilizando a estratégia que
mostramos nos capitulos anteriores. A principal delas é que a Transformada de
Fourier abeliana que empregamos no Algoritmo 4.2.1 nao é mais capaz de trazer a
tona a informacao necessaria para a obtencao dos parametros que determinam o
subgrupo oculto.

Entretanto, acreditamos que a estratégia de classificacao dos subgrupos possa
ainda nos ser 1til. De fato, caminharemos nessa direcao ao longo deste capitulo.
Embora ainda nao tenhamos uma prova definitiva de que, no caso geral dos grupos
Ly X Lps , & classificacao dos subgrupos seja a mesma apresentada no Teorema 3.2.1,
temos evidencias numeéricas e alguns apontamentos promissores para a prova de que
isso seja verdade. Assumiremos esta conjectura, Conjectura 6.1.1, e avangaremos
na diregao da solugao do PSO em Z,r X Z,s.

Faremos alguns apontamentos na dire¢ao de um possivel ataque ao caso geral

do PSO em Z,» x Z,s, representando uma pesquisa ainda em desenvolvimento e
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que certamente é garantia de muito trabalho futuro. Nesta estratégia que apre-
sentaremos, vamos combinar a Conjectura 6.1.1 com uma reducao do problema,
apresentada por Ivanyos et al. (2007b). Esta redugao, que sera discutida em maio-
res detalhes a frente, Teorema 6.3.1, assegura que para a eficiente solugao do PSO
em certas classes de grupos nilpotentes! | basta que saibamos como determinar
os subgrupos ocultos em p-grupos de expoente p e sob a hipotese adicional que
o subgrupo oculto ou € trivial ou tem ordem p. Essa reducao é, de certa forma,
similar as redugdes existentes para o PSO no grupo diedral, Ettinger et al. (1999),
e em grupos do tipo A x Z,, onde A é um grupo abeliano, Bacon et al. (2005).

Afim de utilizarmos esta redugao, construiremos uma classe de grupos na
qual estarao incluidos os grupos Z,- X Z,s. Se a conjectura sobre a classificacao dos
subgrupos for verdadeira, os grupos de expoente p pertencentes a classe mencionada
serao todos abelianos. Desta forma, teremos reduzido o PSO nos grupos Z,r X Zys
ao PSO abeliano e o teremos resolvido completamente, sem qualquer restri¢ao
sobre os parametros r, s e [.

No decorrer deste capitulo, denotaremos um grupo geral Z,- X4 Zy,s por G,
fazendo as devidas observagoes sobre os parametros que o definem quando for

necessario.

6.1 A Estrutura do Grupo Z, X Z,s

Retomaremos o estudo da estrutura do grupo G = Z, Xy Z,s iniciado no
Capitulo 3. Conduziremos tal estudo de forma muito parecida aquele realizado na
Secao 3.1, por isso seremos mais economicos nos detalhes menos importantes.

Pela discussao feita na Secao 3.1 sabemos que o homomorfismo que define o
grupo é dado por ¢(b)(a) = aa®, Va € Zy, b € Z,s, onde a é uma das raizes da
equacao (3.1). Portanto, se s < r, temos a = tp" *H + 1 com 0 <l < s, t € Zys
e tpl < p°. Casol<T§stemosa:tpl+1+10nd60§l<7‘—1,t€Z;T,1 e

1

tp! < p"~!. Embora haja diferenca entre as raizes que definem o grupo em cada

! Veja Apéndice A
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caso, as diferencas no desenvolvimento do estudo sao minimas. Por esta razao

optamos por fazé-lo sem distinguir entre um caso ou outro. Para tanto, definimos:

Definicao 6.1.1

r—s—+10 se s<r
n=mn(rs,l) =
[+1 se 1<r<s
Assim, as raizes o se reescrevem como o = tp’"*”l +1comte Z;S out € Z;T,l.

Note que em qualquer caso, n 4+ s > r.

Dados z%°, z°y? € G, o produto desses elementos ¢ dado por
a C a cab
(z%9") (z°y?) = aoFeTy"H, (6.1)

Expandindo a poténcia a® podemos escrever a® = ¢(b)tp” + 1, onde

b B ~ b(b—1
o(b) = atpn = (tp") " + b (tp")’ 2—1-"-—1—%@"—1—1).

Na Secao 3.1, a hipdtese de que r > 2(s — [) garantia que ¢(b) = b mod p". Como

nao temos mais essa hipdtese, nossa formula de produto se reescreve como
(xayb) (xcyd) _ xa—&—c(tgp(b)p"—l—l)yb—s—d' (62)

Decorre diretamente que

ybxa — ma((w(b)p’“rl)yb' (6.3)

Podemos verificar sem maiores dificuldades que mdc (¢(b), p*) = mdc (b, p®). As-

sim, se p/ = mdc (b, p*), escreveremos

p(b) = g(b)p’, (6.4)

com mdc (¢(b),p) = 1. Note também que ¢(0) =0e p(1) = 1.

Consideremos agora x%” € G e seja k um inteiro maior que 1. Tem-se em
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decorréncia de (6.3) que
(xayb)k _ ey (ab)jybk'

. - k—1 J
Analisando o somatério Y i~ (a?)” temos

(o) = ol O+t
A B C DS R
= (O k0 o T gy g

Definindo (b, k) como

S(b, k) = ()t 2 + k (p(0)tp)F 2 4o+ BED e k> 2

Y(b,k)=0, sek=0,1

(6.5)

(6.6)

temos que Zf;é (ab)j = (b, k)p(b)tp" + k. Vale notar que se k = p* com i > 0,

entao p' | (b, p’) e, assim, podemos escrever
2(b,p') = S(b,p')p'.
Podemos reescrever a equacao (6.5) como segue

(xayb)k _ ma(Z(b,k)g@(b)tp"—i-k)ybk _ va(@k)gp(b)tpnxakyb@

(6.8)

Considerando ainda z%° € G, mas supondo que a # 0 e b # 0, sejam

p" = mdc (a,p") e pY = mdc (b, p*), onde devemos ter 0 <i <re 0 < j < s. Sejam

também a = a'p’, b =V'p’ e p(b) = @(b)p’. Ser —i > s—j, como n+s > r, temos

que

a, b\P° I _ aX(b,p* =) p(b)tp" .ap®~I  bpS~I
(2)7 " = S e g

aps—j

S (b5 =9V (b) 1S aps—i
aX(b,p* ) pO)tp™ T fap™ ’

= X
a, b\P . _ aX(b,p" " H(b)tp" .ap”t, bp" i
(ao?)" " = g e

= @S0 )byt
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1 7 . . pS—j pr—i
De maneira andloga, se r — i < s — j mostra-se que (:anb) =ee (x“yb) =

¥, Assim obtemos a mesma relagio dada pela equagio (3.9)

abps—j: aps—j abp_: _> o
ry x , (%Y e, ser—1>s—]
ey (29") | oo
(z2y)P" 7 =, (PP =y ser—i<s—j
Como na Secao 3.1, segue de (6.9) que
‘x“yb‘ =max {p" ", p" 7 }. (6.10)

Uma diferenca crucial entre o estudo que fazemos agora e o que fora feito no
Capitulo 3 é que o resultado do Lema 3.2.1 nao é valido aqui. De fato, analisando
o termo z®®ReOP" da equacio (6.8), nem sempre é possivel mostrar que ele
pertence ao subgrupo gerado por z%y®, basta tomar por exemplo a = b = 1.
Assim, nao é possivel mostrar que z*y** € <:E‘1yb> para todo k, portanto, nao vale
o resultado analogo ao lema supra citado.

Uma breve recapitulacao das discussoes feitas ao fim da Secao 3.3 nos mostra
que a propriedade do Lema 3.2.1 é fundamental para que possamos caracterizar
as classes laterais dos subgrupos K} e K}, equagdes (3.29) e (3.32), bem como
para que possamos estabelecer os Lemas 3.3.1 e 3.3.2. Por sua vez, sao estes
lemas que permitem que a Transformada de Fourier abeliana, quando utilizada no
Algoritmo 4.2.1, extraia a informagcao necessaria para obtermos os parametros que
determinam o subgrupo oculto. Sendo assim, a auséncia de um resultado analogo
ao Lema 3.2.1 inviabiliza a utilizacao da estratégia empregada na solucao do PSO
em G' para resolver o PSO em G no caso geral.

Se por um lado o Lema 3.2.1 nao mais é valido, por outro, toda a discussao
que o sucede, desde o Lema 3.2.2 até o Lema 3.2.3, se repete aqui de maneira ana-
loga, obviamente ressalvadas as particularidades que surgem, principalmente, pela
diferenca na féormula do produto nos grupos. Desta forma, para nao tornarmos o

texto repetitivo, nao apresentaremos estes resultados. Quando necessario, faremos
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mencgao aos seus equivalentes, presentes no Capitulo 3. Por fim, salientamos que
todas as classes de subgrupos do Teorema 3.2.1 se fazem presentes nesse novo con-
texto onde estamos atacando o PSO, representando um primeiro indicio de que
a classificacao dos subgrupos de G possa ser como a apresentada no teorema ja
citado.

Neste momento conjecturamos que

Conjectura 6.1.1 (Sobre os Subgrupos de G) Os subgrupos de G sdo os mes-

mos apresentados no Teorema 3.2.1.

Os fatos apresentados no paragrafo anterior a Conjectura 6.1.1 representam
um primeiro passo no caminho para mostrar que tal conjectura é verdadeira. Nossa
confianca na veracidade do resultado, encontra respaldo também em alguns testes
numéricos que efetuamos. Para valores dos parametros p, r e s dados por p =
3, 1 < r,s < 4, verificamos que a conjectura é verdadeira, independente dos
parametros t e [ que determinam o homomorfismo que define o produto semidireto.
Testes para parametros maiores que os apresentados tém alto custo computacional,
inviabilizando este tipo de checagem.

As dificuldades para a prova da conjectura comecam a surgir quando par-
timos para generalizar o Lema 3.2.4, a Proposicao 3.2.1 e o Teorema 3.2.1. A
principal dificuldade reside em mostrar que certos sistemas de equagoes de con-
gruéncia possuem solugao. O Lema de Hensel, Gouvéa (1997), continua sendo
nossa principal ferramenta de ataque, embora em certos casos seja dificil fazer com
que a equacao de congruéncia satisfaga suas hipoteses. Embora grande esforco
tenha sido empregado nesta reta final do trabalho, nao houve tempo habil para a

conclusdo do resultado.

6.2 Sobre a Nilpoténcia de G

Vamos dedicar alguma atencao ao estudo da nilpoténcia dos grupos G. As

defini¢oes e resultados imprescindiveis para o entendimento desta se¢ao encontram-
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se no Apéndice A e nas referéncias, Robinson (1995); Spindler (1994); Leedham-
Green e McKay (2002).
Pelo Teorema A.1.3, sabemos que G ¢é nilpotente. Nos interessa saber qual

sua classe de nilpoténcia. Iremos determina-la na proposicao seguinte.

Proposicao 6.2.1 Sejam Z (G) o centrode G e 1(G), k > 1, um elemento da série
central inferior de G, como definidos no Apéndice A. Entao Z (G) = <:UPT7", yprfn>,
7%(G) = <xpk"> e a classe de nilpoténcia de G, denotada por ¢ = ¢(G), é ¢ = H-‘
Demonstracao: Comegamos provando que Z (G) = <x7’r7",ypr7">. Como G =
(x,y), para que um elemento g € G pertenga a Z (G) é necessério e suficiente que
gr = xgeque gy = yg. Desta forma, para provarmos a continéncia <:Epr_n, ypr_"> -

Z (G), basta verificarmos que y?" 'z = 2y " e que 27" "y = yz*" . De fato, é o

que temos, pois:

r—n

yaxP = P o

P, gy

r*"]x — x@(pr—n)tp’ﬂrlypr*n _ x¢<pr—n)tpr+1ypr,n T*ﬁ‘

P =z

Fica assim estabelecida a primeira continéncia. Para a segunda continéncia, Z (G) C

<;Cps”7 yps*l>, seja 24" € Z(G). Temos:
y ($ayb) — xa(tp"-i—l)yby — l,atp" (l,ayb) y.

Pelo fato de 2%y® € Z (G), segue que atp” = 0 mod p". Portanto, como mdec (¢, p) =

1, segue que a = a'p"~". Temos também que
(") 2 = 2075 (%) .

Como mdec (¢(b), p*) = mdec (b, p*), se mde (b, p*) = p’, pelo fato de 2%° € Z(G),
segue que t@(b)p"™ = 0 mod p" e isso implica que p/ = p"~"*° com § > 0. Assim,
b = Up'~". Concluimos que z%" = z*?" "y??P"" ¢ <x”r7",yprfn>. Desta forma,

verifica-se a segunda inclusdo e, portanto, a igualdade Z (G) = <xprfn, yprfn>.
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Para a segunda parte, mostrar que v,(G) = <:Epkn>, usaremos indugdo no
indice k. Sendo assim, inicialmente devemos mostrar que 7;(G) = <mpn>. Pela
Defini¢ao A.1.2, sabemos que v£(G) = [G, 1k-1(9)], logo, 71 (G) = [G,G]. Verifica-
se que [y, z] = 2", assim, 27" € 71(G) e (27") C 1(G). Para a inclusdo inversa,

dados z%°, x°y? € G temos? ,

[xayb,xcyd} = (fl?ayb) (l’cyd) <gj7aaiby*b> <xfcoﬁdy7d>
= [Ea+cabyb+d <$_aa_by_b> (x—ca_dy—d>

a—i—cozb—aa’bochrdyd <x—cofdy—d> — a+cab—aat—c

= T T

_ peteltedp ) —alte(dpi+)—c _ . (o(b)—p(d))tp"

Assim, |2y’ 2°y?] € (a#") e, portanto, 11(G) C (2P"). Concluimos que 71(G) =
("),

Suponhamos agora, que v;_1(G) = <a7pn(k_l)>. Devemos ser capazes de
provar que 7(G) = [1%-1(9), G| <xp”k>. Temos que [xpn(kfl),y} = 27" logo
7" € (G) e <xp"k> C Y-1(G). Por outro lado, com um algebrismo semelhante
ao desenvolvido anteriormente, podemos provar que para todo z%® € G temos
[xp"(kfl),x“yb] = g PP ¢ <xp"k>. Assim, verifica-se a segunda continéncia.
Lot (6) (),

Pelo Teorema A.1.2, para que G tenha classe de nilpoténcia ¢, devemos ter
Ye—1(G) < Z (G). Pelo que foi provado anteriormente, isso implica que <xp(671)"> <
<xpr‘",ypr_">_ Equivalentemente, devemos ter (¢ —1)n > r—n, logo, ¢ > % Desta

forma, a classe de nilpoténcia de G é

c= FW (6.11)

Encerramos assim, a prova da proposicao.
[ ]

Pela Proposicao 6.2.1 notamos que dentre os grupos G = Z,r X Z,s 0s que

2 Para todo %’ € G, (ac“yb)fl =z "y~ onde =t = (ab)fl
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apresentam maior classe de nilpoténcia sao aqueles definidos pelas raizes a =

tpﬁ(r,s,o) +1,comt € Z;S out e Z;T,l, pois:

[noﬂfs,oﬂ - [nmr s,ZJ b

E importante notar que a classe de nilpoténcia do grupo G nao depende do para-

metro ¢, mas somente dos parametros r, s e [. Denotaremos por ¢y esta maxima

nilpoténcia, assim

co = [mw . (6.12)

Definicao 6.2.1 Fixados parametros r, s € N considere o conjunto de grupos J
composto por todos os grupos Z, X4 Z,s, seus subgrupos e os grupos quocientes
que se possam formar com estes grupos. Definimos a classe de grupos C, a partir

do conjunto J, como
C={G;G éumgrupoe G~ H H € J}.

Pelo exposto anteriormente, qualquer G € C tem classe de nilpoténcia menor
que, ou igual a o, Hall Jr. (1959). Diremos neste caso, que C tem classe de
nilpoténcia constante c¢q ou que C é nil-cy. Uma classe de grupos é dita fechada
para a tomada de subgrupos e grupos quocientes se qualquer subgrupo de um
grupo pertencente a classe também pertence a classe e se qualquer grupo quociente
formado por grupos pertencentes a classe também pertenca a classe. A classe C
¢é fechada para a tomada de subgrupos. Entretanto, nao sabemos se ela o é para
a tomada de grupos quocientes. Isso representa um entrave para a estratégia que
pretendemos utilizar para a solugao do PSO em Z, x Z,s. Uma pergunta que
nos fazemos é se um grupo quociente (Z,r X4 Z,s) /H seria isomorfo a um grupo
Ly Xy Ly, com 17" <1 e s < 5. Se esta pergunta se responder afirmativamente,

poderemos redefinir a classe C, para incluir tais grupos, tornando-a, assim, fechada

também para a tomada de grupos quocientes.
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6.3 Apontamentos para a Solucao do PSO em Z,- x Z,s

Recentemente Ivanyos et al. (2007b) deram um importante passo para a
solugao do PSO em grupos nilpotentes. Neste artigo que é objeto de estudo da
dissertagao de mestrado de Fernandes (2008), os autores demonstram a seguinte
redugao do PSO em grupos nilpotentes, (Ivanyos et al. (2007b), Teorema 2).

Teorema 6.3.1 Seja C' uma classe de grupos de classe de nilpo-
téncia constante e fechada para a tomada de subgrupos e grupos
quocientes. Entao o PSO em membros de C' pode ser reduzido ao
caso onde o grupo é um p-grupo de expoente p e o subgrupo oculto
é ou trivial ou tem ordem p.

[ |

Neste mesmo trabalho os autores apresentam uma solugao eficiente para o
PSO na classe de grupos nil-2. Para tanto, eles empregam uma segunda redugao ao
problema, estabelecendo que se GG é um nil-2 p-grupo de expoente p e H, o subgrupo
oculto, é trivial ou tem ordem p, se for possivel determinar eficientemente G'H,
entao pode-se determinar eficientemente H, onde G’ é o subgrupo dos comutadores
de G,( Ivanyos et al. (2007b), Teorema 3). Feito isso, os autores apresentam um
algoritmo eficiente para determinar G'H, que é uma generalizacao do algoritmo
apresentado em Ivanyos et al. (2007a).

Voltando ao PSO em Z,r x Z,s, acreditamos que combinando a reducao do
Teorema 6.3.1 com a Conjectura 6.1.1 seremos capazes de resolve-lo. Supondo que
a classe de grupos C apresentada na secao anterior seja fechada para a tomada de
subgrupos e grupos quocientes e que seja verdadeira a Conjectura 6.1.1, todos os
membros da classe C seriam da forma descrita no Teorema 3.2.1. Isso nos permitiria
provar que os grupos de expoente p em C sao da forma <xtpr/71ypslfl>, comt € Z
ou <xpT/71 , yp5/71>, onde ' < re s < s. Mas é facil ver que estes grupos sao todos
abelianos. Logo, utilizando a reducao do Teorema 6.3.1, teriamos resolvido o caso
geral do PSO.

Vemos desta forma, que ha dois grandes obstaculos a transpor para que esta

estratégia possa resolver o problema. O primeiro deles é provar a Conjectura 6.1.1.

81



O segundo, garantir que a classe C é fechada. Neste segundo caso, podemos ainda
definir uma outra classe, desde que se possa assegurar que seus membros sejam da

forma descrita no Teorema 3.2.1.
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Capitulo 7

Conclusao

A busca por algoritmos quanticos eficientes para o PSO nao abeliano é o
objetivo central desta tese. Tendo em vista os resultados apresentados no decorrer
da mesma, acreditamos ter alcancado este objetivo, contribuindo para o desenvol-
vimento da pesquisa na area com a adicao de mais alguns grupos onde o PSO ¢é
resolvido eficientemente através de algoritmos quanticos.

Nesta tese, apresentamos um algoritmo quantico eficiente para o PSO nos
grupos nao abelianos G', Algoritmo 4.3.1. Como conseqiiéncia imediata deste algo-
ritmo, mostramos que também é possivel resolver eficientemente o PSO no produto
semidireto Zy X4 Zys, sob certas condigoes impostas sobre N, s e ¢, Teorema 5.2.1.

A estratégia que adotamos para a construcao do algoritmo é baseada na
estrutura dos subgrupos dos grupos G'. Desta forma, os resultados que obtivemos
no Capitulo 3 sao de fundamental importancia para a tese. De fato, é a classificacao
dos subgrupos dada pelo Teorema 3.2.1 que nos permite fazer as redugoes abelianas
que empregamos no Algoritmo 4.3.1. Como conseqiiéncia do teorema ja citado
neste paragrafo, estudamos a normalidade dos subgrupos de G!, equacdes 3.24,
3.25 e 3.26, e isso nos possibilitou empregar reducoes do problema ao caso do PSO
num grupo soluvel onde o subgrupo oculto é normal. Por fim, o estudo das classes
laterais dos subgrupos de G! apresentado nos Lemas 3.3.1 e 3.3.2 ¢ vital na andlise
do Algoritmo 4.2.1, sendo o principal responséavel pelo sucesso desta subrotina do

Algoritmo 4.3.1.
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Um aspecto importante que devemos ressaltar em relagao a solucao que apre-
sentamos é que o Algoritmo 4.3.1 emprega fortemente o algoritmo para o PSO
abeliano. Além disso, o Algoritmo 4.2.1 é uma variacao do MAF, onde utilizamos
a TFQ abeliana em detrimento da TFQ em G' como seria usual para o método.
Tudo isso mostra que os grupos G!, embora sendo nao abelianos, possuem uma
estrutura abeliana muito forte que nos facilitou a construcao do algoritmo.

Em relacao a solugao do PSO em Zy x4 Zys, como ja mencionamos, trata-
se de uma direta conseqiiéncia da solucao do PSO em G'!. Mas outro aspecto a
ser mencionado é que para saber se em um tal grupo ¢ ou nao possivel resolver
eficientemente o PSO devemos, de inicio, obtermos a fatoracao prima de N. Neste
ponto, deve-se utilizar o Algoritmo de Shor para fatorar N e entao decidir pelo
desfecho positivo ou negativo. Caso a fatoracao satisfaca as condigoes do Teorema
5.2.1, existe um algoritmo quantico eficiente para a solucao do PSO.

A estratégia da classificacao dos subgrupos nos parece uma boa ferramenta
para a busca de novos algoritmo quanticos para a solugao do PSO. No entanto,
devemos ressaltar que nem sempre ¢é simples alcancar tal objetivo. De fato, mesmo
no caso geral do produto semidireto Z,- x 4Z,s ja esbarramos em vérias dificuldades,
como mostrado no Capitulo 6. Ainda assim, consideramos que o proximo passo de
nosso trabalho serd tentar provar a Conjectura 6.1.1, ou verificar que a mesma nao
seja verdadeira, e de posse disso procurar resolver o PSO no caso geral dos grupos
Liyr X g Lipps .

No Capitulo 6, iniciamos o ataque ao caso geral do PSO em Z,r x4 Z,s. Como
ja mencionado no paragrafo anterior, a classificacao dos subgrupos € a primeira di-
ficuldade que devemos transpor. No entanto, ela nao é a tnica. A implementacao
de um algoritmo similar ao Algoritmo 4.3.1 mostrou-se inviavel devido principal-
mente ao fato de nao serem mais possiveis as mesmas redugoes abelianas. Nos
parece correto afirmar que isso ocorre pois a medida que 7 diminui em relacao a s,
a classe de nilpoténcia do grupo aumenta, o que o torna “menos” abeliano.

Como forma de contornar essas dificuldades, a utilizacao mais forte das pro-
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priedades dos grupos nilpotentes surge como uma boa forma de se atacar o pro-
blema. Nos apontamentos que fizemos no 1ltimo capitulo, apresentamos uma dire-

¢ao que sera investigada na continuidade do trabalho, buscando a solucao completa

do PSO em Zpyr X Zys.
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Apeéendice A
Toépicos em Teoria de Grupos

Neste apéndice apresentaremos alguns tépicos sobre teoria de grupos que
sao fundamentais para o trabalho. Admitimos, no entanto, certa familiaridade do
leitor com conceitos basicos sobre teoria de grupos, como as defini¢oes de grupo,
homomorfismo de grupos, normalidade, etc. Além disso, trataremos aqui sempre
com grupos finitos. Esses topicos que descreveremos aqui estao baseados nas re-
feréncias Garcia e Lequain (2002); Hernstein (1970); Robinson (1995); Hall Jr.
(1959) e Spindler (1994).

Al Automorfismos, Produto Semidireto e Grupos Nilpotentes

Sejam G e G grupos e consideremos o produto direto G; x G5. Se H; < G4
e Hy < Gy, entao o Hy X Hy certamente é um subgrupo de G; x Gy. A afirmagao
contréaria, nem sempre é verdadeira, isto é, nem todo subgrupo de G; x G5 é da

forma H; x H,. Entretanto, em condigoes especiais, isso é valido.

Proposicao A.1.1 Sejam G; e GG, grupos cujas ordens sao coprimas. Entao todo

subgrupo de G; x G5 é da forma H; x Hs, onde Hy < G e Hy < Gb.

Demonstragao: Considere m; : G X Gy — G; definida por m;(g1, g2) = ¢i, @ = 1, 2.
Dado H < Gy x Go definimos Hy = m(H) < Gy e Hy = m(H) < G5 e assim
H < H; X Hy. Vamos mostrar que H = H; X Hy. Seja (hy,hy) € Hy X Hy. Pela

defini¢do de Hy e Hs, existem h) € Gy e hy € Gy tais que (hy, hb), (b}, he) € H.
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Como mdc (|G1[,|Gs|) = 1, pelo Teorema do Resto Chinés existem 11,7y € Z tais

que

r1 = 1 mod |G| ro =0 mod |G|
e

r1 =0 mod |G| ro = 1 mod |G|

Logo, existem ki, ko, k3, k4 € 7Z tais que

T1:k1|G1|+1 ngkig‘Gl‘
(§]

7’1:]{?2|G2| 7‘2:]{?4‘G2‘+1

Desta forma,

(ho, By = (B Ry = (RO RSO = (g, )

(hl1,h2)r2 _ (h/1r2’ hgz) _ (hllkS\Gll’ h12€4|G2|+1) _ (617 h2>

onde e; e ey sao os elementos identidade dos grupos G e G, respectivamente.
Temos assim que (hy,ez),(e1,hy) € H. Logo, (hi,hs) = (h1,e3)(e1,he) € H. O
que prova a proposicao.
|
Dados grupos G e G, uma funcao ¢ : G; — G5 tal que ¢(g192) = ¢(g1)P(g2)
¢ chamada um homomorfismo de grupos. Caso o homomorfismo ¢ seja bijetor
ele é chamado um isomorfismo de grupos e escrevemos G; ~ Gs. Por fim, um
isomorfismo ¢ : G — G é chamado um automorfismo do grupo G. Seja Aut (G) o
conjunto de todos os automorfismo de G. O conjunto Aut (G) com a operagao de
composicao de fungoes é um grupo, cujo elemento identidade é a funcao identidade,
Id.
Dado um inteiro positivo n > 1, considere o grupo aditivo dos inteiros modulo
n denotado por Z,. Seja ainda Z; o grupo multiplicativo dos inteiros médulo n
que possuem inverso em relagdo a multiplicagdo. O teorema seguinte relaciona

Aut (Z,,) com Z
Teorema A.1.1 O Grupo Aut (Z,-) é isomorfo ao grupo Z,.
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Demonstracao: O isomorfismo procurado é I' : Aut (Z,,) — Z dada por I'(¢) =
¢(1). Como 1 gera Z,, para qualquer automorfismo ¢ € Aut(Z,), ¢(1) também
gera Z, e, portanto, ¢(1) € Z:,. Logo I' estd bem definida e nao hd dificuldade
em provar que é um homomorfismo. Além disso, I'(¢) =1 < ¢(1) = 1 < ¢(a) =
a,Va € Z, o que implica que ¢ € kerl' & ¢ = Id, ou seja, [ é injetora. Por
fim, dado o € Z*, definindo ¢, : Z, — Z, dada por ¢,(a) = aa, note que
I'(¢a) = ¢u(l) = a. Verifica-se que ¢, é um automorfismo e, assim, que I" é
sobrejetora. Desta forma, concluimos que I' é um isomorfismo.
[
Pelo Teorema A.1.1 dado ¢ € Aut(Z,) existe um tnico a € Zj, tal que
¢(a) = aa para todo a € Z,, em particular « = ¢(1). Se denotamos por ¢" a

n

composicao de ¢ com ela mesma n vezes, temos que ¢"(a) = o"a.

Definicao A.1.1 Considere os grupos G e H e um homomorfismo de H para
Aut (G), digamos ¢ : H — Aut (G), h € H — ¢(h) € Aut (G). Definimos sobre os

elementos de G x H a seguinte operacao:

(9, R)(g', I') = (&(N')(g)g', hI').

O conjunto G x H com a operacao acima definida é chamado o produto semidi-

reto de G por H, denotado por G x4 H ou H X4 G.

Exemplo A.1.1 O produto direto dos grupos G e H é um caso especial do produto
semidireto. Seja ¢ : H — Aut (G), h € H — ¢(h) = I, € Aut (G). Entao

(9, Mg, W) = (6(h)(9)g’, hI") = (1a(g)g’, hI') = (g9, hh').

Neste caso, G x4y H = G x H.

Exemplo A.1.2 Como um segundo exemplo, considere p, r e s nimeros inteiros
positivos e seja G = Zy Xy Zps. Se a = ¢(1)(1) € Zj,, entdo para quaisquer

a € Zy e b € Zys temos que ¢(b)(a) = aa’. De fato, como ¢ é um homomorfismo,
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#(b) = ¢(1)°, onde o indice b indica a composicao do automorfismo ¢(1). Além
disso, como vimos anteriormente, existe um tnico a € Z3, tal que ¢(1)(a) = aa
para todo a € Z,. Desta forma, ¢(b)(a) = ¢(1)’a = ata e a = ¢(1)(1). Sendo

assim, o produto dos elementos (a, b), (¢,d) € G é dado por

(a,b)(c,d) = (a+ ¢(b)(c),b+d) = (a+ ca’, b+ d) (A1)

Dois importantes subgrupos de um grupo G sao o seu centro, denotado por
Z (@G), e seu subgrupo de comutadores, ou subgrupo derivado, denotado por G’. O

centro é definido por

Z(G)={g9€G; gh=nhg,VheG}. (A.2)

Dados g,h € G o comutador [g,h] é dado por [g,h] = ghg 'h™!. Define-se o

subgrupo de comutadores por

G ={g,h]; g,h € G). (A.3)

De maneira mais geral, se R, S C G defini-se o subgrupo de comutadores de

R e S, denotado por [R, S], como

[R,S]={lg,h]; g€ R,h€S).

Observe que G' = [G, G.
Através dos subgrupos de comutadores podemos criar o que chamaremos de

série central inferior do grupo G. Tal série de subgrupos é dada por

G=m(G)>7(G)>--- (A.4)

onde v,4+1(G) = [ (G), G]. Observe que 12(G) = G.
Definicao A.1.2 Um grupo G ¢ dito nilpotente se possuir uma série central infe-
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rior tal que

G =m(G) 2 7%(G) = 2 m(G) = 7 (G) = {e}.

O inteiro n é chamado a classe de nilpoténcia do grupo G.

Teorema A.1.2 Um grupo G é nilpotente de indice n se, e somente se, 7, (G) <

Z(G).

Demonstracao: De fato, se G é nilpotente de indice n, pela Definicao A.1.2
segue que Y,+1(G) = [7(G), G] = {e}. Assim, fixado h € v,(G), para todo g € G
temos que e = [h,g] = hgh™'g™! e, equivalentemente, hg = gh. Logo hZ (G). O
que mostra que v,(G) < Z(G). Reciprocamente, se 7,(G) < Z (G) obviamente
Ynt+1(G) = {e}. O que encerra a prova.
]
Grupos nilpotentes finitos guardam uma estreita relacao com p-grupos, p
primo. Os teoremas a seguir mostram essa relagao. Suas demonstragoes podem

ser encontradas em Robinson (1995).
Teorema A.1.3 Todo p-grupo finito ¢é nilpotente. [ ]

Se p é um numero primo que divide a ordem de um grupo G, seja m tal que
|G| = p™q onde mdc (p, q) = 1. Um subgrupo de G cuja ordem é p™ é chamado um
p-subgrupo de Sylow de G. Mostra-se que tais subgrupos sempre existem. Além

disso, eles fornecem a seguinte decomposicao dos grupos nilpotentes finitos.

Teorema A.1.4 Um grupo finito G ¢é nilpotente se, e somente se, ¢ o produto

direto de seus subgrupos de Sylow. [ ]
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