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Resumo

Dado um grafo qualquer é possivel definir um operador que representa a evolugao de
estados respeitando a localidade do grafo. A busca quantica, representada por uma pequena
perturbacao em alguns nés nesse operador de evolucao para marca-los, se baseia em evoluir o
estado quantico por um determinado nimero de passos até que a probabilidade de encontrar
um dos nés marcados seja maxima. Encontrar o niimero de passos e a probabilidade de
sucesso final em grafos de interesse com um ntmero qualquer de marcados é o principal
objetivo deste trabalho. Para tal, desenvolvemos um método analitico que obtém uma
expressao assintotica no nimero de nds para as quantidades desejadas a partir da analise
de dois autovetores principais da matriz de evolugao. O método foi desenvolvido para o
caso de passeios discretos e continuos, com exemplos na malha bidimensional e em grafos
de Johnson, respectivamente e ambos com dois elementos marcados. Para um exemplo
ainda mais geral é apresentada a analise de passeios continuos em t-designs, uma abstracao
matematica que nos gera diferentes grafos bipartidos. Neste tiltimo caso obtemos expressoes
analiticas dependendo nao apenas dos parametros do grafo, como também do ntimero de
marcados. Os exemplos estudados sao casos onde nao ha uma teoria tao precisa a respeito
da probabilidade de sucesso e tempo 6timo de passeios quanticos e também mostram o

potencial do método desenvolvido para lidar com problemas mais gerais.

Palavras-chave: Busca quantica. Passeios quanticos a tempo discreto. Passeios quanticos

a tempo continuo.



Abstract

Given an arbitrary graph, it is possible to define an operator that represents the evolution of
states respecting the graph’s locality. Quantum search, represented by a slight perturbation
in certain nodes in this evolution operator to mark them, is based on evolving the quantum
state for a certain number of steps until the probability of finding one of the marked nodes
is maximized. Finding the number of steps and the final success probability in graphs of
interest with an arbitrary number of marked nodes is the main objective of this work.
To achieve this, we have developed an analytical method that obtains an asymptotic
expression in the number of nodes for the desired quantities, based on the analysis of
the two leading eigenvectors of the evolution matrix. The method has been developed for
both discrete and continuous walk cases, with examples on the two-dimensional lattice
and Johnson graphs, each having two marked elements. For an even more general case,
we provide an analysis of continuous walks on t-designs, a mathematical abstraction that
generates various bipartite graphs. In this latter case, we derive analytical expressions
depending not only on the graph’s parameters but also on the number of marked nodes.
The studied examples cover cases where a precise theory regarding the success probability
and optimal time of quantum walks is lacking, showcasing the potential of the developed

method to address more general problems.

Keywords: Quantum search. Discrete time quantum walk. Continuous time quantum

walk.
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1 Introducao

Passeios quanticos foram introduzidos como uma alternativa a passeios aleatérios
classicos. Foi observado em (AHARONOV; DAVIDOVICH; ZAGURY, 1993) que o fend-
meno quantico permite uma maior dispersao da particula em relagao a sua alternativa
classica. Foi também provado que o passeio quantico consegue simular perfeitamente
cadeias de Markov (WATROUS, 2001), bem como obter um resultado quadraticamente
mais rapido em relacao a uma cadeia de Markov executada em uma computador classico
(APERS; SARLETTE, 2019). Estes resultados mostram que o computador quantico e a
abordagem de passeios quanticos possuem a capacidade de acelerar algoritmos estocasticos
cléssicos, em especial os baseados em cadeia de Markov. Além disso, (CHILDS, 2009)
mostra que passeios quanticos sao um modelo universal na computacao quantica. Ou seja,

qualquer algoritmo quantico pode ser implementado por passeios quanticos.

Assim como os passos de uma cadeia de Markov discreta no espago sao regidos por
uma matriz de transicao, em um passeio quantico um passo é representado pela aplicagao
de uma matriz unitaria, que deve ser definida como um operador no espacgo de Hilbert cuja
base pode ser formada, por exemplo, pelos noés do grafo utilizado. Existem na literatura
abordagens de passeios a tempo discreto e continuo, que podem usar o grafo original
(PORTUGAL et al., 2016; CHILDS; GOLDSTONE, 2004) ou um modificado acrescido de
um novo espago para armazenar a dire¢ao para onde o caminhante deve andar (chamado
de "espago da moeda") (TREGENNA et al., 2003) ou entao uma cépia de cada né do grafo
para gerar um grafo bipartido (SZEGEDY, 2004). Vale notar que as abordagens continua
e discreta nao sao equivalentes e em determinados grafos como a malha bidimensional
obtém-se ganhos a tempo continuo mas nao a tempo discreto (DHEERAJ; BRUN, 2015).

Um problema ligado aos passeios em grafos é o problema de busca, que propoe
a existéncia de elementos marcados em um grafo e questiona o tempo necessario para
encontra-lo executando um passeio classico ou quantico a partir de uma condicao inicial.
Existem diversos algoritmos classicos baseados em problemas de busca por meio de passeios
aleatérios, mas vale ressaltar que muitos algoritmos quanticos também podem ser modelados
a partir de um problema de busca em um grafo. O algoritmo de Grover (GROVER, 1996)
para a busca de um elemento em uma lista nao ordenada com uma complexidade O(\/N ),
por exemplo, pode ser visto como uma busca em um grafo completo. O algoritmo de
2-distinctness (AMBAINIS, 2007) para encontrar 2 elementos iguais em uma lista com
complexidade O(N?/3) é também definido como uma busca em um grafo gerado a partir
de subconjuntos da lista com arestas definidas pelo tamanho da intersegao entre estes
subconjuntos. Embora os trabalhos citados sejam com passeios a tempo discreto, outros

trabalhos analisam a busca continua em grafos especificos, como o completo (CHILDS;
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GOLDSTONE, 2004), 4rvores balanceadas (PHILIPP; TARRATACA; BOETTCHER,
2016), grafos de johnson (TANAKA; SABRI; PORTUGAL, 2021) e grafos aleatérios
(CHAKRABORTY et al., 2017), todos com um unico elemento marcado.

Para a realizagao da busca, modifica-se o operador de evolugao (matriz de transi¢ao
ou a matriz unitdria) para adicionar uma assimetria entre os nés marcados e os nao
marcados e, assim, ndo permitir que a distribuicao uniforme seja estacionaria. No caso de
cadeias de Markov, algumas abordagens sao remover os arcos de saida dos nés marcados
ou utilizar uma cadeia de Markov interpolada entre a original e a sem arcos de saida nos
marcados. Para passeios quanticos, o operador de evolucao original é substituido por um
novo operador unitario que age de forma distinta nos marcados e nao marcados. Como
consequéncia dessas modificagoes, ocorre uma oscilagdo na probabilidade do caminhante
estar nos nés marcados ao longo do tempo. O interesse no estudo de algoritmos de busca
baseados em passeios aleatorios é entender a dinamica do operador modificado e encontrar
o primeiro instante de tempo onde a probabilidade de encontrar um né marcado ¢ maxima.
Este instante é denominado hitting time (HT), e a probabilidade de encontrar o marcado
p(HT) determina se o algoritmo realmente funciona. (PORTUGAL, 2018a)

Alguns trabalhos estudaram a dindmica de passeios quanticos em um grafo genérico
com um numero arbitrario de elementos marcados. Todos os resultados sao assintoticos
no nimero de nés do grafo. Os trabalhos (AMBAINIS et al., 2019) e (APERS et al.,
2021) provam que a busca por meio de passeios quanticas gera um ganho quadratico no
tempo em relacao a busca em passeios aleatérios classicos a tempo discreto e continuo,
respectivamente. Para realizar esta busca quadraticamente mais rapida, foi necessario
executar a dinamica quantica em uma modificagao do grafo original que prevé a copia
de cada né e a ligacdo entre os nos do grafo copia e do original definida pela matriz de

adjacéncia, gerando um grafo bipartido.

Neste trabalho sao apresentados métodos para entender a dindmica de passeios
quanticos em grafos especificos com passeios a tempo discreto e continuo. A maior con-
tribuicao estd na andlise para mais de 1 elemento marcado. Fixando o grafo estudado,
os resultados podem ser mais precisos em relagao a constante que acompanha o termo
dominante da complexidade no tempo. E possivel também avaliar se os resultados condizem
com a complexidade no tempo proposta na literatura sem a necessidade de gerar um
grafo bipartido, o que se caracteriza como um ganho de complexidade no espago. Além
dos métodos, as contribuigoes incluem analises para trés classes de grafos de interesse
na literatura: malhas bidimensionais, grafos de Johnson e um subconjunto de grafos
bipartidos regulares. Enquanto os dois primeiros exemplos nos dao resultados mais precisos
na analise para multiplos marcados ao mesmo tempo que conferem que existe de fato
ganho quadratico no tempo, o terceiro exemplo fornece resultados novos a respeito de

como o numero de marcados pode influenciar na complexidade.
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O trabalho a seguir esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, serd dada
uma fundamentacao tedrica de passeios quanticos embasada na literatura. No Capitulo 3,
serdo apresentados os resultados ja publicados em (BEZERRA; LUGAO; PORTUGAL,
2021) que dizem respeito a analise de buscas quénticas a tempo discreto com um exemplo
na malha bidimensional com 2 marcados. No Capitulo 4 serd discutido o que ocorre para
buscas a tempo continuo de um modo geral e em um exemplo com grafos de Johnson
com 2 marcados, como visto no trabalho pendente para publicacdo (LUGAO et al.,
2022). No Capitulo 5 serd apresentado outro trabalho sobre passeios a tempo continuo
também pendente para publicacio (LUGAO; PORTUGAL, 2023) que busca lidar com
um subconjunto da classe de grafos bipartidos e com um nimero qualquer de vértices
marcados. Por fim, o Capitulo 6 sintetiza as contribui¢oes com algumas consideragoes

finais e propostas para o futuro.
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2 Passeios quanticos

Neste capitulo faremos uma fundamentacao tedrica e uma revisao bibliografica de
passeios quanticos, indicando os principais modelos usados e como eles vao servir de base

para os trabalhos originais desenvolvidos nos capitulos posteriores.

2.1 Computacao quantica

O elemento fundamental da computagdao quantica é o qubit, um sistema quantico
isolado que pode assumir qualquer superposicao de dois estados bésicos: |0) e |1) (1é-se
ket 0 e ket 1) (NIELSEN; CHUANG, 2002). Esta superposicao pode ser representada de

forma vetorial como:

) = al0) + B1) = (g) , (2.1)

onde a,3 € C e |al? + |8|? = 1. E possivel perceber também que os vetores bésicos |0) e

|1) sao associados aos vetores coluna da base candnica do C?.

Para fins de completude, introduz-se também a notagdao (¥| (1&-se bra psi) que
representa o transposto conjugado do |¥). O produto interno entre dois vetores |¢1) e |1)2)
neste espago é entao definido por (¢ |1)9). Este espago vetorial complexo munido de um

produto interno é também chamado de espago de Hilbert.

Quando tratamos sistemas quanticos compostos, o espago em que eles estao contidos
¢é o produto tensorial dos espacos de Hilbert de cada sistema individual. Para formar a
base deste novo espaco, tomamos o produto de Kronecker entre os elementos das bases

dos espacos menores, definido por:

n T1Y1
o | .
x1 n Ym T1Ym
o)) = | 1 @] ¢ | = : = : 1. (2.2)
Tn Ym U1 Tnl1
Tn
Ym TnYm

Seguindo esta logica, um sistema composto por 2 qubits possui uma base formada
por 4 vetores: |0) |0), [0)]1), |1) |0) e |1)|1), que podem também ser representados pela

notacao decimal |0), |1), |2) e |3). Estes estados agora correspondem a base canoénica do
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C* e os valores que os acompanham na superposigao que geram um [¢)) = ag|0) + a; |1) +

as |2) + a3 |3) sao chamados de amplitude e devem respeitar 3, |a;|* = 1.

De um modo geral, pode-se definir a base computacional {|0),[1),...,|2" — 1)}
que representa os estados possiveis em um sistema de n qubits. Sendo mais preciso,
todo estado quantico é entao definido como um vetor em um espaco de Hilbert isomorfo
ao C?", atentando-se A restricdo de normalidade. E importante notar que, embora esta
construcao gere espagos vetoriais de dimensoes iguais a poténcias de 2, também existe
uma generalizacao de qubits para qudits (WANG et al., 2020) para a obtencao sistemas
quanticos de dimensao N para um N qualquer. Por esta razao nao precisamos nos limitar

de um ponto de vista tedrico a espacos com dimensoes que sao poténcias de 2.

A restricdo de normalidade dos vetores é particularmente importante na definicao
do postulado da medicao. Dado um sistema quantico em superposicao isolado do meio

externo, o mesmo se colapsa para um dos estados basicos no momento em que é observado.

Outro ponto importante é como realizamos medi¢des em um sistema quantico.
Podemos definir um conjunto de operadores de medicdo { M,,} que respeitam =, M} M,, =
I. Um conjunto bastante comum desses operadores é dado por M, = |m) (m|, que se
baseia nos elementos da base computacional para realizar a medi¢ao. Quando utilizamos
este conjunto, dizemos que estamos medindo na base computacional. Os resultados dessa

medicao sao sequéncias de bits.

Se realizarmos uma medi¢ao na base computacional, a probabilidade de se observar
um determinado estado a partir de uma superposigao [¢)) = >, a; |i) é dada pelo médulo

ao quadrado de sua amplitude. Ou seja, p(i) = |a;)?.

Apods o estado ser observado, parte da informacao referente a superposicao é perdida
e os qubits medidos passam a estar no estado que foi observado com probabilidade de

100%, até que alguma alteracao seja feita no sistema.

Além do processo de medicgao, o sistema quantico também pode ser alterado por
outros fendmenos que nao envolvam observagao do sistema. Respeitando os postulados da
mecanica quantica, esta evolucao pode ser descrita pela aplicagdo de uma matriz unitaria

na representacao vetorial do estado quantico.

Uma matriz U ¢ dita unitaria se UTU = UUT = I, onde UT (1&-se U dagger) é o
transposto conjugado de U, também chamado de matriz adjunta. Esta definicdo implica
que ||U [¥)||? = || |¥)]]?, isto é, a aplicagao de U preserva a norma dos vetores. Esta
propriedade é importante para garantir que de fato o sistema se mantém em um estado

quantico apés a aplicacao da matriz.

Toda matriz unitaria representa uma evolugao possivel no sistema, e a maioria dos
algoritmos se baseia em definir uma matriz unitaria que modifica as amplitudes do estado

antes de realizar a medigao para poder extrair informagoes a partir do valor medido.
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Vale notar que embora este mecanismo de aplicar um operador para manipular
probabilidades lembre um processo aleatério classico, a mecanica quantica nao pode ser
modelada por um processo de Markov (GILLESPIE, 1994), o que distingue o processo

estudado de passeios aleatérios classicos.

2.2 Grafos e decomposicao espectral

Define-se um grafo ndo direcionado G' = (V, E') por um conjunto V' de vértices e
um conjunto E de arestas, que sdao conjuntos {vy, v9} com vy, v9 € V. O ntimero de vértices
N = |V é denominada a ordem de um grafo (DIESTEL, 2005). Um grafo pode ser ainda

representado pela sua matriz de adjacéncia A = (a;;)1<ij<n, onde

1, se {v;,v;} € E,
Q5 = B (23)
0, caso contrario.

Por defini¢ao, a matriz de adjacéncia de um grafo nao direcionado é simétrica e por
isso possui um conjunto ortonormal de autovetores {|1;) }icq1,.. Ny tais que A |v;) = ¢; 1),

onde ¢; é o autovalor associado ao autovetor |1;). Além disso, a existéncia desse conjunto

¢é equivalente a matriz poder ser reescrita pela decomposicao espectral:

Além de A ser simétrica, é também uma matriz real e, portanto, a matriz transposta
conjugada de A ainda é A. Chamamos essas matrizes de autoadjuntas ou hermitianas.
Matrizes hermitianas possuem apenas autovalores reais. Deste modo, podemos ordenar

estes autovalores.

Assumindo que os autovalores estdo ordenados da forma ¢ > ¢ > ... > o,
podemos definir o gap espectral de um grafo como a diferenca entre os modulos dos dois
maiores autovalores da matriz de adjacéncia, |¢;| — |¢2|. Ainda, o maior médulo dentre os

autovalores é chamado de raio espectral.

Informacoes a respeito da decomposicao espectral de grafos especificos sao comu-
mente encontradas na literatura (BROUWER; HAEMERS, 2012b), de onde daremos neste
trabalho uma atencao especial ao caso da malha bidimensional (PORTUGAL, 2018a) e
aos grafos de Johnson (BANNALI; ITO, 1984).
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2.3 Passeios quanticos

A cada vértice v € V pode ser associada uma probabilidade p(v) de algum ca-
minhante estar neste vértice, considerando que Y,y p(v) = 1. Tomando este vetor de
probabilidades como py em um espaco RY e dividindo cada linha ¢ da matriz A pelo grau
(caso seja nao nulo) do i-ésimo vértice para gerar a matriz A, é possivel definir o préximo

passo de um passeio aleatorio por p; = Apy.

Seguindo o procedimento descrito, é possivel obter a evolucao da probabilidade
de um caminhante estar em um determinado vértice do grafo considerando que a cada
instante de tempo ele possui probabilidade igual de ir para qualquer um dos vértices

adjacentes.

No caso de passeios quanticos, uma primeira ideia seria associar cada vértice a um
elemento da base computacional e representar os estados como superposi¢oes. Dai, existem
dois pontos importantes a serem notados: primeiro, que as probabilidades na verdade
sao os quadrados das normas das amplitudes. Logo, os vetores complexos que descrevem
o estado do caminhante no grafo devem ter norma L, igual a 1. Ainda, vale notar que
a medicao do estado nos fornece apenas um dos nés do grafo. Nesse sentido, torna-se
essencial entender a evolucao da probabilidade ao longo dos passos antes de realizar uma

medicao, para garantir que o n6 medido ¢é o procurado.

A maneira como a partir do grafo se constréi a base computacional e como a
evolugao ¢ feita difere entre diversos trabalhos, dentre os quais alguns serao estudados a
seguir para entendermos onde aplicaremos o método desenvolvido, que busca calcular a

evolucao da probabilidade de se estar em um elemento marcado ao longo de varios passos

Um dos primeiros trabalho a apresentar o conceito de passeios quanticos é (AHARO-
NOV; DAVIDOVICH; ZAGURY, 1993), onde introduz-se um passeio continuo no espago a
tempo discreto com uso de uma moeda. Isto se traduz na seguinte modelagem matematica,
partindo de um passeio aleatério unidimensional. Seja H um espaco de Hilbert formado
pelo produto tensorial de dois espagos: o primeiro (chamado espago da moeda) cuja base
sdo os estados |[+) = (|0) +[1))/v2 e |=) = (|0) — |1))/v/2 e o segundo que representa
o espaco de posigdes possiveis de uma particula, com sua componente armazenando a

distribuicao de amplitudes. Deste modo, considere um estado inicial da forma:

[Wo) = (- |=) +cx [+)) [¥(x0))

onde a fungao p(x) = | (x[1)(xg)) |* é uma distribui¢io de probabilidade centrada em |zg)

e c_,c, sao pesos complexos que respeitam a restricio de normalizacio |c_|* + |y |? = 1.
E entao apresentado um operador unitario U(l) (onde [ é um pardametro de deslo-

camento) que, ao ser aplicado no estado atual, gera um deslocamento na distribuicao de

probabilidade da particula guiado pelo sinal no espago da moeda. Apds uma aplicagao,
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obtém-se o seguinte estado:

(W) = e [=) [¥(wo = 1)) + ey [4) ¢ (o + 1)) -

A partir desta dindmica, os autores observam que o procedimento de medir a componente
da moeda e repetir o processo faz a dinamica se igualar a um passeio aleatério classico.
Em seguida, é apresentada uma reformulacao que utiliza uma moeda diferente e diferentes
operadores de medicao baseados nos spins nas particulas para acelerar o procedimento e
concluir que o deslocamento gerado por um passeio quantico alcanca posicoes fora dos
limites classicos. Embora esse trabalho trate uma aplicagao especifica de um atomo em
um espaco unidimensional, abordagens tedricas mais recentes permitem um tratamento
um pouco mais geral do problema se inspirando no espago da moeda a tempo discreto
(TREGENNA et al., 2003).

Com o objetivo de definir o passeio em um grafo geral e garantir um ganho na
complexidade, (SZEGEDY, 2004) considera um grafo G(V, F) e define um espago cuja
base sao os pares em V' x V. Fazendo uma analogia com o passeio com moeda, pode-se
considerar que o primeiro elemento do par |i) |j) é a posi¢ao de uma particula no grafo
(visto que |i) é um elemento em V') e a segunda posi¢ao representa a dire¢do para onde a
particula sera deslocada, como indicaria uma moeda. Outra interpretacao possivel é que
os pares representam as arestas direcionadas, e o passeio ocorre saltando entre arestas.
Independente da interpretagao, é importante notar que a dindmica ocorre em um grafo
bipartido, uma vez que ha uma replicacao de todos os nés de V' para compor o par e as
arestas geradas entre as duas partes da particao replicam as arestas do grafo original. A
Figura 1 representa como esta transformacao pode ser vista, indicando todos os elementos
da base de Hilbert a serem considerados caso o grafo original estivesse sendo mantido e

usando a formulacao proposta pelos autores.

Figura 1 — Transformacao de um grafo completo de 5 nés em seu equivalente bipartido para
a formulacao de (SZEGEDY, 2004). Elementos destacados em azul representam
a base do espacgo de Hilbert associado.
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Com este espago bipartido aumentado e usando um operador de evolugao a tempo
discreto que codifica a matriz de adjacéncia do grafo e marca todas as arestas que saem
dos nos buscados, os autores concluem que sob certas condi¢cdes uma busca quantica no
grafo modificado possui um ganho quadratico no tempo em relagdo a uma busca classica
no grafo original. Em uma malha bidimensional n x n com condi¢ées de fronteira ciclica,
por exemplo, em um passeio classico um né pode ser encontrado em n?log(n), enquanto
no passeio quantico proposto pode ser encontrado em n4/log(n) passos com probabilidade
1/logn. A estratégia de Szegedy é usada em (AMBAINIS et al., 2019) para provar que
um ganho ganho quadratico (ignorando termos logaritmicos) ocorre em um grafo qualquer
com um numero qualquer de marcados a tempo discreto caso o mesmo se baseie em uma

cadeia de Markov ergodica reversivel e seja transformado em sua versao bipartida.

Um modelo de busca quéntica a tempo discreto mais geral é visto em (PORTUGAL
et al., 2016), que faz uso de diferentes operadores de evolugao para codificar os movimentos
que uma particula podem fazer em um grafo. Desse modo, consegue realizar o passeio no
grafo a tempo discreto sem ser necessario uma extensao do espacgo de Hilbert para indicar
a aresta escolhida. Os autores demonstram que o passeio de (SZEGEDY, 2004) é um caso
particular deste modelo, indicando que nao s6 engloba o caso onde ha garantia de um
ganho quadratico, como também possibilita a definicao de outros casos a serem melhor
estudados. O passeio com moeda possui interse¢do com a classe de passeios ditos Staggered,
e também engloba parte do modelo de Szegedy. Visualmente, ocorre o visto na Figura 2 em
relacdo a passeios discretos, e apenas o passeio de Szegedy estd completamente resolvido

no contexto de algoritmos de busca.

Modelo
com
moeda

Modelo de
Szegedy

Modelo
Staggered

Figura 2 — Classes de passeios quanticos discretos, figura adaptada de (PORTUGAL;
OLIVEIRA; MOQADAM, 2017)

Em relacao a passeios a tempo continuo, o modelo de Childs (CHILDS; GOLDS-
TONE, 2004) elimina a necessidade de uma extensao do espago e trabalha apenas com os
nos do grafo formando um espacgo de Hilbert, podendo fazer uso da matriz de adjacéncia
original A. Deste modo, o operador de evoluc¢ao é obtido a partir da exponenciagao de
um hamiltoniano H = —vA — > cw |w) (w|, dado pela matriz de adjacéncia de um
grafo com perturbac¢oes num conjunto de nés W que devem ser encontrados. Os autores

avaliam o desempenho da busca sob essas configura¢gdes com um tinico elemento marcado
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e concluem que hd um ganho quadratico em malhas com dimensao grande o suficiente
(d > 4), mostrando também como seu método de anélise funciona no grafo completo e no
hipercubo, onde o valor v a ser multiplicado pela matriz de adjacéncia é escolhido de modo
que haja equilibrio entre as sobreposi¢oes dos estados de interesse (o inicial e o marcado)
com o estado fundamental e o primeiro estado excitado do Hamiltoniano (autovetores
com autovalores de menor médulo). Deste modo, o passeio continuo promove a transi¢ao
entre o estado inicial e marcado em um tempo de ordem inversamente proporcional ao gap
espectral. Nota-se que o método deve ser aplicado a cada grafo separadamente, e o ganho
depende das propriedades do grafo. Observa-se, por exemplo, que malhas com dimensao

menor que 4 nao sao capazes de obter ganho quadratico no modelo proposto.

O trabalho de (APERS et al., 2021) se propoe a resolver a busca quantica continua
no tempo. Para isto, realiza um procedimento similar ao de (AMBAINIS et al., 2019),
criando um novo grafo bipartido (ver Figura 1) a partir de um original e realizando
uma busca continua neste novo espaco. Os autores concluem que é possivel obter um
ganho quadratico ignorando termos logaritmicos a partir de qualquer passeio classico
enxergando-os como uma cadeia de Markov ergddica reversivel. Para este trabalho o
numero de marcados nao interfere no resultado, mas as complexidades obtidas sao dadas
apenas pela ordem de grandeza. Assim, nao é possivel comparar diferentes configuracgoes

de marcados em um mesmo grafo.

2.4 Aplicacoes com um ou miultiplos marcados

2.4.1 Algoritmo de Grover

Se quisermos observar como o nimero de marcados afeta ao menos o termo
dominante da complexidade, temos na literatura como exemplo mais estudado o caso do
grafo completo a tempo discreto, que é uma forma de descrever o algoritmo de Grover
para busca em uma base nao ordenada (GROVER, 1996).

Seja H um espago de Hilbert de base {|0),[2),...,|N —1)}. O objetivo do algo-
ritmo de Grover é encontrar um elemento especifico dessa base apds a medicao. Para isto,

preparamos o estado inicial

1 N-1
Uy) = ——= 1) . 24
Em seguida, definimos os operadores:
G =2[Wo) (Yo -1, (2.5)
Uy =1-2]0) (0]. (2.6)

considerando |0) como o elemento buscado. Em seguida aplicamos GU; de forma consecu-
tiva topy = E\/ N J vezes ao estado inicial.
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Ao realizar uma medicao apds a execucao deste algoritmos, obtemos o estado 0
com probabilidade pgyec = 1 — % Ou seja, a probabilidade tende a 1 quando N — oo
(assintoticamente) e o tempo para que isto ocorra é quadraticamente mais rapido que uma

busca classica, que no pior caso teria que percorrer os N elementos da base.

Caso queiramos obter qualquer elemento da base em um conjunto M, podemos

modificar o operador Uy da seguinte forma:

Up=1-2) |w)(w|.
weM
Sabe-se que neste caso, se existirem m elementos marcados ha um ganho na complexidade.

, . . . _ m/N
O ntmero de passos exigidos e a probabilidade de sucesso passam a ser fop; = 7§ Tm ©

Psuce = 1 — %, respectivamente (BOYER et al., 1998). Portanto, multiplos elementos

marcados em um passeio discreto no grafo completo geram uma reducao no tempo 6timo
da ordem de y/m. Sendo m fixo, o tempo étimo é ainda O(\/N ) e portanto a notacao de
big-O usada em outros trabalhos para definir complexidade nao captura essa diferenca.
O que podemos dizer a respeito desse termo dominante em outros grafos, ou a tempo

continuo? Esta é a pergunta que este trabalho busca responder.

2.4.2 Problema da k-satisfatibilidade booleana

Seja dada uma expressao légica que envolva k variaveis booleanas da forma:
flrr,..zp) = (@121 Voo o Va1 nTn) Ao A (a1 VooV GnTh),

onde a;; € {—1,0,1}. Uma aplicacdo direta do algoritmo de Grover envolve construir um
oraculo que codifica a expressao booleana acima e busca uma combinacao de variaveis que

ativa este oraculo.

A construcao se da a partir de portas Toffoli generalizadas para codificar cada uma
das m disjuncoes, que sao ativadas em um qubit auxiliar quando a disjungao ¢é falsa. Cada
disjuncao da origem a um qubit auxiliar e esses qubits sao também ligados por uma Toffoli
que ativa quando todos os qubits auxiliares permaneceram no estado |0). Deste modo, o
qubit que recebe essa tltima porta s6 é ativada caso nenhuma das disjungoes for falsa,

ou seja, quando encontrarmos uma combinacao de variaveis que satisfaga a expressao.

(DANTSIN; KREINOVICH; WOLPERT, 2005; PORTILHEIRO, 2018).

Ao utilizar este oraculo no algoritmo de Grover, encontramos uma solugao que
satisfaz a expressdo em até 2/2 passos, quadraticamente mais rapido do que realizar uma
busca classica. Embora este algoritmo nao resolva a versao de decisao da SAT (se ha ou
nao uma solugdo que satisfaga a expressao), mostra que a busca pode ser feita de forma

mais eficiente e resolve a versao da SAT que garante a existéncia de ao menos uma solugao.
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Note que neste caso o ordaculo pode marcar mais de uma solucao e a analise do Grover

para miultiplos marcados também ¢é aplicada aqui.

2.4.3 Distincao de elementos

O problema de distingdo de elementos consiste em determinar se todos os elementos
de uma lista sdo distintos. Por exemplo, seja uma lista X = [4,2,1,2,0]. H& uma colisdo
nas posicoes 2 e 4 da lista, pois ambas possuem o valor 2. Deste modo, a resposta para a
pergunta seria "nao, nao sao distintos". Este problema pode ser simplificado assumindo
que ou teremos uma colisao entre duas posi¢oes ou nao teremos colisao. Quando é possivel
colisao entre k posi¢oes estamos lidando com o problema chamado k-distinctness. O modelo
que exploraremos (AMBAINIS, 2007) é focado no 2-distinctness e pode ser generalizado

para outros valores de k£, mas nao garante a otimalidade nestes casos.

Seguindo a modelagem de (PORTUGAL, 2018a), seja f : {1,...,N} — X uma
fungdo que retorna o i-ésimo elemento da lista X. Queremos determinar as duas entradas

i1, tais que f(iy) = f(iz). Definimos:

[N]:{l,...,N}, (27)
r=|N (2.8)
S, ={S C N;|S| =r}, (2.9)
V=A{(Sy);S €S,y €[N]\S} (2.10)

Cada elemento de V é visto como um n6 de um grafo, de modo que estabelecemos
dois tipos de arestas que conectam esses nds. Conectamos primeiramente (S,y) e (S’,y')
se S = 5’. Além disso, também conectamos os pares de nés (S,y) e (5',y') se SU{y} =

S"U{y'}. Para definir a busca neste grafo, marcamos todos os nés tais que os {iy,is} C S.

Os operadores de evolugao definidos neste passeio seguem o modelo staggered (POR-
TUGAL et al., 2016), alternando entre os dois tipos de arestas discutidos anteriormente.
Apébs o passeio evoluindo as amplitudes ao mesmo tempo que marca os nés de interesse,
um noé (S,y) com S contendo os indices marcados é encontrado em O (r) passos com
probabilidade O(1).

Um ponto interessante a respeito da andlise vista em (AMBAINIS, 2007; PORTU-
GAL, 2018a) é que, apesar de termos varios elementos marcados e este exemplo ser uma
aplicacao onde também precisamos considerar isso, toda a analise ¢ feita lidando com um
espago reduzido onde apenas uma das dimensoes desse espago ¢ marcada. Entretanto, nao
¢é em toda aplicacao que havera este espaco reduzido e os trabalhos a seguir focam em

lidar com essa questao sem precisar de tal garantia.
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3 Passeios quanticos a tempo discreto com

miultiplos elementos marcados

Neste capitulo apresentaremos a analise da dindmica de busca com muitos marcados
em passeios quanticos a tempo discreto com um exemplo na malha bidimensional com

dois marcados.

A principal ideia por trds da nossa metodologia proposta em (BEZERRA; LUGAO;
PORTUGAL, 2021) é expressar a probabilidade de encontrar um elemento marcado em
uma busca quantica como resultado da sobreposi¢ao do vetor de marcados com apenas
dois autovetores principais (técnica conhecida por principal eigenvalue method). Para tal,
é necessario que assintoticamente a sobreposicao dos marcados com os demais autovetores
seja zero (ou um valor constante). Resultados numéricos ao fim da utilizacao do método

sao capazes de indicar se a condicao foi ou nao violada.
Em resumo, neste capitulo vamos detalhar e utilizar o seguinte resultado:

Seja U uma matriz de evolugdo que representa o passeio em um grafo G(V, E)
com condigao inicial (Vo) e R = I — 2, ,car Im) (m| um operador que marca os nos
m € M C V(G). Sejam ainda e e ¢ os autovalores de U’ = UR mais préximos de 1

(mas diferentes de 1).
Se a dindmica ocorrer assintoticamente apenas no plano gerado por {|A),|\)}, a
probabilidade de encontrar um marcado pode ser descrita aproximadamente por

p(t) & - 1™ (mlA) (A[o) + X (m|X) (N Wo) |2, (3.1)

meM

Ainda, se A = =X e (m|\) (A\|¥y) = — (m|N) (N|¥y) para todo m, temos:

p(t) ~ sin?(tA) (4 S | (mlA) (A o) |2), (3.2

meM

de onde sdo diretamente extraidos top = 7/(2X) € Psuce = 4 X menr | (MIA) (A[Wo) |2.

3.1 Analise assintética

Considere uma matriz de evolucdo U que a tempo discreto representa o passeio
em um grafo G(V, E) (tendo como unicas restrigdes a principio ser unitdria e respeitar
localidade). Seja também R =1 —23,, .1/ [m) (m| uma matriz que inverte o sinal de todos
os vetores da base que representam nés m € M C V(G) e mantém inalterados os demais.

Para entender a dindmica de busca, deve-se considerar a aplicagdo do operador modificado
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U’ = UR repetidamente até completar ¢ passos a partir de uma condicao inicial |¥g). A

probabilidade de encontrar um elemento marcado ao fim do passeio é dada por

2
= > [m|(U)" W) I (3-3)

meM
Todas as matrizes aqui consideradas sao unitarias e, logo, possuem uma base de
autovetores ortonormais. Considerando |\) e |\') os autovetores cujos autovalores sao os
mais préoximos de 1 (mas diferentes de 1), podemos destacé-los da decomposi¢ao espectral

e escrever U’ como

U = e\ (Al + €™ XY (V] + Using (3.4)

onde A e X' sdo as fases dos autovalores de |\) e |\'), respectivamente, e U,y ¢ a matriz
construida pelos autovetores e autovalores restantes. A primeira hipotese importante a
ser considerada é que toda a dindmica acontece assintoticamente no plano gerado por

{IA),|N)}, o que implica em

= > e (mIA) (A[Wo) + e (mIN) (N [Wo) + e, (3.5)

meM

com €, = (m| Uy, |¥o) podendo ser desconsiderado conforme o niimero nés N cresce. O
exemplo que serd trabalhado na malha bidimensional respeita |e,,| — 0 quando N — oo,
mas um |e,,| constante ainda permitiria a andlise da dindmica (com um fator de erro
constante). Note que este tipo de hipdtese é também comumente considerada na andlise
para um unico elemento marcado (PORTUGAL, 2018a), desconsiderando o somatério em

M.

Desconsiderando a contribuicao de ¢,,, ainda sao necessarios alguns valores para
obtermos uma aproximagao para a curva de probabilidade e assim calcularmos a comple-
xidade: as fase A e os produtos internos (m|A) e (A\|¥q), além das mesmas quantidades
relativas ao \'. Nao é trivial obter uma expressao analitica para a esses termos da decom-
posicao espectral de U’ em um caso geral. Logo, mostraremos como encontrar esses valores

a partir da decomposicao espectral de U.

Tome {|Wy)}req, . .n) uma base de autovetores da matriz de evolugao U, associada
ao conjunto de fases dos autovalores {¢ }reqi,..n}, onde U |¥y) = ek W) Vk. O fato da

base ser ortonormal implica em

Note agora que
(T U7 [A) = e (i]A) (3.7)
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(L U7 1) = (0| UR|AY (3.8
— (1) (1—2 > in) <m|) ) (3.9)
= e (WA — 269 S (Wylm) (mlA). (3.10)

Igualando as duas expressoes encontradas:

e (e A) = €% (Tg|\) — 2e' S~ (Ty|m) (m|A), (3.11)
meM
(W) = Sy 3 (el ), (312)
(TlA) = (1+aby) D (elm) (m]A) (3.13)
meM
onde by = % A 1ltima passagem pode ser obtida multiplicando a fragao por
1= =

Substituindo a Equacao (3.13) na Equacgao (3.6), obtém-se:

(m|A)y = ; (m|Wy) (1 +1iby) mZG:M (Wg|m')y (m/|A) (3.14)
() = )+ 3 Gl i) 3 () (1), 3.15)
0= X (S Gl (i) ) 1) (3.16)
ST 3.17)
0= X,fr; , (3.18)

ou seja, a matriz A* de dimensdo |M| x |M| cujos elementos sdo dados por A}
Sebp (m|Wg) (Uglm/) possui um autovetor |u) de autovalor 0 formado pelos valores

((m|A))menm- A existéncia deste 0-autovetor implica em

det A* =0, (3.19)

de onde podem ser extraidos os valores A e A’ como as duas raizes mais proximas de zero

dessa equacao em A. Um caso particular € A = —\, que ocorre quando a matriz U é real.

Apés a obtencao de A, os valores da forma (m|\) podem ser recuperados a partir do
0-autovetor da matriz A*. Atente-se apenas ao fato que o autovetor |u) encontrado pode

ser um multiplo do vetor com as coordenadas desejadas. Para corrigir isso, é necessario
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multiplicar o valor por uma constante real o que gere ((m|\))menm = o |u). A escolha do

a ¢é feita utilizando a Equacao (3.13) na restrigao

DLW P =D W) (Ta[A) = (A[A) = 1. (3.20)

k

Basta escolher o a que gere um vetor ({(m|\))mnenr respeitando a restrigao.

Por fim, a tultima pega restante sao os termos da forma (A|¥,), que podem ser
obtidos a partir da Equacao (3.13) tomando |¥y) um l-autovetor de U, por exemplo. Vale

notar que para grafos regulares a distribuicdo uniforme é sempre um l-autovetor.

Um caso muito interessante surge nos casos onde A = —X e (m|A\) (\|¥y) =
— (m|XN) (N|¥y) para todo m, pois a Equacao (3.5) se simplifica ao ignorarmos a contri-

buigao €, e considerarmos a diferenga dos valores complexos conjugados restantes:

p(t) = ZM € (m ) (A[Wo) — €™ (m|A) (A[Wo) [ (3.21)
= > |2isin(tA) (m|\) (A[W) (3.22)
= sin?(t)) (4 > [ {m|A) (A Wo) |2>. (3.23)

Pela equagao acima, notamos que t precisa ser escolhido de modo a maximizar
o senoide ao quadrado, ou seja, ¢, = 7/(2)) e a probabilidade de sucesso nesse tempo

6timo passa a ser Pouce = 4 menr | (M) 2| (N[ Wo) 2.

Apoés detalharmos a técnica de forma geral, é possivel especifica-la para um nimero

fixo de marcados, de modo que a Equagao (3.19) possa ser melhor trabalhada.

Tome M = {|mg),|m1)}, ou seja, |[M| = 2. Assim, a matriz A* possui dimensdo
2 x 2 e seu determinante pode ser explicitado da forma
AN AN = AN AN =0, (3.24)

momo* Tmimi momi~ mimo

Podemos reescrever como um somatério duplo:

Z b:bz/ckk/ = 0, (325)
Kk
onde
e = Wr(mo) W (ma) (W (mo) W (ma) — Wi (ma) W (mo)) - (3.26)

Vale notarmos neste ponto que normalmente quando aumentamos o nimero de nés N
temos que os autovalores mais préoximos de 1 se aproximam de 1 pois a perturbacao fica

cada vez menor e eles se aproximam do autovalor da matriz nao perturbada. Deste modo,
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a fase A\ vai para 0 assintoticamente. Assim, é justa a suposicao que A << |¢y|Vk quando
N cresce, nos permitindo fazer uso de séries de Taylor em A nas funcoes trigonométricas

que aparecem em b%. Para tal, vamos dividir o somatério duplo em 4 partes:

M= +> +> +>, (3.27)

kK’ or=0 =0  Pp#0  Pr#0
6=0  ¢#0  ¢=0 ¢, #0

que dividem as combinagoes possiveis com ¢ = 0 e ¢ # 0. Usando
sin A 2

— A 2
1 —cos A /\+O< ) (3:28)
€, se ¢k 7£ 07
sin(A — ¢) . 2
= A+ O(A 3.29
1 — cos(\ — ¢) awsin g+ aph + O(A), (3.29)
onde )
R 3.30
Qg . ¢k 1 ( )
obtemos
A B 9 3
E+X+C+D)\+E)\ :O()\), (331)
onde
A = 4 Z Ckk/ (332)
¢r=0
b =0
B = 2 Z Qg Crg SIN Ppr + 2 Z A1 Chper SIN P, (3.33)
¢r=0 ¢r#0
@11 #0 ¢ =0
cC = 2 Z Q' Cri! + 2 Z apCrr + Z Q. A Cr! sin ¢k sin (ﬁy, (334)
=0 ¢r#0 ¢k 70
b0 70 @51 =0 ¢ 70
D = Z arQr Crk! (SiIl Qbk + sin ¢k’) , (335)
P70
@11 70
E = Z AL Cri! - (336)
& 7#0
s 70

Reduzimos assim o problema de encontrar A nos casos onde |M| = 2 ao problema

de resolver os somatorios acima e entender como eles se comportam na Equagao (3.31).

Usando que ({mo|A), (m1|A))T é um 0-autovetor de A*, obtemos

(milA) = —ah} (3.38)

onde a é o fator de correcao que calculamos usando da forma previamente descrita

respeitando determinadas condigoes, gerando:

L asn ) (M) = 20 RN AL

Oé2 mimi momo momo momi1”® Tmomi1
A 2
+ (1 + A:ﬂomo) Am0m1 ? (339)
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onde R é o operador que extrai a parte real de um niimero complexo,

A = D03 Wi (m) Uy (m), (3.40)
k
A= Ek; (1) Walm) Wi (m). (3.41)

Discutiremos o caso onde podemos calcular essas quantidades com um exemplo na

malha bidimensional.

3.2 Malha bidimensional

Dois passeios com moeda sdo explorados em (BEZERRA; LUGAO; PORTUGAL,
2021): na malha bidimensional e no hipercubo. No caso de passeios com moeda, trabalha-se
no produto tensorial de dois espacos, o do grafo e o da moeda. Assim, os operadores
unitdrios agem em vetores da forma |x) |c), com |x) € V(T') e |¢) € C, onde C é o espago
da moeda. O passeio na malha e os valores de interesse obtidos de modo assintético sao

descritos a seguir.

Considere uma malha bidimensional com v/N colunas e v/N linhas. As arestas
conectam vizinhos pela diagonal, assumindo uma condicao de contorno ciclica. Um exemplo
de uma malha 3 x 3 pode ser visto na Figura 3. A condi¢ao ciclica permite que qualquer
ponto possa ser visto como o centro e assim é possivel fixar um ponto marcado em (0,0) e

outro marcado em (zg, ¥o), dando especial importéncia a posicao relativa entre os marcados.

A dindmica ocorre no espago com base {|i,j), (i,5) € {0,1}*} @ {|z,y), (z,y) €
{0,1,..., VN —1}2}, onde o primeiro espaco representa a moeda com a primeira coordenada
indicando a direcao e a segunda o sentido de movimento. O segundo espaco é formado

pelos ndés da malha. A evolucao neste grafo se da pelo operador de evolugao

U=5S(G®I), (3.42)
onde
Sli,j) lw,y) =11 =i, 1= j) lv+ (=1), y + (=1)/) (3.43)
e G é a moeda de Grover
-1 1 1 1
111 -1 1 1
Gzi L1 o1 1| (3.44)

Note que o operador S, de dimensao 4N utiliza o estado no espaco da moeda para

definir para qual n6 vizinho deve levar o estado no espago de nés, sempre respeitando as
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’ N7 . N7 Ne

N~ S, ~ N, ~
’ A} ’ A} 4 AY 4 AY 4 A)
12,2 12,0 V2,1 12,2} 12,0
\\ ,’ \\ ,’ \\ ,' Y ,' \\ ”

~

Figura 3 — Exemplo de malha bidimensional com v N = 3. As arestas pontilhadas indicam
a condi¢ao de contorno ciclica.

adjacéncias do grafo. J4 o operador GG garante que a moeda seja distribuida entre todas as
possibilidades em cada passo. A decomposicao espectral da matriz de adjacéncia aqui nao
é suficiente pois sozinhos os dois operadores nao codificam a acao de A e juntos atuam em

um espago maior do que o espaco de nos.

Define-se |d.) como a superposi¢ao uniforme de todos os elementos da base no
espago da moeda e |d,) a superposicao dos elementos da base de posi¢oes da malha. Assim,

os elementos a serem marcados considerando o espaco da moeda sao
107) = 1dc) 10,0} e [1') = |dc) [zo, o) - (3.45)

Ainda, a condicdo inicial é definida por |¥¢) = |d.) |d,), que é um autovetor de autovalor 1

de U.

Seguindo a definicdo de R proposta no inicio do capitulo, define-se

U = U(I —2]0) (0] — 2|1') (1]) = UR (3.46)

Para dar inicio as contas do método proposto, é essencial apresentar uma base
ortonormal de autovetores da matriz U. Esta base esta descrita em (PORTUGAL, 2018b)

e, considerando a dinamica a partir de uma condigao inicial, precisamos apenas considerar
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os elementos da base que ndo sejam ortogonais & ela. Estes sdo os e’ -autovetores dados
00\ 7, T
por |vg ) |k, 1), onde:

1 2k 27l
cos by = = | cos —= + cos ——= | , 3.47
M9 ( VN \/N> (3.47)
k1) = L ES 1w"”k+yl |z, y) (3.48)
VN z,y=0
+1 : . . ) T
inz _ 0,k 0, —k 0 O 1
Vi > — 2\/§Sin ™ (eiF o F Tk TR eF Ok ()b TR — ) , (349)

com w = eV e (k,1) # (0,0).

Em posse dessa decomposicao espectral, é possivel calcular as quantidades A, B, C, D
e F descritas anteriormente para um caso geral. O fato de termos uma matrix U real
implica que os autovalores vem em pares conjugados, nos garantindo B = D = 0. Resulta

também dos cédlculos que A = 0, nos dando assintoticamente:

A= i\/7 £ 7w se (@0,90) = (1,0) (3:50)
E i\/ﬁv se (z0,90) = (VN/2,VN/2)

onde a constante ¢ respe1ta > < ¢ <1 e é definida pela equacgao

vVN-1 1

———— =cNInN + O(N). 3.51
k,%::O 1 — cos b NN +O(N) (3:51)
(k,0)#(0,0)

O valor positivo da Equagao (3.50) é associado ao autovalor ¢ e o negativo ao

» )
autovalor e”'. Relembramos que sendo U uma matriz real os autovalores e autovetores
vem conjugados. Logo, a andlise segue com o valor positivo e o negativo é completamente

analogo, gerando valores que se diferem por uma conjugagao complexa em alguns pontos.

Os dois pontos (xg, %) considerados na Equagao (3.50) representam dois casos
extremos de distancia relativas entre marcados: sabendo que um marcado é fixo em
(0,0), os marcados sao vizinhos se (xg,70) = (1,0) e estdo o mais distante possivel se
(z0,%0) = (VN/2,v/N/2) (recorde que a malha possui condicio de fronteira ciclica, logo
(0,0) e (/N —1,/N — 1) sio quase vizinhos). Uma hipétese é que o comportamento de
pares marcados que tenham uma distancia relativa intermedidria esteja limitada por esses

dois comportamentos extremos.

A partir deste ponto, toda a analise deve ser dividida nos dois casos considerados.
Novamente, vale destacar que todas as igualdades declaradas sdao assintoticas em relacao a

N quando mesmo quando nao especificados os termos restantes na notacao big-0O.
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Para (z9,%) = (1,0), o primeiro passo é encontrar o O-autovetor de A* e ajusté-lo

com o valor a. Deste modo, obtém-se a sobreposicao de |\) e os elementos marcados

1

(OIA) = (1']A) = NG

(3.52)

Em seguida, a sobreposicao de |A) e |Wy):

1 1
(W) = == +0 <N1nN> , (3.53)

que indica que assintoticamente os autovetores |A) e |\') s@o os unicos que influenciam na
acao do operador nesta condicao inicial, visto que a soma das sobreposicoes a quadrado

tende a 1. Entao, |e,| de fato tende a zero.

Deste modo, substituindo os valores encontrados na Equagao (3.5) sabendo que

A= =X e|A\) =|N)", conclui-se que

T, V2t
p(t) = oy Sin (W) : (3.54)

O resultado acima gera duas informagoes importantes a respeito da dindmica da
busca. Como a funcao é assintoticamente uma senoide ao quadrado, é trivial encontrar o

primeiro tempo onde a fun¢do assume um valor maximo e também o seu valor, dados por

NIn N 1
greor — VNN eor . (3.55)
P 2v/2 4cln N

O mesmo processo de calculo pode ser repetido para (xo,y0) = (N/2,N/2) (N par),

gerando os valores analogos

o TV/eVNIIN 1

opt — # € Psuce = (356)

t .
2cIn N

Conclui-se que os marcados distantes sao encontrados mais rapidamente e com uma
probabilidade de sucesso maior, enquanto a proximidade entre os marcados torna a busca
mais demorada e menos precisa. Embora as contas gerem aproximacoes assintoticas, é
possivel conferir numericamente com malhas suficientemente grandes. Para os testes,

consideramos uma malha 40 x 40.

Inicialmente, nota-se que os valores ¢,y € Psyec foram calculados removendo varios
termos assintoticos mesmo apés desprezar a influéncia dos demais autovetores. Para
conferir esta aproximacao, a Figura 4 mostra as curvas analiticas de probabilidade obtidas
considerando a influéncia apenas dos dois autovetores principais de U’. Os pontos destacados
sao as previsoes analiticas. A previsao é menos precisa quando os marcados estao préximos,
o que pode ser justificado pelos fato dos termos assintoticos descartados decrescerem mais

lentamente neste caso.
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0.20 - — (x0,y0)=(1,0)
— (X0, o) = (N/2,N/2)
o
a
o 0.15 1
=)
wn
(0]
©
S 0.10 A
©
°
=
©
QO
© 0.05 -
o
0.00 -

0 20 40 60 80 100
Ndmero de passos

Figura 4 — Curvas de probabilidade de sucesso obtidas considerando apenas os dois auto-
vetores de autovalores mais préximos de 1 (que nao sao 1) pela Equacao (3.5).
Pontos indicados sao as previsoes assintoticas.

A partir desta andlise notamos que é possivel prever o tempo 6timo e a probabilidade
de sucesso sem necessariamente obter os autovetores principais (o que seria custoso
para matrizes muito grandes, mesmo sendo apenas dois autovetores). Resta saber se as
curvas com todos os autovetores de fato representam comportamentos intermediarios
entre as duas analiticas propostas. Para isso, foram executadas simulacoes de passeios
quanticos em diferentes posigoes para o segundo marcado, com o primeiro fixo em (0, 0).
Observa-se na Figura 5 que os comportamentos observados estao entre as duas curvas
analiticas, embora a previsao para (zo, yo) = (1,0) ndo seja tao precisa quanto no caso onde
(x0,%0) = (N/2, N/2), justificado pela presenca da interferéncia dos demais autovetores

que ainda nao decairam suficientemente.

3.3 ConclusGes parciais

O método desenvolvido neste capitulo se mostrou promissor para permitir a ob-
tencao de resultados analiticos a respeito do tempo 6timo e probabilidade de sucesso de
um passeio quantico a tempo discreto, o que implica diretamente no termo dominante da

complexidade do algoritmo de busca.

Vale notar que o método nao se limita ao exemplo estudado. No mesmo trabalho
ja publicado (BEZERRA; LUGAO; PORTUGAL, 2021) vemos também um exemplo de
aplicacao no hipercubo. O trabalho também sugere a possibilidade de aumentar a analise

para multiplos marcados a partir de conjecturas geradas pela analise dos dois marcados
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Probabilidade de sucesso
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Figura 5 — Curvas de probabilidade de sucesso analiticas representadas por linhas continuas
conforme descritas na Figura 4 e resultados de varias simula¢oes com marcados
a diferentes distancias relativas representados como pontos.

ou considerando configuragoes especificas de modo que a Equacao (3.19) seja tratavel

analiticamente.

Embora passeios quanticos a tempo discretos tenham sido amplamente estudados
na literatura e um algoritmo de busca 6timo para grafos genéricos tenha sido apresentado
em (AMBAINIS et al., 2019), é justificivel buscar o entendimento a respeito do termo
dominante da complexidade exato em um grafo e modelo especifico, principalmente para
ver como a posicao dos marcados e a sua quantidade pode influencia-lo, além de apenas ter

certeza que ele resolve a busca em O (\/ H T) passos, onde HT' é o tempo 6timo classsico.
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4 Passeios quanticos a tempo continuo com

miultiplos elementos marcados

Neste capitulo apresentaremos uma analise assintética para passeios quanticos a

tempo continuo com um exemplo em grafos de Johnson, como visto no trabalho submetido

(LUGAO et al., 2022).

Analogamente ao capitulo anterior, aqui detalharemos e usaremos o seguinte

resultado:

Dado um grafo G(V, E) com matriz de adjacéncia A, consideramos o operador de

evolucio ja modificado dado por U = e~ aplicado ao estado inicial |¥y), onde H é o

hamiltoniano gerado pela matriz de adjacéncia perturbada
H= 7A=Y |uw)(u], (4.1
weW
Sejam AT e A~ os dois menores autovalores de H. Se a dindmica ocorrer assintoticamente
apenas no plano gerado por {|\T),|A7)}, a probabilidade de encontrar um marcado pode
ser descrita aproximadamente por

p(t) = 3 [N (mIAT) (XF[Wo) + e {mlAT) ([ W) . (4.2)

meM

Ainda, se \* = —y¢g £ e+ o(€) e (AT|Y(0)) (w]AT) = — (A7]1(0)) (w|A™), temos:

> [wat)

weW

plt) ~ 4| (A ()| sin?et, (4.3)

de onde sao diretamente extraidos top = 7/(2€) € Psuce = 4 |AT (O Swew [(w| AT

4.1 Analise assintdtica

Sejam ¢g > ¢1 > ... > ¢ os autovalores de A. Considere P, o projetor ortogonal
que projeta no autoespago associado ao autovalor ¢;. Sendo assim, a matriz A pode ser

decomposta por A = Zf:o O P,

Buscamos os autovalores A de H com autovetores representados por |\) (ou seja,
H|X\) = A|A)). Usando a definicdo de H e desenvolvendo ambos os lados da equagao

seguinte, temos:
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PHIN) = R (7A+ 5 ) <w|) ), (1.4)

weW
APA = —¢iP [A) = > (w|\) Pilw), (4.5)
weW
1
PA) = TNth Y (wA) Plw). (4.6)
weW

Sendo H uma matriz hermitiana, sabemos que os projetores podem ser decompostos
como uma base ortonormal dos autoespacgos e se completam para definir uma base
ortonormal do dominio de A. Sendo assim, Zf:o P, = I e, utilizando a Equagao (4.6), é

possivel desenvolver a seguinte expressao considerando um vértice marcado qualquer:

w' eW

-y ( > (W <wm|w'>) . (4.8)

Ao isolar os termos de modo a igualar a zero, temos que cada equacao representa

uma, coordenada do produto de uma matriz A* por um vetor cujas coordenadas sio
(WIA) lwew:

3 A (WA =0, (4.9)

w'eW

onde
k

A = Opur +Z

(w| By |w')

R (4.10)

Deste modo, analogo ao método anteriormente explicado, concluimos que os au-
tovalores A podem ser escolhidos de modo que det(A*) = 0, visto que a matriz possui
um O-autovetor, de onde também sao tiradas as quantidades (w|A) |,ew com o mesmo

tratamento descrito anteriormente utilizando um fator de correcdo « real.

Notamos que, diferente do método anterior, neste caso A nao tende a 0. Enquanto
isso poderia representar um problema para se realizar as contas assintoticamente, isto é
resolvido considerando uma nova hipdtese que se mostrou verdadeira para muitos casos
estudados. Consideramos ainda que as contas permanecem dependente apenas de dois

autovalores A\* de H. Entretanto, eles sdo vistos em funcdo do maior autovalor de A:

ME = —ypg £ €+ oe). (4.11)
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Esta hipotese se baseia no fato da dinamica de H se aproximar de —yA na medida
que o numero de nés perturbados se torna menor (uma vez fixos) em relagdo ao niimero

de nés N do grafo (que cresce).

Substituindo a Equacao (4.11) em (4.10), obtemos a expressao assintética até a

primeira ordem em €

A,i),w/ - :I:

twlPihe) (4.19)

vi % (wPlw) € = (wlpfu)
l 1 (bO (bl

Usando que det(A*) = 0, é possivel desenvolver uma expressiao da forma € +
a(y)e — b(y) = O(e?). Desta expressio ¢ possivel extrair uma equagdo quadratica com

termo linear nulo escolhendo «y tal que a(y) = 0 para que se tenha valores simétricos

€ = +4/b(~y) assintoticamente.

A partir deste ponto, podemos calcular todas as quantidades em

p(t) = > 1> e (w|A) (A[p(0)) (4.13)

weW | A
considerando apenas os dois autovalores \* hipotetizados como os mais importantes.
Ressaltamos que (A|1(0)) pode ser calculado a partir da Equacao (4.6) tomando [¢(0))

como a sopreposicao dos 0-autovetores de A.

Vamos observar o que ocorre quando, além de assumirmos a Equagdo (4.11),

também temos que assintoticamente

(AT1(0) (wlAT) = = (AT[b(0)) (w|A™) (4.14)

para todos w € W, que sera também verdadeiro no caso estudado. A partir dai, teremos

também que

p(t) = ‘()\+|¢ ’ > ’ (w|A™) ‘ sin” et. (4.15)

weW

Assim, o tempo 6timo se resume a

trun = 5 4.16
P (4.16)
e a probabilidade de sucesso aproximada é
Psuce = ’ )\+|7/) ‘ Z ‘ w|)\+ ’ . (417)
weWw

Vale notar que embora as hipdteses parecam muito fortes para obtermos Eq. (4.15), existem
outros exemplos na literatura na andlise para 1 marcado onde isso se verifica (CHILDS;
GOLDSTONE, 2004; TANAKA; SABRI; PORTUGAL, 2021; WONG; TARRATACA;
NAHIMOV, 2016).
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Vamos dar um foco um pouco maior ao calculo de ‘ (w|\) ‘ com o seu fator de
corregao . Apds encontrarmos |u), um O-autovetor da matriz A, observamos que

(win)| = alu),

we

onde « a principio é um niimero complexo. Usando que
k 2
S
=0

(w|A) = au(w) (u(w) é a coordenada de |u) associada a w) e a Equagao (4.6), obtemos

1 k 1 2
?:Z

=0 AT+ ’Y¢z|2

> u(w) Py |lw)

weW

Mesmo que dessa forma obtenhamos || e ndo o niimero complexo «, podemos sem
perda de generalidade reescalar |\) com uma unidade complexa e de modo que e

seja um numero real positivo.

Novamente as contas se tornam mais trataveis quando consideramos apenas dois
marcados, W = {|wy) ,|w;)} e sdo o foco da préxima se¢ao para o caso de grafos de

Johnson.

4.2 Grafos de Johnson

Como exemplo da aplicagdo do método, o passeio continuo no grafo de Johnson é
explorado em (LUGAO et al., 2022). Considere um grafo de Johnson J(n, k) = G(V, E)
com o conjunto de nés V' dado pelo conjunto dos k-subconjuntos de [n] = {1,2,...,n}
(totalizando N = (Z) no6s) e o conjunto de arestas E incluindo todos os pares de conjuntos
(v,v") tais que |v Nv'| = k — 1. Um exemplo de um J(4,2) pode ser visto na Figura 6.

Esta classe de grafos é amplamente estudada na literatura (BANNAI et al., 2021;
DAM; KOOLEN; TANAKA, 2014; BROUWER; HAEMERS, 2012a) e a decomposicao

espectral de sua matriz de adjacéncia A é conhecida. Tomando um n qualquer e fixado

um k, J(n, k) possui k + 1 autovalores distintos dados por
o=Fk=-Dn—-k—=1)—1, (4.18)

com multiplicidade (7;) — (l’jl) (convencionando que (f) = 0). Os projetores P, também

1
possuem expressoes conhecidas. Sua diagonal é constante dada por

e e = () (419)

()



Capitulo 4. Passeios qudnticos a tempo continuo com maltiplos elementos marcados 39

Figura 6 — Exemplo de grafo de Johnson com n = 4 e k = 2, onde os nos representam
k-subconjuntos de [n].

para qualquer w € V, e os termos fora da diagonal sao expressos por

0,50 —n—1

w| By lw' = || B |w) |25 F
(w7 ||l|>||32( S

1) (4.20)

com w,w’ € V, onde 3F5 é uma funcao hipergeométrica e 6 = k — |w U w'|.

Para prosseguir, considere o conjunto de dois marcados W = {w, w'}, de onde se
fixa um tnico valor de § e as expressoes acima precisam ser calculadas apenas em fungao
deste par de nés. Deste modo, o 4 somatérios que podem aparecer nos calculos de A,

vistos na Equagao (4.12) serdo nomeadas e simplificadas pelas expressoes assintéticas:

Sy = lfj <ZO|H|Z> = kln +0 (n ) (4.21)

S, = gm ~0 (njH) , (422)

S| = lz: (Z‘;”_DZ‘(;‘Z’;Q = 540 (;) , (4.23)

5= Etaar 0 a2

Utilizando essas expressoes no determinante e seguindo o método descrito, obtemos
Y= S+ = kl+0<n2) (4.25)

_ V2
UN(S:+5y) VN

(1+o(1)). (4.26)
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A partir destas quantidades calculamos a sobreposicao entre os marcados e os

autovetores |A\%) e, dai, obtemos também a sobreposicao (1)(0)|A%):

(w|A) = ; +o(1) (4.27)

1

(WY(0)|\) = 3 +o(1). (4.28)

Por fim, substituindo nas equagoes (4.16) e (4.17), obtemos

/N
opt — 2\/57
Dsuce = 1+ 0(1). (4.30)

(4.29)

Concluimos entao que ha um ganho quadratico no nimero de passos em relacao a
uma busca classica O(N). Notamos que, diferente do caso discreto com a malha estudado
anteriormente, nao ha dependéncia na localizagao dos marcados. A dependéncia na distancia

entre marcados codificada em 0 s6 aparece nos termos nao dominantes.

Na Figura 7 é apresentada uma validacao numérica do método para alguns valores
de k em J(15,k) com dois marcados arbitrarios. Resta ainda entender como o método se
comporta com outros grafos mas, como foi visto, é necessario um bom entendimento da
decomposicao espectral do grafo utilizado e um extenso trabalho de célculo para aplica-lo
realmente. Estudos numéricos prévios podem ajudar a entender se as hipdteses valem

antes de comecar a aplicar o método para obter uma complexidade analitica.

4.3 Conclusoes parciais

O método estabelecido neste capitulos nos fornece uma forma de calcular a comple-
xidade computacional de um algoritmo de busca por passeios quanticos a tempo continuo,
estendendo o método apresentado no capitulo anterior. As hipdéteses necessarias para o
funcionamento do método sdo similares as dos métodos no capitulo anterior. Assintotica-
mente a dinamica deve depender apenas de dois autovetores do Hamiltoniano, o que pode
ser checado computacionalmente ou até mesmo verificado a partir do funcionamento das

previsoes analiticas para o tempo 6timo e probabilidade de sucesso.

Como exemplo de um uso com sucesso de nosso método, apresentamos a andlise
da busca quéntica a tempo continuo em um grafo de Johnson qualquer J(n, k) com dois
vértices marcados. Além de exemplificar o funcionamento do método, também obtemos
resultados novos a respeito deste grafo que possui aplicagoes em problemas combinatérios,
por exemplo no problema de distin¢ao de elementos. Diferente do caso discreto com malha

bidimensional, no caso estudado percebemos que nao ha dependéncia no termo dominante



Capitulo 4.

Passeios quanticos a tempo continuo com maultiplos elementos marcados

41

J(15,2), 105 nés

0.4

0.3

Probabilidade de sucesso

0.2 4

0.14

0.0 1

— p(t) analitico
p(t) real

0 5 10 1
Nimero de passos

(a)

J(15,4), 1365 nds

5 20

0.8

0.7 q

0.6

0.5

0.4

Probabilidade de sucesso

—— p(t) analitico
p(t) real

0 10 20 30 40 50
Nimero de passos

(c)

60 70 80

J(15,3), 455 nés

0.4

0.34

0.2

Probabilidade de sucesso

0.19

0.0

— p(t) analitico
p(t) real

0 10 20 30 40
Numero de passos

(b)

J(15,5), 3003 nds

0.8 1

Probabilidade de sucesso
o o
) o
L L

o
[N)
L

0.01

—— p(t) analitico
p(t) real

J(15,6), 5005 nds

40 60 80 100 120

0.8 1

Probabilidade de sucesso
o o
> o
L )

I
N
N

0.0

0 20
Numero de passos
— p(t) analitico

p(t) real

Figura 7 — Comparagao entre curva real de probabilidade ao longo do ultimo de passos e

60 80 100
Numero de passos

()
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previsao analitica utilizando apenas os autovalores de interesse. O eixo x em

cada grafico vai de 0 até 2t,,,(N), indicando que o maximo de fato é atingido
proximo do tempo previsto.

da complexidade em relagao a posicao dos vértices marcados. Assim, temos resultados

gerais independente de que dois vértices marcados foram escolhidos.

Vale notar apenas que se quisermos considerar os termos nao dominantes para a

escolha de 7y (que seria justificivel para uma maior precisao) precisamos da distancia entre

os marcados codificada no parametro §. Caso isso seja desconhecido, podemos reaplicar

a busca para os k valores diferentes possiveis para 6 e assim o tempo 6timo deve ser

multiplicado por k. Como k ¢ fixo, a complexidade permanece O (\/N ), podendo chegar
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até o termo dominante exato wkv/N/(21/2) com probabilidade de sucesso 14 o(1).
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5 Busca quantica em t-designs com passeios

continuos

O objetivo principal deste capitulo é determinar a complexidade de algoritmos
de busca quanticos a tempo continuo na classe de grafos geradas por t-designs com
multiplos nés marcados, desenvolvido para um trabalho submetido e disponivel (LUGAO;
PORTUGAL, 2023). A motivagao para este esforgo é entender melhor a classe de grafos
bipartidos, que de um modo geral se apresentaria como um problema muito mais desafiador.
Tomando um subconjunto da classe de grafos bipartidos temos mais chances de conseguir
produzir resultados visto que o método apresentado no capitulo anterior faz uso da
decomposi¢ao espectral da matriz de adjacéncia por meio de alguma formulagao algébrica.
Com o uso de t-designs somos capazes de determinar esta decomposi¢ao espectral em
casos particulares e com isso determinar a complexidade de busca em um subconjunto
consideravel de grafos bipartidos, mais especificamente grafos bipartidos regulares com

determinadas propriedades.

O primeiro passo sera determinar a decomposicao espectral desse conjunto de t-
designs, assim como definir formalmente este objeto matematico. Em seguida, estudaremos
diferentes configuragoes de marcados até obter casos mais gerais do que no capitulo anterior

com um nimero de marcados qualquer.

5.1 Decomposicao espectral de t-designs simétricos

Comegamos pela definigao de t-design (COLBOURNE; DINITZ, 2007; STINSON,
2004):

Definigao 5.1 (¢-design). Dado um conjunto X de v pontos, um ¢-design B é uma familia
de k-subconjuntos de X com |B| = b, denominados blocos, tal que cada ponto pertence a
exatamente r blocos e quaisquer ¢ pontos distintos estao contidos simultaneamente em )\,

blocos. —

Esta definicao depende de 5 parametros diferentes, expostos na Tabela 1. Vale
notar a existéncia de algumas identidades que relacionam estes parametos, que podem ser

obtidas através de uma anélise combinatorial.

Obtemos a primeira relacao contando o ntiimero de pares (z,s) € X x B tal que
x € s. Esta conta pode ser feita contando o niimero de pontos (v) e multiplicando pelo
numero de blocos que os contém (r) ou contando o niimero de blocos (b) e multiplicando

pelo niimero de pontos contidos neles (k). Isso nos garante a relacao vr = bk.
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A préxima relagao se da fixando um x € X e tomando os pares (y,s) € X x B tal
que z e y estdo em s simultaneamente. Podemos contar primeiro as possibilidades para y
(v — 1) e multiplicar pelas niimero de blocos que contém o par (Ay). Outra opgao é contar
o ntimero de blocos que contém x (1) e multiplicar pelo niimero de pontos diferentes de x

em cada bloco (k — 1). Isso nos da a equagao Ay(v — 1) = r(k —1).

nimero de pontos em X
numero de blocos em B
nimero de blocos contendo um ponto dado
nimero de pontos em um bloco
A | nimero de blocos contendo quaisquer ¢ pontos distintos

el B Sl e ) Bt

Tabela 1 — Parametros de um t-design

Qualquer t-(v, b, r, k, \;)-design é também um s-(v, b, r, k, \;)-design para qualquer

s que satisfaca 1 < s < t. Inclusive, vale a expressao:

-1
t—s t—s

Segue entao que todo t-design com ¢ > 2 é também um 2-design e admite um valor

para Ag. Um 2-design ¢ também chamado de block design.

Como exemplo, tomemos um 2-design com v = 6 pontos, b = 10 blocos, cada bloco
com k = 3 pontos. Cada ponto esta exatamente em r = 5 blocos e cada par de pontos
estd simultaneamente em Ay = 2 blocos. Tomando X = {0, 1,2,3,4,5}, os blocos podem

ser dados por
{012}, {013}, {024}, {035}, {045}, {125}, {134}, {145}, {234}, {235}.

Podemos ainda definir uma matriz de incidéncia N tal que (N);; = 1 se o item ¢

pertence ao j-ésimo bloco e (IN);; = 0 caso contrério:

11 111000¢O0O0
1100011100
N:1010010011
01 01001O0T171
0010101110
0001110101

Podemos definir o grafo de incidéncia do 2-design tomando uma parte representando
os pontos e outra parte representando os blocos. Conectamos dois nés pela relagao de

inclusao de um ponto em um bloco, gerando o grafo na Figura 8.
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Figura 8 — Grafo de incidéncia G de um 2-design.

Seja agora D um t-design qualquer com parametros (v, b, 7, k, \¢) e G 0 seu grafo de
incidéncia. Por defini¢ao, G' é um grafo bipartido (r, k)-birregular. Sua matriz de adjacéncia

¢é dada por

0 N
A (NT 0) , 6.1

onde N é uma matriz de incidéncia v x b. Estabelecemos como resultado principal dessa

secao a decomposicao espectral de A para o caso v = b, onde temos um ¢-design simétrico.

Teorema 1. Seja D um t-design simétrico(v = b er = k). Entdo, os autovalores da matriz

de adjacéncia de D sio {+k,+/r — \a} e o0s projetores referentes a cada autoespa¢o sao

1(J —J 1 (J J
E_k = 27 ) Ek = ? ) (52)
bl W WA,
1[I-2J —M 1(I-2J M
E jix=5 : B =15 , (5.3)
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_ 1 s . B
onde M = Y (—kJ +vN) e J é uma matriz onde todos as suas coordenadas sao

iquats a 1. —

Demonstragdo. Basta mostrarmos que {Ey, B i, B ;—, E_ ;—5,} ¢ um conjunto de proje-
tores ortogonais que satisfazem a relacao de completude )~ E; = I e a matriz de adjacéncia

A pode ser decomposta pela equacao
A=kEp+ (k) E_ + 17— B =, + (=71 — M) E_ ;. (5.4)
Vamos primeiro estabelecer algumas igualdades. Primeiramente, temos

J* =/,
(I —J/v)?*=(I~-J).

Como N a N7 indica as conexoes entre v = b blocos e pontos de um design simétrico,

existem exatamente r = k£ 1’s em cada linha e coluna. Logo
JN=NJ=N"J=JN" =klJ.
A partir das equacoes acima e usando a definicdo de M obtemos
JM=MJ=M"J=JM"=0.
Por fim, usamos que a identidade vista em (COLBOURNE; DINITZ, 2007)
NN = NN = (r = X\o)(I — J/v) + K*J /v

para obter
MM" = M"M =1~ J)v.

Agora, podemos provar os pontos exigidos. As matrizes Fi; and E. ;—; sao
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projetores pois

N e A
BT Y BT G
TN VRV I A
B or ar| 2\ )
| (- 10)2 + MMT (= L))M — M(I — 1))
S : :
CMT(I = L)) —(I—1H)MT MTM 4+ (1— 1)y
1 [1=3 —M
2w o1—1y)
- | =10+ MMT (I —J)M + M(I - L)
B B VTSN O SRS YE S VE VS S
(1= M
2 MT 1-1iJ

Checamos agora a ortogonalidade entre esses projetores usando as identidades ja vistas e
J(I — J/v) = 0. De fato,

o[ er ) foo
e\ ey —per) o0o0)
J(I — JJv) + JM” JMJ(]J/U))

oY u——
e ( (I—J/v) — JMT M+ J(I — J/v)

1
4o
E_ E !

—Vr—A2 =\ r—Ag 2U _MT(

(g g).

As outras 9 combinacoes sao analogas e recaem em calculos similares a um dos 3 casos

— J/v)2 = MMT (I—J/o)M = M(I - J/v)
I—JW)+ (I —J/wMT —MTM+ (I — J/v)?

expostos acima.
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A relagao de completude é obtida somando as matrizes em bloco e notando que os

blocos fora da diagonal se cancelam e a soma na diagonal nos da J/v+1 — J/v = 1.

Finalmente, checamos a Equagao (5.4), que nos mostra que esse conjunto de

autovalores com seus respectivos projetores ortogonais formam uma decomposicao espectral

de A

kEk+ E,k‘i‘\/r—/\gEm—F \/T—)\Q)E_mz

A N A
Cwly oy wlog oy

VTR (I=0T M V= (T M

2 MT I-1j 2 ~MT 1-17

0 kJ/v+r— XM
kJ/v+r—XgMT 0

B 0 kJ/v—kJ/v+ N _ A
kJ/v —kJjv+ NT 0 ’
o que conclui a demonstragao. O

5.2 Busca em t-designs

Vamos determinar a complexidade de uma busca quantica a partir de um passeio
quantico a tempo continuo em um ¢-design simétrico. Para dar inicio a analise, consideramos

um unico marcado.

5.2.1 Unico vértice marcado

Assuminto que o t-design é simétrico e contem apenas um elemento marcado |0),

consideramos {¢;}7_, a lista de seus autovalores ordenados de forma descrescente.

Usando uma simplificacdo para 1 marcado das equagoes expostas na Capitulo 4,
também descrita em (CHAKRABORTY; NOVO; ROLAND, 2020; CHAN et al., 2022;
SILVA; POSNER; PORTUGAL, 2023; LUGAO et al., 2022), calculamos as somas

Ey, 10)])?
5= 1B 01
=1 ¢1
HE¢> 10) II”
SQ l )
W e
que sao iguais a
v—1 k 1

Si =

v k:2—7“+)\2+4vk:
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_U—l(l{Z—FT—)\Q) 1
52 = v (k2—r+/\2)2+811k2'

Tomamos o operador de evolucdo et onde H = —yA — |0) (0]. O valor 6timo

para v e o seu tempo de parada 6timo correspondente sao dados pelas expressoes

’7:517
" . m
opt — 26’

onde € = %&'M. Usando que Ay = 7(k —1)/(v — 1) e k = r, obtemos

B es0()

Considerando que o numero total de vértices, n, é igual a v + b = 2v, concluimos que o
tempo 6timo oy € da ordem de y/n. Para completar a analise de complexidade precisamos
da probabilidade de sucesso, dada por

Psuce = S Sl Ee [0Y 2~ &+ 1 v)

Note que, se o grafo bipartitido é completo, temos k = v. Isso resulta em pguec =
1+0(1/v) e topy = m/v/v/2+0(1/4/v). Esses resultados para um grafo bipartido completo
eram esperados e foram descritos em (PORTUGAL; MOQADAM, 2022).

Note que o Teorema 1 nao se aplica a grafos bipartidos completos pois ha uma
indeterminacdo em M quando Ay = 7, que é o caso em um grafo completo visto que
todo par de pontos esta contido em todos os blocos. Entretanto, é interessante notar que
o comportamento assintético se alinha com a teoria de grafos bipartidos completos. O

resultado nao necessariamente seguird para os casos com mais marcados.

5.2.2 Miultiplos vértices marcados

Definimos W como o conjunto de vértices marcados. Seguindo a metodologia
apresentada no Capitulo 4, nosso interesse esta em apenas dois autovalores do Hamiltoniano,

dados por

A= —y¢p te (5.5)

Como vimos, a extensao para varios marcados implica que, para encontrarmos os

autovalores, precisamos resolver a equagao

det(Ay) = 0, (5.6)
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onde Ay é uma matriz |IW| x |W| definida por

3

(AN wwr = Gt +Z

w’E@ ‘w>

i, (5.7)

Combinando as equacoes (5.7) e (5.5), chegamos na expressao de Ay, denotada

por A.:
Bl (1)/ (2)/
(Ae)ww’ — 4+ <U)’ : ’U) > 5ww/ . Sww 65:;1;11; + 19) (62) ’ (58)
onde ,
Ey, |0
50, =y B [u) 5.9
; o (5.9)
e
g 23: M (5.10)
ww’ pot (k o ¢l)2 . .

Apesar dessa modificacdo na matriz, a Equagao (5.6) permanece desafiadora em
um caso geral. Deste modo, vamos comecar analisando as configuracoes possiveis para
dois marcados e depois discutir como generalizar para casos com um nimero qualquer de

marcados.

Dois vértices marcados

No caso de dois vértices marcados,temos que A, é uma matriz 2 x 2, cujo determi-
nante é facilmente calculado. Vale notar que as coordenadas da matriz (Ay ). nos casos
onde w # w'’ dependem da relacao entre os marcados, visto que sao determinados pelos
valores de S w €S (2 ), que dependem dos projetores calculados no Teorema 1. Sendo assim,
temos que considerar as trés relagoes diferentes possiveis entre os marcados tomando V' e

V' como as partes do grafo bipartido:

Caso 1: w e w' adjacentes

Neste cendrio temos w € V e w’ € V', em diferentes partes e adjacentes. Dai, temos

que
S(l) . —k + v _ 1

v (k2 —r 4 Ng) 4k

S(Q) . 2k(—]€ + U) 1

v(k2 =1+ X)) Suk2’

Observando que A, é uma matriz simétrica, calculamos

det(Ax) = ((Ax)ww + (Ax)uw ) (Ax)uw — (A )-



Capitulo 5. Busca qudntica em t-designs com passeios continuos 51

O termo (A))ww + (Ax)ww € 0 autovalor de A associado ao autovetor uniforme. Os valores
corretos para A* sdo obtidos igualando esse termo a zero. Selecionamos entdo e de forma

que
0= e((Ae)ww + (Ae)ww/>
= a(y) + b(y)e + c(7)e* + O(€),

com 7 escolhido de modo que b(y) = 0, nos fornecendo duas raizes simétricas. Essa

abordagem nos da

2k —v—kv
= 11
7 v(r — k% —Xg) (5:11)
¢ kE+1 1
ot ( ) (5.12)

,/ (k+3) \/_

Aplicando as férmulas obtidas em (LUGAOQ et al., 2022) e as igualdades Ay = r(k—1)/(v—1)

e r = k, obtemos
k(k+3) 1
topt = ——— " -
PET 9k + 1) ‘/EJFO(v)

Paee = M 10 (\%) |

Caso 2: w e w' n3o sdo adjacentes e estdo em partes diferentes

Nesse cenario, obtemos

S(l) _ —k 1
vt (k2 —r 4 Ny) Aok’
@ —9k? 1

Obtemos uma pequena diferenca no valor de

2k — kv

= 1
7 v(r — k% —Xg) (5.13)
e um € mais simples
VE 1 1
=4 —+0 () : 5.14
€ NV (5.14)

o ()

1
psucc_k_i_l_O(\/E)-
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Caso 3: w e w’ estdo na mesma parte

Esse é o caso mais simples ({w,w'} € V or {w,w'} € V') | visto que as somas sao

(1) _ k 1
S v(k? =1+ X\g) Tk
k2 - A 1
81(1)23)/ - — _'_ d 2 + .
v(k? —r+Xy)?  Suk?
A partir delas, obtemos
2k%0 —3k2 4+ Ny — 1
— 5.15
7 2kv (k2 4+ X — 1) (5.15)
) /i
ko1 1
S 7 +0 () (5.16)

que coincide no termo dominante com o caso 2. Logo, as expressoes para o tempo 6timo e

probabilidade de sucesso sao

fort = <;_“*O<f>

k 1
DPsuce = m -0 (ﬁ) .

Multiplos vértices marcados na mesma parte

Para generalizar esta andlise, restringimos nossa atencao ao caso onde existem m
vértices marcados em uma das partes do grafo bipartido. Esta é a tinica configuracao
possivel onde todos os vértices distintos se relacionam da mesma forma (dadas as trés
relagoes descritas na subsegao anterior) quando m > 2 e isso nos garante uma matriz que

possui um determinante analitico facilmente calculavel.

Vamos nos aproveitar do fato que (A) )y possui o mesmo valor para todo par
(w,w") (com w # w') dado que estdo todos na mesma parte. Além disso, como nos casos
anteriores, (A))ww ¢ @ mesma expressao independente de quem é w. Dessa forma, obtemos

uma matriz m X m A, da forma

a b . b
a b
b b . a

cujo determinante ¢ (a —b)™ ' (a+ (m —1)b). Isso pode ser checado notando que (1,1, ...,1)
¢ um autovetor de autovalor (a 4+ (m — 1)b) e que dim(ker(Ay — I(a —b))) = m — 1, nos

indicando a existéncia de um autoespago de autovalor (a — b) de dimensao m — 1.
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Recordamos que a = (A))ww € b = (A))wuw, com w # w'. Nosso objetivo é achar
uma raiz para o determinante, entdao podemos tomar A como a raiz de (a — b) ou de
(a+ (m—1)b). Se tomarmos A raiz de (a — b) ndo obtemos uma expressao que se assemelha
a (5.5). Sendo assim, limitamos nossa busca a um A descrito pela Equagao (5.5) que seja

raiz de (a + (m — 1)b). Corrigindo um € no denominador, lidamos com a expressao
e((Aww + (m = D(A)ww)) = A(V)e* + B(v)e + C(7) + O(¢?).

Deste modo, seguimos como antes e encontramos 7 tal que B(y) = 0 e € a partir da

expressao quadratica resultante.
—3k%*m + 4k%*v 4+ X\gm — mr
dkv (k2 + Xy — 1) ’
sy VEVm (1>
\/ 20V k + 1

’y:

As expressoes para top; € Psuce Seguem também do desenvolvimento realizado no
Capitulo 4. Entretanto, como o capitulo e o trabalho originado por ele em (LUGAO et al.,
2022) foca primariamente no caso de dois marcados, neste caso teremos que elaborar as
expressoes com mais detalhes. Comecamos partindo da funcao de probabilidade no tempo

dada por

p(t) = 4] (\|[9(0)) |2 z;v| (w|\) [*sin” et + o(1) + o(et), (5.17)

que implica em ¢, = 3-, independente do nimero de marcados. Isso nos da que

2 b

\/k
b= ETL L0 < ) (5.18)
/ /_ \/_
Ja a probabilidade de sucesso vem da expressao
Psuce = 4] (A[(0)) 2 Y [{w|A) (5.19)

weW

Neste caso, as contas diferem um pouco do caso com dois marcados. Primeiro, precisamos
encontrar cada | (w|A) |, notando que pela definigao de A, temos que o autovetor com
| (w|A\) | nas suas coordenadas é um autovetor de autovalor 0. Baseado na nossa escolha de
€, temos que u = (1,1, ..., 1) é um autovetor de autovalor 0. Assim, o autovetor que estamos
procurando é multiplo da distribuigao uniforme, o que nos da | (w|A) | = | (w’|\) | para todo

par (w,w’). Precisamos apenas encontrar um fator de corregao ¢, descrito em (LUGAO et
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al., 2022) da forma:

2
Yl =3 o | 5wt )
2
:ZP\‘F’WS 2 w;{/Eqﬁz |w)
o (o + )
2v
m?  m 1 1
+ (—2+ 2) 7+ ;
v (e+v(=k+v=2at7))  (e+7(-k-vV=2at7))

0 que resulta em

(wlA) = ¢

k 1
- T )

Conhecendo esse termo, também conseguimos calcular

1
0N = ——— w|A w
WO = =50 5 ) ol
___mc
e/
2
= —£ +o(1).
2
Substituindo as expressoes na Equagao (5.19) obtemos
k 1
= — — . 2
pSuCC k _'_ 1 + O (ﬁ) (5 O)

Multiplos vértices marcados em partes opostas

Outra configuracao de marcados onde encontramos uma forma de seguir com as
contas é o cenario onde o subgrafo induzido pelos marcados é regular com partes de mesmo
tamanho. Embora o determinante completo ainda seja um desafio, neste caso podemos
fazer uso do fato que a soma de todas as linhas de A, é a mesma. Desse modo, notamos
que o vetor uniforme é um autovetor de autovalor correspondente a soma das linhas e
encontramos A que zera esse autovalor, o que consequentemente zera o determinante da

matriz.

Seja m o nimero de vértices marcados em cada parte do grafo bipartido (totalizando
2m marcados) e n o nimero de vértices marcados aos quais cada vértice marcado esté
conectado (portanto, o grau do subgrafo induzido). Adicionamente, definimos a como
(A))ww quando w e w' sdo adjacentes, b quando estdao em diferentes partes e nao sao
adjacentes, e ¢ quando estao na mesma parte, esgotando as relagoes possiveis entre dois

marcados quaisquer. Deste modo, a soma de cada linha em A serd igual a

(AN)ww +na+ (m —n)b+ (m — 1)c.
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Esta expressao é também autovalor de (1,1, ..., 1). Para zerar a expressao, multiplicamos
a mesma por € e obtemos uma expressao semelhante a Equagao (5.2.2), permitindo que
escolhamos um 7 que cancele o termo linear e nos dé valores simétricos de e*. Assim,

obtemos

B —2km + kv +nv

7= v(k2+X—1)
et =+ vm (k+n) +O(1).
VE(E+2n+1)/v v

A partir disso, finamente chegamos em
T/ k(k+2n+1) 1
tons = 2. 21
n= i V0 (5) (5:21)

Na equacao anterior, vale notar que conseguimos recuperar os casos com dois marcados

quando temos um vértice em cada parte (m = 1) no caso onde sao adjacentes (n = 1) ou
nao adjacentes (n = 0). Logo, o cendrio com dois marcados discutido anteriormente é um

subcaso do que estamos vendo agora.

Para calcular a probabilidade de sucesso, realizamos o mesmo procedimento do
caso com m marcados na mesma parte notando que (A|w) = ¢ pois estamos novamente

lidando com o autovetor uniforme. Assim,

m? —km(m—n)+mn(—k+v) m?2 —km(m—n)+mn(—k+v)
T +m+ vv/—=Xo+r v +m— v/ —=Xo+r 2m

— + —+ 5
(e+v(=k+vV=A+tT7)) (e+7(=k—v=22+7)) e*v

Seguindo contas andlogas! ao caso anterior obtemos

 (k+n)? (1>

1/lef* =

5.3 Conclusodes parciais

Em todos os casos analisados fica evidente que o termo dominante na probabilidade
de sucesso nao depende do nimero de vértices ou sequer do ntimero de marcados. Ainda,
se aumentamos o grau k do grafo bipartido regular esse termo se aproxima de 1. Em outros
casos, ¢ constante dado um £ fixo. Vale notar ainda que no tltimo cenario ha também
uma dependéncia de n, o que indica que o grau conectividade dos marcados aumenta a

constante do termo dominante da probabilidade.

Dada que a probabilidade de sucesso demonstrou-se o(1), precisamos nos preocupar
apenas com o tempo 6timo para determinar a complexidade do algoritmo de busca. Neste

caso, embora tenha ficado evidente que o tempo 6timo é O(1/v), as equagoes (5.18) e (5.21)

1 Por serem mais extensos, os calculos foram assistidos pela biblioteca sympy.
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indicam como o nimero de marcados m e sua conectividade n reduzem o tempo de
execucao do algoritmo. De um modo geral, observamos uma complexidade O (\/—‘/%), 0 que

condiz com o algoritmos de Grover com muitos marcados.

Um ponto notavel a respeito de t,,¢ na Equacao (5.21), que descreve os casos onde
cada parte possui m marcados, se da no seguinte cenario: quando k > m, temos a opcao de
escolher um conjunto de marcados que induz um subgrafo bipartido completo, de modo que
n = m. Isso implica que cada vértice marcado esta conectado a todos os outros marcados
na parte oposta. Sob essas condigoes, temos top = O (%), desde que m nao extrapole
um k fixo. Esse comportamento é inesperado e nao é comum em buscar quanticas com

muitos marcados.
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6 Consideracoes finais

Esta tese apresentou dois métodos novos para a analise de busca em grafos a
partir de passeios quanticos, um voltado ao tempo discreto e outro ao tempo continuo.
Independente do grafo ou modelo escolhido o método pode ser aplicado verificando um
pequeno conjunto de hipoteses. Sendo assim, qualquer formulacao de passeios quanticos

descrita na revisao bibliografica poderia ser um objeto de estudo.

Neste estudo foi de nosso interesse especial os casos onde nao é necessario construir
uma versao bipartida do grafo como os modelos de Szegedy. Isso justifica-se pois queremos
reduzir o tamanho da base computacional e assim reduzir a complexidade espacial. Por
mais que ja tenha sido visto que essa reformulacao seja capaz de produzir buscas eficientes,

muitas vezes vale estudar os outros modelos para conferir se ha o mesmo ganho.

Neste caso, todos os exemplos estudados garantiram no minimo um ganho qua-
dratico e conseguimos observar se e como a complexidade varia com a quantidade e
localizacao de marcados. Ainda, obtemos um resultado inesperado no caso do grafo gerado
pelo t-design ao mostrarmos uma configuragao de marcados cujo tempo 6timo descresce
quadraticamente mais rapido com a quantidade de marcados em relagdo ao comportamento

visto em grafos completos, por exemplo.

Vale destacarmos apenas que para todos os resultados obtidos devemos lidar com
um numero fixo de marcados. Se o niimero de marcados depende do niimero de nés, por
exemplo, as analises assintéticas nao necessariamente valem pois alguma dependéncia em

N pode ter sido perdida ao descartarmos termos.

De todo modo, conclui-se que os métodos analiticos obtidos sao ferramentas impor-
tantes na analise de busca quantica e podem gerar resultados mais precisos ou até mesmo
inesperados ao serem aplicados em modelos e grafos especificos, a partir do momento que

conseguimos uma configuracdo de marcados tratavel pelas equagoes propostas.

Trabalhos futuros podem incluir outros grafos e outros modelos de passeios quanti-
cos, sejam a tempo discreto ou continuo. O modelo staggered proposto por (PORTUGAL
et al., 2016), por exemplo, é um bom candidato a tempo discreto. Para o tempo continuo,
pode também ser interessante analisar com mais cuidado o modelo proposto por (APERS
et al., 2021) para entender se o aumento na complexidade espacial pode produzir um

resultado mais eficiente no termo dominante quando consideramos varios marcados.
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