
Laboratório Nacional de Computação Científica

Caminhando em vértices e arestas com o
passeio quântico contínuo no tempo

Cauê Francisco Teixeira da Silva

Petrópolis, RJ

2022



Cauê Francisco Teixeira da Silva

Caminhando em vértices e arestas com o passeio
quântico contínuo no tempo

Tese submetida ao corpo docente do Labo-
ratório Nacional de Computação Científica
como parte dos requisitos necessários para a
obtenção do grau de Doutor em Ciências em
Modelagem Computacional.

Laboratório Nacional de Computação Científica

Orientador: Renato Portugal

Petrópolis, RJ
2022



S586c

Silva, Cauê Francisco Teixeira da.

Caminhando em vértices e arestas com o passeio quântico contínuo no tempo /
Cauê Francisco Teixeira da Silva, – Petrópolis, RJ: 2022.

64 f.: il.; 30 cm.
Referências: f. 59-61.

Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) .
Laboratório Nacional de Computação Científica, 2022.
Orientador:Renato Portugal

1. Computação quântica. 2. Passeio aleatório (Matemática). 3. Teoria dos grafos.
4. Markov, Processos de. I. Portugal, Renato. II. LNCC/MCTI. III. Título .

CDD – 004.1







Dedicatória
Para minha mãe.



Agradecimentos

Nessa vida muita gente passou e marcou minha vida para eu chegar até aqui. Nestes
agradecimentos destaco quem marcou os últimos 4 anos. Embora, me sinta grato por todas
as pessoas que em algum momento marcaram a minha vida de alguma forma.

Em primeiro lugar, agradeço a minha mãe por tanto amor que me deu. Também
por ter me criado de uma forma que eu soubesse valorizar tanta coisa boa que a vida tem
para dar.

Ao orientador Rento Portugal agradeço o excelente "time"de saber o momento de
cobrar e o momento de ser mais paciente. Vou levar para toda minha vida os conselhos
dados ao longo desses 6 anos.

Para as minhas tias do Carmo e Odete agradeço por terem me acolhido com tanto
carinho. As tias Ângela e Helena sou grato por terem me ajudado, cada uma da sua forma,
ao meu crescimento como pessoa.

Ao meu irmão Raphael pela grande amizade e pela influência artística que tem
sobre mim. Ao irmão João Pedro pelos domingos de jogatina e risadas compartilhados.

Ao amigo Leandro por sempre estar disposto a me ajudar nos meus melhores e
piores momentos. Ao amigo Aaron pelas conversas sobre os melhores filmes e séries de
todos. Ao amigo Felipe pelas conversas que iam do mais "cult"ao mais bobo em questão
de segundos.

Aos amigos do grupo de quântica do LNCC Jalil, Gustavo, Pedro, Frank e Bruno
por todas as discussões que me fazem entender cada vez mais de computação quântica.

Aos funcionários do LNCC em especial Roberta, Ana Néri e Moreira.

Por fim, agradeço às agências de fomento CAPES e CNPq pelo financiamento que
tornaram este trabalho possível.



"Que alegria cantar porque sei
que a dor não tem lugar

permanente no coração de ninguém."
(Moraes Moreira)



Resumo
A dinâmica de passeios quânticos obedece às leis da mecânica quântica com uma restrição
extra de localidade, a qual demanda que o operador de evolução seja local, no sentido que
o caminhante deve visitar locais vizinhos antes de visitar locais distantes. Normalmente, o
Hamiltoniano é obtido das matrizes de adjacência ou laplaciana do grafo e o caminhante
pula de um vértice para vértices vizinhos. Neste trabalho, definimos uma versão do passeio
quântico a tempo contínuo que permite o caminhante pular de vértice para aresta. Como
uma aplicação, analisamos o algoritmo de busca espacial no grafo bipartido completo
através de uma modificação na nova versão do Hamiltoniano com um termo extra que
depende da localização do vértice marcado ou da aresta marcada, de forma similar ao que
é feito no modelo de passeio quântico a tempo contínuo. Nós mostramos que o tempo de
execução ótimo para achar ou um vértice, ou uma aresta é O(

√
Ne) com probabilidade de

sucesso 1− o(1), onde Ne é o número de arestas do grafo bipartido completo.

Palavras-chave: Computação quântica, passeio aleatório (Matemática), teoria dos grafos,
processos de Markov.



Abstract
The quantum walk dynamics obey the laws of quantum mechanics with an extra locality
constraint, which demands that the evolution operator is local in the sense that the walker
must visit the neighboring locations before endeavoring to distant places. Usually, the
Hamiltonian is obtained from either the adjacency or the laplacian matrix of the graph
and the walker hops from vertices to neighboring vertices. In this work, we define a version
of the continuous-time quantum walk that allows the walker to hop from vertices to edges
and vice versa. As an application, we analyze the spatial search algorithm on the complete
bipartite graph by modifying the new version of the Hamiltonian with an extra term that
depends on the location of the marked vertex or marked edge, similar to what is done in
the standard continuous-time quantum walk model. We show that the optimal running
time to find either a vertex or an edge is O(

√
Ne) with success probability 1− o(1), where

Ne is the number of edges of the complete bipartite graph.

Keywords: Quantum computing, random walk(Math), graph theory, Markov processes.
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1 Introdução

Passeios quânticos são a versão quântica de passeios aleatórios (AHARONOV; DA-
VIDOVICH; ZAGURY, 1993). Como passeios aleatórios são usados em muitas aplicações
de algoritmos, é esperado que passeios quânticos sejam utilizados em algoritmos quânti-
cos (PORTUGAL, 2018). De fato, Childs provou que qualquer algoritmo quântico pode ser
implementado através de um passeio quântico (CHILDS, 2009). A dinâmica de passeios
quânticos obedece às leis da mecânica quântica com uma restrição extra de localidade:
se a posição do caminhante é x, então a posição seguinte x′ deve ser da vizinhança de x.
A evolução do tempo pode ser discreta (AHARONOV et al., 2001) ou contínua (FARHI;
GUTMANN, 1998), mas a estrutura espacial deve ser discreta. Na literatura, encontramos
muitos tipos de estrutura espacial: (1) o conjunto de vértices no passeio quântico a tempo
contínuo (FARHI; GUTMANN, 1998) e no passeio quântico escalonado (PORTUGAL
et al., 2016); (2) o conjunto de arcos no passeio quântico com moeda (HIGUCHI et al.,
2014); (3) o conjunto de arestas no modelo de Szegedy (SZEGEDY, 2004); (4) triângulos
no passeio quântico em complexos simpléticos (MATSUE; OGURISU; SEGAWA, 2016);
(5) arestas conectando vértices e faces no passeio quântico em imersões (ZHAN, 2021);
entre outros exemplos.

O algoritmo de busca espacial com passeios quânticos contínuos no tempo foram
introduzidos por Childs e Goldstone (CHILDS; GOLDSTONE, 2004) depois da bem
sucedida definição de busca espacial a tempo discreto em hipercubos (SHENVI; KEMPE;
WHALEY, 2003). No caso a tempo contínuo, a evolução no tempo é dada por um
Hamiltoniano que é obtido a partir da matriz de adjacência modificada por um termo que
depende da localização do vértice marcado. Implementações experimentais de algoritmos
de busca com passeio quântico contínuo no tempo são descritos em (DELVECCHIO et al.,
2020; WANG et al., 2020; BENEDETTI et al., 2021; QU et al., 2022).

O grafo total T (G) do grafo G é definido associando os vértices de T (G) com vértices
e arestas de G, de tal forma que dois vértices de T (G) são adjacentes, se e somente se, os
correspondentes vértices ou arestas de G forem adjacentes, ou incidentes. As propriedades
do grafo total do grafo bipartido completo foram largamente analisadas (GAO; LUO; LIU,
2012; LI; GU; LEI, 2019; ZHAO; HAO; WEI, 2022). Além disso, o grafo total tem sido
aplicado a redes de comunicação e interconexão com o objetivo de alcançar redes mais
robustas e tolerante a falhas (LI; GU; LEI, 2019; DÜNDAR; AYTAÇ, 2004). A análise
espectral da matriz de adjacência do grafo total de grafos regulares foi estudado em muitos
artigos (CVETKOVIĆ, 1973; LIU; WANG, 2021; HAZAMA, 2002; AKBARI et al., 2006).

O modelo de passeios quânticos escalonados foi definido em (PORTUGAL et al.,
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2016). Neste modelo é realizado um processo de tesselação, que consiste em uma partição
dos vértices do grafo com cada elemento da partição sendo um clique. Com as tesselações
em mãos definimos vetores que por sua vez dão origem a operadores locais que definem o
operador de evolução. Portugal (PORTUGAL, 2016) analisou uma subclasse importante
do passeio quântico escalonado, aqueles que são definidos em grafos 2-tesseláveis. Portugal
et al. (PORTUGAL; OLIVEIRA; MOQADAM, 2017) estenderam o modelo através de
Hamiltonianos eiθH , onde H é uma reflexão ortogonal. Portugal et al. (PORTUGAL;
FERNANDES, 2017) mostraram que o modelo com Hamiltonianos tem um ganho com
relação à versão clássica, o que não ocorre com o primeiro modelo de passeio quântico
escalonado. Higuchi et al. (HIGUCHI et al., 2019) encontraram os autovalores e autovetores
do operador de evolução do passeio quântico escalonado que utilizam 2 tesselações.

Neste trabalho, nós definimos consistentemente um modelo de passeio quântico a
tempo contínuo que permite ao caminhante pular de vértice para aresta e vice-versa. Uma
primeira tentativa usando passeios quânticos escalonados se revelou uma tarefa muito
difícil (ABREU et al., 2020). Existem muitas formas possíveis do caminhante se locomover,
incluindo o caso no qual o caminhante é permitido pular (1) de um vértice para qualquer
vértice vizinho e qualquer aresta incidente, e (2) de uma aresta e para qualquer aresta
vizinha e qualquer vértice de e. Chamaremos tal modelo de passeio quântico total. Outros
casos serão discutidos no Capítulo 6. O espaço de Hilbert associado com o grafo G é
gerado não apenas pelos vértices mas também pelas arestas e a dinâmica é determinada
pelo Hamiltoniano definido por U(t) = exp(−itγA), onde A é a matriz de adjacência do
grafo total T (G). Como uma aplicação, nós analisamos o algoritmo de busca espacial no
grafo bipartido completo através do passeio quântico total. Neste modelo, nós estamos
interessados não apenas em encontrar um vértice marcado, mas também uma aresta
marcada. Nós mostramos que o tempo de execução ótimo de achar tanto um vértice como
uma aresta do grafo bipartido completo é O(

√
Ne) com probabilidade de sucesso 1− o(1),

onde Ne é o número de arestas de G. Esta parte do trabalho deu origem a um artigo
pré-print no Arxiv (SILVA; POSNER; PORTUGAL, 2022). Outro modelo que estudamos
nesse trabalho foi o passeio quântico escalonado total. Nós fornecemos uma formalização
matemática para tal modelo. Também fizemos um estudo numérico para encontrar o
desvio padrão desse novo modelo na reta, e como esperado observamos o comportamento
balístico da partícula através da dependência linear do desvio padrão em função do tempo.
O desvio padrão é importante no contexto de passeios quânticos pois é uma medida de
quão rápido a partícula se locomove pelo grafo.

O texto é estruturado da seguinte maneira: no Capítulo 2 nós fazemos uma breve
introdução do passeio quântico contínuo no tempo, no Capítulo 3 nós apresentamos o
grafo total e analisamos a decomposição espectral da matriz de adjacência do mesmo,
no Capítulo 4 definimos o passeio quântico total e aplicamos tal modelo para algoritmos
de busca no grafo bipartido completo, no Capítulo 5 formalizamos o passeio quântico
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escalonado total e no Capítulo 6 fazemos considerações finais sobre o que foi estudado ao
longo do texto e falamos de algumas possibilidades para trabalhos futuros.



15

2 Introdução ao passeio quântico contínuo
no tempo

Uma das principais divisões de passeios quânticos são entre os modelos com tempo
discreto e com tempo contínuo. Neste capítulo faremos uma breve introdução ao modelo
padrão de tempo contínuo.

2.1 Cadeias de Markov clássicas contínuas no tempo
De forma geral, a dinâmica de cadeias de Markov se desenvolve em um grafo. A

partícula se encontra nos vértices e uma aresta ligando dois vértices indica que eles estão
a um passo de distância. Além disso, a partícula se locomove aleatoriamente entre os
vértices do grafo. Temos que se uma partícula se encontra em um vértice não temos como
saber deterministicamente onde ela estará no instante seguinte. O que podemos saber é a
probabilidade da partícula se encontrar em um dado vértice depois de um determinado
tempo.

Nas cadeias de Markov clássicas contínuas no tempo uma partícula pode ir de um
vértice xj para um vértice vizinho xi a qualquer instante. Conforme o tempo vai passando
a probabilidade de encontrar a partícula no vértice xj vai diminuindo. Dessa forma, a
probabilidade da partícula ter se locomovido para um vértice adjacente aumenta. Para
determinar o quão rápido a partícula se locomove entre os vértices definiremos a taxa de
transição γ.

No nosso caso, consideramos que γ é uma constante que não depende do tempo e do
vértice. Através da taxa γ é possível controlar o quão rápido a partícula se espalha no grafo.
Encontrar γ que não seja pequeno demais nem grande demais é um dos grandes desafios
da área, pois se for muito pequeno a partícula demora muito tempo para encontrar vértices
distantes. Já se for muito grande a partícula tende a sobreposição uniforme rapidamente,
o que não é interessante para a maioria dos algoritmos onde os passeios quânticos são
aplicados. A probabilidade de transição de um vértice para um vizinho é dada por um
múltiplo da taxa de transição e do tempo.

Seja ε um tempo infinitesimal então a probabilidade de uma partícula se locomover
de xj para um vértice vizinho xi é dada por εγ. Seja dj o grau do vértice xj, ou seja,
a quantidade de vizinhos de xj. Logo a probabilidade da partícula se encontrar em um
vértice adjacente de xj após um tempo ε é dado por djγε. Desta forma a probabilidade
de permanecer parado é dado por 1− djγε. Como dissemos a localização da partícula é
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dada de forma probabilística onde para cada vértice do grafo existe uma probabilidade
correspondente. Logo temos uma distribuição de probabilidades que pode ser interpretado
como um vetor. Desta forma a dinâmica da cadeia de Markov é descrita utilizando uma
matriz de transição M(t).

Temos queMij(t) é a probabilidade da partícula localizada em xj ir para xi durante
o intervalo de tempo t. Então

Mij(ε) =

1− djγε+O(ε2), se i = j,

γε+O(ε2), se i 6= j.
(2.1)

Com o objetivo de analisar a matriz de transição definiremos a matriz geradora

Hij(ε)


0, se i 6= j e não são adjacentes,

−γ, se i 6= j e são adjacentes,

djγ, se i = j.

(2.2)

Temos que em uma cadeia de Markov o evento em um instante posterior só depende
do estado atual, independentemente do que ocorreu anteriormente. Ou seja, o que ocorreu
anteriormente não interfere na dinâmica da cadeia. Desta forma como a probabilidade de
dois eventos independentes ocorrer é igual ao produto das probabilidades de cada evento
ocorrer temos que

Mij(t+ ε) =
n∑
k=1

Mik(t)Mkj(ε).

Separando do somatório a parcela com k = j obtemos

Mij(t+ ε) = Mij(t)Mjj(ε) +
∑
k 6=j

Mik(t)Mkj(ε)

= Mij(t)(1− djγε)− ε
∑
k 6=j

Mik(t)Hkj

= Mij(t)(1− εHjj)− ε
∑
k 6=j

Mik(t)Hkj

Logo
Mij(t+ ε)−Mij(t)

ε
= −

∑
k

Mik(t)Hkj.

Realizando o limite de ε→ 0 obtemos
dM(t)
dt

= −M(t)H (2.3)

Para encontrar a solução para essa equação diferencial, definimos R(t) = e−Ht =∑∞
j=0

(−Ht)j

j! . Logo, usando a expansão de Taylor, obtemos

dR(t)
dt

=
 ∞∑
j=0

j (−Ht)j−1

j!

 (−H) =
 ∞∑
j=1

(−Ht)j−1

(j − 1)!

 (−H)

=
( ∞∑
k=0

(−Ht)k

k!

)
(−H) = −R(t)H.
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Portanto
M(t) = e−Ht,

com Mi,j(0) = δi,j.

Finalmente se a distribuição inicial é dada por ~p(0) temos que a distribuição de
probabilidades no instante t é dada por

~p(t) = M(t)~p(0).

2.2 Passeio quântico contínuo no tempo usando cadeias de Markov
Utilizaremos as cadeias de Markov como base para definir os passeios quânticos

contínuos no tempo. Através do processo de quantização padrão transformamos a dis-
tribuição de probabilidades em um vetor de amplitudes de probabilidade e a matriz de
transição em um operador unitário equivalente. Utilizando a mesma notação da seção
anterior temos que H é hermitiano, mas M não é em geral. Com este propósito trocamos
H por iH. O operador de evolução é dado por

U(t) = e−iHt.

Desta forma o estado quântico no instante t é dado por∣∣∣ψ(t)
〉

= U(t)
∣∣∣ψ(0)

〉
,

onde
∣∣∣ψ(0)

〉
é o estado inicial e a distribuição de probabilidade é dado por

pk =
∣∣∣〈k∣∣∣ψ(t)

〉∣∣∣2 ,
onde k é o rótulo do vértice k.

2.2.1 Passeio quântico contínuo no tempo na reta

Os vértices são os pontos (inteiros) da reta. Associamos cada vértice i da reta a
um vetor da base computacional

∣∣∣i〉. Neste caso temos

Hi,j =


2γ, se i = j

−γ, se i 6= j e são adjacentes

0, se i 6= j e não são adjacentes

Então
H
∣∣∣n〉 = −γ

∣∣∣n− 1
〉

+ 2γ
∣∣∣n〉− γ∣∣∣n+ 1

〉
.

Um dos valores mais importantes no contexto de passeios quânticos é o desvio padrão. Ele
diz o quão rápido a partícula se espalha pelo grafo. Numericamente é possível ver que ele
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é dado por σ(t) ≈ 0, 5t na reta. Já no caso clássico ele é proporcional a
√
t, ou seja, no

caso quântico temos um ganho quadrático na velocidade com a qual a partícula se espalha
na reta, o que é muito apropriado para algoritmos de busca, por exemplo.
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3 Grafo total

O grafo total é uma generalização do grafo linha. Uma de suas principais aplicações
é para se obter redes mais robustas e com mais tolerância às falhas(LI; GU; LEI, 2019;
DÜNDAR; AYTAÇ, 2004). Neste capítulo estudaremos o grafo total e veremos alguns
resultados envolvendo a decomposição espectral da matriz de adjacência do grafo total de
um grafo regular.

3.1 Sobre o grafo total de um grafo
Um dos primeiros exemplos de quando se começa a estudar teoria de grafos é o grafo

gerado a partir das pontes de Königsberg. Existe uma enorme variedade de problemas
práticos que podem ser modelados com a ajuda de grafos. O que se faz, em geral, é
transformar uma situação prática de tal forma que os vértices gerados representem certos
objetos da situação e as arestas uma relação que esses objetos possuem entre si.

Não são somente as situações práticas que podem ser representadas através de
grafos. Objetos matemáticos também podem ser representados com a ajuda de grafos.
Como grafos são objetos matemáticos, surge naturalmente a ideia de gerar novos grafos a
partir de um grafo original. Neste trabalho utilizaremos dois exemplos de tais construções,
o grafo linha e o grafo total, nos dois casos chamaremos o grafo original de grafo raiz.

Em um grafo linha os vértices representam arestas do seu grafo raiz, de tal forma
que tais vértices são adjacentes no grafo linha se as arestas que eles representam são
adjacentes no grafo raiz. Na Figura 1a vemos uma forma de obter o grafo linha a partir
do grafo raiz, marcando um vértice do grafo linha em cada aresta do grafo raiz e ligando
os vértices do grafo linha quando as respectivas arestas forem adjacentes. De forma mais
formal temos a seguinte definição.

Definição 3.1. O grafo linha L(G) é o grafo gerado a partir de um grafo G de tal
forma que V (L(G)) = E(G) e dois vértices de L(G) são adjacentes se, e somente se, as
respectivas arestas de G são adjacentes. O grafo G é chamado de grafo raiz.

Definido desta forma o grafo linha diz como as arestas do grafo raiz se relacionam,
através da adjacência entre elas. Na Figura 1b temos representado como o grafo linha
pode ser encarado como uma transformação de um grafo dado em um novo grafo. Essa
transformação possui algumas propriedades que destacaremos ao longo do texto.

Observe que se duas arestas eu,v e eu,w são adjacentes entre si em G, então os seus
respectivos vértices serão adjacentes em L(G). Note também que o grau do vértice euv em
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(a) (b)

Figura 1 – Do lado esquerdo (a) temos um rascunho de como gerar um grafo linha em azul
a partir de um grafo raiz em vermelho. Do lado direito (b) temos representada
a transformação de um grafo G em seu grafo Linha L(G).

Figura 2 – eu,v possui 7 = 4 + 5− 2 arestas adjacentes.

L(G) é dado pela soma dos graus de u e v em G menos dois. De fato, uma aresta euv é
adjacente a todas as arestas incidentes a u menos ela própria, o mesmo valendo para v,
como exemplo veja a Figura 2.

Existem várias formas de se generalizar o conceito de grafo linha. Uma possibilidade
seria trocar o grafo de sua definição por um multigrafo ou um grafo direcionado, por
exemplo. Outra possibilidade para uma generalização seria representar, além das arestas
do grafo raiz, os vértices do mesmo. É isso que fazemos no grafo total, onde os vértices
representam os vértices e arestas do grafo raiz, de tal forma que os vértices do grafo total
são adjacentes se eles representam vértices e arestas adjacentes ou incidentes no grafo raiz.
De forma mais formal temos a seguinte definição.

Definição 3.2. O grafo total T (G) é o grafo gerado a partir de um grafo G de tal forma
que V (T (G)) = V (G)∪E(G) e dois vértices de T (G) são adjacentes se eles são adjacentes
em G (no caso de termos dois vértices de G ou duas arestas de G) ou são incidentes em G

(no caso de termos um vértice e uma aresta de G). O grafo G é chamado de grafo raiz.

Observação 3.1. Sejam V e E o conjunto de vértices do grafo total T (G) que representam,
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(a) T (G)

(b) Cópia de G (c) Cópia de L(G)

(d) Relações de incidência

Figura 3 – A figura (a) representa T (G) por completo. A figura (b) destaca a parte de
T (G) que é uma cópia de G. A figura (c) destaca a parte de T (G) que é uma
cópia de L(G). A figura (d) destaca a parte de T (G) que vem das relações de
incidência de G entre vértices e arestas.

respectivamente, vértices e arestas do seu grafo raiz G. Chamaremos os vértices de V de
vértices antigos e os de E de vértices novos. Temos que o subgrafo de T (G) induzido por
V (respectivamente, E) é isomorfo a G (respectivamente, L(G)). De fato, como um antigo
vértice é ligado a outro antigo vértice se, e somente se, eles forem adjacentes em G temos
uma cópia de G em T (G). O mesmo ocorre com os vértices novos e L(G).

Observação 3.2. Cada vértice novo se conecta com dois vértices antigos. Além disso,
cada vértice antigo u se conecta com du vértices novos, onde du é o grau de u.

Na Figura 3 representamos as observações anteriores para construir T (G) onde G
é o grafo da Figura 1b. Em Figura 3b vemos a cópia de G, em Figura 3c vemos a cópia de
L(G), em Figura 3d temos os vértices novos e antigos se conectando e em Figura 3a temos
T (G) por completo. A cópia de G em T (G) diz como os vértices de G se conectam, a cópia
de L(G) como as arestas de G se conectam e as arestas restantes diz como os vértices de
G incidem sobre as arestas de G e vice-versa.
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3.2 Autovalores da matriz de adjacência do grafo total de um grafo
regular
Como já vimos, existem diversos modelos de passeios quânticos. Nesta seção

definiremos um novo modelo usando o passeio quântico contínuo no tempo como base.
Chamaremos ele de passeio quântico total contínuo no tempo.

No passeio quântico contínuo no tempo padrão utilizamos a matriz de adjacência
AG do grafo G para definir sua dinâmica. Na sua versão total utilizaremos a matriz de
adjacência AT (G) do grafo total T (G). Da Observação 3.1 deduzimos que a matriz de
adjacência do grafo total pode ser obtida através das matrizes de adjacências do grafo raiz
e do grafo linha. De fato, se considerarmos a submatriz de AT (G) com os rótulos apenas
em V (respectivamente, E) obtemos AG (respectivamente, AL(G)).

Se particionarmos AT (G) em blocos baseados no último parágrafo falta considerar
os blocos com um rótulo em V e o outro em E. Pela definição de grafo total as entradas
desses blocos vão ser iguais a 1 quando a aresta e o vértice considerados forem incidentes
e 0 caso contrário. Note que esta propriedade é respeitada pela definição de matriz de
incidência.

Definição 3.3. A matriz de incidência RG de um grafo G é definida por

R(G)ij =

1, se vi ∈ ej,

0, caso contrário.
(3.1)

Resumindo os últimos parágrafos, temos que o grafo T (G) consiste em uma cópia
de G, onde aparecem os vértices de V (G), e uma cópia de L(G), onde aparecem os vértices
de E(G). Além disso, como em todo grafo cada aresta é incidente a dois vértices, cada
vértice de T (G) da cópia de L(G) é conectado com dois vértices de T (G) da cópia de G.
Portanto temos que a matriz de adjacência de T (G) será dada por uma matriz de blocos

M := AT (G) =
 A R

RT B

 , (3.2)

onde A = AG, R = RG e B = AL(G).

Definição 3.4. Com a matriz de adjacência de T (G) podemos definir o passeio quântico
total contínuo no tempo através do operador de evolução

U(t) = e−iMt. (3.3)

Sabemos que os autovalores do operador de evolução de um passeio quântico são
úteis para se obter informações sobre o mesmo. Note que se λM é autovalor de M então
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e−iλM t0 é autovalor de U(t0). Logo, existe uma forte relação entre os autovalores de M e
U(t). Por esse motivo estamos interessados nos autovalores da matriz de adjacência do
grafo total. Como veremos adiante eles também têm forte relação com os autovalores do
grafo raiz em grafos regulares, observe que daqui pra frente utilizaremos autovalor de um
grafo para resumir autovalor da matriz de adjacência de um grafo. Para demonstrar a
relação entre os autovalores de T (G) e G utilizaremos o seguinte lema.

Lema 3.1. Seja G um grafo r-regular. Utilizando a mesma notação da Equação 3.2 temos
que as seguintes igualdades são válidas

RRT = A+ rI, (3.4)
RTR = B + 2I. (3.5)

Demonstração. Todas as entradas da diagonal principal de A são zero. Logo, A+ rI tem
na diagonal principal só r′s e fora dela 1′s e 0′s definidos pela matriz de adjacência. Já
RRT terá por definição suas linhas e colunas associadas a vértices de G. Na diagonal
principal (RRT )vv também só aparecerá r, pois cada aresta incidente a v contribuirá com
1 no somatório da multiplicação matricial e todo vértice de G tem grau r. Já fora da
diagonal principal (RRT )uv só vai ser diferente de 0 quando u e v forem incidentes a uma
mesma aresta uv, ou seja, quando u e v forem adjacentes. Neste caso, como o grafo é
simples a entrada vai ser 1. Portanto, RRT = A+ rI.

A demonstração para RTR = B + 2I é análoga à primeira igualdade, bastando
observar que a matriz de adjacência B do grafo linha utiliza a propriedade de adjacência
das arestas e que cada aresta é incidente a dois vértices. Observe que neste caso o grafo
não precisa ser regular.

Seja PG(λ) o polinômio característico da matriz de adjacência de G. Com o auxílio
desse último lema podemos demonstrar a relação entre os autovalores de um grafo regular
G com os autovalores de T (G) enunciada na seguinte proposição.

Proposição 3.1. (CVETKOVIĆ, 1973) Sejam G um grafo regular com m arestas e n
vértices de grau r e λi os autovalores de G, para i ∈ {1, ..., n}. Os autovalores de T (G)
são −2 com multiplicidade m− n e 2n autovalores dados por

θ±i = 1
2(2λi + r − 2±

√
4λi + r2 + 4), i ∈ {1, ..., n}. (3.6)
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Demonstração. Por definição de polinômio característico temos que

PT (G)(λ) =
∣∣∣∣∣∣λI + rI −RRT −R

−RT λI + 2I −RTR

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ λI + rI −RRT −R
−(λ+ 1 + r)RT +RTRRT λI + 2I

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
λI + rI −RRT + R

λ+ 2
(
−(λ+ 1 + r)RT +RTRRT

)
0

−(λ+ 1 + r)RT +RTRRT (λ+ 2) I

∣∣∣∣∣∣∣ ,
onde na primeira igualdade utilizamos o Lema 3.1 e na segunda e terceira utilizamos a
eliminação gaussiana.

Como na última igualdade temos o determinante de uma matriz triangular inferior
em blocos temos que

PT (G)(λ) = (λ+ 2)m det
(
λI − A+ 1

λ+ 2 (A+ rI) (A− (λ+ 1)I)
)

= (λ+ 2)m−n det
(
A2 − (2λ− r + 3)A+ (λ2 − (r − 2)λ− r)I

)
= (λ+ 2)m−n

n∏
i=1

(
λ2
i − (2λ− r + 3)λi + λ2 − (r − 2)λ− r

)
= (λ+ 2)m−n

n∏
i=1

(
λ2 − (2λi + r − 2)λ+ λ2

i + (r − 3)λi − r
)
.

Resolvendo a equação do segundo grau obtemos

PT (G)(λ) = (λ+ 2)m−n
n∏
i=1

(
λ− θ+

i

) (
λ− θ−i

)
. (3.7)

Sabemos que os autovalores de um operador de evolução de um passeio quântico
nos ajudam a analisar o algoritmo de busca. Portanto, encontrar o hitting time do passeio
quântico total contínuo no tempo em grafos regulares é uma primeira análise a ser feita.
Desde que tenhamos os autovalores do grafo regular, o que é o caso de grafos fortemente
regulares ou de ciclos, por exemplo.

3.3 Autovetores da matriz de adjacência do grafo total de um grafo
regular
Já observamos que os autovalores de um grafo regular G e de seu grafo total T (G)

possuem uma relação direta. Dessa forma surge naturalmente a pergunta se os autovetores
de ambas também possuem alguma relação.
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Lema 3.2. Seja G um grafo. O autoespaço associado ao autovalor −2 do seu grafo linha
L(G) é igual ao núcleo de sua matriz de incidência RG.

Demonstração. Do Lema 3.1 temos que RTR = AL(G) + 2I. Se AL(G)v = −2v então
temos que RTRv = −2v + 2v = 0. Logo vTRTRv = |Rv|2 = 0. Se Rv = 0 vale que
0 = AL(G)v + 2v. Portanto AL(G)v = −2v se, e somente se, Rv = 0.

Lema 3.3. Seja R a matriz de incidência de um grafo conexo G. Então a imagem de R
tem dimensão n− 1 se G é bipartido e n se G não é bipartido.

Demonstração. Sejam R1, . . . , Rn as linhas de R. Suponhamos que elas sejam linearmente
independentes. Neste caso, existem c1, . . . , cn tais que

c1R1 + · · ·+ cnRn = 0, (3.8)

com pelo menos um ci 6= 0. Se ek é uma aresta que é incidente aos vértices vi e vj então
Rik = Rjk = 1 e Rlk = 0, para l 6= i, j. Logo, para vi adjacente a vj , ci deve ser igual a −cj .
Desta forma se vi1 , . . . , vir é um caminho de G temos que ci1 , . . . , cir alternam seus valores
entre c e −c. Se for possível atribuir c’s e −c’s para todo ci obtemos uma bipartição dos
vértices de G. Logo se G é bipartido temos que a dimensão do núcleo de RT é 1 e, portanto
a dimensão da imagem de R é n − 1. Já se G não é bipartido temos, por absurdo, que
R1, . . . , Rn é linearmente independente e, portanto, a dimensão da imagem de R é n.

Lema 3.4 ((CVETKOVIĆ; ROWLINSON; SIMIć, 2009)). Seja G um grafo. A multipli-
cidade do autovalor −2 do seu grafo linha L(G) é m− n+ 1 se G é bipartido e m− n se
G não é bipartido.

O teorema a seguir é uma novidade e foi provado por mim.

Teorema 3.1. Sejam G um grafo conexo r-regular com n vértices, m arestas e r ≥ 2.
Suponhamos que os autovalores de G são dados por r = λ1 ≥ · · · ≥ λn e seus respectivos
autovetores são v1, . . . , vn. Definimos

θ±i = 2λi + r − 2±
√

4λi + r2 + 4
2 , para i ∈ {1, . . . , n} (3.9)

e

X±i = k

(2− r − λi + θ±i )vi
RT
Gvi

 , para i ∈ {1, . . . , n} (3.10)

onde k = 1√
(2− r − λi + θ±i )2 + λi + r

.
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(a) Se G não é bipartido temos que os autovalores de T (G) são dados por θ±i , com
i ∈ {1, . . . , n} e −2 com multiplicidade m− n com os respectivos autovetores dados
por X±i e

Yj =
0

yj

 , j ∈ {1, . . . ,m− n} (3.11)

onde {y1, . . . ,ym−n} é uma base ortonormal do núcleo de RG.

(b) Se G é bipartido com V (G) = V1 ∪ V2 sendo suas partições temos que os autovalores
de T (G) são dados por θ±i , com i ∈ {1, . . . , n − 1}, −r e −2 com multiplicidade
m− n+ 1 com os respectivos autovetores dados por X±i ,

Z = 1√
n


J1

−J2

0

 , (3.12)

com Ji sendo o vetor de dimensão |Vi| com todas as entradas iguais a 1 e

Yj =
0

yj

 , j ∈ {1, . . . ,m− n+ 1} (3.13)

onde {y1, . . . ,ym−n} é uma base ortonormal do núcleo de RG.

Demonstração. (a) Primeiramente notemos que

AT (G) =
AG RG

RT
G AL(G)

 =
RGR

T
G − rIn RG

RT
G RT

GRG − 2Im

 . (3.14)

Provaremos agora que AT (G)X±i = θ±i X±i . Temos que, para i ∈ {1, . . . , n}

AT (G)X±i =
AG RG

RT
G RT

GRG − 2Im

 k
(2− r − λi + θ±i )vi

RT
Gvi

 (3.15)

= k

 (2− r − λi + θ±i )AGvi +RGR
T
Gvi

(2− r − λi + θ±i )RT
Gvi +RT

GRGR
T
Gvi − 2RT

Gvi

 (3.16)

= k

 (2− r − λi + θ±i )λivi + λivi + rvi
(2− r − λi + θ±i )RT

Gvi + λiR
T
Gvi + rRT

Gvi − 2RT
Gvi

 (3.17)

= k

(3λi + r − rλi − λ2
i + θ±i λi)vi

θ±i R
T
Gvi

 (3.18)

= k

θ±i (2− r − λi + θ±i )vi
θ±i R

T
Gvi

 = θ±i X±i (3.19)

Para obter a última igualdade acima notemos que ambos os lados da equação são iguais a
1
2(4λi − rλi + 2r ± λi

√
4λi + r2 + 4).
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Da definição de Yj obtemos que, para j ∈ {1, . . . ,m− n}

AT (G)Yj =
AG RG

RT
G RT

GRG − 2Im

 0
yj

 =
 0
−2yj

 = −2Yj (3.20)

Portanto {X±i } ∪ {Yj} são os autovetores de T (G), para finalizar a demontração devemos
mostrar que de fato são autovetores ortonormais.

Notemos que YT
i Yj = yTi yj = δij. Além disso (X±i )TYj = vTi Ryj = 0. Por fim,

observemos que

(X±i )TX±j =
(2− r − λi + θ±i )(2− r − λj + θ±j ) + λj + r√

(2− r − λi + θ±i )2 + λi + r
√

(2− r − λj + θ±j )2 + λj + r
vivj

= δ+−δij (3.21)

(b) A primeira parte é similar a prova de (a). Note que se G é um grafo r-regular
bipartido com V (G) = V1∪V2 então λn = −r é o menor autovalor de G com correspondente

autovetor unitário 1√
n

 J1

−J2

. Portanto AT (G)Z = −rZ.
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4 Andando em vértices e arestas de um grafo
com o passeio quântico contínuo no tempo

A estrutura espacial de passeios quânticos a tempo discreto em grafos é dada por
(1) o conjunto de arcos no modelo com moeda (HIGUCHI et al., 2014), (2) o conjunto
de arestas no modelo de Szegedy (SZEGEDY, 2004) e o conjunto de vértices no modelo
escalonado (PORTUGAL et al., 2016). Por outro lado, a estrutura espacial do passeio
quântico contínuo no tempo é o conjunto de vértices (FARHI; GUTMANN, 1998). Neste
capítulo definimos um passeio quântico contínuo no tempo que se localiza em ambos, nos
vértices e nas arestas do grafo de forma matematicamente consistente. Nós o chamaremos
de passeio quântico total.

Seja G um grafo com o conjunto de vértices dado por V (G) e com o conjunto de
arestas dado por E(G). Associaremos a este grafo um espaço de Hilbert de dimensão
(|V (G)|+ |E(G)|) e gerado por

{∣∣∣v〉 : v ∈ V (E)∪E(G)
}
. Através da matriz de adjacência

de AT (G) do grafo total T (G) podemos definir o operador de evolução do passeio quântico
total por

U(t) = e−iγHt,

onde γ é um parâmetro real e positivo e H = AT (G). Neste modelo, se o caminhante está
no vértice v, após um tempo infinetesimal, o caminhante pode permanecer e passar em
qualquer vértice vizinho v′ e para qualquer aresta incidente a v. Se o caminhante está em
uma aresta e, depois de um tempo infinitesimal, o caminhante pode passar ou permanecer
em qualquer aresta que tenha um vértice em comum com e ou para qualquer vértice que
pertence a e.

O passeio quântico total em um grafo G é equivalente ao passeio quântico contínuo
no tempo em T (G), com a vantagem de que a nova formulação divide a estrutura espacial
em duas partes distintas. Esta divisão pode ser explorada em aplicações tais como busca e
análise de decoerência, no sentido de checar quando arestas e vértices se comportam da
mesma forma ou não.

O algoritmo de busca é definido realizando uma modificação no Hamiltoniano do
modelo total através de uma perturbação que depende da localização do elemento marcado
w da seguinte maneira

H = −γA−
∣∣∣w〉〈w∣∣∣.

É interessante determinar quando o tipo do elemento marcado influencia na complexidade
computacional da busca. A probabilidade de encontrar o vértice marcado no tempo t é

p(t) =
∣∣∣〈w∣∣∣ψ(t)

〉∣∣∣2 , (4.1)
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onde
∣∣∣ψ(t)

〉
= U(t)

∣∣∣ψ(0)
〉
é o estado do passeio quântico no instante t e

∣∣∣ψ(0)
〉
é o estado

inicial. O objetivo do algoritmo é encontrar os valores ótimos de t e γ de tal forma que a
probabilidade de sucesso seja a maior possível.

4.1 Método para achar a complexidade computacional de algorit-
mos de busca
As referências (LUGÃO et al., 2022; BEZERRA; LUGÃO; PORTUGAL, 2021)

descreveram um método para encontrar a complexidade computacional de algoritmos
de busca quando o grafo tem múltiplos vértices marcados. Nesta subseção, revisaremos
este método para o caso de um único elemento marcado, o qual é similar ao descrito
em (CHAN et al., 2022). Dado um operador U , denotaremos o espectro de U por σ(U).
Suponhamos que a matriz de adjacência A do grafo total tenha q + 1 autovalores distintos
φ0 > φ1 > . . . > φq. Denotemos por P` o projetor ortogonal no autoespaço de A associado
ao autovalor φ` para 0 6 ` 6 q, de tal forma que pelo teorema espectral tenhamos

A =
q∑
`=0

φ`P`.

Sejam λ e
∣∣∣λ〉 um autovalor e um autovetor normalizado de H, respectivamente. A

seguinte proposição mostra que o Hamiltoniano H e o operador −γA podem compartilhar
autovalores e autovetores em comum:

Proposição 4.1. Sejam λ e
∣∣∣λ〉 um autovalor e um autovetor normalizado de H. λ ∈

σ(−γA) e (−γA)
∣∣∣λ〉 = λ

∣∣∣λ〉 se, e somente se,
〈
w
∣∣∣λ〉 = 0.

Demonstração. Realizando o produto pela direita de
∣∣∣λ〉 por

H = −γA−
∣∣∣w〉〈w∣∣∣

obtemos
λ
∣∣∣λ〉 = −γA

∣∣∣λ〉− ∣∣∣w〉〈w∣∣∣λ〉.
Da última igualdade temos que se

〈
w
∣∣∣λ〉 = 0 então λ

∣∣∣λ〉 = −γA
∣∣∣λ〉. Da mesma igualdade

temos que se λ
∣∣∣λ〉 = −γA

∣∣∣λ〉 então
∣∣∣w〉〈w∣∣∣λ〉 = 0 e, portanto

〈
w
∣∣∣λ〉 = 0

Note que se
〈
w
∣∣∣λ〉 = 0 então o autovetor

∣∣∣λ〉 não faz diferença no cálculo da
probabilidade p(t), como pode ser visto na Equação 4.1. Os autovalores λ associados com
tais autovetores estão no espectro de −γA, como pode ser visto na proposição anterior.
Desta forma, assumimos que

〈
w
∣∣∣λ〉 6= 0 e, portanto, λ 6∈ σ(−γA).

Usando a definição de H temos que

λ
∣∣∣λ〉 = −γA

∣∣∣λ〉− ∣∣∣w〉〈w∣∣∣λ〉.
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Realizando uma multiplicação pela esquerda pelo projetor P` obtemos

λP`
∣∣∣λ〉 = −γφ`P`

∣∣∣λ〉− P`∣∣∣w〉〈w∣∣∣λ〉.
Isolando P`

∣∣∣λ〉 e assumindo que λ 6∈ σ(−γA), obtemos que

P`
∣∣∣λ〉 = −

〈
w
∣∣∣λ〉

λ+ γφ`
P`
∣∣∣w〉. (4.2)

Como ∑q
`=0 P` = I, temos que

〈
w
∣∣∣λ〉 =

q∑
`=0

〈
w
∣∣∣P`∣∣∣λ〉.

Realizando o produto pela esquerda por
〈
w
∣∣∣ na Equação 4.2 e depois realizando um

somatório em `, obtemos que

q∑
`=0

〈
w
∣∣∣Pl∣∣∣λ〉 = −

q∑
`=0

〈
w
∣∣∣λ〉

λ+ γφ`

〈
w
∣∣∣P`∣∣∣w〉.

Logo 〈
w
∣∣∣λ〉 = −

〈
w
∣∣∣λ〉 q∑

`=0

∣∣∣‖P`∣∣∣w〉∣∣∣ ‖2

λ+ γφ`

e como supomos
〈
w
∣∣∣λ〉 6= 0 concluímos que

q∑
`=0

∥∥∥P`∣∣∣w〉∥∥∥2

λ+ γφ`
= −1. (4.3)

Normalmente, o spectral gap do Hamiltoniano perturbado tende para zero quando
o número de vértices do grafo analisado cresce. Assumimos que, assintoticamente, a
complexidade computacional do algoritmo de busca depende exclusivamente de dois
autovalores λ± que diferem de −γφ0 por um ε que tende a zero, como vemos na equação

λ± = −γφ0 ± ε+O
(
ε2
)
. (4.4)

Desta forma, o spectral gap é assintoticamente 2ε > 0. Equação 4.3 simplifica para

q∑
`=0

∥∥∥P`∣∣∣w〉∥∥∥2

γ(φ` − φ0)± ε = −1. (4.5)

Realizando uma expansão de Taylor de segunda ordem em ε obtemos
〈
w
∣∣∣P0

∣∣∣w〉± (1− S1

γ

)
ε− S2

γ2 ε
2 = 0, (4.6)

onde

S1 =
q∑
`=1

∥∥∥P`∣∣∣w〉∥∥∥2

φ0 − φ`
(4.7)
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e

S2 =
q∑
`=1

∥∥∥P`∣∣∣w〉∥∥∥2

(φ0 − φ`)2 . (4.8)

A Equação 4.6 não pode possuir um termo linear. Caso contrário, o termo ±ε não
ocorreria na hipótese da equação Equação 4.4. Então,

γ = S1 (4.9)

e

ε =
S1

∥∥∥P0

∣∣∣w〉∥∥∥
√
S2

. (4.10)

Usando a Equação 4.1 e um conjunto ortonormal
{∣∣∣λ〉} de autovetores de H, a

probabilidade de achar um vértice marcado como função de t é

p(t) =
∣∣∣∣∣∑
λ

e−iλt
〈
w
∣∣∣λ〉〈λ∣∣∣ψ(0)

〉∣∣∣∣∣
2

.

Os autovalores λ 6∈ σ(−γA) são raizes da equação 4.5. com o objetivo de simplificar o
cálculo, vamos assumir que a probabilidade de sucesso depende apenas de λ± e dos seus
autovetores associados

∣∣∣λ±〉. Além disso, assumimos que assintoticamente〈
λ+
∣∣∣ψ(0)

〉〈
w
∣∣∣λ+

〉
= −

〈
λ−
∣∣∣ψ(0)

〉〈
w
∣∣∣λ−〉+ o(1). (4.11)

Com essas hipóteses, a probabilidade de achar o elemento marcado se reduz a

p(t) = 4
∣∣∣〈λ+

∣∣∣ψ(0)
〉∣∣∣2 ∣∣∣〈w∣∣∣λ+

〉∣∣∣2 sin2 εt+ o(1) + o(εt). (4.12)

Então, o tempo de execução ótimo é

topt = π

2ε (4.13)

a probabilidade de sucesso é

psucc = 4
∣∣∣〈λ+

∣∣∣ψ(0)
〉∣∣∣2 ∣∣∣〈w∣∣∣λ+

〉∣∣∣2 + o(1). (4.14)

Existem diversos exemplos na literatura de grafos que obedecem às hipóteses que assumimos
como verdadeiras (CHILDS; GOLDSTONE, 2004; TANAKA; SABRI; PORTUGAL, 2022).

Usando a (Equação 4.2) e
q∑
`=0

∥∥∥P`∣∣∣λ±〉∥∥∥2
= 1,

obtemos
1∣∣∣〈w∣∣∣λ±〉∣∣∣2 =

q∑
`=0

∥∥∥P`∣∣∣w〉∥∥∥2

(λ± + γφ`)2 .
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Realizando uma mudança de fase global em
∣∣∣λ±〉, obtemos

∣∣∣〈w∣∣∣λ±〉∣∣∣ =
〈
w
∣∣∣λ±〉. Fazendo o

limite ε −→ 0, conseguimos 〈
w
∣∣∣λ±〉 = S1√

2
√
S2
. (4.15)

Para concluir nossos objetivos falta encontrar
〈
λ±
∣∣∣ψ(0)

〉
. Se o grafo total é regular

e conexo, a sobreposição uniforme é um autovetor de exp(−iγA) e exp(−iγφ0) é o seu
respectivo autovalor com multiplicidade 1, onde φ0 é o maior autovalor do grafo. Neste
caso, usando a Equação 4.2 com ` = 0 obtemos

〈
ψ(0)

∣∣∣λ±〉 = −

〈
w
∣∣∣λ±〉〈ψ(0)

∣∣∣w〉
λ± + γφ0

.

Como todos os termos do lado direito da última igualdade são conhecidos, temos então
uma forma de conseguir

〈
ψ(0)

∣∣∣λ±〉. Tomando
∣∣∣ψ(0)

〉
como a sobreposição uniforme e

fazendo o limite ε −→ 0, obtemos〈
ψ(0)

∣∣∣λ±〉 = ∓ 1
√

2
√
N
∥∥∥P0

∣∣∣w〉∥∥∥ , (4.16)

onde N é o número de vértices do grafo total. Note que a Equação 4.11 é consistente com
a Equação 4.15 e a Equação 4.16.

Se utilizarmos a técnica de amplificação de amplitude (PORTUGAL, 2018), a
complexidade computacional do algoritmo de busca é dada por topt/

√
psucc. Usando

a (Equação 4.13) e a (Equação 4.14), o tempo total de execução, com probabilidade Ω(1),
se torna

trun = πS2

2S2
1

√
N. (4.17)

Note que a complexidade computacional do algoritmo de busca usando a amplificação de
amplitude não depende de

∥∥∥P0

∣∣∣w〉∥∥∥. Além disso, a complexidade computacional é O(
√
N)

se S2 tem a mesma ordem de grandeza de S2
1 .

4.2 Busca quântica com o passeio quântico total no grafo completo
Seja Kn o grafo completo com n vértices. O grafo total T (Kn) é isomórfico ao grafo

de Johnson J(n+ 1, 2) como mostra a próxima proposição:

Proposição 4.2. O grafo total T (Kn) do grafo completo Kn é isomórfico ao grafo de
Johnson J(n+ 1, 2).

Demonstração. Adotamos a seguinte convenção: um vértice arbitrário de T (Kn) tem rótulo
i ou {i, j} para 1 ≤ i, j ≤ n dependendo do correspondente elemento do grafo raiz Kn

ser um vértice ou uma aresta, respectivamente. Um vétice arbitrário v de J(n+ 1, 2) tem
rótulo v = {i, j} para 1 ≤ i, j ≤ n+ 1 e dois vértices v e w são adjacentes se, e somente se,
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Figura 4 – K2,2 com os rótulos dos vértices e das arestas.

|v ∩ w| = 1. O isomorfismo entre T (Kn) e J(n+ 1, 2) é estabelecido mapeando o vértice
{i, j} de T (Kn) no vértice {i, j} de J(n+ 1, 2) e mapeando o vértice i de T (Kn) no vértice
{i, n+ 1} de J(n+ 1, 2). É uma verificação direta ver que dois vértices são adjacentes em
T (Kn) se, e somente se, os correspondentes vértices são adjacentes em J(n+ 1, 2) usando
o fato de que J(n+ 1, 2) é o grafo linha de Kn+1.

Nos voltemos para o problema de realizar buscas usando o passeio quântico total
no grafo completo. Neste caso, o elemento alvo pode ser um vértice ou uma aresta de Kn.
A primeira conclusão é que a complexidade computacional não depende da localização
do elemento marcado pois T (Kn) é fortemente regular (LIU; WANG, 2021). O algoritmo
de busca quântica em J(n + 1, 2) e em grafos fortemente regulares foram estudados
em (TANAKA; SABRI; PORTUGAL, 2022; JANMARK; MEYER; WONG, 2014), que
mostraram que a probabilidade de achar um vértice marcado de J(n+ 1, 2) ∼= T (Kn) é

p(t) =
(

1 +O
( 1
n

))
sin2 t√

N
, (4.18)

onde N é o número de vértices mais o número de arestas de Kn. Então, o tempo de
execução ótimo é

trun = π
√
N

2 , (4.19)

e a probabilidade de sucesso assintoticamente é 1.

4.3 Busca quântica com o passeio quântico total no grafo bipartido
completo
O grafo bipartido completo com n vértices em cada partição recebe os rótulos

conforme exemplificado na Figura 4. Nesta seção procuramos analisar o algoritmo de busca
quântica para um vértice marcado e uma aresta marcada. O seguinte lema fornece os
autovetores de Kn,n.
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Lema 4.1. Os autovetores ortonormais de Kn,n são dados pelas equações (4.20-4.23) com
autovalores dados por −n, 0, 0 e n, respectivamente.

∣∣∣vn〉 = 1√
2n

(
n∑
i=1

∣∣∣i〉+
∣∣∣i′〉) , (4.20)

∣∣∣vk〉 =
√

k

k + 1

(∣∣∣k + 1
〉
−

k∑
i=1

1
k

∣∣∣i〉) , (4.21)

onde AKn,n

∣∣∣vk〉 = 0 para k ∈ {1, ..., n− 1} e AKn,n

∣∣∣vk〉 = 0.

∣∣∣vk′〉 =
√

k

k + 1

(∣∣∣(k + 1)′
〉
−

k∑
i=1

1
k

∣∣∣i′〉) , (4.22)

onde AKn,n

∣∣∣vk′〉 = 0 para k ∈ {1, ..., (n− 1)}.

∣∣∣v0
〉

= 1√
2n

(
n∑
i=1

∣∣∣i〉− ∣∣∣i′〉) , (4.23)

onde e AKn,n

∣∣∣vn〉 = n
∣∣∣vn〉.

Demonstração. Verificar que a norma de tais vetores é igual a 1 nos 4 casos é direto.
Note primeiramente que aplicando a matriz de adjacência de Kn,n a um vetor da base
computacional obtemos AKn,n

∣∣∣i〉 = ∑n
j=1

∣∣∣j′〉 e AKn,n

∣∣∣i′〉 = ∑n
j=1

∣∣∣j〉. Desta forma temos
que

AKn,n

∣∣∣vn〉 = 1√
2n

n∑
i=1

AKn,n

∣∣∣i〉+ AKn,n

∣∣∣i′〉

= 1√
2n

n∑
i=1

 n∑
j=1

∣∣∣j′〉+
n∑
j=1

∣∣∣j〉


= n√
2n

n∑
j=1

∣∣∣j′〉+
∣∣∣j〉

= n
∣∣∣vn〉.

Além disso,

AKn,n

∣∣∣vk〉 = AKn,n

∣∣∣k + 1
〉
−

k∑
i=1

AKn,n

∣∣∣i〉
k

=
n∑
j=1

∣∣∣j′〉− k∑
i=1

∑n
j=1

∣∣∣j′〉
k

=
n∑
j=1

∣∣∣j′〉− n∑
j=1

∣∣∣j′〉
= 0.
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Por fim

AKn,n

∣∣∣v0
〉

= 1√
2n

n∑
i=1

AKn,n

∣∣∣i〉− AKn,n

∣∣∣i′〉

= 1√
2n

n∑
i=1

 n∑
j=1

∣∣∣j′〉− n∑
j=1

∣∣∣j〉


= −n√
2n

n∑
j=1

∣∣∣j〉− ∣∣∣j′〉
= −n

∣∣∣v0
〉

Para provar que esses autovalores são ortogonais temos que〈
vn
∣∣∣v0
〉

= n− n = 0, (4.24)〈
vn
∣∣∣vk〉 =

〈
v0

∣∣∣vk〉 =
√

k

k + 1

(
1− k 1

k

)
= 0. (4.25)

Já o lema a seguir fornece uma base ortonormal para o núcleo da matriz de
incidência de Kn,n.

Lema 4.2. O núcleo da matriz de incidência de Kn,n possui base ortonormal definida pela
seguinte equação

∣∣∣wi,j〉 =
√
hi,j

∣∣∣ei+1,j+1
〉

+
j∑

k2=1

i∑
k1=1

1
ij

∣∣∣ek1,k2

〉
−

i∑
k1=1

1
i

∣∣∣ek1,j+1
〉

−
j∑

k2=1

1
j

∣∣∣ei+1,k2

〉
∣∣∣wi,j〉 =

√
hi,j

j+1∑
k2=1

i+1∑
k1=1

(−i)δk1,i+1(−j)δk2,j+1

ij

∣∣∣ek1,k2

〉
, (4.26)

onde hi,j = ij

ij + i+ j + 1 para i, j ∈ {1, ..., (n− 1)}.

Demonstração. Note primeiramente que RKn,n tem o seguinte formato

RKn,n =



1 · · · 1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 · · · 0 1 · · · 1 · · · 0 · · · 0
... . . . ... ... . . . ... . . . ... . . . ...
0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 1

In In · · · In


.

Dividimos RKn,n em duas partes, a primeira com as n primeiras linhas e a segunda com as
n últimas linhas. Fazendo esta divisão temos que a i-ésima linha da primeira parte vai
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atuar em
∣∣∣ei,k〉, com i fixo e k variando de 1 a n. Da mesma forma a j-ésima linha da

segunda parte vai atuar em
∣∣∣ek,j〉, com j fixo e k variando de 1 até n. Mas como

i+1∑
k1=1

(−i)δk1,i+1(−j)δj0,j+1

ij

∣∣∣j0
〉

= (−j)δj0,j+1

−1
j

+
i∑

k1

∣∣∣j0〉=1

1
ij

 ∣∣∣j0
〉

= 0,

temos que RKn,n

∣∣∣wi,j〉 = 0,∀i, j.

Agora provaremos que
〈
wi,j

∣∣∣wi′,j′〉 = δi,i′δj,j′ . Note que〈
wi,j

∣∣∣wi′,j′〉 =
√
hi,j

√
hi′,j′

i+1,j+1,i′+1,j′+1∑
k1,k2,k3,k4=1

(−i)δk1,i+1(−j)δk2,j+1(−i′)δk3,i′+1(−j′)δk4,j′+1

iji′j′
δk1,k3δk2,k4 .

Sem perda de generalidade, vamos assumir que i ≤ i′ e j ≤ j′. Desta forma dividimos a
equação acima em três casos:

Caso 1 (i < i′, j < j′): Neste caso a equação simplifica para

〈
wi,j

∣∣∣wi′,j′〉 =
√
hi,j

√
hi′,j′

i+1,j+1∑
k1,k2=1

(−i)δk1,i+1(−j)δk2,j+1(−i′)δk1,i′+1(−j′)δk2,j′+1

iji′j′
.

Como i < i′, j < j′ temos que δk1,i′+1 = δk2,j′+1 = 0 para todo k1 e k2 dentro do
somatório anterior, ou seja,

〈
wi,j

∣∣∣wi′,j′〉 =

√
hi,jhi′,j′

i′j′

i+1,j+1∑
k1,k2=1

(−i)δk1,i+1(−j)δk2,j+1

ij
.

Note que abrindo o somatório anterior obtemos
i+1,j+1∑
k1,k2=1

(−i)δk1,i+1(−j)δk2,j+1

ij
=

(−i)δi+1,i+1(−j)δj+1,j+1

ij
+

i∑
k1=1

(−i)δk1,i+1(−j)δj+1,j+1

ij
+

+
j∑

k2=1

(−i)δi+1,i+1(−j)δk2,j+1

ij
+

i,j∑
k1,k2=1

(−i)δk1,i+1(−j)δk2,j+1

ij
=

1−
i∑

k1=1

1
i
−

j∑
k1=1

1
j

+
i,j∑

k1,k2=1

1
ij

= 1− 1− 1 + 1 = 0.

Portanto neste caso os vetores são ortogonais.

Caso 2 (i < i′, j = j′): Neste caso a equação é simplificada para

〈
wi,j

∣∣∣wi′,j′〉 =
√
hi,j

√
hi′,j′

i+1,j+1∑
k1,k2=1

(−i)δk1,i+1(−j)δk2,j+1(−i′)δk1,i′+1(−j′)δk2,j′+1

iji′j′
.
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Como i < i′ e j = j′ temos que

〈
wi,j

∣∣∣wi′,j′〉 =

√
hi,jhi′,j′

i′

i+1,j+1∑
k1,k2=1

(−i)δk1,i+1(j2)δk2,j+1

ij2 .

Abrindo o somatório anterior obtemos
i+1,j+1∑
k1,k2=1

(−i)δk1,i+1(j2)δk2,j+1

ij2 = (−i)δi+1,i+1(j2)δj+1,j+1

ij2 +
i∑

k1=1

(−i)δk1,i+1(j2)δj+1,j+1

ij2 +

+
j∑

k2=1

(−i)δi+1,i+1(j2)δk2,j+1

ij2 +
i,j∑

k1,k2=1

(−i)δk1,i+1(j2)δk2,j+1

ij2 =

−1 +
i∑

k1=1

1
i
−

j∑
k1=1

1
j2 +

i,j∑
k1,k2=1

1
ij2 = −1 + 1− 1

j
+ 1
j

= 0.

Portanto neste caso também temos vetores ortogonais.

Caso 3 (i = i′, j = j′): Neste último caso estamos interessados em verificar que a norma dos
vetores dessa base é 1. De fato neste caso a equação simplifica para

〈
wi,j

∣∣∣wi′,j′〉 =
√
hi,j

√
hi′,j′

i+1,j+1∑
k1,k2=1

(−i)δk1,i+1(−j)δk2,j+1(−i′)δk1,i′+1(−j′)δk2,j′+1

iji′j′
.

Como i = i′ e j = j′ temos que a equação é simplificada para

〈
wi,j

∣∣∣wi′,j′〉 = hi,j

i+1,j+1∑
k1,k2=1

(i2)δk1,i+1(j2)δk2,j+1

i2j2 .

Abrindo o somatório da última equação obtemos

i+1,j+1∑
k1,k2=1

(i2)δk1,i+1(j2)δk2,j+1

i2j2 = (i2)δi+1,i+1(j2)δj+1,j+1

i2j2 +
i∑

k1=1

(i2)δk1,i+1(j2)δj+1,j+1

i2j2 +

+
j∑

k2=1

(i2)δi+1,i+1(j2)δk2,j+1

i2j2 +
i,j∑

k1,k2=1

(i2)δk1,i+1(j2)δk2,j+1

i2j2 =

1 +
i∑

k1=1

1
i2

+
j∑

k1=1

1
j2 +

i,j∑
k1,k2=1

1
i2j2 = 1 + 1

i
+ 1
j

+ 1
ij

= 1
hi,j

.

Portanto
∣∣∣wi,j〉 tem norma 1 para qualquer i e j.

Como temos os autovalores e autovetores de AKn,n e também uma base ortonormal
do núcleo de RKn,n podemos através do Teorema 3.1 encontrar os autovetores e autovalores
do grafo total T (Kn,n). Para encontrar esta decomposição espectral observe primeiramente
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que RT
Kn,n

∣∣∣vn〉, RT
Kn,n

∣∣∣vk〉 e RT
Kn,n

∣∣∣vk′〉, com k ∈ {1, . . . , n− 1}, são dados por

RT
Kn,n

∣∣∣vn〉 = 2√
2n

n∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∣ei,j〉 (4.27)

RT
Kn,n

∣∣∣vk〉 =
√

k

k + 1

 n∑
j=1

∣∣∣ek+1,j
〉
−

k∑
i=1

n∑
j=1

1
k

∣∣∣ei,j〉
 (4.28)

RT
Kn,n

∣∣∣vk′〉 =
√

k

k + 1

 n∑
i=1

∣∣∣ei,k+1
〉
−

n∑
i=1

k∑
j=1

1
k

∣∣∣ei,j〉
 (4.29)

Já as equações (4.30-4.35) fornecem uma base ortonormal de autovetores de T (Kn,n)
com os autovalores dados por 2n, n− 4, θ±0 , θ±0 ,−n e −2, respectivamente.

∣∣∣X+
n

〉
= 1√

4 + 2n
(
2
∣∣∣vn〉+RT

Kn,n

∣∣∣vn〉) (4.30)

∣∣∣X+
n

〉
= 1√

n2 + 2n

 n∑
i=1

∣∣∣i〉+
∣∣∣i′〉+

n∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∣ei,j〉


onde AT (Kn,n)

∣∣∣X+
n

〉
= 2n

∣∣∣X+
n

〉
.

∣∣∣X−n 〉 = 1√
n2 + 6n+ 4

(
(−2− n)

∣∣∣vn〉+RT
Kn,n

∣∣∣vn〉) (4.31)
∣∣∣X−n 〉 = −2− n√

2n
√
n2 + 6n+ 4

n∑
i=1

∣∣∣i〉+
∣∣∣i′〉+ 2√

2n
√
n2 + 6n+ 4

n∑
i=1

n∑
i=1

∣∣∣ei,j〉

onde AT (Kn,n)

∣∣∣X−n 〉 = (n− 4)
∣∣∣X−n 〉.

Temos que os autovalores de T (Kn,n) associados ao autovalor 0 de Kn,n são dados
por

θ±0 = n− 2±
√
n2 + 4

2

Sejam ∆±n = n2 + 4± (2− n)
√
n2 + 4

2 e α±n = 2− n±
√
n2 + 4

2 .

∣∣∣X±0,k〉 = 1√
∆±n

(
α±n
∣∣∣vk〉+RT

Kn,n

∣∣∣vk〉) , (4.32)

onde AT (Kn,n)

∣∣∣X±0,k〉 = θ±0
∣∣∣X±0,k〉 para k ∈ {1, . . . , n− 1}.

∣∣∣X±0,k′〉 = 1√
∆±n

(
α±n
∣∣∣vk′〉+RT

Kn,n

∣∣∣vk′〉) , (4.33)
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onde AT (Kn,n)

∣∣∣X±0,k′〉 = θ±0
∣∣∣X±0,k′〉 para k ∈ {1, . . . , n− 1}.

∣∣∣Z〉 = 1√
2n

(
n∑
i=1

∣∣∣i〉− ∣∣∣i′〉) , (4.34)

onde AT (Kn,n)

∣∣∣Z〉 = −n
∣∣∣Z〉.

∣∣∣Yi,j〉 =
∣∣∣wi,j〉, (4.35)

onde AT (Kn,n)

∣∣∣Yi,j〉 = −2
∣∣∣Yi,j〉 para i, j ∈ {1, . . . , n− 1}.

Substituindo a Equação 4.30 até a Equação 4.35 na Equação 4.7 e (Equação 4.8)
com q = 5, obtemos

Sv1 = 1
2n + 5

12n2 +O
( 1
n3

)
, (4.36)

Se1 = 1
2n + 1

2n2 +O
( 1
n3

)
,

e
Sv2 = Se2 = 1

4n2 +O
( 1
n3

)
. (4.37)

Usando (4.10), obtemos

εv =
(

1− 7
9n +O

( 1
n2

)) 1√
N

(4.38)

e
εe =

(
1− 1

n
+O

( 1
n2

)) 1√
N
. (4.39)

Usando (Equação 4.13), o tempo ótimo nos dois casos é

trun = π
√
N

2 (4.40)

e usando (4.14), a probabilidade de sucesso de achar um vértice marcado é

pvsucc = 1− 14
9n +O

( 1
n2

)
(4.41)

e a de achar uma aresta é
pesucc = 1− 2

n
+O

( 1
n2

)
. (4.42)

A diferença entre buscar um vértice ou uma aresta só pode ser vista no termo de primeira
ordem.

Na Figura 5 e na Figura 6 temos representadas pv(t) e pe(t), respectivamente
calculadas de forma numérica (em vermelho) e analítica (em azul) para n = 100.
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Figura 5 – A curva contínua em azul é pv(t) para n = 100 e os pontos vermelhos são
simulações numéricas.

Figura 6 – A curva contínua em azul é pe(t) para n = 100 e os pontos vermelhos são
simulações numéricas.
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4.3.1 Verificação numérica das hipóteses

Ao longo da seção 4.1 descrevemos um método para encontrar a complexidade
computacional e a probabilidade de sucesso de um algoritmo de busca espacial quântica em
um grafo. Para o método funcionar são feitas três hipóteses. Essas hipóteses envolvem os
autovalores e autovetores do Hamiltoniano modificado do grafo a ser analisado. No nosso
caso o grafo em questão é o grafo total do grafo bipartido completo, ou seja, T (Kn,n).

Nesta subseção mostraremos, através de experimentos numéricos, que assintotica-
mente as hipóteses são válidas no caso do grafo total do grafo bipartido completo. Para
tais análises utilizamos o python e seus pacotes networkx (para trabalhar com a parte
de teoria de grafos), scipy (para lidar com matrizes esparsas) e numpy. Com o networkx
obtemos o grafo bipartido completo e seu grafo linha e através deles construímos a matriz
de blocos que é a matriz de adjacência do grafo total. Com essa matriz em mãos podemos
modifica-la no elemento marcado, mantendo a matriz esparsa. Utilizando o comando eigsh
obtemos os autovalores e autovetores da matriz modificada.

O nosso estudo se baseou em três hipóteses, listadas a seguir:

• O estado fundamental e o primeiro estado excitado tem, como autovalores, valores
simetricamente próximos de −γiφ0, com a diferença tendendo a zero;

• Os únicos autovalores que desempenham papel relevante no cálculo da probabilidade
de sucesso são os do estado fundamental e do primeiro estado excitado;

• O produto dos brakets a seguir são simétricos em relação à origem,
〈
λ+
∣∣∣ψ(0)

〉〈
w
∣∣∣λ+

〉
=

−
〈
λ−
∣∣∣ψ(0)

〉〈
w
∣∣∣λ−〉+ o(1).

Na Figura 7 e na Figura 8 vemos que, respectivamente, εv e εe tendem assintotica-
mente para 0. Nessas figuras temos que εi é representado de forma numérica (em vermelho)
e de forma analítica (em preto). A forma analítica vem da Equação 4.38 e da Equação 4.39
e a forma numérica vem do fato que ε é igual à metade do gap espectral.

Para verificar a primeira hipótese note que existem duas afirmações a serem
verificadas. Como vemos na Figura 9 e na Figura 10 numericamente a diferença de λ+ e
de λ− para −2nγ tende a zero e, além disso, apresentam uma simetria entre si.

A segunda hipótese é verificada pela Figura 11 e pela Figura 12 que mostram que
numericamente o produto

〈
λ+
∣∣∣ψ(0)

〉〈
w
∣∣∣λ+

〉
tende para 0, 5 e desta forma pela Equação 4.12

vemos que os autovalores λ+ e λ− que tem maior influência no cálculo da probabilidade. A
terceira hipótese é verificada pela Figura 11 e pela Figura 12 que mostram numericamente
que

〈
λ+
∣∣∣ψ(0)

〉〈
w
∣∣∣λ+

〉
= −

〈
λ−
∣∣∣ψ(0)

〉〈
w
∣∣∣λ−〉+ o(1).
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Figura 7 – Os pontos em vermelho são εv calculado numericamente e a reta em vermelho
é obtida de um fitting com f(x) ≈ −0.49x − 0.055. Os x’s em preto são εv

calculado analiticamente com g(x) =
(

1− 7
9n

) 1√
N

.
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Figura 8 – Os pontos em vermelho são εv calculado numericamente e a reta em vermelho
é obtida de um fitting com f(x) ≈ −0.49x − 0.079. Os x’s em preto são εv

calculado analiticamente com g(x) =
(

1− 1
n

) 1√
N

.
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Figura 9 – Como λ±v = −γvφ0 ± εv verificamos que εv tende para 0.



Capítulo 4. Andando em vértices e arestas de um grafo com o passeio quântico contínuo no tempo 44

0 2000 4000 6000 8000 10000
N

0.15

0.10

0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

e

+ + e 0
+ e 0

Figura 10 – Como λ±e = −γeφ0 ± εe verificamos que εe tende para 0.
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Figura 11 – A figura sugere que assintoticamente os produtos tendem a se igualar.
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Figura 12 – A figura sugere que assintoticamente os produtos tendem a se igualar.
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5 Andando em vértices e arestas usando o
passeio quântico escalonado

O modelo escalonado faz uso do tempo discreto. Para definir o modelo de passeio
quântico escalonado é necessário definir o conceito de tesselação de um grafo.

Definição 5.1. Uma tesselação de um grafo é uma partição dos vértices de um grafo,
de tal forma que cada elemento da partição é uma clique. Um elemento da partição é
chamado de polígono.

Essa definição anterior nos fornece a definição de uma tesselação de um grafo.
Veremos mais adiante que para maioria dos grafos uma única tesselação não é suficiente
para definir um passeio quântico escalonado, por este motivo surge a seguinte definição.

Definição 5.2. Dizemos que uma aresta uv é coberta por uma tesselação T se seus
vértices u e v pertencem a um mesmo polígono da tesselação T . Um conjunto de k
tesselações que cobrem todas as arestas de G é dito uma cobertura de tesselações de
G, neste caso dizemos que G é k-tesselável.

Para poder definir um passeio quântico escalonado em um grafo Γ devemos definir
tesselações em Γ até que todas suas arestas estejam cobertas. Sejam Γ um grafo k-tesselável
e T1,...,Tk tesselações que juntas cobrem todas as arestas de Γ. O espaço de Hilbert onde o
passeio desenvolve sua dinâmica é dado por H|V (Γ)|, com cada vértice de Γ associado com
um vetor da base computacional. Para cada polígono de Ti = {α1

i , ..., α
|Ti|
i } vamos definir

um vetor

∣∣∣αji〉 =
∑
v∈αj

i

ai,v
∣∣∣v〉,

onde ai,v ∈ C é a amplitude não nula do vetor unitário
∣∣∣αji〉. Para cada tesselação Ti vamos

definir um operador local Hi que é uma reflexão ortogonal definida por

Hi = 2
|Ti|∑
j=1

∣∣∣αji〉〈αji ∣∣∣− I.
Observe que tal operador faz uma partícula localizada em um vértice v se espalhar pelos
vértices do polígono da tesselação Ti que contém v.

Finalmente definimos o operador de evolução do passeio quântico escalonado como
sendo
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U = eiθkHk · · · eiθ2H2eiθ1H1 ,

onde 0 ≤ θi ≤ π/2.

5.1 Passeio quântico escalonado total
Um novo modelo de passeios quânticos foi proposto por Abreu et al. (ABREU et

al., 2020). Nesse novo modelo a partícula pode estar localizada tanto nas arestas como
nos vértices do grafo. O modelo de passeio quântico escalonado total usa o conceito de
tesselação total de um grafo.

Definição 5.3. Sejam G = (V,E) um grafo e Ω um conjunto de labels. Uma tesselação
total de um grafo é uma coloração própria de V e uma cobertura de tesselações de G,
ambas usando os labels de Ω, de tal forma que se uma aresta uv é coberta pela tesselação
i ∈ Ω então vale que a cor de u e v não é i.

Seja Γ um grafo com uma tesselação total com labels em Ω. Assim como no modelo
escalonado vamos definir operadores locais Hi que são reflexões ortogonais para cada i ∈ Ω.
Como queremos que a partícula possa estar localizada em vértices e arestas vamos definir
4 regras para como a partícula se movimenta para cada aplicação de Hi.

1. Se a partícula se encontra em um vértice v e o polígono da tesselação Ti que contém
v tem tamanho 1, dividimos em dois casos:

(i) se a cor do vértice v é i então a partícula se espalha em todas as arestas
incidentes a v e permanece em v;

(ii) se a cor do vértice v é diferente de i então a partícula não se move.

2. Se a partícula se encontra em um vértice v e o polígono da tesselação Ti que contém
v tem tamanho maior ou igual a 2, temos dois casos:

(i) se o polígono tem tamanho 2 a partícula se espalha por todos os vértices do
polígono e pela aresta coberta pelo polígono;

(ii) se o polígono é estritamente maior que 2 a partícula se espalha por todos os
vértices do polígono.

3. Se a partícula se encontra em uma aresta uv que não é coberta pela tesselação Ti,
temos dois casos:

(i) se u ou v tem a cor i, digamos u, então a partícula se espalha em u e por
todas as arestas incidentes a u;

(ii) se u e v também não têm a cor i a partícula permanece parada.
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4. Se a partícula se encontra em uma aresta uv coberta pela tesselação Ti, temos dois
casos:

(i) se o polígono de Ti que cobre uv tem tamanho 2 a partícula se espalha pelos
vértices u e v e permanece em uv;

(ii) se o polígono de Ti que cobre uv tem tamanho estritamente maior que 2 a
partícula fica parada.

Descrevamos então formalmente o operador Hj associado com uma tesselação Tj.
Suponhamos Tj = {c1

j , ..., c
|Tj |
j }, onde clj é um polígono de Tj. Definimos os vetores

∣∣∣αlj〉 e∣∣∣βl,kj 〉, ambos em Hn+m, como

∣∣∣αlj〉 =



cos λj,l2
∣∣∣v〉+

sen λj,l

2√
|N(v)|

∑
w∈N(v)

∣∣∣vw〉, se clj = {v} e cor(v) = j

∣∣∣v〉, se clj = {v} e cor(v) 6= j

cos λj,l2


∣∣∣v〉+

∣∣∣w〉
√

2

+ sen λj,l2
∣∣∣vw〉, se clj = {v, w}

1√
m

∑
v∈cl

j

∣∣∣v〉, se |clj| = m > 2,

e

∣∣∣βl,kj 〉 =


∣∣∣vw〉, se |clj| > 2, com vw sendo a k-ésima aresta de clj
0, caso contrário,

que são associados com o l-ésimo polígono de Tj e a k-ésima aresta do l-ésimo polígono
de Tj, respectivamente. O parâmetro 0 ≤ λj,l ≤ π é um ângulo que funciona como um
peso que aumenta a importância dos vértices para λj,l próximo de 0 ou das arestas se λj,l
está próximo de π. Vetores

∣∣∣αlj〉 são usados para implementar as regras 1, 2, 3(i) e 4(i), os
vetores

∣∣∣βl,kj 〉 para implementar a regra 4(ii). Além disso, eles obedecem à condição de
ortonormalidade

〈
αlj
∣∣∣αl′j 〉 = δll′ ,

〈
βl,kj

∣∣∣βl′,k′j

〉
= δll′δkk′ , e

〈
αlj
∣∣∣βl′,kj

〉
= 0, onde δll′ e δkk′ são

o delta de Kronecker. O operador Hj associado com a tesselação Tj é definido como

Hj = 2

|Tj |∑
l=1

∣∣∣αlj〉〈αlj∣∣∣+
|E(cl

j)|∑
k=1

∣∣∣βl,kj 〉〈βl,kj ∣∣∣
+

∑
ep

j∈Nj

∣∣∣epj〉〈epj ∣∣∣
− I,

onde Nj = {e1
j , ..., e

|Nj |
j } é o conjunto de todas as arestas de G que não são cobertas

por Tj e não são incidentes a vértices de cor j. Esse último conjunto é responsável por
implementar a regra 3(ii).
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Figura 13 – Grafo G e uma total tesselação utilizando 4 cores (polígonos de tamanho 1
não estão representados).

Assim como no modelo escalonado padrão o operador de evolução é definido por

U = eiθkHk · · · eiθ2H2eiθ1H1 ,

onde 0 ≤ θi ≤ π/2.

Veremos agora um exemplo de um passeio quântico escalonado total no grafo
G da figura 13, onde a total tesselação está descrita de tal forma que os polígonos são
representados pelas arestas coloridas e os polígonos de tamanho 1 são omitidos. Por
exemplo, a tesselação azul é dada por TB = {{1}, {2}, {3}, {4, 6}, {5}}. Com a tesselação
azul podemos definir os vetores que implementarão HB, são eles:

∣∣∣α1
B

〉
=
∣∣∣1〉,∣∣∣α2

B

〉
=
∣∣∣2〉,

∣∣∣α3
B

〉
= cos λ2

∣∣∣3〉+ sen λ2


∣∣∣1′〉+

∣∣∣2′〉+
∣∣∣4′〉

√
3

 ,
∣∣∣α4
B

〉
= cos λ2


∣∣∣4〉+

∣∣∣6〉
√

2

+ sen λ2
∣∣∣5′〉,

∣∣∣α5
B

〉
= cos λ2

∣∣∣5〉+ sen λ2
∣∣∣6′〉,∣∣∣e1

B

〉
=
∣∣∣3′〉.

Com estes vetores definimos o operador local

HB =
(

2
5∑
l=1

∣∣∣αlB〉〈αlB∣∣∣
)

+ 2
∣∣∣e1
B

〉〈
e1
B

∣∣∣− I,
representado na matriz abaixo. Observe que os vetores

∣∣∣α1
B

〉
e
∣∣∣α2
B

〉
implementam a regra

1.(ii), os vetores
∣∣∣α3
B

〉
e
∣∣∣α5
B

〉
as regras 1.(i) e 3.(i), o vetor

∣∣∣α4
B

〉
as regras 2.(i) e 4(i) e o

vetor
∣∣∣e1
B

〉
a regra 3.(ii). Os operadores HG e HO são encontrados da mesma forma.
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Para encontrar o operador HP observamos que a tesselação rosa é dada por
TP = {{1, 2, 3}, {4}, {5}, {6}}. Desta forma os vetores que implementarão HP são:

∣∣∣α1
P

〉
=

∣∣∣1〉+
∣∣∣2〉+

∣∣∣3〉
√

3
,

∣∣∣α2
P

〉
= cos λ2

∣∣∣4〉+ sen λ2


∣∣∣4′〉+

∣∣∣5′〉+
∣∣∣6′〉

√
3

 ,
∣∣∣α3
P

〉
=
∣∣∣5〉∣∣∣α4

P

〉
=
∣∣∣6〉,∣∣∣β1,1

P

〉
=
∣∣∣1′〉,∣∣∣β1,2

P

〉
=
∣∣∣2′〉,∣∣∣β1,3

P

〉
=
∣∣∣3′〉.

Com estes vetores definimos o operador local

HP = 2

 4∑
l=1

∣∣∣αlP〉〈αlP ∣∣∣+
|E(cl

j)|∑
k=1

∣∣∣βl,kP 〉〈βl,kP ∣∣∣

− I,

representado na matriz abaixo. Observe que o vetor
∣∣∣α1
P

〉
implementa a regra 2.(ii), o

vetor
∣∣∣α2
P

〉
as regras 1.(i) e 3(i), os vetores

∣∣∣α3
P

〉
e
∣∣∣α4
P

〉
a regra 1.(ii) e os vetores

∣∣∣β1,1
P

〉
,∣∣∣β1,2

P

〉
e
∣∣∣β1,3
P

〉
a regra 4.(ii).

Dessa forma temos que os operadores locais são dados por:

HB =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 cosλ 0 0 0 senλ√

3
senλ√

3 0 senλ√
3 0 0

0 0 0 a 0 b 0 0 0 0 senλ√
2 0

0 0 0 0 cosλ 0 0 0 0 0 0 senλ
0 0 0 b 0 a 0 0 0 0 senλ√

2 0
0 0 senλ√

3 0 0 0 c d 0 d 0 0
0 0 senλ√

3 0 0 0 d c 0 d 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 senλ√

3 0 0 0 d d 0 c 0 0
0 0 0 senλ√

2 0 senλ√
2 0 0 0 0 − cosλ 0

0 0 0 0 senλ 0 0 0 0 0 0 − cosλ



,
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HO =



cosλ 0 0 0 0 0 0 senλ√
2

senλ√
2 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a b 0 0 0 0 0 senλ√

2 0 0
0 0 b a 0 0 0 0 0 senλ√

2 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

senλ√
2 0 0 0 0 0 0 −b −a 0 0 0

senλ√
2 0 0 0 0 0 0 −a −b 0 0 0

0 0 senλ√
2

senλ√
2 0 0 0 0 0 − cosλ 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



,

HP =



−1/3 2/3 2/3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2/3 −1/3 2/3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2/3 2/3 −1/3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 cosλ 0 0 0 0 0 senλ√

3
senλ√

3
senλ√

3
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 senλ√

3 0 0 0 0 0 c d d

0 0 0 senλ√
3 0 0 0 0 0 d c d

0 0 0 senλ√
3 0 0 0 0 0 d d c



,

HG =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 cosλ 0 0 0 0 senλ√

2 0 senλ√
2 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a b 0 0 0 0 0 0 senλ√

2
0 0 0 b a 0 0 0 0 0 0 senλ√

2
0 0 0 0 0 cosλ 0 0 0 0 senλ 0
0 senλ√

2 0 0 0 0 −b 0 −a 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 senλ√

2 0 0 0 0 −a 0 −b 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 senλ 0 0 0 0 − cosλ 0
0 0 0 senλ√

2
senλ√

2 0 0 0 0 0 0 − cosλ



,

onde a = cosλ− 1
2 , b = cosλ+ 1

2 , c = −cosλ+ 2
3 e d = −cosλ− 1

3 .

Dessa forma para θB = θG = θP = θO = π

2 temos que o operador de evolução é
dado por

U = HBHGHPHO.
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5.2 Passeio quântico escalonado total na reta
Nesta seção mostraremos alguns resultados parciais no estudo de uma caminhada

quântica escalonada total na reta, onde obtemos uma base de Fourier que pode ser utilizada
na obtenção do desvio padrão de tal caminhada. Como o desvio padrão é dado por

σ(t) =
√〈

D̂2
〉
t
−
〈
D̂
〉2

t
,

onde
〈
D̂n
〉
t
é o n-ésimo momento da distância no instante t, estamos interessados em

procurar o primeiro e o segundo momento.

A figura 14 mostra o grafo G, que é a reta infinita, com uma total tesselação e o
grafo total de G, denotado por T (G), com a correspondente tesselação.

Figura 14 – Grafo G com uma total tesselação e o grafo total T (G) com a respectiva
tesselação usual.

Temos que para realizar uma tesselação total que cubra todas as arestas da reta
três cores são suficientes. Portanto, definiremos três operadores locais. Com tal objetivo
definiremos os seguintes vetores

∣∣∣αxG〉 =

∣∣∣3x〉+
∣∣∣(3x− 1)′

〉
+
∣∣∣(3x)′

〉
√

3
,

∣∣∣αx′G〉 =

∣∣∣3x+ 1
〉

+
∣∣∣3x+ 2

〉
+
∣∣∣(3x+ 1)′

〉
√

3
,

∣∣∣αxR〉 =

∣∣∣3x+ 1
〉

+
∣∣∣(3x)′

〉
+
∣∣∣(3x+ 1)′

〉
√

3
,

∣∣∣αx′R〉 =

∣∣∣3x+ 2
〉

+
∣∣∣3x+ 3

〉
+
∣∣∣(3x+ 2)′

〉
√

3
,

∣∣∣αxB〉 =

∣∣∣3x+ 2
〉

+
∣∣∣(3x+ 1)′

〉
+
∣∣∣(3x+ 2)′

〉
√

3
,

∣∣∣αx′B〉 =

∣∣∣3x〉+
∣∣∣3x+ 1

〉
+
∣∣∣(3x)′

〉
√

3
.

Os operadores locais HG, HR e HB são definidos como

Hj = 2
( ∞∑
x=−∞

∣∣∣αij〉〈αij∣∣∣+ ∣∣∣αi′j 〉〈αi′j ∣∣∣
)
− I,
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e com eles definimos o operador de evolução

U = eiθHBeiθHReiθHG .

A simetria do grafo T (G) nos permite definir a seguinte base de Fourier escalonada
quântica:∣∣∣ψ0

k

〉
= 1√

2

∞∑
x=−∞

e−ik3x
∣∣∣3x〉+ e−ik(3x+1,5)

∣∣∣(3x+ 1)′
〉
,

∣∣∣ψ1
k

〉
= 1√

2

∞∑
x=−∞

e−ik(3x+1)
∣∣∣3x+ 1

〉
+ e−ik(3x+2,5)

∣∣∣(3x+ 2)′
〉
,

∣∣∣ψ2
k

〉
= 1√

2

∞∑
x=−∞

e−ik(3x−1)
∣∣∣3x− 1

〉
+ e−ik(3x+0,5)

∣∣∣(3x)′
〉
.

Os resultados a seguir serão importantes e são possíveis pela forma como a base de
Fourier é definida.

Proposição 5.1. Temos que os vetores da base de Fourier escalonada quântica{∣∣∣ψpk〉; 0 ≤ p ≤ 2, k ∈ (−π, π)
}
satisfazem

〈
ψpk

∣∣∣ψp′k′〉 = δpp′δ(k − k′).

Demonstração. Primeiramente note que em
∣∣∣ψpk〉 e

∣∣∣ψp′k′〉, com p e p′ distintos, não apresen-
tam vetores da base computacional em comum. Logo para p 6= p′ vale que

〈
ψpk

∣∣∣ψp′k′〉 = 0.

Analisemos agora o que ocorre com
〈
ψpk

∣∣∣ψp′k′〉 quando p = p′ e k 6= k′. Se p = 0
temos que

〈
ψ0
k

∣∣∣ψ0
k′

〉
= 1

2

∞∑
x=−∞

ei(k−k
′)3x + ei(k−k

′)(3x+1,5)

= 1
2

−1∑
x=−∞

ei(k−k
′)3x + 1

2 + 1
2

∞∑
1
ei(k−k

′)3x +

+ 1
2

−1∑
x=−∞

ei(k−k
′)(3x+1,5) + e1,5i(k−k′)

2 + 1
2

∞∑
1
ei(k−k

′)(3x+1,5)

k 6=k′= 1
2(−1 + e3i(k−k′)) + 1

2 −
e3i(k−k′)

2(−1 + e3i(k−k′)) +

+ e1,5i(k−k′)

2(−1 + e3i(k−k′)) + e1,5i(k−k′)

2 − e4,5i(k−k′)

2(−1 + e3i(k−k′))
= 0.

Portanto para k 6= k′ vale que
〈
ψ0
k

∣∣∣ψ0
k′

〉
= 0. Mostrar que para k 6= k′ vale que

〈
ψ1
k

∣∣∣ψ1
k′

〉
=〈

ψ2
k

∣∣∣ψ2
k′

〉
= 0 é análogo ao feito acima. Finalmente vemos que

〈
ψpk

∣∣∣ψpk〉 resulta em uma
soma infinita de 1’s e consequentemente

〈
ψpk

∣∣∣ψp′k′〉 = δpp′δ(k − k′).

Proposição 5.2. Seja Ωk o hiperplano gerado por
∣∣∣ψ0
k

〉
,
∣∣∣ψ1
k

〉
e
∣∣∣ψ2
k

〉
para k fixo. Então

Ωk é invariante por HG, HR e HB.
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Demonstração. Temos que

HG

∣∣∣ψ0
k

〉
= 1√

2

∞∑
x=−∞

e−ik3x
(−1

3
∣∣∣3x〉+ 2

3
∣∣∣(3x− 1)′

〉
+ 2

3
∣∣∣(3x)′

〉)

+ e−ik(3x+1,5)
(−1

3
∣∣∣(3x+ 1)′

〉
+ 2

3
∣∣∣3x+ 1

〉
+ 2

3
∣∣∣3x+ 2

〉)
= −1

3
√

2

∞∑
x=−∞

e−ik3x
∣∣∣3x〉+ e−ik(3x+1,5)

∣∣∣(3x+ 1)′
〉

+ 2eik/2

3
√

2

∞∑
x=−∞

e−ik(3x+0,5)
∣∣∣(3x)′

〉
+ e−ik(3x+2)

∣∣∣3x+ 2
〉

+ 2e−ik/2

3
√

2

∞∑
x=−∞

e−ik(3x−0,5)
∣∣∣(3x− 1)′

〉
+ e−ik(3x+1)

∣∣∣3x+ 1
〉

= −1
3
∣∣∣ψ0
k

〉
+ 2e−ik/2

3
∣∣∣ψ1
k

〉
+ 2eik/2

3
∣∣∣ψ2
k

〉
.

De forma análoga obtemos

HG

∣∣∣ψ1
k

〉
= 2eik/2

3
∣∣∣ψ0
k

〉
+ −1

3
∣∣∣ψ1
k

〉
+ 2eik

3
∣∣∣ψ2
k

〉
,

HG

∣∣∣ψ2
k

〉
= 2e−ik/2

3
∣∣∣ψ0
k

〉
+ 2e−ik

3
∣∣∣ψ1
k

〉
+ −1

3
∣∣∣ψ2
k

〉
,

HR

∣∣∣ψ0
k

〉
= −1

3
∣∣∣ψ0
k

〉
+ 2e−ik/2

3
∣∣∣ψ1
k

〉
+ 2e−ik

3
∣∣∣ψ2
k

〉
,

HR

∣∣∣ψ1
k

〉
= 2eik/2

3
∣∣∣ψ0
k

〉
+ −1

3
∣∣∣ψ1
k

〉
+ 2e−ik/2

3
∣∣∣ψ2
k

〉
,

HR

∣∣∣ψ2
k

〉
= 2eik

3
∣∣∣ψ0
k

〉
+ 2eik/2

3
∣∣∣ψ1
k

〉
+ −1

3
∣∣∣ψ2
k

〉
,

HB

∣∣∣ψ0
k

〉
= −1

3
∣∣∣ψ0
k

〉
+ 2eik

3
∣∣∣ψ1
k

〉
+ 2eik/2

3
∣∣∣ψ2
k

〉
,

HB

∣∣∣ψ1
k

〉
= 2e−ik

3
∣∣∣ψ0
k

〉
+ −1

3
∣∣∣ψ1
k

〉
+ 2e−ik/2

3
∣∣∣ψ2
k

〉
,

HB

∣∣∣ψ2
k

〉
= 2e−ik/2

3
∣∣∣ψ0
k

〉
+ 2eik/2

3
∣∣∣ψ1
k

〉
+ −1

3
∣∣∣ψ2
k

〉
.

Logo Ωk é invariante por HG, HR e HB.

Da proposição 5.2 podemos definir operadores Hk
i como sendo Hi restrito a Ωk,

para i ∈ {G,R,B}. Com isso temos que

Hi

∣∣∣ψpk〉 =
2∑

p′=0

〈
p′
∣∣∣Hk

i

∣∣∣p〉∣∣∣ψp′k 〉.
Definimos Uk = eiθH

k
BeiθH

k
ReiθH

k
G . Como (Hk

j )2 = I vale que eiθHk
j = cos θI + i sen θHk

j .
Logo vale que

U
∣∣∣ψpk〉 =

2∑
p′=0

〈
p′
∣∣∣Uk∣∣∣p〉∣∣∣ψp′k 〉. (5.1)
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Sejam ωpk autovalores de Uk e
∣∣∣ωpk〉 os correspondentes autovetores. Temos que ωpk é

autovalor de U e seus correspondentes autovetores são dados por
∣∣∣vpk〉 =

2∑
p′=0

〈
p′
∣∣∣ωpk〉∣∣∣ψp′k 〉.

Na equação (5.1) multiplicamos pela direita os dois lados por
〈
ψpk

∣∣∣, realizamos um
somatório em p, uma integração em k e usamos a relação de completeza obtendo

U =
∫ π

−π

dk

2π

2∑
p,p′=0

〈
p′
∣∣∣Uk∣∣∣p〉∣∣∣ψp′k 〉〈ψpk∣∣∣.

Por indução em t obtemos

U t =
∫ π

−π

dk

2π

2∑
p,p′=0

〈
p′
∣∣∣U t

k

∣∣∣p〉∣∣∣ψp′k 〉〈ψpk∣∣∣. (5.2)

Temos que a posição da partícula no instante t é dada por
∣∣∣ψ(t)

〉
= U t

∣∣∣ψ(0)
〉
, onde∣∣∣ψ(0)

〉
é o estado inicial da partícula. Consideremos que

∣∣∣ψ(0)
〉

=
∣∣∣0〉 é o estado inicial.

Definimos D̂ como o operador distância que aplicado a um vetor da base computacional∣∣∣v〉 retorna D̂
∣∣∣v〉 = d(v)

∣∣∣d〉, onde d(v) é a distância de v para a origem 0, ou seja,

d(v) =

v, se v é um vértice,

v + 0, 5, se v é uma aresta.

A função característica
〈
eik0D̂

〉
t

=
〈
ψ(t)

∣∣∣eik0D̂
∣∣∣ψ(t)

〉
é útil para calcular o n-ésimo

momento. Usando a definição de
∣∣∣ψ(t)

〉
e a equação (5.2) obtemos

〈
eik0D̂

〉
t

=
∫ π

−π

dk

2π

2∑
p,p′=0

〈
p
∣∣∣(U t

k)†U t
k∗

∣∣∣p′〉〈ψ(0)
∣∣∣ψpk〉〈ψp′k∗ ∣∣∣ψ(0)

〉
, (5.3)

com k∗ = k + k0. Como
∣∣∣ψ(0)

〉
=
∣∣∣0〉 simplificamos a equação (5.3) para

〈
eik0D̂

〉
t

=
∫ π

−π

dk

2π
〈
0
∣∣∣(U t

k)†U t
k∗

∣∣∣0〉. (5.4)

Como a n-ésima derivada da função característica nos dá o n-ésimo momento, temos que
este último é dado por

〈
D̂n
〉
t

= tn
∫ π

−π

dk

2π
〈
0
∣∣∣ΛkD

[(
∂ ln(ωpk)
i∂k

)n]
Λ†k
∣∣∣0〉+O(tn−1), (5.5)

onde Λk =
[∣∣∣ω0

k

〉
,
∣∣∣ω1
k

〉
,
∣∣∣ω2
k

〉]
é a matriz 3× 3 cujas colunas são dadas pelos autovetores de

Uk e D[ai] é a matriz diagonal cujas entradas são a1, ..., an. Portanto, o próximo passo seria
obter os autovalores e autovetores de Uk para obter a expressão analítica do desvio padrão.
Porém, encontrar expressões manipuláveis para ambos se mostrou uma tarefa impossível.
Desta forma optamos por prosseguir o cálculo do desvio padrão de forma numérica.
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Figura 15 – Fitting do desvio padrão em função do tempo para diferentes valores de theta.

5.2.1 Calculando o desvio padrão numericamente

Temos que o desvio padrão no instante t0 é dado pela seguinte expressão:

σ(t0) =
√∑

i

∣∣∣〈ψ(t0)
∣∣∣i〉∣∣∣2 (d(i)− µ(t0))2, (5.6)

onde d(i) é a distância do elemento i para a origem e µ(t0) é a esperança da posição da
partícula.

A Figura 15 fornece os valores do desvio padrão para diferentes valores de θ e para
diferentes instantes de tempo na reta com 3000 vértices e 2999 arestas. Além disso, foi
realizado um fitting linear onde podemos observar a dependência linear do desvio padrão
em função do tempo. Já a Figura 16 nos fornece o coeficiente angular de retas obtidas de
forma similar ao da Figura 15 para θ variando de π/100 até 99π/100 pulando de π/100.
Quanto maior o coeficiente angular maior o desvio padrão alcançado por tal θ, o maior
coeficiente angular foi atingido para θ = 33π/100 e θ = 67π/100.

O desvio padrão é importante no contexto de passeios quânticos, pois quanto maior
o desvio padrão de um passeio quântico mais rápido a partícula se locomove pelo grafo, o
que é uma propriedade desejável para algoritmos de busca, por exemplo. No nosso caso
como a dependência se mostrou linear temos o que é conhecido como movimento balístico.
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Figura 16 – Coeficiente angular da expressão do desvio padrão calculado de forma numérica
em função do tempo.
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6 Considerações finais

No Capítulo 1 introduzimos o texto com a citação aos principais trabalhos que
têm envolvimento com a tese. No Capítulo 2 fazemos uma breve introdução ao passeio
quântico contínuo no tempo. Para apresentar tal modelo definimos primeiro as cadeias de
Markov clássicas contínuas no tempo. Utilizando estas últimas como base podemos definir
o passeio quântico a tempo contínuo. Para exemplificar, mostramos como este modelo
seria definido na reta.

No Capítulo 3 definimos o grafo total de um grafo. Vemos a sua relação com o
grafo raiz e o grafo linha. Dessa relação é possível entender a prova de uma proposição de
Cvetković que fornece os autovalores da matriz de adjacência do grafo total em função dos
autovalores da matriz de adjacência do seu grafo raiz. Ainda neste capítulo provamos uma
proposição que fornece os autovetores da matriz de adjacência do grafo total.

No Capítulo 4 temos o capítulo com os principais resultados dessa tese. Nós
definimos uma versão de passeio quântico contínuo no tempo em um grafo G, que permite
o caminhante pular de vértices para arestas e vice-versa. No nosso modelo, o caminhante
pode pular de (1) vértice para vértice, (2) vértice para aresta, (3) aresta para vértice, e
(4) aresta para vértice. Para consistentemente definir o operador de evolução, nós usamos
a matriz de adjacência do grafo total T (G). Usando esse modelo de passeio quântico,
nós mostramos que o algoritmo de busca espacial no grafo bipartido completo podemos
encontrar um vértice marcado ou uma aresta marcada em O(

√
N) passos com probabilidade

de sucesso 1− o(1).

No Capítulo 5 demos a definição dos já conhecido passeio quântico escalonado e do
passeio quântico escalonado total. Como novidade formalizamos este último modelo de
forma matematicamente consistente. Além disso, de forma numérica obtivemos o valor do
desvio padrão para diferentes valores de θ.

6.1 Trabalhos futuros
Da definição de grafo total, se V e E são os subconjuntos de V (T (G)) que re-

presentam vértices e arestas do seu grafo raiz G, respectivamente. Usando o conceito
de grafo total, podemos definir três classes relacionadas: Q-grafos, R-grafos, e grafos
subdivisão (CVETKOVIĆ, 1975; CVETKOVIĆ; ROWLINSON; SIMIć, 2009), que podem
ser usadas para definir novos modelos de passeios quânticos nos quais o caminhante se
localiza nos vértices e arestas do grafo. Q-grafo Q(G) é um subgrafo de T (G) obtido
removendo as arestas cujos pontos são vértices em V . Um R-grafo R(G) é o subgrafo de
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T (G) obtido removendo as arestas cujos pontos são vértices de E. Um grafo subdivisão
S(G) é um subgrafo de T (G) obtidos removendo arestas cujos dois pontos são vértices em
V e as arestas cujos pontos são dois vértices em E.

Existem ao menos três extensões interessantes do modelo de passeio quântico
total em um grafo G. Na primeira, o caminhante pode pular de (1) vértice para aresta,
(2) aresta para vértice, e (3) aresta para aresta. Neste caso, temos que utilizar a matriz de
adjacência do Q-grafo Q(G). Na segunda, o caminhante pode pular de (1) vértice para
vértice, (2) vértice para aresta, (3) aresta para vértice. Neste caso, utilizamos a matriz
de adjacência do R-grafo R(G). No terceiro caso, o caminhante pode pular de (1) vértice
para aresta, e (2) aresta para vértice; não é permitido pular de vértice para vértice nem
de aresta para aresta. Neste caso, nós usamos a matriz de adjacência do grafo subdivisão
S(G). Nós pretendemos analisar essas extensões em trabalhos futuros.

Outros trabalhos futuros possíveis são:

(1) Analisar a busca espacial com o passeio quântico total no grafo bipartido completo
com partições de diferentes tamanhos,

(2) Analisar a busca espacial com o passeio quântico total com mais de um elemento
marcado,

(3) Estender o modelo do passeio quântico total para diferentes γ’s, dependendo de
quais elementos estamos considerando.

(4) Obter mais resultados numéricos envolvendo o passeio quântico escalonado total.
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APÊNDICE A – Revisão de complexidade de
tempo

Fazemos aqui uma brevíssima revisão de complexidade computacional, para uma
visão mais detalhada sugerimos (CORMEN; LEISERSON; RIVEST, 1990).

Definição A.1 (Big O). f(n) é O(g(n)) se, e somente se, para algumas constantes c e
N0, f(N) ≤ cg(N) para todos N > N0.

Definição A.2 (Ω). f(n) é Ω(g(n)) se, e somente se, para algumas constantes c e N0,
f(N) ≥ cg(N) para todos N > N0.

Definição A.3 (Θ). f(n) é Θ(g(n)) se, e somente se, f(n) for O(g(n)) e f(n) for Ω(g(n)).

Definição A.4 (Little O). f(n) é o(g(n)) se, e somente se, f(n) for O(g(n)) e f(n) não
for Θ(g(n)).

Resumindo a diferença entre Big O e Little o, temos que o primeiro descreve o
limite superior da complexidade e o segundo descreve o limite superior excluindo o limite
exato.
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