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Resumo

Os passeios quanticos desempenham um papel importante no desenvolvimento de novos
algoritmos quanticos, e podem ser usados para resolver eficientemente problemas como:
disting¢ao de elementos, avaliacao de formulas booleanas, verificacao de produto de matrizes
e comutatividade de grupos e, em especial, problemas de busca espacial em grafos. Falk
exemplificou um modelo de passeios quanticos para malha bidimensional, que nao necessita
de um espago adicional para representar a moeda, no qual o operador de evolugao pode
ser obtido via um processo de tesselacao. Porém, nao foi explicitada a definicdo do modelo
para grafos genéricos e nem comprovada a sua eficiéncia. A ideia apresentada por Falk
inspirou a criacado do Passeio Quantico Escalonado (SQW). Sendo assim, as contribuigoes
deste trabalho sdo (1) definir o modelo escalonado para grafos genéricos, (2) demonstrar
que um importante passeio quantico ja conhecido e explorado na literatura, o modelo de
Szegedy, é um caso particular do modelo escalonado e (3) mostrar a eficiéncia do passeio

quantico escalonado no problema de busca na malha bidimensional.

Palavras-chave: Computadores quanticos, Caminhadas Quanticas, Modelo Escalonado,

Simulagoes.



Abstract

Quantum walks play an important role in the development of quantum algorithms, they
can be used to solve efficiently problems such as: elements distinct, boolean formulas
evaluation, matrix product verification and group commutativity, and especially, spatial
search problems. Falk exemplified a quantum walk model for two-dimensional lattice,
that does not require an additional space to the coin, and the evolution operator can be
obtained via a tessellation process. However, it was not explicit the definition of the model
for generic graphs and nor proven its efficiency. The idea presented by Falk inspired the
creation of Staggered Quantum Walk model (SQW). Therefore, the goal of this work is: (1)
define the stepped model for generic graphs, (2) demonstrate that an important quantum
walk already known and explored in the literature, the Szegedy model, is a particular case
of the SQW, (3) show the efficiency of SQW in the search problem in the two-dimensional

lattice.

Keywords: Quantum Algorithms, Quantum Walk, Simulations, Staggered Quantum
Walk.
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1 Introducao

A computacao quantica mostrou-se ativa no desenvolvimento de algoritmos ao longo
das ultimas trés décadas (JORDAN, 2017). O algoritmo de Deutsch e Jozsa (1992) foi o
primeiro a apresentar um ganho exponencial sobre qualquer versao classica deterministica.
Porém, os algoritmos que chamaram a atengdo da comunidade cientifica foram os de Shor
(1994) e Grover (1996). O primeiro faz a fatoragdo de niimero inteiro em tempo polinomial,
um ganho exponencial sobre o classico; o segundo realiza a busca em um banco de dados
arbitrariamente ordenado em um tempo de execucao quadraticamente mais rapido que o
analogo classico. Esses algoritmos impulsionaram nao sé o surgimento de outros (MOSCA,
2009; CHILDS; DAM, 2010), mas também a busca por tecnologias que permitam a criagao

do computador quantico.

Recentemente, a empresa IBM anunciou a criacao de dois processadores quanticos
universais, um de 16 qubits para uso ptblico e outro de 17 qubits para uso comercial (IBMQ),
2017). Em marco de 2017, em uma conferéncia da Sociedade Norte Americana de Fisica, o
lider do grupo de pesquisas em computagao quantica da empresa Google informou que,
até o final do ano de 2017, serd capaz de produzir um computador quantico universal de
49 qubits (FELDMAN, 2017).

Junto a criacao do computador quantico, surge também a necessidade de desenvolver
novos algoritmos para aproveitar ao maximo essa tecnologia. A técnica dos passeios
aleatérios vem sendo aplicada com muito sucesso na elaboragao de algoritmos quénticos, e
descreve a trajetoria de uma particula que se move com sucessivos passos, cujas dire¢oes sao
baseadas no resultado de uma variavel aleatoria. Na computagao classica temos aplicagoes
importantes como, por exemplo, solugoes para o problema k-SAT e conectividade de
grafos (MOTWANI; RAGHAVAN;, 2010). O passeio aleatério foi adaptado as leis da
mecanica quantica e vem sendo usado na criacao de algoritmos quanticos eficientes em
diversos problemas como: busca por tridngulos (MAGNIEZ et al., 2007), verificagao de
produto de matrizes e comutatividade de grupos (SANTHA, 2008), distingao de elementos
(element distinctness) (AMBAINIS, 2007), avaliacao de férmulas booleanas (FARHI et
al., 2007), transporte em redes complexas (MULKEN; BLUMEN, 2011) e, em especial,
problemas de busca espacial (SHENVI et al., 2003; AMBAINIS et al., 2005a; ABAL et al.,
2010; MARQUEZINO et al., 2011).

Existem pelo menos quatro modelos de passeios quanticos descritos na literatura,
os quais foram criados com diferentes objetivos e caracteristicas. O primeiro é o Passeio
Quéantico com Moeda, introduzido por Aharonov et al. (1993). Os autores apresentaram

um passeio quantico na reta discreta a tempo discreto e utilizaram um espago para posi¢ao
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da particula e outro para a moeda. Este modelo foi estendido para grafos genéricos por
Aharonov et al. (2001).

O segundo modelo, Passeio Quantico a Tempo Continuo, que foi proposto por Farhi
e Gutmann (FARHI; GUTMANN;, 1998), e vem sendo amplamente explorado, tanto do
ponto de vista tedrico quanto do experimental (ROSSI et al., 2017).

O terceiro modelo foi proposto por Szegedy (2004) e na literatura é simplesmente
referenciado como Passeio Quantico de Szegedy. Ele faz a quantizagio dos passeios aleatérios
classicos por meio da duplicacao do grafo original, sem o uso do espago moeda. Este modelo
¢é obtido via quantizagdo das cadeias de Markov cléssicas a tempo discreto, o que permite
uma defini¢cdo natural para o tempo de alcance quintico. Szegedy (2004) mostrou que
o tempo para a deteccao de um elemento marcado é quadraticamente menor no passeio
aleatério quantizado. O modelo de Szegedy ja foi abordado nos problemas de busca em
grafos por elementos marcados (MAGNIEZ et al., 2011; KROVI et al., 2010), busca por
tridngulos (MAGNIEZ et al., 2007), verificacdo de produto de matrizes e comutatividade
de grupos (SANTHA, 2008).

O quarto modelo, que serd o principal objeto de estudo desta tese, é conhecido
como Passeio Quantico Escalonado ou Staggered Quantum Walk (SQW) e nao faz uso
de um espacgo adicional para determinar a dire¢ao da caminhada aleatéria, por isso é
considerado um modelo sem moeda. As ideias seminais para este modelo apareceram em
um artigo de Falk (2013), no qual o autor mostrou que o operador de evolugao na malha
pode ser obtido através de um processo de difusao local da malha e que pode ser modelado
por tesselagoes. Ele foi definido formalmente em Portugal et al. (2016) e Portugal et al.

(2016) propuseram uma versao para modelo com o uso de Hamiltonianos.

1.1 Contribuicoes desta tese

Tanto o SQW quanto o modelo proposto por Szegedy nao fazem uso do operador
moeda. Portanto, fizemos questionamentos a respeito da relacao entre esses dois modelos
e verificamos que o modelo proposto por Szegedy é um caso particular do SQW. Este
resultado e a definicao formal do modelo SQW sao contribuicoes inéditas desta tese. Eles
compdem o artigo Portugal et al. (2016), o qual recebeu o prémio Howard E. Brandt Best

Paper Award 2016 da revista Quantum Information Processing.

Obtivemos alguns resultados sobre o problema de tesselagao em grafos, os quais
fazem parte do artigo Abreu et al. (2017), que foram publicados na revista Matemdtica
Contemporanea. Também indagamos sobre a eficiéncia do modelo SQW no problema de
busca em grades bidimensionais e em resposta a esta indagacao encontramos um algoritmo
quantico, que faz uso da versao estendida do SQW usando Hamiltonianos, com mesma

complexidade dos algoritmos quéanticos mais eficientes para a solucao do problema. Este
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resultado foi publicado no periédico Psysical Review A (PORTUGAL; FERNANDES,
2017) e alguns resultados numéricos relevantes para o problema que foram apresentados na
4th Conference of Computacional Interdisciplinary Sciences (FERNANDES; PORTUGAL,
2016).

Alcancamos resultados colaterais sobre a anélise da eficiéncia de algoritmos quanti-
cos para o problema de busca via grupo de renormalizagdo. Eles fazem parte do artigo Bo-

ettcher et al. (2017), que foi submetido para publicagao na revista Nature Communications.

1.2 Organizacdo do texto

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No capitulo 2, faremos uma
breve revisao a respeito dos passeios quanticos com moeda e do modelo de Szegedy. No
capitulo 3, definiremos formalmente o modelo SQW, abordaremos o problema de tesselacao
em grafos e mostraremos que o modelo de Szegedy pode ser incluido no SQW. No capitulo 4,
abordaremos o problema de busca em grades bidimensionais via SQW. No capitulo 5,
delineamos nossas consideracoes finais. No apéndice A, apresentaremos uma breve revisao
sobre a computac¢ao quantica. No apéndice B, exibiremos algumas defini¢oes e resultados

da teoria de grafos. No apéndice C, é mostraremos que o termo C' definido no capitulo 4 é

O(vInN).
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2 Passeios quanticos a tempo discreto

Um modelo de caminha aleatoéria ou passeio aleatério descreve o movimento de
uma particula que se move por meio de sucessivos passos aleatorios, isto €, a cada instante
de tempo, a direcdo a ser seguida é baseada no resultado de uma variavel aleatéria.
Usualmente, um passeio aleatério é descrito por um grafo, uma matriz estocastica e um
vértice inicial. O grafo representa as possiveis posi¢oes que a particula pode assumir, a
matriz estocastica descreve as probabilidades de deslocamento em cada vértice na direcao

de seus vizinhos e o vértice inicial é o ponto de partida do caminhante.

No caso quéntico, um passeio aleatorio ¢ definido por um grafo, um operador
unitario, chamado de operador de evolugao, e um estado inicial. A caminhada quéantica
serd realizada no espago de Hilbert H?, onde p deve ser da mesma cardinalidade do conjunto
de vértices do grafo, exceto na caminhada quantica com moeda, em que é adicionado
um espaco de Hilbert extra para representacao da moeda. O caminhante quantico é
representado por um vetor normalizado em HP e cada vértice do grafo v é representado
por um vetor da base computacional |v) em H?. Em uma caminhada quéntica, o sistema

¢ inicializado no estado |¢/(0)), apds t passos, o sistema vai para o estado:

() = U [4(0)) , (2.1)

onde U ¢é o operador de evolugdo da caminhada. O operador U deve preservar a localidade,
isto é, se aplicado a um vetor da base computacional |v), o vetor resultante, quando
decomposto na base computacional, deve conter apenas vetores que representam vértices
vizinhos a v. Note que, apds t passos da caminhada, o estado do sistema é completamente
deterministico, a aleatoriedade em um passeio quantico é adicionada quando efetuarmos
uma medicao na base computacional no estado do sistema. Tal medigao tera como resultado
um vetor da base computacional, que representa um vértice do grafo. Vale ressaltar que o

estado inicial pode ser uma sobreposicao dos elementos da base computacional.

Neste capitulo, vamos descrever os dois modelos de caminhadas quanticas a tempo
discreto encontrados na literatura. Primeiramente veremos o modelo com moeda e, em

seguida, apresentaremos o modelo proposto por Szegedy.

2.1 Passeios quanticos com moeda

Esta secao objetiva revisar brevemente os passeios quanticos a tempo discreto
com moeda. Portanto, se for necessario obter maiores detalhes sobre esse assunto, basta
consultar Quantum Walks and search algorithms (PORTUGAL, 2013). Agora, a fim de

introduzir o modelo de caminhadas quanticas com moeda, veremos a definicdo do modelo
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na reta unidimensional; em seguida, mostraremos como esse modelo pode ser estendido a

grafos genéricos.

2.1.1 Caminhada quéantica unidimensional

Um caso sobre caminhada aleatoria comumente estudado pode ser descrito na reta
unidimensional, onde consideramos o movimento de uma particula que se move de forma
aleatéria em uma reta discreta infinita. A cada passo é lancada uma moeda, e de acordo
com resultado do langamento, a particula se movera para a direita ou para a esquerda. No
caso quantico, cada posi¢do que a particula pode assumir é associada a um vetor da base
computacional {|p),p € Z} do espago de Hilbert H,. Adicionamos ao sistema um qubit
extra para representar o espaco moeda, com isso a caminhada quantica ocorrera no espaco
de Hilbert Hys ® Ho. A dindmica do passeio é definida por dois operadores unitarios, o
primeiro atuara somente no espaco da moeda, ele agira de forma analoga ao langamento
da moeda no caso cléassico. Ele é da forma C' ® I, onde C' é um operador unitario 2 x 2,
que pode ser escolhido livremente. O segundo, sera o operador de deslocamento S, este
atuard no espago posicao de acordo com estado da moeda. A definicdo do operador S na

base computacional é dada por:

SIyliy = [0)]i+1), (2.2)
Sl = [0li-1). (2.3)

Dessa forma, se o estado da moeda for |0), o espago posi¢ao "move-se” para a direita,
e se o estado da moeda for |1), a particula "move-se” para a esquerda. Portanto, pelas

equagoes dadas em (2.2) e (2.3), podemos explicitar S como:

S=10)0l® Y i+ 1+ le S i1 . 2.4)

i=—00 1=—00

O operador de evolugao da caminhada quantica sera:
U=SH®I). (2.5)
Apos t passos da caminhada, o sistema vai para o estado:

[¢(t)) = U'p(0). (2.6)

Podemos explicitar um exemplo de caminhada tomando como condic¢ao inicial o

vetor

[4(0)) = 10)10), (2.7)

e, como operador moeda, o operador de Hadamard:
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11
H=1L .

Assim, os trés primeiros passos da caminhada quéntica serao:

(1) = ;§(|1>|—1>+|0>|1>), (2.8)
[¥(2)) = ;(|1> [=2) + (10) + [1)) [0) + |0} [2)) , (2.9)
B3) = == (11)[~3) ~0) |=1) + (2]0) + [1)) 1) + [0) }3)) (2.10)

2v2

Em caso de medi¢ao na base computacional, o caminhante quantico assume as

probabilidades em cada vértice da reta de acordo com a tabela.

Tabela 1 — Probabilidades nao nulas que o caminhante quantico assume até os 3 primeiros
passos da caminhada.

t/p|-3]-2[-1]0[1][2]3]
0 1

1 1
L 1 2 1 2 1
2 1 4 1 2 5 4 1
3 1% 5 5 i

2.1.2 Caminhada quantica com moeda em grafos genéricos

Dado um grafo G(V, E), onde V é o conjunto de vértices e E, o conjunto de arestas
de G. A principio, vamos assumir que G seja um grafo d-regular. Associamos o conjunto
de vértices V ao espaco de Hilbert H!VI, H? seréd o nosso espaco auxiliar referente & moeda.
Em H!V!, consideramos a base computacional [v) € H!Vl, com v € V. No espaco moeda,
vamos enumerar todas as aresta dos vértices de 1 a d e assumir a base computacional
{11),]2),...,|d)}. A dindmica do passeio quantico devera ocorrer no espaco de Hilbert
H?® HIVI. O operador de evolucdo da caminhada quéantica é definido como U = S(C ® I),
onde C' é um operador unitario qualquer definido em H?, chamado de operador moeda, S
é o operador de deslocamento definido na base computacional por S |a,v) = |a,u), onde u

é 0 a-ésimo vizinho de v.

Para a defini¢do do modelo para grafos nao regulares, vamos relaxar na informagao
exata do operador U, e somente exigir que U preserve a estrutura do grafo, isto é, para
todos v € V' e a, a sobreposigao U |a, u) deve conter apenas elementos da base |a’, u’), com
u' = N(v) U{v}, onde N(v) sdo os vizinhos de v (AHARONOV et al., 2001).
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2.2 Passeio quantico de Szegedy

Nesta secao, descreveremos o modelo de caminhadas quanticas proposto por Szegedy
(2004). Primeiramente, apresentaremos o método de quantizacido de passeios cléssicos
em grafos bipartidos; e em seguida mostraremos como é feita a duplicacao de um grafo

qualquer para criar um passeio aleatorio equivalente em um grafo bipartido.

Considere um grafo bipartido nao direcionado I'(X, Y, E), onde X,Y sao os con-
juntos disjuntos de vértices e E, o conjunto de arestas. Dados x,y elementos quaisquer
de X, Y, respectivamente, definimos p,, a probabilidade de um caminhante sair de x em
direcdo a y, e gy, 0 inverso. Com isso, temos as matrizes estocasticas P = [py,] € Q = [qya],

que permitem a definicdo dos seguintes vetores unitarios:

[Ya) =D V/Pay |7,9) (2.11)

|6y) = Z;@w,y» (2.12)

Onde |z,y) sdo vetores da base computacional do espaco de Hilbert HY @ HM  com
| X|= M e |Y|= N. Assim sao definidos os refletores:

Ry =2 (6,0 (6, — 1. (214)

Podemos verificar que:

RuR, = RaRa = (23 |tbu) <wm|—f><22|wx/> (] — 1) (2.15)
= 4D [the) (Wa| = 2D [0ha) (Va] — 2D [0a) (the| + 1 (2.16)
= I (2.17)

Analogamente, RgRp = RBRJr = I. Portanto, R4 e Rp sao operadores hermitianos

e unitarios.
A partir dessa informacao, tem-se a definicdo do operador de evolugao do passeio
quantico de Szegedy como sendo:

W = RpR,. (2.18)

A principio, pode-se observar que o passeio quantico de Szegedy é um passeio nas arestas do
grafo I'. No capitulo 3 mostraremos a equivaléncia entre os passeios quanticos de Szegedy

e 0 SQW, o que nos permitird uma interpretacao adequada dos passeios.
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Agora vamos ver como ¢ feita a duplicagao do grafo para criar um passeio aleatério

equivalente em um grafo bipartido.

Seja G = (X, F) um grafo nao direcionado e P uma matriz estocdstica, tal que
Dz,z, Tepresenta a probabilidade do caminhante sair de x; em diregao a xo. A partir de G,
podemos definir o grafo bipartido I' = (X,Y, E'), onde Y é uma cépia de X (com labels
distintos) com cada elemento z; € X representado por um elemento y; € Y. As arestas
{z;, 74} € F sdo transformadas em arestas {z;,yx} € E'. A matriz estocdstica do novo

passeio aleatorio é dada por:

F:

N O}X
o “U><

Neste caso, Q = P.

X2 x4

x5

Figura 1 — Grafo G

Exemplo 1. Se tivermos um passeio aleatorio definido em G (figura 1), assumindo
transicao equiprovdavel para todos os vizinhos, isto €, a matriz estocdstica associada ao

passeio definida por

02030
1 1 1
5 U3 03
P=odoy
1 1 1
5 03 03
11 1
103 5 5 0
O grafo bipartido I' associado a G serd o grafo da figura 2. E a matriz estocdstica, associada
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Figura 2 — Grafo I"

ao passeio aleatorio, serd

O = —Hn © O

N O Hm O e O

O —Hln O —Hlm —HIm O

=N O =l O e O

O Hln O —Hlm O

e}

(0 0 0 0

o
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00 00
00 00
00 00

e}

e}

=}

00 00
0000
00 00

00 000

o o o O

S =l A Hlm O

=N O Hln O ™

S —Hlm O e =™

N O e O —HIm

S —Hlw O —Hlew O

I
I~
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3 Modelo de Caminhadas Quanticas Escalo-

nado

Neste capitulo, abordaremos o modelo de passeios quanticos escalonado (SQW).
Primeiramente, faremos a defini¢cao formal do modelo em grafos genéricos. Na secao 3.1,
discorreremos acerca do problema de tesselacdo em um grafo. Na secao 3.2, apresentaremos
a generalizacao do modelo para englobar o problema de busca. Na secao 3.3, definiremos a
versao do modelo proposta por Portugal et al. (2017), que faz o uso de hamiltonianos. Na

secdo 3.4, veremos como o modelo de Szegedy ¢é incluido no SQW.

Vejamos a seguir a defini¢ao de tesselagao, que é um conceito fundamental para o
SQW.

Defini¢ao 1. Dado um grafo nao direcionado G = (V, E), onde V' € o conjunto de vértices
e E um conjunto de arestas do grafo. Uma tesselagio Ty, = {7}, onde 7,; C'V, satisfaz

as sequintes condigoes:
° Ukaj = V,'
o Ty N1y =0,V5 #1;
o 75 ¢ uma clique de G, Vj.

Os subconjuntos 7;; sao chamados de poligonos da tesselagao 7.

De maneira um pouco mais informal, podemos dizer que um conjunto de poligonos

Tr de G é uma tesselacao de G, se T obedecer as seguintes condigoes:

e ;. cobre todo o conjunto de vértices de G}
e nao ha sobreposi¢ao entre os poligonos de Ty;

e 0s poligonos de T, sao subgrafos completos de G.

Na figura 3, exibimos o exemplo do grafo de Hajés com 3 tesselagoes: azul, verde e

vermelha.
To = {{0,4,5};{1};{2};{3}} (verde), (3.1)
T = {{1,3,4};{0};{2}; {5}} (vermelho), (3.2)
To = {{2,3,5};{0}; {1}; {4}} (azul). (3.3)

Os poligonos triviais, que contém apenas um vértice, foram omitidos na figura 3.
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—
N

Figura 3 — Exemplo de um conjunto de tesselacoes no grafo de Hajos

A partir da tesselagdo podemos definir o operador de evolu¢ao do SQW. Dado um
grafo ndo direcionado G = (V, E) e um conjunto de tesselagoes 7 = {7z} de G, que cobrem
todas as arestas de (&; neste caso, dizemos que uma tesselacao 7 cobre uma aresta de G
se os dois vértices que a compoem pertencerem a um mesmo poligono de 7. Associado
a G, temos o espago de Hilbert H™, onde N = |V| e cada vértice v € V é relacionado a
um vetor da base computacional em HY, o qual denotaremos por |[v) de HY. Para cada
subconjunto 7; = {l}, definimos os seguintes vetores:

i) == D g ll) - (3.4)
=

Os coeficientes complexos {ay ;;} ndo podem ser nulos e devem ser escolhidos de
forma que > ¢, o ji|*= 1, logo |7;) sdo unitarios. Com isto, definimos os operadores de

reflexdo:

Uk = 2Z|Tk]> <Tkj|—f, (35)

Podemos verificar que:

UU, = (QZ!TW (Tigl = D)2 ) (mwal = 1) (3.6)

= 4D |mg) (gl = 22 Img) (Tl = 2 Imkg) (gl + 1 (3.7)
- L (3.8)

Portanto, U, sao operadores hermitianos e unitarios.
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Assim, podemos definir o operador de evolucao

No caso geral, dados um grafo GG, um operador de evolugao U e um estado inicial

|1g), evoluimos o passeio quantico durante um tempo t,

¥ (1)) = U"[¢o) , (3.10)

entdo efetuamos uma medigdo, geralmente na base computacional, no estado final |¢(t)).

Com a medi¢ao, obtemos como resultado um vértice do grafo.

Exemplo 2. Se consideramos que o caminhante esteja no estado inicial |0) e que o grafo

em questao seja o grafo de Hajos da figura 3, com as tesselagoes:

Admitindo que os coeficientes das tesselagoes sejam reais positivos e uniformemente
distribuidos, isto €, oy j; = % para todos k, j,l, a atuacao do operador Uy sobre o estado

icial serd:
1 2 2
= —= — 4 —15). A1
Uol0) = —10)+ = 14) +15) (311)

Em caso de medi¢io na base computacional, apds a aplicacao do operador de reflexdo Uy,
o caminhante assume as probabilidades (em caso de medi¢io na base computacional) nos

vértices de acordo com a tabela 2.

Tabela 2 — Probabilidades nao nulas apds a aplicagao do operador Uj.

’ Vértice \ Probabilidade ‘

0 1/9
1 4/9
5 4/9

As demais probabilidades serao nulas.

Ao aplicar o operador de reflexdo Uy, no resultado anterior, temos

1 4 4 2 2
UUu0) = §|0>+§|1>+§|3>—§|4>—§|5>- (3.12)

Em caso de medigcdo na base computacional, apds a aplicacao do operador de reflexao

U Uy, o caminhante assume as probabilidades nos vértices de acordo com a tabela 5.
Ao aplicar o operador Us, o sistema vai para o estado:
1 4 4 16 2 14
= —0)—=[1) — —=12) — — —14) — —=15). 1
GU010) = 5100~ g )= op = 23+l — 2l5). (3.13)

Em caso de medicao na base computacional, as probabilidades sao distribuidas de acordo

com a tabela 4. FE assim, a probabilidade, em caso de medicao, se distribui ao longo do

grafo.
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Tabela 3 — Probabilidades nao nulas apos a aplicagao do operador U;U.

’ Vértice ‘ Probabilidade ‘

0 1/9
1 16/81
3 16/81
1 4/81
5 479

Tabela 4 — Probabilidades nao nulas apos a aplicagdo do operador UsU,Uy.

’ V%rﬁce\ Probalﬁhdade‘
0 1/9
16/81
16/729
256/729
4/81
196/729

Y | WO DN =

3.1 O problema de tesselacao em um grafo

Um conjunto de tesselagoes para um dado grafo que cobre todo o conjunto de
arestas de um dado grafo I' nao é inico, podemos escolher diferentes cliques para compor
um conjunto de tesselagoes. Tomamos como exemplo o grafo de Hajos, e criaremos um
conjunto alternativo de tesselagoes para ele, o resultado serd como o apresentado na
figura 4. Para a implementacao fisica do modelo, é desejavel uma quantidade minima
de tesselacoes; sendo assim, uma questao natural que surge é: dado um grafo I', qual
quantidade minima de tesselagdes sera necessaria para cobrir todas as arestas de I'? Nesta
secao, abordaremos alguns questionamentos sobre o niimero minimo de tesselacoes de
um grafo. Antes, porém, é importante dar algumas defini¢bes, o que possibilitard uma
posterior discussao sobre o problema. Também faremos uso de algumas defini¢oes usadas
na teoria de grafos e que podem ser encontradas no apéndice B. Com fins de definigao,
vamos dizer que um grafo I' é k-tesselavel se existe um conjunto de tesselagoes 7 com k
elementos que cobrem todo o conjunto de arestas de I'. O ntimero de tesselacao do grafo I'
¢é definido pela cardinalidade do menor conjunto de tesselagoes que cobre todo o conjunto
de arestas de I', denotaremos este niimero por T'(I"). Portugal (2016) mostrou que os grafos

2-tesselaveis sdo caracterizados pelo niimero cromatico do seu grafo clique (teorema 1).

Teorema 1. (PORTUGAL, 2016) Dado um grafo ', T(T") = 2, se e somente se, K(I') é

2-colorivel.

Este teorema nao pode ser trivialmente generalizado, uma vez que o grafo de Hajos,
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[
N

I

Figura 4 — Exemplo de um conjunto de tesselagoes alternativas para o grafo de Hajos,
omitindo os poligonos triviais.

ja apresentado em exemplos anteriores, é 3-tesselavel; porém, o nimero cromatico do seu
grafo clique (grafo completo com 4 vértices) é 4. O niimero cromatico do grafo clique nos
da um limite superior para a quantidade minima de tesselagoes para um grafo, como pode

ser visto no teorema 2.

Teorema 2. Dado um grafo I' conexo, se o grafo clique de I ndo é 2-colorivel, entdo

3<T(D) < x(K(D)).

Demonstracao. Dado um grafo I' conexo. O limite inferior fica bem estabelecido pelo
teorema 1. Para provar o limite superior, vamos criar um conjunto de tesselacoes para
I' baseado na coloragao do seu grafo clique. Considere C' = {¢g} um conjunto minimo
de cores para K(I'), seja M, um conjunto de cliques coloridos por g, definimos 7, a
tesselacao formada pelas cliques de cor g uniao com os conjuntos com somente um vértice
do complementar de M, em relacao aos nés de I'. Desta forma, todos os vértices de I

estao em 7, e o conjunto de tesselagoes {7,} cobre todo o conjunto de arestas de I'. [

Temos um limite superior e inferior para o nimero minimo de tesselagoes de
um grafo, dai surge uma questdo: como a quantidade minima de tesselagoes para um
grafo cresce a medida que o nimero cromatico de seu grafo aumenta? Isto é, qual a
relacdo de x(K(I')) com T(I')? A fim de responder a este questionamento, definimos
a classe de grafos roda estendido de acordo com a definicdo 2, ou seja, uma classe de
grafos cujo niimero cromatico de seu grafo clique aumenta, porém o seu nimero minimo

de tesselagoes permanece sempre em 3 unidades. O grafo definido abaixo bem com os
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resultados das proposigoes 1 e 2 sao partes das contribui¢oes inéditas desta tese e fazem

parte do artigo Abreu et al. (2017), que estd sendo confeccionado para submissao.

Definicao 2. O grafo (3,n) - Roda Estendido (E;,,), paran > 2, é definido adicionando
as arestas {31,35},{3i + 1,35 + 1}, {3i + 2,35 + 2} para 0 <i,j < n ao grafo roda Ws,.

Proposicao 1. O grafo Es,, possui 3 cliques com n + 1 elementos e 3n cliques com 3

elementos, ambos contém o vértice 3n.

Demonstragdo. Dado ¢ no intervalo 0 <7 < 3n e considerando a aritmética médulo 3n, os
conjuntos {i,7+ 1,3n} formam uma clique maximal de FEj,, pois os vértices i,7 + 1 sdo
vizinhos e todos os vértices estao ligados ao vértice 3n no grafo roda original, variando
o1 de 0 a 3n— 1 teremos 3n cliques maximais com esse formato. As novas arestas
inseridas no grafo {3i,35},{3i + 1,35 + 1}, {3i + 2,35 4+ 2} induzem as seguintes cliques
{0,3,6,....,3n — 3,3n},{1,4,7,....,3n — 2,3n} e {2,5,8, ...,3n — 1, 3n}, respectivamente. A
clique {0, 3,6, ...,3n — 3,3n} é maximal, pois os vértices que ndo estao presentes nesta
clique sdo da forma 3i + 1 ou 3i + 2 e nao sdo adjacentes aos vértices 3¢ + 3 e 3¢
respectivamente, logo {0,3,6,...,3n — 3,3n} é maximal. De forma anéloga, podemos
mostrar que {1,4,7,....3n —2,3n} e {2,5,8,...,3n — 1,3n} sdo maximais. As 3n cliques
maximais da forma {i,i+1,3n} e as 3 cliques {0, 3,6, ...,3n—3,3n},{1,4,7,...,3n —2,3n}

e {2,5,8,...,3n — 1,3n} sdo as unicas cliques maximais do grafo F(3,n). O

Usando-se a proposicao anterior, podemos concluir que K (Ej5,,) ¢ um grafo completo

com 3n + 3 vértices.

Proposigao 2. T(E;,) = 3 para n > 2.

Demonstragao. Vamos mostrar que L3, ¢ 3-tesselavel exibindo explicitamente um conjunto

de tesselacoes para Ejs, com 3 elementos. Considere as tesselagoes:

To = {{0,3,6,...,3n — 3,3n},{3i + 1,3i + 2}, para 0 <i<n—1},
Ti={{1,4,7,...,3n — 2,3n},{3i +2,3i + 3}, para 0 <i<n—1},

75 - {{2?5787 ,Sn - 1,371}, {3Z + 3, 31 +4}, para 0 S 7 S n — 1}

Onde a aritmética sobre i é considerada médulo 3n. Os poligonos de Ty, 71 e 75 sao cliques
de Es,, pois {0,3,6,...,3n—3,3n},{1,4,7,...,3n—2,3n} e {2,5,8, ..., 3n—1, 3n} sdo cliques
maximais de Ej,,, conforme demonstrado na proposigao 1, e os vértices 3¢ + k, 3¢ + k + 1
sao adjacentes no grafo roda original de Ej3,, para k =1,2,3 e 0 <7 <n — 1. Todos os
vértices de Ej,, estdo presentes nas tesselacoes 7o, i e T2. Nos falta verificar se o conjunto
de tesselagoes apresentado cobre todas as arestas de s ,,, note que as arestas do grafo roda

original de Ejs,, sao cobertas pelos poligonos {0, 3,6, ...,3n —3,3n},{1,4,7,...,3n — 2, 3n},
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{2,5,8,..,3n—1,3n} e {3i+k,3i +k+1} comk=1,23e0<i<n-—1.J4 as aresta
adicionadas ao grafo; {31,375}, {3i+1,37+1},{3i+2,3j+2} para 0 < i,j < n; sdo cobertas
pelos poligonos {0, 3,6, ...,3n — 3,3n},{1,4,7,...,3n — 2,3n}, {2,5,8,...,3n — 1,3n}.

Pelos argumentos expostos acima, Ej3, ¢ 3-tesselavel, como o nimero cromatico
de K(Es,) é 3n + 3. De acordo com o teorema 1, K(FEj3,) nao é 2-tesselavel, logo
T(Es,) =3. O

A figura 5 mostra um exemplo do grafo Es 3 com suas tesselagoes. Neste exemplo,
os poligonos que compoe cada tesselagao foram representados pela coloracao das arestas

que eles cobrem.

9
(s (3)

Figura 5 — Grafo roda estendido Es3 3 com 3 tesselagoes.

3.2 Staggered Quantum Walk Generalizado

Geralmente, os passeios quanticos sao definidos sem elementos marcados. Neste
caso, a dinamica do sistema nao privilegia nenhum vértice, aumentando a sua probabilidade
em caso de medicdo. Porém, a definicdo geral do passeio quantico pode ser alterada para o
problema de busca. No caso do passeio quantico discreto com moeda, é feita uma alteracao

no operador moeda dos elementos marcados (SHENVI et al., 2003).

O SQW pode ser estendido, a fim de contemplar algoritmos para o problema de
busca. Vamos excluir a necessidade de cada tesselacao cobrir todo o conjunto de vértices,
permitindo assim uma tesselacao parcial dos vértices. Os vértices que nao estiverem em
uma tesselagdo serao marcados. Dessa forma, algoritmos como o de Grover (1996) passam a
ser contemplados pelo modelo generalizado. Para verificar essa afirmacao, basta considerar

um grafo completo com as tesselagoes o com todos os elementos, e a tesselagdo 5 com cada
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elemento isoladamente, exceto os elementos marcados. Isto posto, o operador de evolucao

do algoritmo de Grover ¢ igual ao do SQW.

3.3 Staggered Quantum Walk com Hamiltonianos

Uma outra generalizacao do modelo SQW foi proposta por Portugal et al. (2017).
Visando a uma proposta para implementacao fisica do modelo, os autores apresentaram
uma extensao em que o operador de evolucao do passeio quantico é produto de operadores
Hamiltonianos. Nesta nova defini¢do do modelo, usando-se o fato de que Uy (3.5) sdo
hermitianos, tais operadores serdo substituidos por eV onde os novos dngulos inseridos
0y, representam energias especificas do sistema e intervalos de tempo (divididos pela
constante de Planck h).

Os autores que apresentaram a generalizacao do modelo também propuseram a sua
implementacao via ressonadores de micro-ondas com supercondutores, onde as operacoes
locais sao fornecidas pela interagdo com o vizinho mais proximo dos ressonadores acoplados
através de dispositivos de interferéncia quantica (MOQADAM et al., 2017).

A generalizacdo do modelo com hamiltonianos permite a criacao de algoritmos
quanticos mais eficientes que os correspondentes classicos. No capitulo 4 apresentaremos
um algoritmo quéantico para o problema de busca em grades bidimensionais mais eficaz
que os equivalentes classicos. A construcao desse algoritmo s6 foi possivel, em nossos

experimentos, quando foi adotada a versdao do modelo escalonado com hamiltonianos.

3.4 Inclus3do do passeio de Szegedy no SQW

Mostraremos a seguir que todo passeio quantico de Szegedy é um SQW e que o
oposto nem sempre é verdade. Para isso, exibiremos as condi¢oes necessérias e suficientes
para verificar essa equivaléncia, também abordaremos as consequéncias da equivaléncia no

problema de busca.

3.4.1 Todo passeio de Szegedy é um SQW

Como se pode ver na secao 2.2, o passeio quantico de Szegedy ocorre nas arestas

do grafo bipartido, entdao, vamos analisa-lo em seu grafo linha.
Dado um grafo bipartido T'(X,Y, E) e matrizes estocésticas P, (), considere os

poligonos definidos no grafo linha de I'; L(T'):

Toz = {€xy, Yy € Y}, (3.14)
Ty = {egy, v € X} (3.15)
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Onde e,, é o vértice que representa a aresta {z,y}. Os poligonos a,, 3, formam duas

tesselagoes em L(I'). Com isso, definimos os vetores unitéarios:

|T02) 7= D /Py |€ay) (3.16)

yey
|le> = Z vV Qyz |€xy> . (3-17>
reX

Os vetores |e,,) formam a base computacional do espago de Hilbert associado a L(I'). E
como foi feito no principio do capitulo, obteremos os operadores de reflexdao Uy, U; e o de

evolugao

U .= Uon. (318)

Dessa forma, criamos um passeio SQW associado a um grafo bipartido, mas ainda
é necessario mostrar que este passeio é equivalente ao passeio de Szegedy, criado para o

mesmo grafo. Para tanto, considere a aplicacao linear
fHE — HY @ 1M, (3.19)

definida na base computacional por f(|ey,)) = |z,y). Onde P = |L(T")|. A funcdo f, assim
definida, gera um isomorfismo de H¥ em um subespaco de HY @ HM, que é o espaco onde

o passeio quantico de Szegedy atua. Com isso,

flmy)) = 9y) - (3.21)

Logo os operadores Uy, U; sao reflexdes ortogonais em subespacos isomorfos aos subespagos
de reflexdo dos operadores R4, Rp, respectivamente. O que nos leva a concluir que
f(Uewy)) = Wz, y), para todo {x,y} € E, e os operadores de evolugdo sao os mesmos,

a menos de um isomorfismo.
Os argumentos expostos acima provam a seguinte proposicao.

Proposicao 3. Todo passeio quantico de Szegedy em um grafo bipartido I' é equivalente a
um SQW definido em L(T).

Exemplo 3. Considere o grafo bipartido I' exibido na figura 6, o grafo linha de I" é
apresentado na figura 7. Para construgdo do grafo linha de ', suas arestas foram enumeradas
de 1 a 8 e cada aresta deve ser associada a um vértice em L(T'). Cada vértice do conjunto de
arestas X induzirda uma clique em L(T'), cliques estas que irao ser associadas aos poligonos
da tesselagcdo «, cujas arestas estdo coloridas de azul na figura 7. De forma andloga, os
vértices de Y formarao cliques que serdo associadas a tesselagdo [ e suas arestas foram
coloridas de vermelho na figura 7. Tomando como coeficientes para cada elemento de cada
poligono de o e [3, 0s coeficientes apresentados nas equagoes 3.16, 3.17, respectivamente,
o operador de evolugio do SQW em L(I') serd equivalente ao aperador de evolugao de

Szegedy definido em I', a menos de um isomorfismo.



Capitulo 3. Modelo de Caminhadas Qudnticas Escalonado 31

Figura 6 — Exemplo de grafo bipartido I'

L(T")
Figura 7 — Modelo Steggered definido no L(I")

3.4.2 Em quais condicoes o SQW ¢é equivalente ao passeio quantico de

Szegedy?

. s . . / -
A principio, considere um SQW em um grafo I, duas tesselagoes Ty, 71 € com a
seguinte restri¢ao: os poligonos 7y; € 7, possuem no maximo um elemento em comum,

para todos j, k.

Com as duas tesselacoes, criamos os conjuntos de vértices X = {7} e ¥ =
{mk}, onde cada poligono 7y;, 15 das tesselacoes é associado a um vértices de XY,
respectivamente. Os elementos da intersecao ej; = 79; N 7y irdo compor o conjunto de
arestas E = {{7o;, Tk}, 70; € X, T1x € Y'}. Obtendo assim um grafo bipartido I'(X, Y, E).

Para obter a descricao completa de um passeio aleatério em I', falta a definicao das
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matrizes estocasticas P, Q). A fim de obté-las, os vetores unitarios

7o) == > aoall), (3.22)

lEToj

1Tik) = Y Q1pm M), (3.23)

k’G’le

com o uso da restricao anterior, serao renomeados para:

|70;) := Y aoule) (3.24)
lGT()j
1T1k) == D Qkim |€km) - (3.25)
kET1L

Iremos impor uma segunda restri¢ao: os coeficientes ayg j;, o1 k,m devem ser ntimeros reais

positivos. Dessa forma, definimos pj; = | ji|* € pem = |1 xm|*. Com isso, f definida
7 . / « o~ . y .
em 3.19 é um isomorfismo, o SWQ em I', com as restrigoes impostas, é equivalente ao

passeio quantico de Szegedy em I'.

Os argumentos anteriores comprovam a proposicao seguinte.

Proposicao 4. Todo passeio SQW com duas tesselagoes Ty e T1, em que a intersecdo
dos poligonos 1y; com os poligonos Ty, tenha no mdzimo um elemento e que faca uso de
coeficientes reais positivos, € equivalente a um passeio quantico de Szegedy em um grafo

bipartido.

A segunda restricao pode ser eliminada, se considerarmos uma pequena extensao

no modelo de Szegedy, permitindo fases nos vetores:

02) == D /Dy |2, y) (3.26)
yey

6y) = D By |2, y) (3.27)
zeX

Com isso, podemos reescrever a proposicao 4 da seguinte forma:

Proposicao 5. Todo passeio SQW com duas tesselagoes To e Ti em que a intersecio dos
poligonos 19; com os poligonos T, tenha no mdximo um elemento, é equivalente a um

passeio quantico de Szegedy estendido em um grafo bipartido.

Exemplo 4. Considere o SQW definido em G, de acordo com as tesselagoes apresentadas
na figura 8. Criaremos um grafo bipartido I' com dois subconjuntos de vértices X e Y, cada
poligono da tesselagdo azul serd associado a um vértice de X, assim como cada poligono
da tesselacao vermelha serd associado a um vértice de Y. As arestas de I' serdao criadas de
acordo com o0s vértices na intersegio dos poligonos, como pode ser visto na figura 9. Desta

forma, o passeio quantico de Szegedy em I" é equivalente ao SQW em G.
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G

Figura 9 — Grafo bipartido I', onde é realizado o passeio quantico de Szegedy

A condigdo de que deve haver no maximo um elemento na intersecao de cada
poligono faz-se necessaria e para justificar este argumento vamos, usar alguns resultados

da teoria de grafos, que podem ser encontrados no apéndice B.

Dado um grafo I', se I" ndao é um grafo linha de outro grafo, ele contém os subgrafos
proibidos de Beineke, neste caso, verifica-se que, ou ele possui mais de duas tesselagoes, ou
as tesselagoes possuem dois ou mais elementos em comum na intersecao de elementos de

tesselagoes distintas.

Por um lado, se I' é um grafo linha de outro grafo, ele é Krausz particionavel, e se
a particdo de Krausz é 2-colorivel, entao ele serd um grafo linha de um grafo bipartido. E

assim podemos usar as equagoes 3.24 e 3.23 para criar um passeio quantico de Szegedy
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equivalente. Por outro lado, se a particao de Krausz nao é 2-colorivel, entdao I' requer
mais de duas tesselagoes ou existem mais de dois elementos na intersecao de elementos de

tesselacgoes distintas. Dessa forma, teremos a seguinte proposicao.

Proposicao 6. Instancias do SQW com duas tesselacoes, que possuem dois ou mais ele-
mentos em comum na intersecio de elementos de tesselacoes distintas ndo sio equivalentes

a um passeio quantico de Szegedy.

Sendo assim, podemos concluir que as instancias do passeio quantico de Szegedy

sao um subconjunto préprio de instancias do SWQ, a menos de um isomorfismo.

3.4.3 O problema de busca usando passeios quanticos

O problema de busca espacial quantica pode ser definido como exposto a seguir.
Suponha que exista um grafo com N vértices que representam os lugares que um robd
possa percorrer. As arestas desempenham o papel de dire¢oes que o rob6 pode escolher. O
objetivo é encontrar um determinado vértice (ou elemento de um conjunto de vértices)
com a menor quantidade de passos possivel, assumindo que o rob6 pode se mover somente

para vértices vizinhos, e que cada passo equivale a uma unidade de tempo (AMBAINIS et
al., 2013).

O modelo proposto por Szegedy pode ser usado para o problema de busca em um
grafo I'; utilizando uma estratégia do método classico para célculo do tempo de alcance.
O tempo de alcance em um passeio aleatério é o tempo médio que o caminhante leva para
passar por um determinado vértice pela primeira vez. Uma maneira de calcular o tempo

de alcance ¢ dada a seguir.

Dado um passeio aleatério em um grafo nao direcionado I', com uma matriz
estocastica P e um estado inicial qualquer, podemos converter o grafo original em um
grafo direcionado I removendo as arestas que saem dos elementos marcados, criando
assim uma nova matriz estocastica P’. Dessa forma, os elementos marcados se converterao
em acumuladores de probabilidade e quando o caminhante passar por um vértice marcado
pela primeira vez, ndo seguira adiante. Se o caminhante encontra-se em um vértice nao
marcado, certamente ele ainda nio passou por nenhum elemento marcado. Assim sendo, P’
pode ser usada para o calculo do tempo de alcance. Os detalhes desse mecanismo podem

ser encontrados em Portugal (2013).

Szegedy propoOs uma versao quantica para este procedimento. Dado passeio aleatorio
em um grafo G = (X, E) com matriz estocéstica P, defina um grafo bipartido I'(X,Y, E')
conforme foi definido na secio 2.2. Se a matriz P for substituida por P’, matriz que

converte os vértices marcados em acumuladores de probabilidade, obteremos um novo
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passeio quantico no grafo bipartido T'(X,Y", E'). Se definirmos o vetor

o) ::;ﬁ S S ley). (3.28)

z,yeY

como condicao inicial, Szegedy mostrou que neste contexto o passeio quantico terd um
ganho quadratico sobre passeio o aleatorio classico, no que diz respeito ao tempo de alcance.
O método de converter instancias do passeio de Szegedy para instancias do SQW, com
pequenas modificagoes pode ser usado para o problema de busca. Seja L(I') um grafo linha
de um grafo bipartido I'(X, Y E'), vamos definir os poligonos das eq. 3.16, 3.17 para todo
r € X ey €Y que nao pertencam ao conjunto de elementos marcados. Esses poligonos
definem tesselagOes parciais e podem ser usadas para busca no SQW generalizado, que é
equivalente ao passeio quantico de Szegedy em I” (X,Y, E’). Neste caso, a condi¢ao inicial

deve ser

o) :=jﬁ S ooy lew) (3.29)

z,y€Y
onde e, sdo os vértices do grafo L(I'), que estao associados a aresta {z,y}.

O 1ltimo componente do passeio quantico de Szegedy é a medicao, que é feita na
base computacional de X; neste momento, é feita uma medida parcial Y. Se for feita a
medicdo no momento exato, que neste caso é proximo do tempo de alcance, a probabilidade
de encontrar um elemento marcado é suficientemente alta. Essa versao pode ser transcrita

para o SQW como segue: para todo x € X, defina os projetores:
= > |z) (. (3.30)
z' €ay

Desta forma, Y, I1, = I. Efetuando uma medig¢do com observavel

0= ull, (3.31)

zeX

teremos como resultado um elemento zy € X, que esperamos ser um elemento marcado,

caso a medicao seja efetuada no tempo de alcance.
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4 Problema de busca em grades bidimensio-

nais via Staggered Quantum Walk

Na década de 1990, Grover (1996) propds um algoritmo quantico que despertou a
atencao da comunidade cientifica para o real potencial da computacao quantica; tratava-
se de um algoritmo para busca em um banco de dados nio ordenado de O(v/N). Em
2002, Benioff (2002) observou que a aplica¢ao direta do algoritmo de Grover em uma
malha bidimensional com v N x v N vértices nao apresenta ganhos se comparado com
algoritmo classico de busca, usando caminhada aleatéria, que neste caso é O(N In N).
Porém, Ambainis et al. (2005a) (AKR) perceberam que, com uma mera altera¢do no
operador de shift juntamente com o método de amplificacao de amplitude, é possivel obter
um algoritmo quéntico com complexidade O(v/N In N). Tulsi (TULSI, 2008) apresentou
um algoritmo de complexidade O(v/ N In N), com a adigao de um ¢-bit extra no sistema.
Por fim, Ambainis et al. (2012a) mostraram como o método de amplificagdo de amplitude
pode ser eliminado do algoritmo AKR usando um pds-processamento classico, obtendo

assim um algoritmo O(v/ N In N) sem a necessidade de um ¢-bit extra.

Os algoritmos citados anteriormente para o problema de busca em grafos bidimensi-
onais fazem uso do espago adicional da moeda na caminhada aleatéria quantica. O primeiro
trabalho com objetivo de resolver o problema sem a utilizacao desse espaco foi o de Patel
et al. (2005). Com argumentagoes baseadas em implementagoes numéricas, concluiu-se
que o algoritmo proposto é O(\/N In N), caso o método de amplificagdo de amplitude
seja usado. Usando SQW e também baseado em implementagoes numéricas, Falk (2013)
concluiu equivocadamente que o algoritmo de busca leva O(\/N ) passos para encontrar o

elemento marcado com probabilidade de sucesso constante.

O tnico trabalho a apresentar uma prova analitica da complexidade do SQW
em grafos bidimensionais foi o de Ambainis et al. (2013), no qual foi mostrado que o
algoritmo de Falk leva O(\/m ) passos para encontrar um elemento marcado com uma
probabilidade de sucesso O(1/In N). O que implica em um algoritmo O(v/ N In N), se for
usado o método de pds-processamento proposto por Ambainis et al. (2012a). Porém, tal
algoritmo apresenta um equivoco na construcao das tesselagoes, usando a correta defini¢ao
de SQW, o grafo correto para as tesselagoes descritas em Ambainis et al. (2013) é o grafo

exibido na figura 10.

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados numéricos sobre o problema
de busca em grades bidimensionais usando o SQW. Variando alguns pardmetros no

operador de evolugao do passeio quantico, foi obtido um algoritmo com a mesma ordem



Capitulo 4. Problema de busca em grades bidimensionais via Staggered Quantum Walk 37

00: 20 :

Figura 10 — Grafo de acordo com as tesselagdes apresentadas por Ambainis et al. (2013)

no numero de passo que o AKR; para este algoritmo, faremos uma prova analitica de
sua complexidade. Os resultados numéricos apresentados neste capitulo sao partes do
artigo Quantum search on two-dimensional lattice with the staggered model (FERNANDES;
PORTUGAL, 2016), a prova analitica de complexidade do melhor algoritmo encontrado
compoe o artigo Quantum search on the two-dimensional lattice using the staggered
model with hamiltonians (PORTUGAL; FERNANDES, 2017) e ambos sao partes das

contribuigoes inéditas desta tese.

4.1 Descricao dos algoritmos

Considere a malha bidimensional 2D com condic¢oes de bordas ciclicas, isto é, os
vértices das bordas sdo conectados. Vamos assumir que temos 2n coordenadas nos eixos x, v,
para algum inteiro n > 1, totalizando 4n? vértices. Vamos denotar os vértices de acordo
com suas coordenadas x,y (vide figura 11) e associa-los a um vetor da base computacional
{lz,y),0 < x,y < 2n}, onde |x,y) pertencem ao espago de Hilbert HY = H>" @ H*.
Com as condigoes de contornos ciclicos, vamos considerar a aritmética sobre os labels dos

vértices modulo 2n.

A quantidade minima de tesselagoes para cobrir todas as arestas da malha bidi-

mensional é quatro, vamos defini-las por:

Too = {{(z,y), (x + L,y)},z +y par,0 < z,y < 2n}, (4.1)
Tor = {{(z,y), (x,y + 1)}, z +y par,0 < z,y < 2n}, (4.2)
Tio = {{(z,y), (x — L,y)},z +y par,0 < z,y < 2n}, (4.3)
T = {{(z,y), (x,y — 1)}, z+y par,0 < z,y < 2n}. (4.4)

Na figura 11 apresentamos o exemplo da malha 2D com n = 2, a tesselagao Tog tem seus
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Figura 11 — Malha 2D com 4 tesselagoes, n = 2

poligonos coloridos de vermelho, To; azul, Tio verde; e 771 amarelo. Tais tesselacoes podem
ser expressas por T, = {{(z,v), (x + (=1)%%0,y + (—1)%p) },x + y par,0 < z,y < 2n},

sendo assim, criamos os operadores de reflexao:

2n—1

Hay=2 3 |ug,) (ugy| =1, (4.5)

z,y=0
z+y par

onde

ay T y) + |z 4+ (=1)%0,y + (=1)%n)
Ug,) = NG : (4.6)

O modelo usado para o problema de busca serd SQW com hamiltonianos (PORTUGAL

et al., 2017); logo os operadores unitérios associados as tesselagoes sao definidos por

Uap(0) = exp(i6H,yp). Os operadores de evolugao para o passeio quantico analisados foram:

U(‘g) - —U11(H)Ulo(Q)U()l(@)UOQ(Q), (47)
U/(Q) - —U11(9)U01(9)U10(9)U00(9) (48)

Os operadores de evolucao descritos acima nao privilegiam nenhum elemento do grafo.
Interessados no problema de busca, devemos modificar tais operadores para que a pro-
babilidade, no caso de medi¢cao em um determinado passo do algoritmo seja maior no
elemento procurado. Para tanto, usaremos o método proposto por Grover e ja usado nos
algoritmos quanticos de busca citados no inicio do capitulo. Inseriremos um operador de
reflexao sobre o elemento marcado no operador de evolugao do passeio quantico. Entao,

definiremos o operador de reflexdo como:
R, =1—-2|m)(m]|, (4.9)

onde m é o elemento marcado. Note que R,, |m) = — |m), R, |i) = |i),sei #me R2 = 1.
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Sem perda de generalidade, vamos considerar o elemento marcado (0,0). Denotare-
mos por Iy a reflexao Ro), os operadores de evolugao do passeio quantico para a busca

serao:

Us(0) = U(6)Ro, (4.10)
U's(0) = U'(0) Ry, (4.11)

Como condigao inicial tomamos o vetor,

1 2n—1

|¢o>:ﬁ > lzy). (4.12)

z,y=0
r+y par

Apés t passos o estado do sistema serd dado por [1(t)) = Uy(6)" |1(0)). Por se tratar
de uma evolucao quasi-periodica, a probabilidade sobre o elemento marcado, em caso de
medicao, deve oscilar como uma fungao senoidal. Executaremos o nosso algoritmo até
primeiro ponto de maximo desta fungao, tomaremos como tempo de execugao o tempo
t e a probabilidade de sucesso sera dada por po(t) = [(0,0|Uy()" [2(0))]?, onde Uy é o

operador de evolugao escolhido.

4.2 Resultados Numéricos

Foram analisadas as simulacoes para o algoritmo de busca usando os operadores
Uy(0) e U'x(#), com 6 assumindo valores discretos entre 0 e 7. Os algoritmos que tiveram
melhor desempenho foram no caso em que 6 = 7. Os caso em que os valores de 6 sao
distintos de 7 serao abordados na segdo 4.4. Também foram analisados os casos Uy(7/2),
que ¢é equivalente a SQW sem o uso de hamiltonianos, variando os coeficientes de cada

uma das 4 tesselagoes, porém nenhum algoritmo obteve ganho satisfatorio.

A metodologia adotada nas simulagoes foi a seguinte: para cada operador de
evolugao iniciamos o sistema no estado |¢)g). Foi feita a evolu¢ao do sistema e analisada
a probabilidade no elemento marcado, em caso de medi¢cado na base computacional. A
quantidade de passos até o primeiro ponto de maximo da probabilidade é considerada
a quantidade de passos do algoritmo, e o valor maximo que a probabilidade assume
¢é considerada a probabilidade de sucesso do algoritmo. Esse mesmo procedimento foi
realizado para diferentes valores de N, com objetivo de obter o comportamento do tempo
de execugao do algoritmo e a probabilidade de sucesso do mesmo em func¢ao de N. Todas
as simulagoes comecavam com N = 1.000 e terminavam com N préximo de 1.000.000.
Para chegar a valores tao expressivos de N foi usada computacao de alto desempenho via
programa Hiperwalk (LARA et al., 2015) em placas Nvidia Tesla K20 e K40.

O algoritmo que obteve melhor desempenho foi quando consideramos o operador
de evolugao Uy(7). Tomando N = 10.000, o comportamento da probabilidade de sucesso

em funcdo do niimero de passo, para N = 10.000, é mostrado na figura 12.
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Figura 12 — Probabilidade no elemento marcado em funcao do niimero de passos do
algoritmo, para o operador de evolugao Uy (})

Por Uy(7) ser considerado o algoritmo de melhor desempenho nos experimentos
numéricos foi feita uma prova analitica de sua complexidade. Na se¢do 4.3 mostraremos
que o tempo de execugao do algoritmo em fun¢ao do nimero de elementos na malha é
O(VNIn N) e que a probabilidade de sucesso do algoritmo decresce em fungao do ntimero

de elementos O(1/In N). Neste caso o tempo de execucao e a probabilidade de sucesso do
algoritmo sdo da mesma ordem do algoritmo AKR.

Outro algoritmo que se destacou na analise numérica foi quando usamos o operador
de evolugao U'y(%), o comportamento da probabilidade de sucesso em fungao do niimero
de passo, para N = 10.000, é mostrado na figura 13.
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Figura 13 — Probabilidade no elemento marcado em funcdo do ntiimero de passos do
algoritmo, para o operador de evolucao Uy (%)

Foi feita a andlise numérica do comportamento do tempo de execugao do algoritmo
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em fun¢do da quantidade de vértices da malha e o resultado obtido pode ser visto na
figura 14. A reta de interpolagao dos dados obtidos sugere um comportamento aproximado
de 276 N5 o que significa um tempo de execucio O(v/N), que é mais eficiente que os
resultados dos demais modelos para a malha. O que torna esse operador de evolu¢do menos
atrativo é a forma com que a probabilidade de sucesso do algoritmo decai em relagao a

quantidade de vértices da malha.

5001

400

3001

tempo de execucdo

2001

6.x10° 1.x10°  2.x10°3.x10°
N

Figura 14 — Tempo de execucao do algoritmo usando o operador U'o(%) em funcao da
quantidade de vértices na escala loglog

Na figura 15 é apresentado o comportamento de 1/p em relacdo ao nimero de
vértices da malha. Na escala loglog, p é a probabilidade de sucesso do algoritmo. O
comportamento da reta de interpolacio é aproximadamente 175N%4% o que sugere que
a probabilidade de sucesso do algoritmo decresce em funcao da quantidade de vértices
da malha O(1/N%?). Caso o método de amplificacio de amplitude seja usado temos um
algoritmo com tempo de execucdo O(N3/%), com probabilidade de sucesso constante. Neste
caso temos um ganho de desempenho em relacao aos algoritmos classicos para o problema
de busca na malha bidimensional, porém nao melhor que o algoritmo que faz uso do

operador Uy(F).
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Figura 15 — Inverso da probabilidade de sucesso do algoritmo usando o operador U’y(})
em funcao da quantidade de vértices na escala loglog

4.3 Andlise do algoritmo para o operador Uy(%)

Para a andlise do algoritmo é necessario encontrar o comportamento da proba-
bilidade, em caso de medi¢ao na base computacional, sobre o elemento marcado em
funcdo da quantidade de passos do algoritmo, isto ¢, poo(t) = [(00| L |00)|*. Sem perda de
generalidade, serd considerado o elemento marcado 00; nesta se¢ao, sera denotado por U

o operador Uy(§) e por U, o operador U(7).

Para a andlise do comportamento de pgy(t), tanto o elemento marcado quanto a
condicao inicial devem ser descritos na base de autovetores de U. Verificaremos nesta
secao que os autovetores associados ao autovalor de menor argumento sao os Unicos
autovetores relevantes na dinamica do sistema, como ocorre na analise de outros problemas
de busca (PORTUGAL, 2013; AMBAINIS et al., 2005b; AMBAINIS et al., 2015). Com
objetivo de descrever o elemento marcado e a condi¢ao inicial em uma base de autove-
tores de Uy, vamos encontrar uma base ortonormal de autovetores do operador U. Para
esta tarefa, vamos lancar mao da analise Fourier, uma técnica ja usada para encontrar
autovalores e autovetores de operadores associados a passeios quanticos em grafos com
simetrias (PORTUGAL, 2013; AMBAINIS et al., 2015), ou seja, grafos cuja atuac¢ao do
operador de evolugao sobre um conjunto de vetores é invariante. Em seguida sera feita a
decomposicao do elemento marcado e da condicao inicial na base de autovetores de Uy; e

por fim, serd feita a andlise do comportamento de pgo(t).
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4.3.1 Autovalores e autovetores do operador U

Considere os seguintes vetores:

|
—

n

-

(]

(w2xk+2yl 122, 2y) + 2z Dk (2y+1)1 120 + 1,2y + 1)) (4.13)
0

ngl) =

n

Z,

;<
|

) = —— > (w2xk+(2y“)l 22,2y 4 1) + w DR 190 4 2y)) (4.14)

\/§ n z,y=0

com w = exp(mi/n) e 0 < k,I < 2n. Note que os vetores |1},) sdo unitarios e ortogonais

-9

para valores distintos de ¢, k, [.
Fixados k, [, a atuacdo de U sobre os vetores |1} e |[¥,) é dada por:

U |¢21> = Aw W}%) - BZZ W!ﬁﬂ ) (4-15)
Ulbw) = Bulvi) + Ak lvw) (4.16)

onde Akl = Ayl + ) bkl; Bkl = Cpi + 7 dkl e

4y = ;(cosl%+cosi)2—1, (4.17)
by = —;(semiwr seni) ((cos k + cosi), (4.18)
= ;sen(i_za(cosmcosi), (4.19)
du = 3 (cos(h— 1) — 1) (cosk + cosl). (4.20)

Inserimos também as novas varidveis k = wk/n e | = 7l/n. Portanto a matriz U, no

subespaco gerado por [¢9)) e |1},), pode ser reduzida a matriz 2 x 2:

A By

Ured -
—Br A

. (4.21)

Se ay; for um autovalor de U,.q com autovetor associado |1),,,) entdo oy também
¢ um autovalor de U com autovetor associado [tg) = (0|Ya,) V%) + (1ta,,) [Yi). A
proxima tarefa serd encontrar todos os autovalores com seus respectivos autovetores de U

usando a matriz U,.q. A matriz U,.q é uma matriz unitaria seus autovalores sdo dados por

et onde:
, se k+1=n mod 2n,
Pr = | 27k /n, se k=1, (4.22)
arccos ag;,  caso contrario;

vamos considerar os seguintes autovetores associados ja normalizados:

1
o |0) = [O],Sek:louk+lzn mod 2n para 0 < k < n;
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0
° |1>:[1],sek:louk+lzn mod 2n para n < k < 2n;

v sengy + by
o lef) =
ki 2 Senqﬁkl dkl +icgi

\/ sengg;+bg;

, Nos casos nao listados acima, para 0 < k < n; e
lu?), para n < k < 2n.

Um conjunto completo de autovalores e autovetores para o operador U pode ser

obtido de acordo com a tabela 5.

Tabela 5 — Autovalores e autovetores de U.

Autovalores | Autovetores | (k)

-1 49, ktl=nek<n

-1 k) ktl=nek>n

e 149, k=1L k+l#ne0<k<n
e L) k=1L ktl#nek>n
e Uiy | k#Lk+l#n

4.3.2 Probabilidade de sucesso e tempo de execucao do algoritmo

Nesta subsecao, vamos obter o comportamento assintético do tempo de execucao e
da probabilidade de sucesso do algoritmo; para isso, mostraremos que os tinicos autovalores
e autovetores que influenciam nestes cédlculos sao os relacionados aos autovalores de

menor argumento do operador Uy. Pelo fato de estarmos interessados no comportamento

13

=". E os termos que nao

influenciam no comportamento assintético dos calculos serdo desprezados. Considere e o

assintotico, algumas vezes sera abusado o uso do sinal de

autovalor de Uy de menor argumento (positivo e ndo nulo), com autovetor associado |\),
isto &, Uy |\) = e |\). Escrevendo |\) na base de autovetores de U, temos:

IA) =D (WRlA) vi) (4.23)

kl
Na equacao 4.23, a notac¢ao foi usada em excesso e considerado W;fz) como um vetor

genérico da tabela 5. Multiplicando ambos os lados da igualdade 4.23 pela esquerda, por
(00|, obtemos:

(00[A) = > (w|A) (00[ys) - (4.24)

il
Usando a definigao de Uy e o fato que Uy |A) = ¢ |A), a equagio

W}fl’ Uo ’)\> = W;fl’ URy ’)\> (4-25)

pode ser reescrita como:

2. (00| ) (1?00
iy = 20O 0] (426)
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Substituindo a equacao 4.26 em 4.24,

2
(00[w)|
00[A) = 2 (00| ‘ 4.7
o0 = 200f3) 3 (427
que é equivalente a
1 ‘ 00|¢k1>‘
3= Z g v (4.28)
Usando o fato de que (00[1)f)) = 1/(\/_n) (0]vg) na equacao (4.28), obtemos:
2
0fv)|
s~ Ol
n? = %j i B (4.29)

Abrindo mao da igualdade (1 — €)™ = 1/2(1 + i cotg(z/2)) e tomando somente a parte

imaginaria de 4.29, obtemos:

A=
=0, (4.30)

S|l cote
kl

Substituindo os valores de ¢y 4.22 na equagao acima teremos:

A A +2k —
(2n —1) co‘ch7T + Z cotg— 5 + > ‘ 0lvg;) ‘ cotg ou _ 0. (4.31)
) kkl#()
ketl#n

A equacao 4.31 pode ser usada para calcular os valores de \ via métodos numéricos,
estamos interessados no comportamento assintético de A, faremos algumas suposicoes e
ignoraremos termos que nao influenciam nesta analise. A primeira suposi¢ao que sera feita
é considerar A < ¢in, para 1 < n, onde ¢,,;,, 0 menor argumento positivo dos autovalores
do operador U. Essa suposicao sera confirmada assim que tivermos o valor de A. Usando a

expansao em séries de Taylor e ignorando os termos O(\?),

A — dul Pri A o Pri
t = —cotg— — = |1 tg®— | . 4.32
cotg— 5 ~ 3 + cotg 5 (4.32)
Com isso, a equagao 4.31 pode ser reescrita como:
A Ao = A ~
—(2n —1)% + cotg= + > cotgk — = (1 - cothk) -
2 2 oI 2
2k#n
2n—1
A
> ‘ (0]vd) ‘ cotg% — =1+ cotgz(% = 0 (4.33)
k,l=0 2 2
kst
k+l#n

Usando a aproximagdo cotgy ~ 2 — 2,

(2n—1)2 4 2 A+T§ tgk A(1+ te’k) +
—-2n—-1)=4+—-—— cotgk — = co
2 A6 &= U8y s
Qk;n

2n—1 A

> ‘O|vkl’ [—cotg%—<1—|— coth%ﬂ =0 (4.34)

k,1=0 2 2

kAl

ktl#n
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Rearrumando a equacao (4.34):

2n—1

X — An?C? + Z cotgh — Y ’0|vkl‘ cotggb;l =0 (4.35)
e ki=o
ketl#n

onde,

2n—1
C? = 1 2n—1)+ - ! —|— 1+ cotg®k) + (0 of 1+ Coth@ . (4.36)
2n2 3 ) 2

k,1=0
2k¢n kL
kLi#n
Usando os fatos cotgk Cotg(" LILIP
2n—1 9
> |0 cotg@ =0 (4.37)
k1=0
kAl
ktl#n
a equagao 4.35 se reduz a:
2 2 2
St = 0 (4.38)

Desta forma,

A==5 (4.39)

Isto mostra que e** sdo autovalores de Uy. No apéndice C, mostramos que C' = O(v/Inn)
e portanto 1/\ = (VN In N). Para verificar se a suposicdo A < ¢, esté correta, falta
obter o comportamento de ¢,,;,. Pela equacao 4.22, o menor valor de positivo para ¢y,

ocorre quando k£ =1 e [ = 0, ou vice-versa, em ambos 0s casos:

1 T 2
Dmin = arccos 5 (cos - + 1) -1 (4.40)

possui expansao assintética
27

Logo ¢min = O(1/v/ N) e a suposicao feita é verdadeira.
Agora faremos a decomposicao do estado inicial e do elemento marcado na base de

autovetores de Uy. Comegaremos pelo elemento marcado, que pode ser escrito como:

100) = (A]00) [A) + (A7]00) A7) + |AL). (4.42)

Onde |A™) é o autovetor associado a e~ e |A\1) é a componente ortogonal ao subespaco

gerado por |A) e |A7). Para a andlise do comportamento assintético do tempo de execugao
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do algoritmo e probabilidade de sucesso nao serd necessario obter as expressoes de |\),
2 2
A7) e |AT). Substituindo a equacio 4.26 e o fato ‘(00|¢,fl>‘ = ‘(0|v§fl>‘ /2n? na condigdo
2
de normalidade Y, ‘(¢,<fl|)\>‘ =1,

d) 2
1 1 ‘<0|Ukl>‘
2 :722 i\ 71&4)) (443)
[(0O[N)7 2 7 1 — e vi
Usando novamente a igualdade (1 — ¢™®)™! = 1/2(1 + i cotg(z/2)),
1 1 2 A— Qbkl
= — > [{0]v] - 4.44
GO~ ot 2 (Ol cossee®=— (4.44)
Substituindo os valores de ¢y (4.22) e separando os somatérios em 4 casos,
1 2n —1 G A—T n 1 2A
= ——— cossec — cossec” —
(00|\)? 2n? 2 2n? 2
1= >\+27{; 1 2 A = Or
o2 kz:: cossec” 5 2 5 k;o ‘ O]vkl ‘ cossec? — (4.45)
2h£n kAl
ktl#n
Observe que, para 1 < n,
1 A2 ,
53 COSSeC 5 A —ors = C=. (4.46)
Usando a expansao em séries 0058602% = cossec (¢kl) (1 + Acotg¢kl) + O()\?) e
ignorando os termos O(\?):
1 2n—1 1 XA
- = C*+ +— cossec’k (1 — A cotgk) +
0P X = Acoreh)
2k#n
1 A 2¢ Pr
> ‘ 0|vkl ‘ cossec 1+ Acotg—= (4.47)
on? Ki=0 2
kAl
ktl#n
Observe que o termo C? — 1/6n? aparece na equagio acima, sendo assim:
BER 202 — 1 Z cotg®k +
{000 62 2n
2k7én
A 2n—1 ¢kl
o2 > ‘ O\Ukl ‘ cotg3 (4.48)
kklﬂ()
k-tl#n

Usando argumentos similares aos que foram usados em 4.37 e ignorando os termos O(1/n?),

1
= 9207 =

(00 N Y
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Sem perda de generalidade, vamos assumir que (00|\) é um nimero real e positivo. Se
(00|\) = ae®® com a, b nimeros reais e a positivo, como temos liberdade de escolha de |)),

podemos redefini-lo por [A) = e~® |)\). Dessa forma, (00|\) = 1/(+v/2C).

Agora, vamos escrever a condicao inicial na base de autores de U, como:

W) = (ol A) IN) + (ol A7) [A) + v ) - (4.50)

Onde [13) é a decomposigao de [1)) ortogonal ao subespago gerado por |A) e |A7). Note

que [1g) = [15,), usando novamente a equacio 4.26 para [t),

Wl = 2<00|1)\z<;€20’00) _ \/5(1)\_ o (4.51)

Usando novamente (1 — e®)~! = 1/2(1 + i cotg(x/2)) e ignorando os termos de ordem
O()\?), teremos:

.
]

e

A) = — 4.52
(tolA) 7 (4.52)
Usando os mesmos procedimentos para o célculo de (1y|\), chegamos em:
A
1e2
AT) = ———=. 4.53
{t0]A7) 7 (4.53)
O que ¢é suficiente para checarmos que:
2
(ol WP + [wolA7)| =1, (4.54)

logo, a menos de termos O()\?), [1g-) ndo influenciara na dindmica do sistema, que é dada

por
(1) (L)
ie 2 ie 2
Uy —— N+ —|\7). 4.55
(Uo)" [2o) \/EH 7 A7) (4.55)
Usando as equacgoes 4.42 e 4.49 a probabilidade de sucesso em um instante ¢ é dada por:
2 n2\? 1
po(t) = (0,01 @) fo) [ = "= sen®A (4 5) (4.56)
O primeiro ponto de maximo da fungao po(t) ocorre quando
™
t = — 4.57
2)\) ( )
e a probabilidade maxima sera:
n?\?
P= 5 (4.58)

No apéndice C serd mostrado que C' = O(v/Inn), logo 1/A = ©(v/N In N); com isso,
a probabilidade de sucesso do algoritmo decresce P = ©(1/InN) e o tempo de execugao
serd, t = O(v/NIn N). Temos duas possibilidades para obter um algoritmo ©(v/NIn N)
com probabilidade de sucesso O(1): podemos usar o método proposto por Tulsi (2012) e
incluir um qubit extra no sistema, ou usar o método proposto por Ambainis et al. (2012b)

que faz um pés-processamento classico de O(v/N) para encontrar o elemento marcado.
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4.4 Analise para valores de ¢ diferentes de 7

Foi feita uma analise numérica do comportamento dos algoritmos de busca para
Up(0), com 0 # m/4. Em todos os casos, a probabilidade de sucesso do algoritmo decresce
em func¢do do nimero de vértices O(1/N), ou seja, o algoritmo nao “distingue” o elemento
marcado dos demais vértices do grafo. Com objetivo de entender este problema, analisamos
como os menores argumentos dos operadores U(0) e Uy(#) se comportam em relagdo ao
nimero de elementos do grafo, tanto A quanto ¢, tendem a mesma constante, |46 — r|.
Na figura 16 temos o comportamento de A e ¢,,;, em relacado ao nimero de vértices N
para o caso § = 7/3. Isso nos leva a conjecturar que a imposigdo A < ¢y, para 1 < n é
uma condicao necessaria para que o algoritmo quantico “encontre” o elemento marcado

eficientemente.

— ®in 8
1.0657
1.060-
1.0551
1.0501
1.045_”"-"-’"’—*—"—*——"—"——*— )

1 2 3 4 5 6
Nx10°

Figura 16 — Comportamento de A e ¢,,;,, em relagdo ao ntimero de vértices N, quando
0=m/3
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5 Conclusoes e perspectivas futuras

O uso dos passeios quanticos tem contribuido para a descoberta de algoritmos
quanticos eficientes, e o entendimento cada vez maior dos modelos de caminhadas quanticas
tem facilitado essa descoberta. Portanto, neste trabalho, definimos o modelo de Passeios
Quéanticos Escalonado (SQW) para grafos genéricos e demonstramos que o modelo de
passeios quanticos proposto por Szegedy pode ser incluido no SQW, o que possibilita
nao somente uma melhor compreensao para o modelo de Szegedy, mas também o uso do
resultados ja obtidos para o modelo de Szegedy no SWQ. A definicio do modelo SQW
trouxe um conceito novo para a teoria dos grafo, o de tesselacao. E com este conceito
surge um novo problema, como estabelecer o niimero minimo de tessela¢des que cobrem
todas as arestas de um grafo? Este problema cria uma nova perspectiva de pesquisa na

area de teoria dos grafos.

Também foi apresentado um algoritmo de O(v/ N In N) para o problema de busca
em grades bidimensionais, usando a versao do SQW com Hamiltonianos. O operador de
busca Uy(#) mostrou-se mais eficiente quando tomamos 6 = 7/4, neste caso obtivemos
um algoritmo O(v N In N). Para os demais valores de 6, os algoritmos de busca nao
apresentaram resultados com ganhos em relagao aos equivalentes classicos. Uma mera
alteracao na ordem dos operadores que compoem o operador de busca nos permitiu
encontrar um algoritmo O(N3/*). Isso mostra que o modelo pode ser usado para obtencao

de algoritmos quanticos eficientes em problemas praticos.

Porém, alguns questionamentos ainda precisam ser respondidos. Por exemplo, a
variagao do angulo 6 também afetara as propriedades do passeio quantico como: desvio
padrao, tempo de mistura ou tempo de alcance? E os algoritmos de busca que apresentam
melhores desempenhos sao os que possuem maior desvio padrao para o passeio quantico sem
a inclusao da busca? Uma outra possibilidade de trabalho futuro consiste em analisarmos
o comportamento do modelo SQW nos casos nao contemplados pelo modelo de Szegedy.
Para esses grafos, examinaremos o desvio padrao, o tempo de mistura e o tempo de alcance.

E, por fim, verificaremos a eficiéncia do modelo para o problema de busca em outros grafos.
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APENDICE A - Postulados da Mecanica

Quantica

Neste apéndice sao descritos os quatro postulados da Mecénica Quantica. O primeiro
postulado faz a descricao matematica de um sistema quantico isolado, o segundo descreve
como os sistemas quanticos evoluem, ja o terceiro descreve a forma como se pode extrair
informacoes de um sistema quantico através do processo de medicao, e o quarto descreve

a forma como sistemas quanticos diferentes podem ser combinados.

Um sistema quantico isolado é associado a um espago linear complexo C" com

produto interno, num espaco de Hilbert, que é chamado de espaco de estados.

Postulado 1. A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espago vetorial de
Hilbert complexo, conhecido como espaco de estado do sistema. O sistema € completamente

descrito pelo seu vetor de estado, que € um vetor unitdrio no espaco de estados.

Por analogia a um sistema fisico classico de dois niveis capaz de representar um
bit, pode-se pensar em um sistema quéantico de dois niveis capaz de representar um bit
quéntico, o que se define por qubit (quantum bit). Um bit classico assume o valor “0” ou
“1”, j& o qubit pode assumir os valores “0”, “1” ou qualquer superposicao deles, o que é

visto como combinacao linear.

Definicao 1. Um qubit é um vetor unitdrio de C2.

Um qubit |¢)) € C? pode ser visto como combinagido dos elementos da base
computacional [1) = a|0) + b|1). Onde a,b € C sdo chamados de amplitudes e obedecem &

equagao |a|* + |[b]* = 1. Diz-se que |¢)) estd em superposigao de |0) e |1).

O préximo postulado diz como ocorre a evolucao temporal de um sistema, que é
dada por uma transformacao linear no espacgo de Hilbert em questdao. Como o vetor que
representa o sistema deve ser sempre um vetor unitario, a transformacao também deve ser

sempre unitaria, ou seja, a transformagao deve levar vetores unitarios a vetores unitarios.

Postulado 2. A evolugdo de um sistema qudintico fechado é descrita por uma transforma-
¢ao unitaria. Ou seja, o estado 1) de um sistema em um tempo t, estd relacionado ao

estado |[Y') do sistema em ty por um operador unitdrio que depende somente de ty e ty:

¥y =Ul).

Exemplo 1. Um operador unitario muito usado € a porta de Hadamard, sendo denotado

por H. Definido pela matriz:
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11
H= .

A porta de Hadamard atua sobre os vetores da base computacional da sequinte forma:

H|0) = J0) + J511) e H|1) = J5]0) — 5[1).

A evolucao dos estados na Mecénica Quéntica é um processo deterministico, porém
a forma de extrair informagoes de um sistema quantico introduz um carater probabilistico a
Mecénica Quantica. O terceiro postulado é o da medida, que determina como as informagoes

sao extraidas de um sistema quantico e sera exibido a seguir.

Postulado 3. As medidas quanticas sao descritas por determinados operadores de medida
M,,, o0s quais atuam sobre os estados do sistema. O indice m refere-se aos possiveis
resultados da medida, onde m € N. Se o estado quantico for |1), imediatamente antes da

medida, a probabilidade de um resultado ocorrer ¢ dada por:

p(m) = (Y| M, Mn|),
e o estado do sistema apds a medida serd:

Mn|9)

V(@[ M, My |5

Os operadores de medida satisfazem a relacao de completude:

ST MM, = 1.

m

Onde MT é a matriz transposta conjugada da matriz M.

A relacao de completude deve-se ao fato de que a soma das probabilidades deve

ser igual a 1, para todo estado |v).

Exemplo 2. Um exemplo de medida é a medida de um estado na base computacional,
que € um tipo de medida muito utilizada na Computacio Quantica.

Defini-se My = |0)(0|, My := |1)(1|, seja M = {My, M1} os operadores de medida,
observe que MG = MoMy = (|0)(0])(]0){0]) = ]0)(0] = My, o mesmo acontecendo a
M} = M. Também observe que MJ = M e ]\41T = M;. Com isso, MJMO + MM, =
MyMy + MMy = I; portanto, a relagio de completude € satisfeita.

Dado um estado 1)) = «|0) + S|1), a probabilidade de se ter o resultado 0 é dada

por:
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p(0) = (Y| MIMy|v) = (| Mp|th) = |af?.

A probabilidade de se ter o resultado 1 € dada por:

p(1) = (Y| M{Mi|¢) = (Y| Mi]p) = |B]2.

O estado do sistema apos a medida serd:

Moly) _ ﬂ, se o resultado da medida for 0.
o] o]
M|1ﬁ||¢> = %, se o resultado da medida for 1.

Exemplo 3. Pode-se generalizar esses operadores de medida para um espaco de dimensao

n. Com M; := |i)(i|, comi =0,1,...n—1 e o conjunto de operadores de medida M = {M;}.

1, sej=k=1

0, caso contrdrio.

M; = [m;k]vm;k = {

Pode-se ver que M;r = M; e que M? = M;; com isso, a relagio de completude é satisfeita.

S MM, =S M= M, =1.

No estado 1) = ap|0) + ay|1) + -+ 4+ ap_1ln — 1), a probabilidade de se medir e obter o

resultado v é:
p(i) = <¢|M3Mz‘|¢> = |04i|2'
E o estado do sistema apds a medida serd:

Mily) _ oy
Jovi] Jovi

i).

O 1ltimo postulado propde a combinacao de estados. Um estado composto é

formado pelo produto tensorial de seus sistemas individuais.

Postulado 4. O espaco de um sistema fisico composto € produto tensorial dos espacos de
estados dos sistemas fisicos individuais. Se os sistemas forem de 1 até n, e o sistema 1

estiver no estado |1;), o estado do sistema composto serd |1)1) @ |thg) @ -+ & [11).
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APENDICE B - Grafos

Este apéndice contém algumas definigoes e resultados da teoria de grafos que foram
usados no decorrer desta tese e nao pretende ser exaustivo. Uma referéncia com maiores

detalhes encontra-se em Harary (1994).

Um grafo nao direcionado I'(V, E) ¢é definido por um conjunto de vétices V' e
um conjunto de arestas E = {{v;,v,},v;,v; € V'}, onde cada elemento {v;,v;} representa
a ligacao do vértice v; com o vértice v;. Dois vértices ligados por uma aresta sao chamados
de adjacentes ou vizinhos. Um grafo I'(V, F) serda chamado de completo se para todo

par de vértices de V, existir uma aresta em E que os ligue.

Um subgrafo I'(V',E'), onde V' ¢ V e E' C E é um subgrafo induzido de

I'(V, E), se todo vértice adjacente em I', que compde I', for adjacente em I".

Uma clique é um subconjunto de vértices C' C V, tal que o subgrafo induzido
de C' é um grafo completo, e uma clique maximal é uma clique que nao pode ser
estendida ao se adicionar um ou mais vértices adjacentes, isto ¢, ¢ uma clique que nao
existe exclusivamente dentro de um conjunto de vértices de uma clique maior. Deve-se

ressaltar que neste texto considera-se uma clique composta apenas um vértice.

Um grafo bipartido é um grafo em que seu conjunto de vértices é a uniao disjunta
de dois conjuntos X, Y, tais que toda aresta conecta um vértice em X a um vértice em Y.

Neste caso denotaremos por I'(X, Y, E).

O grafo linha de um grafo I'(V, E') (grafo raiz) é um grafo que denotaremos por
L(T"), cujo conjunto de vértices é formado pelas arestas de I' e dois vértices de L(T") serdo
adjacentes, se e somente se, suas arestas correspondentes compartilharem um mesmo
vértice em I'. Nas figuras 6,7 é apresentado um exemplo de um grafo linha de um grafo
bipartido, e pode-se notar que cada vértice do grafo bipartido gera uma clique em seu
grafo linha e cada clique gerada por elementos de X tera no maximo um elemento na

interse¢ao com uma clique gerada por um elemento de Y.

Dado um grafo qualquer, sempre conseguimos obter seu grafo linha. Um ques-
tionamento natural é: quando um grafo é raiz de outro? A particao de Krausz e os
nove grafos proibidos de Beineke desempenham um papel importante na resposta a este

questionamento.

Uma colecao K de subgrafos de um grafo I' é chamada de particao de Krausz

se,

e todos os elementos de K forem grafos completos,
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e cada vértice de I' pertencer a exatamente dois elementos de K.

Os nove grafos proibidos de Beineke sao os grafos apresentados na figura 17

A kel <
Sl

1

o
w

Figura 17 — Nove grafos proibidos de Beineke

Assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 3. (BEINEKE, 1970) As afirmagoes a sequir sao equivalentes,

1. Um grafo I' é um grafo linha de um outro grafo.
2. T' admite uma particao de Krausz.

3. Nenhum dos nove grafos proibidos de Beineke (figura 17) é um subgrafo de T.

O grafo clique de I' é definido de acordo com as cliques maximais do grafo e
serd denotado por K(I'), cada clique maximal de I' é associada a um vértice em K(I") e
dois vértices estarao ligados em K (I'), se as cliques associadas aos mesmos possuirem um

elemento em comum em I

Uma k-coloragao de um grafo I'(X, ) é uma uma funcao de rotulamento f :
X — S, onde S corresponde a um conjunto de cores e |S| = k. Os vértices associados a
uma cor formam uma classe de cores. Uma k-coloragao é prépria se os vértices adjacentes

do grafo tiverem rétulos (cores) diferentes.

Um grafo é k-colorivel se ele tiver uma k-coloragao préopria. O niimero minimo
de cores para se colorir um grafo I' é chamado de nimero cromatico de I', geralmente

denotamos por x(T).
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Proposicao 7. (CHARTRAND; ZHANG, 2008) Um grafo ndo trivial I' é 2-colorivel, se

e somente se, I' for um grafo bipartido.
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APENDICE C - Prova C é O(vIn N)

Neste apéndice mostraremos que C, definido em 4.36, ¢ ©(vInn).

1 1 2n—1 le
C= o5 |@n =D+ 5+ Z (14 cotg?®) + > |(0fvf) ‘ L+ cotg® 4 )| (C.1)
n e 1=0
2k7£n k£l
k+l#n

Os dois primeiros termos de (2n — 1)/2n? e 1/6n* sdo O(1/n) e O(1/n?), respectivamente.

O termo
1 n—1 N
5 > (14 cotg’k) = O(1). (C.2)
on 2’7;1

Dessa forma, podemos expressar

2n—1

0
2n2 > ‘ (0]vg,) ’ (1—}— Cotg25’1> +O(1). (C.3)

k,1=0
kAl
ktl#n

Usando a definicio de |v;) e a igualdade 1+ cotg?(z/2) = 2/(1 — cos ),

2n—1
2 sengy; + b

+O(1). C.4
2n2 k;() sengy (1 — cos ¢g;) () (C4)
k£l
k+l#n
Sabendo que,
b1 _ Ortkeyntl (C.5)
sengy (1 — cos ¢p) SeNGyt ki (1 — COS Gptreptt) '
1 2n—1 bkl
— =0. C.6
2n2 k,%_:o sengy (1 — cos ¢y) (C.6)
kL
ktln
Logo,
2n—1
= + O(1). C.7
n2 k;o — CoSs qbkl () (C.7)
kL
ktln

Pela definicao de ¢y (4.22), cos(dp) = 1 (Cos(knr/n) + Cos(l7r/n))2 — 1, com isso:

1 2&:1 1
4 —

kk;lo (cos(lmr/n) + Cos(lw/n))

ktl#n

-+ 0(1). (C.8)
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Os somatorios,

1 2n—1 1
— C.9
n? ,;1 4 —4cos?(km/n)’ (C.9)

k#n
1 2n—1 1
— Z C.10)
n2 25 (
k—lk—éé:ln 4 — (cos(lm/n) + COS(lﬂ'/n))
sao ambos O(1), com isso podemos reescrever
1 2n—1 1
C? = = 5 +0(1). (C.11)
ki=0 4 — ( cos(km/n) + cos(lm/n
Jhizo 4= (cos(km/m) + cos(im/n)
(k,1)#(n,n)
O somatério acima pode ser divido em 4 partes
1 1
C? = = > 5 (C.12)
ki=0 4 — (cos(km/n)+ cos(lm/n
04— (cos(ln/m) + cos(in/m)
1 n—1,2n—1 1
— + (C.13)
n? o oden 4 — (cos(lmr/n) + Cos(lw/n))2
1 2n—1,n—1 1
— + (C.14)
n? fi—o 4— (cos(/mr/n) + cos(lw/n))2
1 2n—1,2n—1 1
— > - (C.15)
" ien 4 — (cos(kr/n + cos(lm/n ?
= 4= (cos(k/m) + cos(im/n))
+0(1). (C.16)

Usando o fato de que (cos(lmr/n) + <zos(l7r/n)>2 = (cos[(n + k)m/n] + cos[(n + l)ﬁ/n])2,

4l 1
== Y +0(1). (C.17)
n? 2
ki=0 4 — ( cos(kmw/n) + cos(ln/n
iz 4= (cos(k/m) + cos(im/n)
(k1) #(n.n)

Podemos usar a igualdade 1/(4 — a?) = 1/[4(2 — a)] + 1/[4(2 — a)] para reescrever

1 n—1 1
= + C.18
n? k%g 2 — (cos(lmr/n) + cos(lﬂ/n)) ( )
(k,1)#(0,0)
(k,1)#(n,n)
n—1 1
+ O(1). (C.19)
kim0 2+ (cos(lmr/n) + COS(ZTF/TL))
(k,1)7#(0,0)
(k,D)#(n,n)
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Agora vamos usar a relagdo entre os somatorios,
2 2 n—1 1
L - (C.20)
3 V2 20 2+ (cos(km/n) + cos(im/n))
(k.1)#(0,0)
(k1) #(n,n)
n—1
1
+0(1), (C.21)
kico 2 — (cos(/mr/n) + COS(Zﬂ'/n))
(k,1)7#(0,0)
(k,D)#(n,n)
para obter
1 1
C?=— + O(1). C.22
n? k%() 2 — <cos(k:7r/n) + cos(lw/n)) @ ( )
(k,)#(0,0)
(k1) #(n,n)
Usando a desigualdade,
m2k? ik 2k
para 0 < k < n, obtemos, esquecendo os termos de O(1),
21(n) I(n)
< C? <A C.24
W< (C.21)
onde
n—1 1
I(n) = —_— C.25
= T mp (C.25)
(k.)#(0,0)

O termo I(n) da equagao C.25 ja é conhecido na literatura (PORTUGAL, 2013), neste

caso I(n) = ©(Inn), o que mostra C' = O(vIn N).
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