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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessé-
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Amanda Castro Oliveira

Junho , 2007

Orientador: Renato Portugal, D.Sc

Co-orientador: Raul Jose Donangelo, Ph.D

Caminhos aleatorios classicos sao essenciais para a Fisica, a Matematica, a
Ciencia da Computacao e muitas outras areas. Ha uma grande expectativa que a
sua versao quantica seja ainda mais poderosa, uma vez que o caminhante quantico
se espalha quadraticamente mais rapido que o seu analogo classico. Neste trabalho,
estudamos o comportamento do caminhante quantico em uma e duas dimensoes,
além de generalizarmos o formalismo de ligacoes interrompidas para duas ou mais
dimensoes. Em uma dimensao, analisamos o comportamento do caminhante quan-
tico, que além das duas possibilidades de deslocamento usuais, direita e esquerda,
também permanece na posicao atual. Em duas dimensoes, apresentamos um estudo
detalhado do comportamento do caminhante no plano e quando ha descoeréncia
gerada pela quebra aleatoria das ligacoes para as posicoes vizinhas com uma certa
probabilidade para cada uma das direcoes. Quando essa probabilidade de quebra
é diferente nas duas diregoes encontramos um resultado nao trivial que representa
uma transicao do caso 2-D descorente para o caso 1-D coerente. Também utili-
zamos o formalismo de ligacoes interrompidas para modelar o comportamento de
um caminhante quantico que passa por uma e por duas fendas. Realizamos simu-
lagoes com com as principais moedas e observamos conclusivamente os padroes de

interferéncia e difracao.
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June, 2007

Advisor: Renato Portugal, D.Sc

Co-advisor: Raul Jose Donangelo, Ph.D

Classic random walks are essential to physics, to mathematics, to computer
science and to many others areas. It has a great expectation that its quantum
version will be still more powerful. Until now the existing results are hopeful since
that the quantum walker, due to quantum coherence effects, spreads quadratically
faster than the classical one. In this work we study the quantum walker’s behavior
in one and two dimensions besides generalizing the broken-link formalism for two
or more dimensions. In one dimension we analyze the behavior of the quantum
walker that beyond the two usual possibilities of displacement, right and left, also
remains in the current position. In two dimensional case we study the behavior of
the quantum walker for many differents lattices. We present a detailed study of
the behavior of the quantum walker in the plan when it has decoherence generated
by the random breaking of the links to the neighboring positions with a certain
constant probability for each one of the directions, when this probability of breaking
the links is different in the two directions we find a nontrivial result that represents
a transition from a decoherent 2-D walk to a coherent 1-D walk. Also we use the
broken-link’s formalism to model the behavior of a quantum walker passing through
one and two slits. We performed simulations using the main types of coins and we

observed conclusively the interference and diffraction patterns.
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Capitulo 1

Introducao

Desde muito tempo o homem busca entender, controlar, imitar e usufruir dos
fenomenos da natureza. Com o nascimento da ciéncia moderna coube aos cientistas
o trabalho de elaborar teorias e experimentos para a explicacao de tais fenome-
nos. Com o passar dos séculos mais e mais fenomenos puderam ser compreendidos
com um alto grau de precisao, permitindo-nos um maior dominio sobre estes, bem
como a construcao de diversas maquinas, dispositivos e aparelhos transformando,
fundamentalmente, a vida na Terra. Nos dias de hoje a ciéncia moderna tem exer-
cido uma profunda influéncia sobre quase todos os aspectos da sociedade humana.
E impossivel negar os inlimeros avancos que a ciéncia trouxe para o cotidiano do
cidadao comum. Internet, ressonancia magnética nuclear, antibidticos e muitos
outros sao exemplos de grandes modificacoes na vida da sociedade advindas com o
desenvolvimento da ciéncia. Ao estudar o comportamento do caminhante! quan-
tico, de certa forma, também procuramos entender, controlar e reproduzir suas
propriedades, confiantes de que essa teoria pode ser aplicada em prol do progresso
da ciéncia.

Da formalizacao da idéia intuitiva de dar varios passos sucessivos sendo cada
um deles para uma direcao escolhida de forma aleatéria surgiu o modelo do cami-
nhante aleatorio classico. Este modelo é usado para se tratar uma infinidade de

sistemas muito mais complexos. Em 1827 o botanico ingles, Robert Brown, obser-

! Durante o texto, ora usarei o termo caminho ora usarei caminhante embora entenda que é
a particula que “percorre” o tal caminho. Na literatura também encontramos as duas formas.



vou que pequenas particulas em um fluido apresentavam um movimento do tipo
erratico que a cada instante estavam em uma determinada posicao Uhlenbeck e
Ornstein (1945); Uhlenbeck e Wang (1930). Talvez seja essa a primeira das muitas
aplicacoes dos caminhos aleatérios classicos para se descrever de forma simplificada
muitos fenomenos fisicos. Eles sao usados para modelar o movimento aleatério de
moléculas em liquidos e gases, onde ha o comportamento difusivo. Sao eles o mo-
delo mais simples para se estudar polimeros. Sao ainda aplicados como modelos de
economia na chamada econofisica Stanley et al. (1996), em genética populacional
e em neurociéncia sao usados para se modelar alguns processos cerebrais Cressoni
et al. (2007). Sao extensivamente aplicados em muitos campos da Matematica,
como para calcular solugoes das equacoes de Laplace além de varias construcoes
em Andlise e Combinatéria. Em Psicologia modelam e explicam com precisao a
relagao entre o tempo necessario para se tomar uma decisao e a probabilidade de
que certa decisao esteja correta, além de muitas outras aplicacoes nas mais diversas
areas.

Em Ciéncia da Computacao os caminhos aleatérios sao uma ferramenta fun-
damental devido ao seu uso no desenvolvimento de algoritmos estocasticos. Tanto
em ciéncia da computacao tedrica quanto aplicada, os algoritmos estocasticos po-
dem superar a performance de qualquer algoritmo deterministico construido para
resolver certo tipo de problema Motwani e Raghavan (1995). O exemplo mais
notavel desse feito é que o melhor algoritmo para a solucao do problema de sa-
tisfiabilidade 3-SAT, um problema fundamental em Ciéncia da Computacao, usa
técnicas baseadas em caminhos aleatérios Hofmeister et al. (2002). Eles também
sao usados quando se deseja amostrar sobre um conjuntos de dados em um espaco
de estados que é desconhecido ou muito grande. Como, por exemplo, para se pegar
de forma aleatéria uma pagina da internet em busca de negécios ilegais. Em ciéncia
da computacao este tipo de amostragem é conhecida como sendo o método Monte
Carlo de cadeias de Markov, onde sao feitas varias amostragens sobre um espago

de estados complicado a fim de se obter uma estimativa probabilistica do tamanho



deste espaco. Como exemplo temos o algoritmo para a estimativa do volume de
um corpo convexo Dyer et al. (1991) e ainda a aproximagao do permanente de uma
matriz grande de zeros e uns, que foi o primeiro grande problema resolvido por
esse tipo de abordagem Jerrum et al. (2001).

Por todos esses exemplos vemos que os caminhos aleatdrios classicos sao ele-
mentos fundamentais da ciéncia da computacao. Como se ja nao bastassem tais
aplicagoes como elementos motivadores, o recente desenvolvimento da teoria da
computacao e da informacao quantica revelou que a exploracao de sistemas ine-
rentemente mecanico - quanticos com propositos computacionais levam intimeras
vantagens sobre os sistemas puramente classicos. Fatos esses que, nos tltimos anos,
tem aumentado o interesse pelo estudo desses tipos de dispositivos computacionais
baseados na mecanica quantica Nielsen e Chuang (2000). Motivados pelos exce-
lentes resultados em criptografia quantica Hughes et al. (1995); Gisin et al. (2002)
e também pelo trabalho de Peter Shor, que em 1994, desenvolveu um algoritmo
quantico eficiente para a fatoracao de numeros inteiros grandes Shor (1997). Esta
nova area de pesquisa vem descobrindo muitos novos efeitos que sao bem diferentes
de seus analogos classicos tanto do ponto de vista fisico quanto dos aspectos de ci-
éncia da computacgao e também da perspectiva da teoria de comunicacao. Durante
os ultimos anos essas areas tém ganhado uma melhor compreensao dos conceitos
e nocoes umas das outras. A idéia de que a informacao nao pode ser separada
do aparato fisico que a carrega ja se fixou entre elas e tem levado a muitas ou-
tras descobertas fascinantes. Por tudo isso, é razoavel esperar que o estudo dos
caminhantes quanticos seja um campo de pesquisa extremamente multidisciplinar
e altamente promissor.

Em 1993, Y.Aharonov, L. Davidovich e N. Zagury usam pela primeira vez
o termo caminho aleatério quantico. Este artigo ja apresenta algumas novidades
do comportamento quantico Aharonov et al. (1993). O modelo do caminhante
quantico é o analogo quantico do caminho aleatério cléssico e seu desenvolvimento

foi motivado pela necessidade de se encontrar algoritmos quanticos que sejam mais



rapidos e ou eficientes que os algoritmos classicos para o mesmo tipo de problema.
A partir desse trabalho precursor, dois modelos de caminhos quanticos foram suge-
ridos: o modelo continuo no tempo devido a Farhi e Gutmann (1998); e o modelo
discreto no tempo, que inicialmente foi desenvolvido como sendo um automato
celular quantico por Meyer (1996a,c,b) e que, em 2001, ganhou um aspecto mais
formal, passando a ser visto também como uma possivel ferramenta computacional
devido a Aharonov et al. (2001).

Ha& a esperanca de que os caminhos quanticos se tornem os principais elemen-
tos no desenvolvimento dos algoritmos quanticos. Até o momento ja se conhecem
um bom numero de vantagens proporcionadas pelo seu uso. Ja foi provado por Am-
bainis et al. (2001) que o caminhante quantico na reta se espalha quadraticamente
mais rapido que seu correspondente classico. Também foi provado por Kempe
(2003) que o tempo? que um caminhante quantico leva para percorrer o hipercubo
de n dimensoes é polinomial no nimero de passos enquanto que o analogo classico
leva um tempo exponencial, o que resultaria num ganho computacional de forma
exponencial.

Entretanto, antes da tentativa de se criar algoritmos quanticos a partir do
modelo do caminhante quantico, ha que se primeiramente compreender suas pro-
priedades e a sua dinamica em estruturas mais simples. Ja foram propostos int-
meros analogos quanticos para o caminhante aleatorio classico em redes discretas
e também em grafos. Ha modelos a tempo discreto com e sem a moeda quantica
Aharonov et al. (2001); Watrous (2001) além do modelo continuo no tempo Farhi e
Gutmann (1998). Recentemente foi estabelecida por Strauch (2006) a relagao entre
estes dois tipos de modelos, a tempo discreto e a tempo continuo. Para os casos em
que eles sao aplicados aos mesmos tipos de grafos foi mostrado por Moore e Russel
(2001) que eles produzem o mesmo padrao de comportamento. Ja se conhece a
solugao analitica aproximada valida para tempo longos para a evolucao temporal

do caminhante quantico na reta infinita, no ciclo e no hipercubo Ambainis et al.

2 Hitting time



(2001); Aharonov et al. (2001); Moore e Russel (2001) e também alguns limites
para o caso de grafos gerais Ambainis et al. (2001). Para o caso de duas ou mais
dimensbes ha resultados numéricos Mackay et al. (2002); Tregenna et al. (2003),
um resultado analitico para a moeda de Grover Inui et al. (2003) e ha também
a nossa contribuicdo para o caso de redes infinitas Oliveira et al. (2006) e redes
finitas Oliveira et al..

Recentemente foram apresentados varias propostas de algoritmos usando o
modelo de caminhantes quanticos como base Ambainis (2004). Childs et al. (2003);
Childs e Goldstone (2004) provaram que um caminhante quantico continuo no
tempo pode percorrer um certo tipo de grafo exponencialmente mais rapido que
qualquer algoritmo cldssico . Enquanto Farhi et al. (2007) apresentaram um algo-
ritmo baseado em um caminho quantico continuo no tempo que para se resolver
o problema da &rvore binaria NAND. J& Shenvi et al. (2003) provaram que um
caminhante quantico discreto no tempo, com uma moeda quantica, pode ser ser
tao eficiente quanto o algoritmo quantico de busca de Grover para se encontrar um
certo item marcado em um banco de dados desordenado. Em Ambainis (2003a)
temos uma proposta de algoritmo baseado em caminhantes quanticos para se de-
terminar quantos elementos sao distintos em um conjunto de N elementos des-
conhecidos. Para que se tenha implementado um algoritmo quantico baseado no
modelo do caminhante quantico, em um computador quantico, nao ha a necessi-
dade da implementagao fisica do caminho quantico em si. Tanto o modelo continuo
quanto o discreto no tempo, podem ser implementados em um computador quan-
tico através da utilizacao das portas quanticas apropriadas. Estes sao resultados
extremamente promissores, contudo ainda estamos muito distantes da diversidade
de problemas resolvidos eficientemente pelo modelo classico. Além de todos esses
feitos o caminhante quantico é muito interessante por si s6 como um sistema fisico
cujas propriedades dinamicas sao extremamente ricas e interessantes. Como, por
exemplo, o fato de que devido aos efeitos de coeréncia quantica, essa particula se

espalhar quadraticamente mais rapido que o seu andlogo classico.



Para terem utilidade, computadores quanticos devem operar sobre varios
gbits, em geral, gerando estados emaranhados (entrelagados) de muitas particu-
las. Indubitavelmente as correlagoes quanticas sao uma das caracteristicas que
distinguem a Mecancia Quantica de uma descricao classica. Entende-se por ema-
ranhamento (entrelagamento) o seguinte fato: se duas (ou mais) particulas estao
emaranhadas (entrelagadas), o estado de cada uma delas depende do estado da ou-
tra, ainda que elas estejam separadas espacialmente e sem qualquer tipo de intera-
¢ao. Qualquer medida de grandezas fisicas associadas a cada uma dessas particulas
estarao sempre correlacionadas entre si. De uma forma tal que as explicacoes da
Fisica classica, baseadas no realismo local, nao sao capazes de compreender. No
caso do caminhante quantico na reta observamos que surge o emaranhamento entre
os estados moeda e posigao da particula durante a evolucao temporal do sistema .

O mundo microscopico da mecanica quantica parece-nos extremamente nao
intuitivo. Realmente em nosso dia a dia dificilmente veremos o mesmo gato vivo
e morto de forma alternada. O mundo cldssico que emerge tendo como pano
de fundo o universo quantico microscépico é um topico de intensos e calorosos
debates. Desde a polémica frase de Einstein “God does not play dice” até os dias
atuais com Zurek (1991) em um dos trabalhos mais citados. Em geral assume-se
que é a interagao com um ambiente bem maior que induz a descoeréncia, que deixa
o mundo clédssico. O problema da como manter a coeréncia dos sistemas fisicos é
tido como sendo fundamental pois é devido a uma interacao inevitavel entre o
sistema de estudo e o ambiente que os deixa emaranhados. Esta interagao pode
ser descrita por uma grande variedade de modelos que levam o sistema a um estado
misto Nielsen e Chuang (2000).

Para que seja possivel a realizacao de uma tarefa quantica é necessario con-
trolar a evolucao quantica coerente de conjuntos de varios gbits durante um tempo
suficientemente grande para que tal tarefa seja finalizada com éxito. Tal fato nao
existe em um sistema isolado, sendo assim vemos que a descoeréncia deve ser in-

cluida na descricao de um sistema quantico. A interacao do sistema quantico com



o ambiente gera descoeréncia : tudo se passa como se o ambiente estivesse fazendo
medidas sobre o sistema de interesse, levando a perda de indistinguibilidade e, por-
tanto, das coeréncias quanticas. O processo de descoeréncia pelo qual um sistema
quantico passa foi estudado no final do século passado por Zeh, Zurek, Paz e outros
e atualmente estd bem compreendido Zurek (2003). Em particular, ele nos prové
uma elegante explicacao do surgimento do mundo classico, onde nao observamos
as superposicoes quanticas, a partir de uma dinamica quantica subjacente.
Qualquer tentativa para se implementar experimentalmente sistemas quanti-
cos esbarra na sensibilidade desses sistemas em relagao aos ruidos Nielsen e Chuang
(2000); Bernstein e Vazirani (1997); Preskill e a descoeréncia Zurek (2003). Uma
das maneiras de se enfrentar os problemas que surgem devido a descoeréncia é
usando-se os metodos de cddigos de correcao de erros Shor (1995); Shor e Cal-
derbank (1996); Steane (1996b,a); Knill e Laflamme (1997) ou os métodos que
trabalham em um subespago sem descoeréncia Zanardi (1997); Lidar et al. (1998);
Bacon et al. (1999); Kempe et al. (2001). Todavia nem sempre esses dois tipos de
métodos ja citados sao eficientes uma vez que podem vir a aumentar e complicar
muito um circuito. Sendo assim é necessario estudar os efeitos da descoeréncia nos
varios algoritmos quanticos implementados nos circuitos quanticos habituais sem
os codigos corretores Azuma (2002). O caminho aleatério quantico, por apresentar
caracteristicas muito distintas de seu analogo classico, é muito apropriado para este
tipo de estudo de descoeréncia. O efeito da descoeréncia em caminhos quanticos
tem sido recentemente estudado por muitos autores Brun et al. (2003b); Kendon e
Tregenna (2002a, 2003); Brun et al. (2003a); Kendon e Tregenna (2002b); Shapira
et al.; Konno (2005b); Ribeiro et al. (2004); Mackay et al. (2002); Romanelli et al.
(2005). Foi mostrado inclusive que sob certas condigdes um pouco de descoeréncia
no sistema pode até ser benéfico para um determinado tipo de algoritmo Kendon
e Tregenna (2003). Em linhas gerais pode-se dizer que o caminho quantico é alta-
mente sensivel aos fenomenos de descoeréncia, sejam estes advindos de processos

unitarios ou nao, uma vez que mesmo para pequenas perturbacoes quando deixa-



mos o sistema evoluir por longos periodos de tempo o comportamento classico do
sistema sempre surge. E a variancia do caminho deixa de crescer quadraticamente
(comportamento balistico) com o nimero de passos e passa a crescer linearmente
com o numero de passos (comportamento difusivo) Brun et al. (2003a).
Atualmente existem diversas propostas de sistemas quanticos para se imple-
mentar experimentalmente o caminho quantico. Entre estas propostas existe a
que usa eletrodinamica quantica de cavidade (CQED) Sanders et al. (2003), ou-
tra que usa atomos aprisionados em redes Gpticas W.Diir et al. (2002); Eckert
et al. (2005), outra que é feita usando-se ressonancia magnética nuclear (NMR)
em substratos sélidos Berman et al. (2003); Du et al. (2003) e hd as que usam
fétons polarizados e dptica linear Zhao et al. (2002); Knill et al. (2001). Também
foi mostrado que o caminho quantico pode ser simulado usando ondas cldssicas ao
invés de ondas de matéria Knight et al. (2003); Jeong et al. (2004). H&a também
uma proposta usando um computador quantico de armadilhas de ions Travaglione
e Milburn (2002). Para que seja possivel implementar o caminhante quantico, é
necessario que tenhamos um processador quantico que trabalhe de forma coerente
com alguns gbits por um tempo suficiente para que possamos evoluir o camonho
por varios passos. Com a tecnologia atual, implementar essas iteracoes, ainda
nao é uma tarefa facil, mas, até o momento, nao ha nenhum fato que as impossi-
bilite. Das muitas propostas citadas para a implementacao do caminho quantico,
recentemente uma foi executada usando ressonancia magnética nuclear em um pro-
cessador de informagao quantica (QIP) os autores conseguiram evoluir o caminho
por até oito passos havendo total acordo com a teoria Ryan et al. (2005). Em
sistemas de ressonancia magnética nuclear no estado liquido Feldman et al. (1998);
Pawstawski et al. (1996), ja foram feitas muitas observacgoes de ondas de spins
Madi et al. (1997). H4 uma outra implementacao completa usando-se excitagoes
de lasers de um tnico elétron em um ponto quantico Manouchehri e Wang (2006).
E finalmente Do et al. (2005) que implementaram experimentalmente a evolugao

do caminhante quantico usando técnicas de 6ptica linear.



Em setembro de 2002 a revista Physics World Crease (2002) divulgou o re-
sultado de uma enquete realizada entre seus leitores sobre qual seria o mais belo
experimento da fisica. O primeiro e o quinto experimento mais citados represen-
tam as diferentes circunstancias do mesmo experimento, a saber, do experimento
da dupla fenda de Young. Experimento esse que é um marco na histéria e tam-
bém nos fundamentos da Fisica. Pois Sir Isaac Newton (1642-1727) defendia a
hipotese de que a luz era constituida de corpusculos. Os principais fenomenos
6ticos da época (reflexdo e refracao) podiam ser explicados com o uso da teoria
corpuscular. Entretanto, este modelo corpuscular era combatido por Christiaan
Huygens (1629-1695), que defendia a teoria ondulatéria. No entanto, a autoridade
cientifica de Newton fez prevalecer sua teoria por mais de um século. Por volta de
1801, uma bela experiéncia realizada por Thomas Young (1773-1829) resolveu a
questao favoravelmente a Huygens. A experiéncia de Young provou que a luz era
uma onda, porque os fenomenos da difracao e da interferéncia, por ele descobertos,
eram caracteristicas exclusivamente ondulatérias P.Feynman et al. (1969); Halliday
e Resnick (1991). Sem sombra de duvidas, esses fatos sao fortes argumentos que
nos motivaram a investigar o comportamento dos caminhantes quanticos passando
por uma ou duas fendas. Ha interesse em saber como os caminhantes quanticos
irao se comportar. Se terao comportamento similar ao da luz quando passarem por
uma ou duas fendas ou nao. Sendo assim investigamos, pela primeira vez na lite-
ratura, o comportamento de caminhantes quanticos ao passarem por uma ou duas
fendas e observamos que eles, de fato, apresentam os fenomenos de interferéncia e
difracao.

Nosso trabalho insere-se no contexto de modelagem computacional uma vez
que que esta area trata basicamente da simulagao de solugoes para problemas ci-
entificos, analisando os fenomenos, desenvolvendo modelos matematicos para sua
descricao e compreensao, e elaborando coédigos computacionais para obtencao de
solugoes para estes problemas. Aqui nds analisamos o modelo do caminho quantico

em uma e duas dimensoes sob diversos aspectos. Em todos os casos partimos das



equacoes de evolucao para este modelo e avancamos em sua modelagem através
da técnica de ligagoes interrompidas principalmente na parte de simulagao compu-
tacional desses sistemas onde encontramos resultados novos Oliveira et al. (2006,
2007) . Nossos programas foram construidos em linguagem Fortran para simular-
mos numericamente a evolucao temporal das diversas grandezas do sistema. Para
facilitar a compreensao e visualizagao dos resultados geramos intimeros graficos
usando o Gnuplot e algumas vezes para melhor observarmos a evolucao temporal
do caminhante quantico no plano criamos animacoes no Maple a partir dos dados
gerados pela simulacao numérica.

No capitulo 2 apresentamos o primeiro modelo de caminho aleatério quan-
tico discreto no tempo, a formalizacao do caminho discreto em uma reta infinita de
forma geral, depois particularizamos para o caminho de Hadamard. Apresentamos
uma variacao na reta onde consideramos que a particula em cada passo também
pode permanecer na posicao que se encontra. E por ultimo discutimos o compor-
tamento dos caminhantes quanticos na presenca de algum tipo de descoeréncia .
No capitulo 3 apresentamos nossas contribuicoes originais para o desenvolvimento
do formalismo geral para o tratamento de caminhos quanticos no plano e damos
idéias de sua generalizacao para dimensoes maiores. Usamos esse ferramental para
analisar o caminho no plano infinito, e em outras geometrias. Analisamos de-
talhadamente o caso em que ha descoeréncia do tipo de ligacoes interrompidas
no plano. E finalmente analisamos, pela primeira vez na literatura, o comporta-
mento do caminhante quantico passando por uma e por duas fendas. No apéndice
A apresentamos uma pequena revisao da analise dos caminhos aleatérios classicos
até obtermos o comportamento de sua distribuicao de probabilidade e de seu desvio

padrao para podermos comparar com o caso quantico.
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Capitulo 2
Caminhos Quanticos Unidimensionais

2.1 O Caminho Aleatério Quantico

Como motivacao e para ilustrar vamos iniciar apresentando um exemplo de
caminhos aleatorios quanticos. Este exemplo de 1993 ¢ tido como sendo o trabalho
precursor na area e é devido a trés pesquisadores Y.Aharonov, L. Davidovich e N.
Zagury: Aharonov et al. (1993). E neste trabalho que pela primeira vez ¢ usado o
termo “caminho aleatorio quantico” como sendo a versao quantica para o caminho
aleatério cléssico.

Como foi visto, no caminho aleatério classico sua descricao é definida em
funcao das probabilidades de a particula dar um passo de comprimento [ para
a direita ou para a esquerda. Ja no caminho aleatorio quantico a descricao é
feita usando-se as amplitudes de probabilidades. Imagine uma particula de spin
1/2 que tem seu movimento limitado em uma dimensao - uma reta, por exemplo.
Esta particula estd no espago de Hilbert H = Hy ® H,,, onde Hsy € o espaco da
componente de spin e Hs, 0 espago posicao na reta infinita. A decisao de para
qual direcao, direita ou esquerda, a particula vai se mover fica a cargo da sua
componente de spin. A posicao da particula serd descrita pelo pacote de onda
|¢,). Dizemos que a funcao (x[¢),,) é um pacote de ondas centrado em ;. Seja

P o operador momento e S, o operador da componente de spin z da particula. O
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operador unitario que promove translacao de comprimento [ é representado por

U, = exp (_thl) , (2.1)

tal que Ujfthyy) = |go). E =22 h =2 6,620693 x 10731]. s. Os autoestados

do operador S, serao denotados pelos vetores |0) e |1). Onde, da notacao usual de

computacao quantica,
|0) = e |1)= ) (2.2)

Tem-se, portanto, que S.[0) = 2]0) e S.[1) = —2|1). Uma particula de spin 1/2

geralmente é descrita por um vetor (vetor de estado), do tipo

[¥) = (ar|0) + a|1) ® [¢ha), (2.3)

onde |¢,) é a componente da posi¢ao da particula, |0) e |1) s@o as suas componentes
de spin z e ay,a_ escalares tais que |ay|? + |a_|* = 1. Esta dltima restri¢ao
garante que o o vetor de estado da particula seja normalizado com norma um, isto
é, || [0)]| = /(@¥]¥) = 1. O produto tensorial representado por ® é o usual em
Computacao Quantica e evidencia a separacao entre os dois graus de liberdade
da particula, posicao e spin. Uma vez conhecida esta estrutura tensorial omitirei
daqui em diante o simbolo ®, a fim de nao carregar a notacao.

O operador evolucao temporal correspondente a uma translacao de compri-

mento [ do sistema todo é o operador unitario

(2.4)

_iS.p
U =exp (M)

h

Este operador U faz com que a particula sofra uma translacao condicionada a
sua componente de spin. Por exemplo, se o estado da particula é |0)|),,) apds

aplicarmos U teremos o estado |0)|1),,+;) , ou seja, a particula tera sido deslocada
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[ para a direita. Enquanto, que se estiver no estado |1)|,,) serd deslocada [ para
a esquerda e seu estado serd |1)|1),,_;). Para observarmos comportamentos mais
interessantes devemos explorar os casos em que a particula esteja em um estado

de superposicao com suas componentes de spin.

[%0) = (4 |0) + a[1))[¢ha)- (2.5)

Aplicando o operador U, induziremos também uma superposicao das posigoes

Ultho) = ay[0) [thzgr) + 1) [theg 1), (2.6)

Podemos ver que essa dinamica gera uma forte correlagao entre os dois estados
possiveis de spin e as direcoes. Se neste instante decidirmos medir o spin da
particula na base formada pelos autoestados de S,, obteremos que a particula
estd no estado |0)|t,4+1) , ou seja, localizada em torno da posicao gy + [ com
probabilidade p, = |ay|*>. E no estado [1)]t, ;) localizada em torno de xg — I
com probabilidade p_ = |a_|?. Logo apds essa medida do spin, portanto com
pleno conhecimento do novo estado da particula, aplicamos novamente o operador
U sobre este novo estado. Repetindo esse procedimento 7' vezes veremos que a
particula foi deslocada em média de uma quantidade (z) = TI(|ay|* — |a_]*) e
o seu desvio quadratico médio, ¢ serd de o = 2|ay||a_|V/TI. Estes resultados
coincidem exatamente com os resultados obtidos pelo caminho aleatério classico
com uma moeda “viciada” cujas probabilidades de “cara”e “coroa” sejam |a, |* e
|a_|? respectivamente. Sendo que no caso quantico o papel da moeda é feito pelo
spin da particula.

A fim de observarmos um comportamento mais interessante facamos a se-
guinte modificacao. Vamos medir a componente de spin z de nossa particula em

uma outra base que nao seja formada pelos autoestados desse operador. Seja esta
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nova base representada por dois vetores ortogonais

0, ¢, +) = cos(0/2)]0) + exp(i¢) sin(0/2)|1) (2.7)

10,6, —) = sin(6/2)|0) — exp(ig) cos(6/2)1), (2.8)

onde ¢ = arg <Z—;) Quando a medida do spin for i/2 o estado da particula serd
|0)|%)20+1) € quando medirmos o estado de spin como sendo —#/2 teremos o seguinte
estado para a particula |1)|¢,,—;) . Entado, o estado da particula imediatamente

apds a medida do spin ser +//2, na nova base, é dado por

[04) = i/%[0s exp(FiPI/h) + ag exp(Fig) tan(0/2) exp(£iPl/h)][ihs,),  (2.9)

onde (4 sao as constantes de normaliza¢ao. E aqui também, como em (2.6), obser-
vamos que a particula estd em um estado de superposicao com as posicoes xg + [.
Se a largura Az do estado inicial |¢,,) é muito maior que o tamanho do passo [,

podemos aproximar
exp(£i PLIR) i) & (1% iP1/R) thsy). (2.10)

Dessa forma podemos estabelecer que o estado da particula apds a medida é

[y) = (1 £ 01+ P/h)[t)y,), onde

ay F az exp(Fio) tan(d/2)

= 2.11
o oy £ az exp(Fig) tan(h/2) . (2.11)
com probabilidades
py = |agcos(0/2) —a_sin(6/2),
p. = |aysin(0/2) + a_cos(6/2). (2.12)

14



Analogamente, podemos ver que se |§l.| for muito menor que Az, também
podemos escrever [¢),) ~ exp(idloP/h)|s,) = Yzgy, - Examinando a Equagdo
(2.11) observamos que com uma escolha conveniente de tan(6/2) tanto dl, como
0l_ podem ser muito maiores que [, porém ainda muito menores que Ax, de modo
que as aproximagcoes permanecam validas. Isto é, para um pacote de ondas inici-
almente largo é possivel portanto ter um deslocamento |4/, | muito menor que o
pacote inicial, mas ainda assim muito maior que [. Se escolhemos , por exemplo,
tan(0/2) = |¢|(14€) com 4= < |¢] < 1. Entdo 6l_ ~ —2l/e onde, | < [0l_| < Aux.
Neste caso, a probabilidade de se detectar o sistema no estado |0, ¢, —) tendo como
12¢2

estado inicial |¢,,) é p— =~ |y a_|?€*. Este é um evento raro, pois com os mesmos

conjuntos de parametros obtemos 01, = (|ay|* — |a_|*)l + O(le) com probabili-
dade p; ~ 1 — |aja_|*¢%. J4 para o deslocamento médio p,dl, + p_dl_ obtemos
(Jay]* = |a—|*)l como no caso sem rotagao e similarmente o desvio padrao também
nao é alterado. Vimos aqui entao que é possivel, sob certas condicoes, aplicarmos
um operador de translagao de comprimento [ em uma dada particula e ainda as-
sim, muito raramente, ela ir muito além da distancia [, o que ¢ algo totalmente
impossivel no caminho aleatoério classico.

Indubitavelmente este é um fato puramente devido ao mundo microscopico.
A mecanica quantica nos permite observar eventos nao observaveis classicamente,
mesmo que estes sejam raros. Foi a partir deste modelo e de seus resultados que
surgiram dois modelos de caminhos quanticos o modelo continuo no tempo e o
modelo discreto. Ambos podem ser vistos como uma generalizacao do fenomeno
aqui apresentado. Nas proximas duas seccoes veremos a esséncia desses modelos, as

suas semelhancas e disparidades, bem como os resultados que tanto os diferenciam

de seus analogos classicos.

2.2 O Modelo Discreto

Vamos agora definir formalmente a nogao do caminho quantico discreto na

reta. A idéia chave por detras do caminho aleatério quantico é iterar o processo, in-
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troduzido na secgao anterior, sem realizar medidas intermediarias dos registradores
da posicao ou moeda.

Seja Hoo, 0 espaco de Hilbert gerado pelas posicoes discretas da particula na
reta. Para uma reta cuja distancia entre as posicoes consecutivas seja 1, o espago
posicao serd gerado por |z) : x € Z. Estes estados fardo o papel da fungao de
onda |1),) apresentada na Sec¢ao 2.1 com o |z) correspondendo a uma particula
localizada na posicao . Nosso modelo descreve a evolucao de um sistema quantico
de acordo com os postulados da mecanica quantica, com transformacoes unitarias
sobre estados do espaco de Hilbert, e a nocao de particula é usada somente para
guiar nossa intuicao.

Em um passeio aleatério classico em uma reta, iniciamos com a particula na
origem e a cada passo essa particula se move pra direita com probabilidade p ou
para a esquerda com probabilidade ¢ =, ou que permanece na posi¢ao atual com
probabilidade 1 — p — gq. E natural imaginar que a versao quantica do passeio seja
um processo quantico com os estados da base |x), tais que x € Z, e a cada passo,

ocorra uma transformacao unitaria

|z) — a_|x — 1) + aglx) + ay|x + 1), (2.13)

ou seja, move-se para a esquerda com uma amplitude de probabilidade |a_|* per-
manecendo no mesmo lugar com probabilidade |ag|? e movendo-se para a direita
com probabilidade |a, [?. Além disso, nosso passeio quantico deveria se comportar
da mesma forma em qualquer lugar, isto é, a_, ag e a; devem ser independentes
de x como acontece no caso classico. Entretanto, esta definicao nao funciona. Pois
para que esta transformacao U definida pela Equagao (2.13) seja unitédria Nielsen

e Chuang (2000),
UUt=1=U'U (2.14)

isto é , devemos ter sempre uma das seguintes condicoes satisfeita.
(1) la-| =1,a0 = a4 =0;
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(2) Jaol = 1La_ = a, =0;
(3) lax| =1,a0 = a_ = 0.

Vemos que essas s@o as trés possibilidades triviais Ambainis (2003b), aquelas em
que a cada passo movem a particula para a esquerda, direita ou que a mesma
permanece no mesmo lugar. Podemos contornar esta monotonia das possibilidades
introduzindo um grau de liberdade adicional chamado de quiralidade ou de estado
“moeda”’ou simplesmente “moeda”.

Seja Hy = {]0),|1)} o espago de Hilbert gerado pelos estados da moeda,
direita e esquerda, que representard o espago de spin 1/2 da particula. O nosso
espaco de estados quantico total sera o produto tensorial desses dois espacos, moeda
e posicao. Cada estado quantico, {|j)|z) € Hs ® Hs}, representa uma particula
na posicao x com a moeda na direcao j.

Seja o estado unitdrio genérico de um caminho quantico discreto na reta, no

instante de tempo ¢, definido por

1 00

WD) = Y Ana(®)li)a), (2.15)

7=0 x=—00

CO11

DD AP =1, (2.16)

7=0 x=—00
uma vez que os vetores de estado estao sempre com norma 1. A translacao condi-

cional do sistema pode ser descrita pelo seguinte operador unitario
S =Y il e e+ (=1 ), (2.17)
7,z

Onde vemos que se 7 = 0 a particula se move para a direita, enquanto que se j = 1
ela vai para a esquerda, com o estado da moeda permanecendo inalterado.
A primeira agao para se iniciar o caminho classico é o lancamento da mo-

eda, aqui em analogia, faremos uma rotagao no espaco moeda. Essa rotacao sera
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representada pelo operador unitario moeda genérico de ordem 2 x 2,

1
C =3 Culj)kl. (2.18)
4,k=0
Como C'é um operador unitario temos que Z;:O |Cjk]? = 1eque C5,Coy + C5yCr1 = 0.
Esta rotagao é uma operagao muito arbitraria e a partir dela pode-se definir
uma rica variedade de caminhos com certos comportamentos distintos apenas
modificando-se a matriz C'. A tnica exigéncia em relagao ela é que a mesma
gere um caminho nao viciado. Por caminho nao viciado entende-se aquele em que
o caminhante nao faz qualquer distin¢cao entre as duas metades da reta dado sua
posicao inicial, ou seja, se apdés um unico passo efetuarmos a medida da moeda
encontraremos a distribuicao de probabilidade classica, isto é, com probabilidade
1/2 de estar um passo a direita ou a esquerda. Qualquer outro tipo de caminho
viciado fard com que a particula se mova em uma tnica direcao com probabilidade
1 em todos os passos. O operador evolucao para um passo do caminho é entao
dado por:
U=So(C®I), (2.19)

onde S é o operador translagao, I a matriz identidade que atua no espaco posicao
e C' o operador moeda. De acordo com os postulados da mecanica quantica temos
que

[W(t+1)) = Ulp(t)) = U[3(0)), (2.20)

onde [1(0)) é estado no instante inicial. Aplicando o operador evolugdo U no

estado (2.15) obtemos

1
Aj;x(t + 1) = Z CjkAk;xf(fl)j (t)7 (221)
k=0

que é a expressao genérica, para qualquer operador moeda, para os coeficientes A;. ,
do estado [¢(t + 1)) de um passo para o caminho quantico na reta. Se quisermos

que a particula fique confinada a uma reta semi-infinita, uma reta finita, ou um
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circulo basta que coloquemos as condigoes de contorno apropriadas para o espaco
posicao. Temos entao uma expressao geral para a evolugao temporal do caminho

dada por:

P(t+1)) Z Z ZCJkAk a— (=17 (1)]7)]) (2.22)

r=—007j=0 k=0
Também obtivemos a expressao para U, onde UT = (U*)T| ou seja a matriz

transposta conjugada de U. Temos entdo UT = (CT @ I) o ST com

Z k) (2.23)

7,k=0

St=2 Il e lo)ie + (=1)). (2.24)

j?x
Como o operador evolucdo U é um operador unitério temos que UUT = UTU =1,

entao temos que

UTU (1)) = [(1)).-

Mas como

Ulp(t)) = [¢(t+1)), (2.25)
logo,
Uly(t +1)) = [ (1)
Aplicando UT no estado (2.15) obtemos:
1
Ajo(t—1) = kz:% Cri Akt (1 (1), (2.26)

Note que na expressdo para a evolugao dagger, Equacao (2.26), além da
modificacao da componente da moeda o termo Ay, .41y (t) também é modificado
diferentemente do que ocorre na Equacao (2.21). A distribuigao de probabilidade

para uma dada posicao = da reta em um dado instante de tempo ¢ é entao dada
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por

Po(t) = Y| Aja(D). (2.27)

A variancia para uma distribuicao de probabilidade é dada por
o?(t) = Ma(t) — M;(t), (2.28)
onde

Mi(t) =) xPy(t),
My(t) =Y " a”Py(t). (2.29)

2.2.1 O caminho de Hadamard

Na seccao anterior tratamos o caminho quantico na reta de maneira geral
considerando um operador de translacao padrao e o operador moeda C' genérico.
Vamos agora particularizar para o estudo do caminho de Hadamard. Foi mostrado
por Nayak e Vishwanath (2000) que para o caso em uma dimensdo é suficiente
estudar somente a evolucao com a moeda de Hadamard pois ele apresenta todas as
principais caracteristicas do caminho quantico. Além disso, podemos obter a partir
dele, com a condicao inicial escolhida apropriadamente, as mesmas distribuicoes

de probabilidade geradas pelas outras moedas. Seja
H=— : (2.30)

Podemos ver que essa moeda é nao viciada aplicando o operador evolugao U uma

unica vez num estado inicial qualquer. Seja o estado inicial |¢/(0)) = [0)]0), ou
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seja, uma particula na origem com moeda 0. Temos, entao

U(0) = (H o Djb(0)) (2.31)
1
So(HODWO) = So(Z=(0)+1)©[0)
S(—(0)+ 1) @[0) = —=(0)@ 1)+ 1) & | - 1)).

V2 V2

Medindo a moeda na base padrao encontramos cada uma das duas possibilidades
|0)|1) ou |1)| — 1) com probabilidade 1/2. Vemos que apds essa medida as posigoes
nao estao mais correlacionadas. Se iterarmos o processo com uma medida da moeda
apos cada aplicagao do operador U nds obteremos exatamente o caminho aleatério
classico na reta.

Obviamente se quisermos aproveitar as correlagoes quanticas nao devemos
ficar fazendo medidas intermediarias entre cada iteracao. Entao escolheremos um
estado inicial [1(0)), aplicaremos t vezes o operador U e s6 depois faremos uma
medida qualquer deixando assim que as correlacoes quanticas entre as diferentes
posicoes interfiram entre si nos passos subseqiientes. Essa interferéncia ira gerar
um comportamento totalmente diferente para o caminho quantico. A distribuicao
de probabilidade limite deixara de ser a distribuicao Gaussiana e o desvio padrao
sera totalmente balistico, isto é, a variancia do caminho cresce quadraticamente
com o numero de passos, contrastando com o padrao difusivo do caminho clédssico
em que a variancia cresce linearmente com o nimero de passos. Essas diferencas ja
comecam a aparecer logo nos primeiros passos. Consideremos apenas trés passos

do caminho de Hadamard partindo do estado inicial [¢(0)) = [1) ® |0)

(H®I) 1 (s) 1

o) “ (=00 10) 1D ©10) = —=(0) @1 - 1) & |-1)
L oy 12— (0) - 1) @0y + 1) @ |-2))
Lo LR+ e n+0)e|-1)

2v2
—2|1) @ |-1) — [1) ® |-3)). (2.32)
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O resultado dos dois primeiros passos ¢ muito parecido com o caminho classico.
Se apds o segundo passo tivéssemos medido o estado, encontrariamos xr = —2 e
x = 2 com probabilidade 1/4 e z = 0 com probabilidade 1/2. Este é exatamento
o resultado classico. Ja o terceiro passo é diferente e observamos que vamos para
a esquerda com x = —1 com probabilidade 5/8 enquanto que para a direita z = 1
com probabilidade 1/8 enquanto no caso cldssico ambas as posi¢oes seriam ocupa-
das com probabilidade 3/8. Este ja é um resultado devido & interferéncia quantica
que torna-se ainda mais evidente a medida que consideramos mais iteracoes. Na fi-
gura 2.1 temos a distribuicao de probabilidade apds ¢t = 100 passos para o caminho
de Hadamard na reta com estado inicial|¢)(0)) = |1) ® |0). Note que o padrao de
interferencia desse caminhante é extremamente mais complexo que a distribuigao
Gaussiana obtida no caso classico. Podemos observar claramente uma distribuicao
com dois picos e um comportamento quase uniforme em torno da origem. As solu-
¢Oes para o caminho quantico sempre apresentam um padrao de paridade Ambainis
et al. (2001). Se uma determinada posigao tem probabilidade nao nula num dado
passo, as suas duas posigoes vizinhas tem probabilidade nula e vice versa. Sendo
assim em todas as nossas figuras sé consideraremos as posigoes que apresentam
probabilidade diferente de zero.

Observa-se também que essa distribuicao é assimétrica tendendo para a es-
querda, embora a moeda de Hadamard nao seja tendenciosa. Essa tendéncia apa-
rece pois a amplitude de ir para a direita é % enquanto que a de ir para a esquerda
é —%. Intuitivamente percebemos que esse sinal ird acarretar em mais cancela-
mentos nos caminhos indo para a direita causando interferéncia destrutiva. Esta
assimetria da distribuicao ¢ bem conhecida e pode ser contornada de pelos menos
duas maneiras distintas. Se escolhemos como estado inicial [¢(0)) = |0) ® |0) e
deixamos o caminho evoluir por alguns passos observamos que a distribuicao da
Figura 2.2 tende para a direita de maneira exatamente oposta a anterior. Para
obtermos uma distribuicao simétrica, podemos usar um estado inicial que seja a

superposicao dessas duas condigoes iniciais desde que elas nao se interfiram, atu-
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Figura 2.1: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico de Hadamard apds
100 passos e estado inicial [1(0)) = |1) ® |0), obtido através de simulagdo numé-
rica. Essa distribuicao é assimétrica tendendo para a esquerda. Devido a paridade
da solucao, somente os pontos pares sao mostrados uma vez que nos impares a

probabilidade é nula.
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ando em, por exemplo espacos distintos. Na Figura 2.3 temos um estado inicial,

1

[4(0)) 7

(10) + (1)) @ |0), (2.33)

que leva a uma distribuicao simétrica. Como a moeda de Hadamard nao intro-
duz amplitudes complexas, a parte para a esquerda, puramente real, nao interfere
com a parte para a direita, puramente complexa, e obtemos assim uma distribui-
cao de probabilidade totalmente simétrica. Em Tregenna et al. (2003) os autores

apresentam o seguinte estado inicial
(0)) = <\/O.85]0) - \/0.15\1>) ® |0) (2.34)

para a moeda de Hadamard que também apresenta uma boa simetria como vemos
na Figura 2.4. Neste tltimo caso a simetria da distribuicao se da pela interferéncia
que ocorre entre as posicoes durante todo o percurso, enquanto que no primeiro
caso, o que ocorre é a combinacao das probabilidades das duas componentes que
sao ortogonais. Uma outra forma de obtermos uma distribuicao de probabilidade
simétrica, muito importante para fins de amostragem em bancos de dados, por
exemplo, é nos valermos de outras moedas que sejam mais balanceadas, como
por exemplo a moeda Y que trata as duas direcoes de maneira idéntica. Por
exemplo, usando esta moeda Y com o estado inicial de superposigao real |1)(0)) =

%(!O) + (1)) ® |0) obtém-se uma figura exatamente idéntica a Figura 2.3.

Y = — .' . (2.35)

Podemos observar que todas as figuras apresesentadas nesta seccao apresen-
tam um padrao extremamente complexo, ainda mais se comparadas a distribuicao
Gaussiana obtida pelo caminho clédssico, que é centrada na origem e com decai-
mento exponencial a medida que nos afastamos dela. Este padrao de comporta-

mento é sem duvidas, a assinatura do mundo quantico. E algumas caracteristicas
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Figura 2.2: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico de Hadamard apos
100 passos e estado inicial [1/(0)) = |0) ® |0), obtido através de simulagdo numé-
rica. Essa distribuicao é assimétrica tendendo para a direita. Devido a paridade
da solucao, somente os pontos pares sao mostrados uma vez que nos impares a
probabilidade é nula.
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Figura 2.3: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico de Hadamard apos
100 passos e estado inicial |¢(0)) = %(\O} +1]1)) ® |0), obtido através de simu-
lagao numérica. Aqui observa-se uma distribuicao simétrica. Devido a paridade
da solucao, somente os pontos pares sao mostrados uma vez que nos impares a
probabilidade é nula.

25



0.08

0.07

0.06

0.05

a  0.04

0.03

0.02

0.01

Figura 2.4: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico de Hadamard apos
100 passos e estado inicial [1(0)) = (v/0.85|0) — +/0.15|1)) ® |0), obtido através
de simulacao numeérica. Aqui observa-se uma distribuicao praticamente simétrica.
Devido a paridade da solucao, somente os pontos pares sao mostrados uma vez que

—_—

A

Al

VL

aVA

A

|

-80

-40

nos impares a probabilidade é nula.

26

Y~
-20 0
X

20

40

60

80




Caminho Classico Caminho Quantico

1.Inicie sua particula na origem: x =0 1.Inicie sua particula na origem: x =0

2.Lance a moeda 2.Lance a moeda quantica C'
(0)®x)+[1)®]x))

- el — (9)®] @I1>®\ )

Coroa C|ll) ® Im) — S R

3.Mova a particula uma posicao para esquerda 3.Mova a particula uma posicao para esquerda
ou direita de acordo com o resultado da moeda ou direita de acordo com o resultado da moeda

Cara:z—xz+1 S|0) ® |z) — |0) ® |x + 1)

Coroa: © — x — 1 S|1) @ |z) — |0) ® |z — 1)

4.Repetir t vezes os passos 2 e 3 4.Repetir t vezes os passos 2 e 3

5.Medir a posicao da particula —t <z <t 5.Medir a posicao da particula —t <z <t
6.Repetir os passos de 1 a 5 muitas vezes 6.Repetir os passos de 1 a 5 muitas vezes

Distribuicdo de probabilidade binomial ¢ = v/t Distribuicdo de probabilidade intrincada o ~ t

Tabela 2.1: Esquema comparativo do caminho aleatorio classico versus sua versao
quantica.

podem ser notadas. A distribuicao de probabilidade para o caminhante quantico
se espalha no intervalo [\_/—%, %] de maneira bem uniforme , ou seja, ele espalha-se
linearmente com o tempo, quadraticamente mais rapido que o caminho aleatério
classico. Como foi visto, o caminho aleatério cldssico possui variancia o? = t
enquanto que o caminho quantico tem variancia o? ~ t2.

Nesta seccao apresentamos os principais resultados numéricos do caminho
quantico de Hadamard na reta, que estao de acordo com a solucao analitica as-
sintdtica aproximada obtida por Ambainis et al. (2001) e Nayak e Vishwanath
(2000). Vimos que para o caminho quantico em uma dimensao é suficiente estudar
a evolucao com a moeda de Hadamard e que a particula apresenta um comporta-
mento balistico. Na Figura 2.6 comparamos o comportamento da distribuicao de
probabilidade classica com a distribuicao quantica com a moeda de Hadamard e
observamos claramente que no caso classico a particula se concentra em torno da
origem e espalha bem mais lentamente que o caso quantico com sua distribuicao de
probabilidade complexa. Outro fato que os diferencia é que para o caso classico nao
viciado sempre temos uma distribuicao de probabilidade simétrica enquanto que no

caso quantico as distribuigoes de probabilidade nao sao necessariamente simétricas

mostrando que os estados iniciais podem afetar bastante o comportamento do caso
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quantico.

2.3 O Caminho Quantico com 3 Possibilidades

Nesta seccao apresentamos o comportamento de um caminho quantico com
trés possibilidades, em que a particula se move em superposicao para a direita,
para a esquerda e além disso pode permanecer na posicao em que se encontra.
Em Inui et al. (2005), os autores usaram uma moeda com trés possibilidades:
ficar na mesma posicao, ir para a direita e ir para a esquerda. Eles calcularam a
funcao de onda para uma particula partindo da origem com um estado de moeda
genérico e usaram como operador de rotagao a moeda de Grover 3 x 3. os autores
observaram que o aumento de um estado na moeda fez com que a probabilidade
de se encontrar a particula na origem nunca seja nula mesmo no caso de tempo
infinito, exceto para alguns estados iniciais particulares. Ja em Andraca et al.
(2004) os autores usam uma moeda com estados iniciais emaranhados com dois
gbits (quatro possibilidades), onde a translacao para a direita e ou para esquerda
s6 ocorre quando a moeda os estados da moeda sao |00) ou |11) respectivamente,
enquanto que para os outros estados |01) ou |10) a particula ndo se move. Estes
autores também concluiram que dessa forma é possivel encontrar a particula na
origem com uma probabilidade consideravel. Esta propriedade pode ser muito til
para futuras aplicacoes do caminho quantico, como por exemplo, na construgao
de algoritmos em que seja necessario amostrar sobre um conjunto de possiveis
solugoes de um problema Shenvi et al. (2003). Em nosso trabalho usamos o espago
moeda com trés possibilidades com as moedas de Grover e Fourier e obtemos
numericamente o comportamento da distribuicao de probabilidade e do desvio
padrao destes caminhos e comparamos com os resultados citados acima e também
com o caso classico.

Nosso correspondente fisico é uma particula de spin 1 que se move em uma
reta. Seja Hs = {|0),|1),| — 1)} o espago de Hilbert gerado pelos trés estados da

moeda: permanecer, direita e esquerda. E seja H., o espago de Hilbert gerado
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pelas posicoes da particula na reta. Para uma reta cujo espacamento da rede seja
1 0 espago posigao sera gerado por |z) : € Z. O nosso sistema quantico total serd
o produto tensorial desses dois espacos, moeda e posicao. Cada estado quantico
|7)|z) € Hs ® Ho representa uma particula na posi¢ao x com a moeda na dire¢ao
j. O estado unitario genérico de um caminho quantico discreto na reta, no instante

de tempo t, é definido por

1 o)

W®) = > Ape(Oli)la), (2.36)

j=—1lz=—00

COo11

> AP =1, (2.37)

j=—lz=—00
uma vez que os vetores de estado sao tem norma um. A translacao condicional do

sistema pode ser descrita pelo operador unitario
S = |-1(=1 @z — 1){z[ +[0){0] @ |z)(z| + [1)(1] ® [« + 1){z], (2:38)

onde vemos que se 7 = —1 a particula se move para a esquerda, se j = 0 a
particula permanece na posicao atual x e se j = 1 ela vai para a direita, com o
estado da moeda permanecendo inalterado. O operador moeda C' é uma matriz
de rotacao unitaria 3 x 3. Cada passo da evolucao unitaria é representado pelo
operador U = S o (C ® I). Vimos que o caminho de Hadamard em 1-D tem a
peca fundamental para a compreensao do caminho quantico. Sua generalizagao
para trés possibilidades parece um caminho natural. A generalizacao da moeda de
Hadamard com 3 possibilidades é a moeda de Fourier para d = 3. Assim como a
moeda de Hadamard faz para o caso de uma base com dois estados, a moeda de
Fourier também transforma qualquer um dos estados moeda em uma superposicao

balanceada de todos os estados da base. A moeda de Fourier para o caso da moeda
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com tres possibilidades é dada por

1 6iw e—iw , (239)

. 1 3 , 1
onde e = 3 + z% e e "™ — 3~ 27 sao as raizes cubicas complexas da

unidade. Outra moeda também usada é a de Grover para d = 3. Esta, no entanto,

é uma moeda viciada, uma vez que os estados apods sua aplicagao deixam de ser

equiprovaveis. A moeda de Grover para o caso da moeda com trés possibilidades

¢é dada por
-1 2 2
1
Gy = 3 2 -1 2 |. (2.40)
2 2 —1

Através de simulagao numérica analisamos o comportamento das duas moedas com
trés possibilidades mais usadas, a saber Fourier e Grover, usando duas condic¢oes
iniciais distintas com superposicao na componente da moeda e sempre partindo da
origem: uma ¢é a condicao inicial que no caso 1-D com moeda de Hadamard leva a

uma distribuicao simétrica

1

[4(0)) 7

(I=1) +11) ®0) (2.41)

e a outra condicao inicial é uma superposicao balanceada das tres possibilidades

1

[4(0)) 7

(|-1) +10) + (1)) ® |0). (2.42)

Podemos observar que as duas moedas apresentam comportamento bem distinto:
enquanto a moeda de Grover apresenta simetria e a forte localizagao na origem para
ambas as condigoes iniciais, a moeda de Fourier apresenta uma grande assimetria

e baixa probabilidade de se encontrar o caminhante na origem. Na Figura
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Figura 2.16: Desvio padrao em funcao do niimero de passos, escala log-log, para o
caminho quantico 1-D com 3 possibilidades usando as moedas de Fourier e Grover
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|0) +]1)) ®]0), versus o desvio do caminho cléssico.
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2.7 temos a distribuicao de probabilidade para a moeda de Fourier com a condigao
inicial dada pela equacao (2.41) e na Figura 2.9 com a condicao inicial (2.42) apds
100 passos. A distribuicao nesses dois casos é totalmente assimétrica. Vemos que a
adicao de uma componente extra quebra a simetria da distribuicao, e faz com que
a propriedade de localizacao na origem nao seja mais verificada. Quando usamos
a moeda de Grover na Figura 2.8 com estado inicial (2.41) e na Figura 2.10 com
condigao inicial (2.42) observamos um comportamento altamente simétrico e a pro-
priedade de localizac¢do na origem em sua plenitude com P(0) ~ 0.2 ¢ P(0) ~ 0.35
respectivamente. Embora essas duas caracteristicas sejam semelhantes, observa-
mos que na Figura 2.8 a distribuicao apresenta trés picos, dois nas extremidades
e um na origem, sendo este cerca de 5 vezes maior que aqueles. Contudo, a Fi-
gura 2.10 apresenta praticamente uma distribuicao uniforme em toda a reta com
um unico maximo na origem. O fato de que a probabilidade de se encontrar a
particula na origem ¢ muito maior nesse tipo de moeda do que no caso cléassico,
P(0) =~ 0.0795, e também maior que o caso quantico com moeda de duas possibi-
lidades, P(0) ~ 0.0063, pode significar uma vantagem adicional em aplicagoes que
exijam localizacao como, por exemplo, nos algoritmos de busca de solugoes exatas
e aproximadas Andraca et al. (2004).

A fim de observarmos o comportamento desse sistema para tempos grandes
e compararmos com o resultado analitico assintético evoluimos o caminho até 1000
passos. Nas Figuras 2.11 e 2.13 temos o comportamento para a moeda de Fou-
rier. Para as duas condicoes iniciais estudadas o comportamento é similar ao ja
apresentado para 100 passos, com uma distribuicao de probabilidade assimétrica e
bastante complexa que caracteriza as distribuicoes para o caminho quantico. Nas
Figuras 2.12 e 2.14 usando a moeda de Grover para as mesmas condicoes iniciais
temos os graficos das distribuigoes de probabilidades, observamos que para tempos
maiores o comportamento também apresenta as mesmas caracteristicas que ja se
observa em 100 passos, apesar de termos uma suavizacao da distribuicao com os

trés picos que se torna mais uniforme e portanto mais parecida com a outra dis-
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tribuicao. Também comparamos com a distribuicao de Hadamard com a moeda
de duas possibilidades, na Figura 2.15, e observamos que a maior caracteristica da
inclusao de mais uma possibilidade na moeda para o caminho quantico é o apareci-
mento da forte localizacao na origem. Ha quase uma inversao nas distribuicoes de
probabilidade: enquanto com a moeda de duas possibilidades temos os picos nas
extremidades com P(0) ~ 0.0175 no caso da moeda de trés lados temos o tunico
pico na origem com P(0) > 0.2 para a moeda de Grover. Este comportamento
para t = 1000 esta plenamente de acordo como resultado analitico obtido em Inui
et al. (2005) que assegura a forte localizagao na origem como sendo a principal
caracteristica desse tipo de evolucao com moeda de trés possibilidades.

Na Figura 2.16 apresentamos o grafico em escala log-log para o desvio padrao
para as duas moedas de Fourier e Grover usando as duas condigoes iniciais distintas
(2.41) e (2.42), e ainda comparamos com o desvio padrao classico. A principal
caracteristica, para essas duas condigoes iniciais studadas, é uma certa diminuigao
do desvio padrao. Fato que parece coerente uma vez que o grau de liberdade extra
permite a particula também ficar na posicao em que ela se encontra diminuindo
assim o seu espalhamento pela reta. para a condicao inicial utilizada, a moeda de
Fourier apresenta o maior desvio desvio padrao . Um outro fato diferenciador é
que no caso do caminho de Hadamard o caso classico e quantico coincidem até o
terceiro passo entretanto no caminho com a moeda de trés possibilidades nao ha
mais essa coincidéncia e as evolucoes sao ja comecam bem distintas e no decorrer do
caminho até chegam a coincidir em um dado ponto, mas de forma muito diferente
do caso com duas possibilidades.

Podemos concluir que para as moedas e condicoes iniciais analisadas os ca-
minhos quanticos com trés possibilidades apresentam comportamento muito simi-
lar ao comportamento do caminhante de Hadamard com duas possibilidades. O
comportamento da distribuicao de probabilidade e do desvio padrao ¢é altamente
dependente da moeda e da condigao inicial. A tnica diferenca marcante que nao

é observada no caminho de Hadamard é que a particula partindo da origem se
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divide em trés partes em superposi¢ao. Sendo que duas partes seguem para as
extremidades da reta enquanto que a outra tende a permanecer na origem com

grande probabilidade.

2.4 Descoeréncia em Caminhos Quanticos

Todo esforco para se implementar experimentalmente o caminho quantico
sempre esbarrara no obstdculo da descoeréncia, devido aos ruidos ou as imperfei-
¢oes do sistema fisico que o contém, fazendo deste problema um tépico fundamental
no estudo dos caminhos quanticos. Portanto o estudo da descoeréncia em caminho
quanticos tem sido considerado por diversos autores e muitos resultados analiti-
cos e numéricos tem sido estabelecidos. Em geral pode-se dizer que o caminhante
quantico é bem sensivel a descoeréncia e uma vez que ela se instala no processo
fatalmente, mesmo que apds muitos passos, o sistema deixara de ter o comporta-
mento balistico da variancia e tera o comportamento classico difusivo.

A diferenca crucial entre o caminho quantico e o caminho classico é a coerén-
cia quantica presente somente no primeiro. Entao uma transicao do caso quantico
para o caso classico tem que de alguma forma acabar com essas coeréncias. Foi
visto na seccao 2.1 que se efetuarmos medidas intermediarias, da moeda ou da
posicao, entre cada passo o caminho se torna classico.

Podemos sofisticar um pouco e imaginarmos um meio continuo de intercalar entre
nao medir e ter o caso quantico e medir e ter o caso classico e estudar a transicao ao
longo desse caminho. Podemos sé medir alguma grandeza, posicao ou moeda, com
uma certa probabilidade p,,.q a cada passo, correspondendo ao caso puramente
quantico quando p,,.q = 0 e o caso classico quando p,,.q = 1. Baseados nessa
idéia Kendon e Tregenna Kendon e Tregenna (2003, 2002a,b) analisaram numerica
e analiticamente a transicao do caso quantico para o classico para o caminho na
reta, no ciclo e no hipercubo com descoeréncia na moeda na posi¢ao ou em ambos.
E analiticamente em Brun et al. (2003b,a); Konno (2005a); Romanelli et al. (2004),

temos o estudo para o caminho na reta com descoeréncia no espaco moeda.

40



O principal resultado desses trabalhos é que o comportamento classico se ins-
tala a medida que aumentamos a descoeréncia. Ao se olhar para o comportamento
da variancia do caminho temos um excelente indicador pois para o caso puramente

2 ~ T?, enquanto que no caso cldssico temos 02 = T. Para o

quantico temos o
caso em que temos descoeréncia na moeda a variancia do caminho foi calculada
em funcao da probabilidade de medida p,,.q € foi encontrado que para valores bem
pequenos de p, ppmeq =~ 0, € T'>> 1/ppmeq & variancia jé se torna linear. Para o caso
de descoeréncia na moeda e ou na posicao o resultado se confirma para p,,eq > %,
onde T' é o nimero de passos do caminho. O comportamento do sistema ja se torna
essencialmente classico. O comportamento da variancia vai mudando gradualmente
de crescimento quadratico para o crescimento linear.

Apesar desses resultados, Kendon e Tregenna Kendon e Tregenna (2003)
mostraram que um pouco de descoeréncia pode melhorar tanto a convergéncia do
caminho para uma distribuicao uniforme na reta bem como ter um mizing time
mais rdpido no caso do ciclo e até a ter um tempo de alcance! mais confidvel para
o caminho quantico no hipercubo. Para pequenos valores de p,,.q < %, sob certas
condigoes, o caminho ainda pode ser considerado quantico e assim obtermos tais
vantagens. Este é um resultado curioso pois torna o caminho quantico descorente
melhor que o coerente.

Brun et al.Brun et al. (2003b,d) analisaram ainda um outro tipo de transi-
¢ao do caminho quantico para o classico, escolhendo um novo espaco de Hilbert
para a rotagao da moeda a cada iteracao. Isto faz com que as coeréncias na mo-
eda desaparecam pois os estados da moeda nao interferem entre si e portanto o
seu comportamento torna-se classico. Uma forma de ir do caso quantico para o
classico seria usar uma moeda diferente somente algumas vezes; um caminho que
alterne entre duas moedas distintas ainda pode ser visto como quantico, ja um
caminho com trés moedas diferentes se torna um pouco mais classico, dessa forma

um caminho em que o nimero de moedas distintas seja préximo do nimero de

! Hitting Time
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passos seria classico. Usando esse critério de troca de moedas o comportamento da
variancia se torna mais robusto pois ela permanece quadratica para muitos moedas
distintas, tornando-se linear apenas no limite em que usa-se uma moeda diferente
para cada passo.

Na tentativa de obter-se o caso classico a partir do caso quantico Mackay et al.
(2002) introduziram um fase extra na moeda, escolhida aleatoriamente no intervalo
[0,27) a cada passo do caminho e observaram que a distribuigao resultante tem o
comportamento da variancia comparavel com o do caso classico, mas que o caminho
ainda exibe fortes efeitos de interferéncia. Entretanto, tomando a média sobre
muitas tentativas a distribuicao converge rapidamente para a distribuicao classica
binomial. Nesta mesma linha Ribeiro et al. Ribeiro et al. (2004) experimentaram
usar diferentes tipos de moedas aplicadas ao longo de trés tipos de seqiiéncias,
periodicas, quase periddicas e aleatérias. Eles observaram que para seqiiéncias
periodicas usando duas moedas distintas o comportamento do caminho mesmo
para tempos longos ainda é balistico embora apresente uma estrutura muito mais
complexa. Para seqiiéncias quase periddicas o comportamento mostrou ser sub-
balistico, ou seja, intermediario entre o caso quantico e o caso classico atingido
quando as moedas eram escolhidas aleatoriamente. De forma analitica, N.Konno
Konno (2005b) provou que essa transi¢do do caminho quantico para o caminho
classico, através da introducao de flutuacoes aleatérias no operador de evolugao
Ribeiro et al. (2004); Shapira et al. do sistema, sempre ocorre.

H& ainda muito o que se compreender sobre descoeréncia em caminhos quan-
ticos. Na proxima seccao trataremos de um tipo particular de descoeréncia a

chamada descoeréncia unitaria devida a ligagoes interrompidas.

24.1 Ligacoes Interrompidas

Como vimos na seccao anterior o problema da descoeréncia em caminhos
quanticos vem sendo estudado de muitas formas e por muitos autores. Nesta

seccao trataremos de um tipo de descoeréncia um pouco diferente. A chamada
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descoeréncia unitaria por ligacoes interrompidas que consiste basicamente em um
ruido unitario produzido pela quebra de maneira aleatéria de uma das ligacoes
que conecta as posicoes vizinhas em uma rede. No caso da particula que se move
em uma reta, a cada passo ela pode se mover para uma posicao a sua direita e
também pode se mover para uma posicao a sua esquerda. Agora imagine que
num dado instante, por exemplo, a ligacao que leva essa particula para a direita
seja interrompida. Neste passo, entao, a particula nao poderda se mover para a
direita. Logo ela s6 ird avancar para a esquerda e a fim de que o processo se torne
unitario a parte que ia neste instante para a direita permanece na posicao atual.
Como a evolugao temporal de um caminho quantico consiste em se iterar varias
vezes 0 processo rotacao da moeda seguido da translacao sem efetuarmos medidas
intermediarias, é natural imaginar que esse processo de se romper as ligacoes seja
repetido por muitas vezes e que a cada passo possa ter qualquer uma das ligacoes
rompidas ou até mesmo as duas em um mesmo instante de maneira aleatéria. Este
tipo de descoeréncia pode ser muito relevante em realizagoes experimentais de
computadores quanticos baseados em cadeias de spins 1/2 de Ising como abordado
em Berman et al. (2003). Este modelo de descoeréncia foi inicialmente proposto e
analisado por Romanelli et al.Romanelli et al. (2005).

Vamos agora analisar a evolucao do caminho quantico no caso em que, no
instante t, a posicao x da reta pode ter uma ou ambas das suas ligacoes com as
posicoes vizinhas rompidas.

Definimos entao a funcao

(—1)7, se a ligagao para a posicao = + (—1)7 estd fechada,
£(j; 2) = (2.43)

0, se a ligagao para a posicao = + (—1)7 esté aberta,

onde j pode ser 0, para a ligacao a direita, ou 1, para a ligacdo a esquerda da
posicao x. Na Figura 2.17 apresentamos todos os quatro casos possiveis. Pela
simetria da reta temos que se L£(j; z) = 0 entdao L£(1 — j; = + (=1)7) = 0, ou

seja, se estamos na posicao x e sua ligacao para a posicao a direita estd quebrada
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L(1,x)=-1 . o o L(0,x)=1
r—1 T r+1

L(1,x) =0 . o o L(0,x)=1
r—1 T z+1

L(1,x)=-1 ° ° o L(0,x)=0
r—1 x r+1

L(1,x) =0 ° ° o L(0,x)=0
z—1 x rz+1

Figura 2.17: Todos os casos possiveis de ligacoes interrompidas para uma dada
posicao x e os valores correspondentes da ligagao £(j,x). No primeiro caso nao ha
ligagoes rompidas, no segundo a ligacao para a direita foi rompida, no terceiro a
ligacao para a esquerda foi quebrada e por 1ltimo, o caso em que ambas as ligacoes
estao quebradas.
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entao a ligacao para a esquerda da posicao x + 1 também estd, uma vez que ambas
representam a mesma ligagao. Chamamos essa fato de continuidade das ligacoes.
O operador translacao S também precisa ser modificado para incluir a possivel

quebra das ligacoes sendo entao dado por:

1 o'}
S= > l1=8) = (D)L = G5 o+ (1) 6] (k] © 2 + (1) 8;4) (2]
7,k=0z=—00
(2.44)
Aplicando o operador evolugao U = S o (C'® I) com o operador S acima obtemos

a equagao de evolucao para o caso em que as ligacoes podem estar rompidas,

1
Al—j;a:(t + 1) = Z Oj+£(j;x),kAk;x+£(j;x) (t) (245)

k=0

Nao é dificil observar que se nao temos ligacoes interrompidas a Equagao (2.45)
se reduz a Equagao (2.21). Essa tltima equagao é justificada pelo seguinte argu-
mento: Suponha que a ligacao para a direita da posicao x esteja rompida, entao a
componente para a dire¢ao j = 1 na equagao de evolugao (2.21) deve ser alterada.
O argumento é similar para a outra diregao. O fluxo de probabilidade da posicao
x para a posicao x + 1 deve ser desviado para a posicao x uma vez que nao ha
ligacao com a direita. Para calcularmos esse fluxo ndés focamos nossas atencoes
para a posicao = + 1. Calculamos Ay, ,41(t + 1), que é a parte do fluxo que viria
para a posi¢ao x + 1 oriundo da posicdo z, em funcao de A;,,(¢) assumindo que
as ligagoes nao estao rompidas. Este resultado deve ser atribuido a A;.,.(t + 1),
que é a componente da equacao de evolucao que precisa ser modificada devido ao
rompimento da ligacao . A férmula para Ao, (¢t + 1) ndo se altera, uma vez que a
ligacao para a esquerda nao foi interrompida. Portanto, x (em vez de z + 1) deve
aparecer em ambos os lados da equagao para A;.,(t+1). Note também que existe
uma mudanca na linha do operador moeda pois A;.,(t + 1) usa a linha j = 0 de
Cjg. O argumento nao se aplica para A;.,1(t + 1) uma vez que ele recebe o fluxo
da posigao = + 2. O argumento acima mostra que os indices j e z — (—1)7 no lado

direito da Equagao (2.21) devem ser modificados e entao temos a Equacao (2.45).
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Para obtermos a equacio para o operador U’ procedemos de maneira analoga
ao caso sem ligagoes interrompidas obtendo as expressoes para o operador moeda

genérico C'T e o operador

1 [e's}
ST=3" Y [(1=60) = (=D L1 = j; 2+ (=15 0)][k) (G| @ ) (w4 (=1)764]
7,k=0x=—00
(2.46)
e posteriormente aplicando o operador Ut = (CT ® I)ST no estado geral para um

caminhante na reta Equacao (2.15). A expressao para a evolucao “ dagger” é dada

por

[Pt —1)) = U'(t))

o0

= 3OS At - Dl (247)

7=0 z=—00

1 (&%)
= D ) ChA b Lsmar ot (t):

7,k=0x=-—00

Note na Equagao (2.48), que a componente da moeda além de ser transposta
conjugada nao mais depende da fungao L(j; =) deixando a influéncia das ligagoes
toda na parte da componente A.

A evolucao temporal de um caminho quantico com a possibilidade de termos
as ligacoes para as posicoes vizinhas rompidas consiste em se aplicar uma seqiiéncia
de operadores unitarios Uy, que dependem da topologia aleatéria da rede no passo

k, no estado inicial [1/(0)), ou seja,

[(t)) = UpUs—y...UL|1(0)). (2.48)

Esta evolucao é unitaria pois a cada passo o operador U é unitario seja qual for
a forma da reta neste instante, pois a Equacao (2.45) garante a preservagao da
norma de [¢(¢)) na presenca de um ntmero arbitrario de ligacoes interrompidas.
Somente neste sentido este modelo de descoeréncia é similar ao caso de ruido

unitario apresentado em Shapira et al..
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Figura 2.18: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 1-D apds 50 pas-
sos, moeda de Hadamard e estado inicial[2.33] no caso em que p = 0.01 linha
tracejada e para p = 0.
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Para a implementacao do caminho quantico com ligagoes interrompidas usa-
mos o seguinte algoritmo. Para cada iteracao do caminho o estado de cada uma
das ligacoes é definido através de um sorteio. Cada ligacao tém probabilidade p de
se romper em um dado passo, sendo p o tnico parametro desse modelo e o caminho
de Hadamard é totalmente recuperado quando p = 0 Nesta andlise ha interesse no
comportamento de duas grandezas fisicas, a distribui¢ao de probabilidade, (2.27),
do caminhante pela reta em um dado instante de tempo e a evolugao temporal
da variancia do caminho, (A.11). A condigao inicial escolhida para a andlise é
aquela que leva a uma distribuicao simétrica no caso do caminho de Hadamard
coerente (2.33) e também apresenta a maior variancia. Desta forma garantimos
que estamos explorando o caminho da melhor maneira possivel. Devido a presenca
de descoeréncia o comportamento das distribuicoes de probabilidade para p # 0 é
qualitativamente diferente do caminho de Hadamard unitario. Nas Figuras 2.18,
2.19 e 2.20 apresentamos o comportamento da distribuicao de probabilidade do
caminho descoerente com p = 0.01 versus o caminho de Hadamard para trés ins-
tantes distintos de tempo t = 50, t = 100 e ¢ = 1000 respectivamente. Na primeira
figura, os efeitos da presenca de descoeréncia ja comecam a aparecer. A medida
que deixamos o caminho evoluir por mais tempo os efeitos das quebras das ligacoes
tornam-se cada vez mais evidentes e podemos perceber que a distribuicao muda
gradativamente da forma tipica do caminho de Hadamard coerentes para uma ou-
tra caracteristica do caminho classico. Portanto no limite para tempos grandes as
distribuicoes de probabilidade para p # 0 aproximam-se da forma da distribuicao
Gaussiana. Para um ntumero fixo de passos, a largura da Gaussiana diminui a
medida que aumenta-se o valor de p. Para valores de p maiores que 1/2 com a alta
freqiiéncia de ligacoes interrompidas limita o espalhamento da funcao de onda em
uma certa regiao em torno da origem.

Podemos entao associar um tempo caracteristico t. a ocorréncia da transicao
do comportamento quantico do caminho para o comportamento classico. Como

0 Unico parametro do modelo de ligacoes interrompidas é a probabilidade p de
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Figura 2.19: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 1-D apds 100
passos, moeda de Hadamard e estado inicial[2.33] no caso em que p = 0.01 linha
tracejada e para p = 0.
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Figura 2.20: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 1-D apds 1000
passos, moeda de Hadamard e estado inicial[2.33] no caso em que p = 0.01, linha
tracejada, e para p = 0.
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quebra das ligacoes temos que esse tempo caracteristico t. sé pode depender de de
p. De fato, para poucos passos quando ¢ < t., nao ha ocorréncias perturbadoras
para a funcao de onda, inicialmente localizada, e ela se espalha coerentemente em
ambas as dire¢oes com velocidade 1/ v/2 abrangendo o intervalo v/2t em t passos.
O nutmero médio de ligacoes interrompidas por passo aumenta como pv/2t. Pois
conforme o numero de passos aumenta, a particula vai se espalhando na reta e
consequentemente aumentando as chances de termos mais ligacoes interrompidas
. Quando esse numero fica préximo de 1, as perturbacoes comecam a se tornar

relevantes. Este fato ocorre em um tempo de coeréncia

1
C_p\/i

; (2.49)

Para tempos muito grandes, quando t > t., o perfil da distribuicao de pro-
babilidade assemelha-se ao da distribuicao Gaussiana. Essa transicao também é
refletida na variancia da distribuicao como um todo. Para tempos curtos, t < t.,
a variancia cresce da forma quadrética habitual, entretanto para p # 0 a transicao
para o regime de crescimento linear da variancia acontece. Na Figura 2.21 temos
o comportamento da evolucao temporal da varidncia o do caminho quantico de
Hadamard 1-D quando a probabilidade de quebra é p = 0.01, logo t. ~ 70. Pode-
mos observar ainda mais claramente que essa transicao ocorre gradativamente no
tempo no grafico em escala log-log. O coeficiente de difusao para o caso de ligacoes

interrompidas que a perturbacao ocorre em cada passo é dado por

1

5 t—00
Na Figura 2.22 temos o grafico em escala log-log da variancia para varios valores
de p e também para o caso em que p = 0 e para o caso classico. A transicao
do comportamento quantico para classico é bem evidente. A partir desses dados
podemos estimar o coeficiente de difusao do caminho. Na Figura 2.23 apresentamos

os resultados obtidos para o coeficiente de difusao para alguns valores de p e vemos
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log-log.
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que o coeficiente de difusao depende de p de maneira linear,

Dy = K2=P. (2.51)
p

Através de regressao linear obtemos que K ~ 0.40 entao para p ~ 0.44 o coeficiente
de difusao torna-se 1/2, igual ao do caminho aleatdrio cldssico. Para valores de p
ainda maiores as ligacoes sao quebradas com tanta freqiiéncia que o caminhante
fica confinado em uma regiao em torno da origem, o que impede a difusao. Para
valores pequenos de p, onde a freqiiéncia de quebra das ligacoes é baixa o coeficiente
de difusao é maior que o caso classico, indicando que as correlacoes quanticas
persistem. Para caminhos quanticos com descoeréncia nao unitaria esse fato ja
havia sido observado por Brun et al. Brun et al. (2003¢). Como a estimativa para
o coeficiente K advém de resultados numéricos, onde o tempo é finito, ela nao é
exata devido as correlacoes residuais. E como consequéncia depende um pouco das
condicoes iniciais.

O fato do coeficiente de difusao depender do inverso da probabilidade de
quebra das ligagoes também aparece em outros tipo de caminhos quanticos desco-
erentes Brun et al. (2003c); Shapira et al.. Este tipo de dependéncia é atribuida
a persisténcia das correlagoes quanticas. Para sabermos o verdadeiro papel das
correlagoes quanticas no coeficiente de difusao e para investigarmos como acontece
a difusao cldssica em fungao de p consideremos a equagao de evolucao (2.45) no
caminho de Hadamard, para cada um dos quatro casos possiveis em funcao da
probabilidade dada pela Equacao (2.27). Quando num dado passo ¢ na posigao x

nao ha ligacoes rompidas temos
1
P(t+1) = §[Px+1(t) + Po1(t)] + Buo1(t) — Buia(t). (2.52)
Ja quando a ligacao a esquerda da posi¢ao = foi rompida temos

NO| —
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Quando a a ligagao a direita de = esta rompida a equagao torna-se
Pt 1) = 5[Pesa(t) + Pel0)] — Busa(t) = fult). (2.54)
Quando a posicao x esta isolada, ou seja, com ambas as ligacoes rompidas temos
P.(t+ 1) = P.(t) (2.55)

Nestas equagoes tomamos 3, = R[A}, (1) A1.(t)], onde R(z) = 2=, Os termos
B:(t) carregam todos os efeitos das coeréncias quanticas e sao os responsaveis pe-
las diferencas essenciais entre os caminhos classico e quantico. Se assumimos que
as correlacoes quanticas podem ser desconsideradas a contribuicao desses termos
torna-se negligenciavel e a descrigao classica domina a cena Romanelli et al. (2004,
2003). A cada passo e para cada posicao s6 pode ocorrer uma entre as quatro
equagoes (2.52), (2.53), (2.54), (2.55) acima, de acordo com a quantidade de li-
gacoes interrompidas por posicao. Pode-se fazer uma descricao estatistica desse
modelo combinando todas as equagoes acima com os devidos pesos estatisticos.
A probabilidade de que uma dada posicao nao tenha ligacoes quebradas, nem a
esquerda nem a direita, é gy = (1 — p)?. Se temos somente uma ligacao quebrada
a probabilidade é p; = p(1 — p), e a probabilidade de que a posicao estar iso-
lada é @, = p?. Essas probabilidades estao estatisticamente corretas uma vez que
©0 + 201 + p2 = 1. Desconsiderando os termos de interferéncia quantica, a equagao

de evolugao para P,(t) é
Pult+1) = pPu(t) + 51— p) [Praa(t) + Pocs ()] (2.56)

Esta equacgao descreve um processo genuinamente difusivo cujo coeficiente de di-
fusao é

Dy = (1) (2.57)

Esse coeficiente pode ser visto trocando as variaveis da Equacao (2.56) por varidveis
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Figura 2.22: Evolucdo temporal da variancia ¢? para o caminho de Hadamard
simétrico com ligacoes interrompidas com as seguintes probabilidades p = 0.0,
p=0.01, p=0.03, p=0.10, p = 0.20, p = 0.40 e o caso classico em escala log-log.
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Figura 2.23: Coeficiente de difusao em funcao de lp;p, figura a esquerda, e em
funcao de p. Os triangulos sao os dados da simulacao e a linha corresponde a

curva interpolada da Equacao (2.51). Figura extraida de Romanelli et al. (2005).
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de tempo e posicao continuas (¢, z) assim obtemos a equagao classica de difuséo,

orP 1 o?P

—=—(1-p)—=. 2.58
= S(-n) (2.59)
Assim vemos que a versao totalmente classica do modelo com ligacoes interrompi-
das, que nao apresenta correlagoes quanticas, apresenta um coeficiente de difusao
1/2 para p = 0. Ao se iniciar um caminho quéantico com moeda de Hadamard

vemos que o coeficiente de difusao vai diminuindo a medida que a freqiiéncia de

rompimento das ligacoes aumenta. O coeficiente de difusao classico nao depende

17 A . . ~ . . . N
do fator Y=2) como ocorre no caso quantico com ligacoes interrompidas, devido as
p s )

correlagoes quanticas persistentes. Logo o coeficiente de difusao quantico sempre

(1-p)
p

¢ maior que o de seu analogo classico, > %(1 — p), devido a presenga dessas
correlagoes quanticas.

Em suma, quando se introduz descoeréncia no caminho quantico sob a forma
da quebra aleatoria das ligacoes entre as posi¢oes ocorre uma transicao entre o
regime coerente, em que a variancia cresce quadraticamente com o tempo, para o
regime difusivo em que a variancia cresce linearmente com o tempo. Foi obtido
numericamente que o caso coerente apresenta coeficiente de difusao % e os efeitos
coerentes estao limitados a um numero de passos t. = %, ambos dependendo do
inverso da probabilidade de quebra das ligagoes p. E apds esse tempo caracteristico
instala se no sistema um regime difusivo e sua taxa de difusao é maior que a do
caso classico por um fator de 1/p devido as correlagoes quanticas presentes entre
eventos descoerentes consecutivos. Para pequenos valores de p, mesmo para tempos
longos, a evolucao do caminho quantico descoerente é ainda mais rapida que o seu
analogo classico. Em contrapartida, para altas taxas de descoeréncia o papel das

coeréncias quanticas é minimizado e a difusao quantica aproxima-se da taxa de

difusao classica.
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Capitulo 3

Caminhos Quanticos Bidimensionais

O objetivo deste capitulo ¢ introduzir o formalismo para o tratamento do
caminho quantico em duas dimensoes, apresentar a generalizacao do formalismo
de ligagoes interrompidas para o estudo de descoeréncia nesses caminhos bem como

o estudo de outras topologias mais complexas usando esta técnica.

3.1 Caminho Quantico 2-D

O caminho quantico em 1-D vem sendo alvo de intimeros estudos e inclusive
sua solucdo exata assintética aproximada é conhecida N.Konno (2002). Todavia
as versoes para dimensoes maiores apresentam um comportamento bem mais com-
plexo uma vez que existem pelo menos trés tipos diferentes de moedas que geram
resultados distintos independentemente da escolha das condigoes iniciais.

Expandindo o formalismo para o caminho quantico no plano, seja Ho, 0
espago de Hilbert gerado pelas posicoes do plano acessiveis a particula que se move
ao longo das suas diagonais secundaria e principal. Consideraremos uma rede
quadrada, cujas posi¢oes sao |z,y),com x,y € Z e = + y sendo um niimero par.
O espago moeda serd H, constituido de dois g-bits Hy = {|7,k),0 < 5,k < 1}
e Hoo = {|z,y), —00 < z,y < o0}. O estado genérico de um caminho quantico

discreto 2-D é entao definido por

W)= Y Ay )z, y). (3.1)

]7k:0 XT,Yy=—00
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O operador evolugao para um passo do caminho é U = S o (C' ® I) onde

1 1
C= Z Z Cikjrawld, k) (' K| (3.2)

J,k=075",k'=0

é o operador moeda, I é a matriz identidade que atua no espaco posicao, e S é o

operador translacao, dado por

]7k:0 XT,Yy=—00

O caminhante se move ao longo de sua diagonal principal se o valor da moeda é
|0,0) ou |1,1) e ao longo de sua diagonal secundéria se a moeda é |0,1) ou |1,0)

conforme podemos observar na Tabela 3.1. Aplicando o operador evolucao U no

[16) =1, F)[z,y) | S[o) |
|0, 0) |z, v) 10,0)|z + 1,y + 1)
|O,1)\x,y> |0,1>|l’—|—1,y— 1)
|1,0)\x,y> |1,0>|l’—1,y—|—1>

)z, y) ) )

|1,1‘I’,y ‘171‘95_1:9—1

Tabela 3.1: Esquema da translacao do caminho quantico 2-D para uma particula
na posicao |z, y)e com moeda |7, k).

estado geral (3.1) obtemos a expressao genérica para o caso 2-D

W+ =D > Ajgayt + 1)Kz, y), (3.4)

J,k=02x,y=—00

onde

1
Ajray(t+1) = D CipynAj o -1y g1 (£): (3:5)

J'k'=0
A distribuicao de probabilidade para uma dada posicao x,y no plano em um dado

instante de tempo t é entao dada por

Pry(t) = Y [ Ajkay(OF. (3.6)

J,k=0
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A variancia para uma distribuicao de probabilidade é dada por
o?(t) = 0,2 (t) + 0,2 (1), (3.7)

onde

0.2 (t) = Mo (t) — M12,a:(t)7 (3.8)

My o(t) =) aPy(t) e Mo o(t) = 2”Py(t) (3.9)

De maneira analoga ao caso unidimensional também obtivemos as expressoes
para a evolugao U para o caminho quantico no plano. Seja UT = (CT ® I) o ST,

nesse caso

1 1
Ch=23 " > Ciuwald KOG (3.10)

J:k=03",k'=0

ST =3 3 lRGH® e+ (-1 (CDFL (311

k=0 @,y=—00

Logo, aplicando o operador UT em |¢)(t)) tem-se

1
Ajiiay(t —1) = Z O;’,k’;jvaj’ﬂk";$+(—1)j’7y+(—1)’“' (). (3.12)

§K'=0

O caminho quantico no plano foi inicialmente investigado numericamente por
Mackay et al. Mackay et al. (2002). Eles sugeriram uma possivel generalizagao para
duas ou mais dimensoes e concluiram que a escolha da moeda altera o fator que
multiplica o desvio padrao, que é linear no tempo, e apresentaram algumas sime-
trias diferentes para diferentes moedas. Um pouco depois Tregenna et al. Tregenna
et al. (2003) apresentaram um estudo mais sistematico dos efeitos das diferentes
moedas nao viciadas, combinados com os diferentes estados iniciais e observaram
que desvio padrao depende tanto da moeda como também das condi¢oes iniciais
escolhidas. Eles analisaram todas as moedas possiveis para o caminho no plano
que sao matrizes unitarias de dimensao 4 x 4. Considerando apenas moedas nao

viciadas cujas entradas na diagonal principal sejam 1/2 tem-se 640 matrizes unité-
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rias distintas, mas como ainda h& um alto grau de redundancia podemos agrupar
os resultados que diferem entre si por rotacao ou reflexao. Entao das 640 moedas
chega-se a apenas 10 tipos distintos. E as moedas de Hadamard, Grover e Fourier
sao os trés tipos mais usados.

Uma generalizacao natural para o caminho quantico 2-D usando a moeda de
Hadamard é escolher duas moedas de Hadamard, uma para atuar na direcao verti-
cal e outra para a direcao horizontal. Observamos que este caminho simplesmente
produz o padrao de comportamento do caminho de Hadamard em uma dimen-
sao nas duas diregoes gerando uma distribuicao de probabilidade simétrica como
vemos na Figura 3.1, uma vez que a moeda de Hadamard nao mistura as duas
direcoes de maneira alguma. O desvio padrao é o mesmo para todas as escolhas
dos estados iniciais que produzem uma distribuicao simétrica, até mesmo aque-
les maximamente emaranhados, e é somente /2 vezes maior que o desvio padrao
para a reta. Esse aumento é devido somente ao fato do tamanho do passo ter
sido aumentado de v/2. Na reta os passos sao dados em uma so dire¢ao e téem
comprimento unitario enquanto que na rede os passos sao dados nas diagonais e
tem comprimento v/2. Na Figura 3.1 apresentamos a distribuicao de probabilidade

simétrica, 3-D e o grafico de contornos, para a moeda de Hadamard (Hy, = H® H)

1 1 1 1
' R R
Hy= , (3.13)
1 1 -1 —1
1 -1 -1 1

apos 100 passos, tendo como estado inicial

[%o(0)) = 5(100) + i110) +4[01) — [11))]0,0). (3.14)

Comportamentos mais interessantes surgem quando consideramos moedas
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Figura 3.1: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda de
Hadamard apés 100 iteragoes com estado inicial (3.14).

nao separaveis e que emaranham os g-bits, como as de Grover e Fourier. Além do
grafico da distribuicao de probabilidade também apresentamos os graficos de con-
tornos que revelam detalhes que dificilmente seriam percebidos em outros graficos.
Na Figura 3.3 temos os graficos da distribuicao de probabilidade para a moeda de

Fourier

1
Fi=- , (3.15)

com a condigao inicial simétrica (3.14) e vemos que isto ndo garante que a distribui-
¢ao apresente simetria. Ja na Figura 3.2 apresentamos os graficos da distribuicao

de probabilidade para a moeda de Fourier usando o estado inicial

11— 1—1

7 |01) + [10) — 7

00 = 5 (100 + ) o, 6o

que garante o maior desvio padrao. Observamos que essa distribuicao apresenta
simetria no seguinte sentido: se tomarmos uma linha que passe pela origem, a
distribuicao é a mesma em ambas as direcoes. Isto é equivalente a dizer que a

figura ¢é invariante sob uma rotagao de 7.
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Figura 3.2: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda de
Fourier ap6s 100 iteragdes com estado inicial (3.16).
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Figura 3.3: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda de
Fourier apds 100 iteracoes com estado inicial (3.14).
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Quando consideramos a moeda de Grover

-1 1 1 1

1 1 -1 1 1
1 1 -1 1
1 1 -1

surgem comportamentos ainda mais curiosos. Na Figura 3.4 temos o comporta-

mento da distribui¢ao de probabilidade quando o estado inicial é
1
[42(0)) = 5(100) —01) — [10) +[11))]0,0). (3.18)

Seja a a grandeza que mede a taxa de espalhamento da distribuicao de probabili-

dade no plano. Quando ¢ > 1 temos
a=—. (3.19)

O caminho é altamente simétrico, aparentemente invariante por uma rota-
¢ao de m/2; ele nao apresenta ocupacao em torno da origem pois tem uma area de
aproximadamente 1/3 do seu raio praticamente vazia; além disso apresenta o maior
desvio padrao o. Ja na Figura 3.5 exibimos o comportamento da distribuicao de
probabilidade com o estado inicial (3.14) simétrico, que apresenta o menor valor
da taxa de espalhamento a. Esta distribuicao possui uma simetria circular imper-
feita com um pico central na regiao da origem e um tipo de anel, com baixissima
probabilidade, envolvendo quase toda a borda. As diferentes condicoes iniciais
controlam quanto da distribuicao esta concentrado no pico central e quanto esta
no anel, levando a maior e menor taxa de espalhamento no plano.

Na Figura 3.6 apresentamos a evolucao temporal do desvio padrao do ca-
minho quantico 2-D para as trés moedas consideradas com trés condigoes iniciais
distintas. Vemos que cada uma dessas condicoes inicias leva a um maior desvio

padrao para uma determinada moeda. O desvio padrao assume seu valor maximo
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Figura 3.4: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda de
Fourier ap6s 100 iteragbes com estado inicial (3.18).
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Figura 3.5: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda de
Grover apds 100 iteragoes com estado inicial(3.14)
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Figura 3.6: Desvio padrao em funcao do nimero de passos, escala log-log, para o
caminho quantico 2-D usando as trés moedas, Hadamard, Fourier e Grover versus
o caminho cldssico. Em (a) o estado inicial é dado por 3.14. Em (b) o estado
inicial é dado por 3.16. Em (c) o estado inicial é dado por 3.18. Em (d) temos os
casos em que o desvio padrao é maximo.
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[%0(0)) | [#1(0)) | [¢2(0))
Hadamard | 0.5859 | 0.5859 | 0.4101

Fourier 0.3925 | 0.6324 | 0.3530
Grover 0.3638 | 0.3126 | 0.7272

Tabela 3.2: Valores para a taxa de espalhamento a para as moedas de Hadamard,
Fourier e Grover para condicoes iniciais distintas.

e minimo de acordo com a moeda e condigao inicial escolhidas. A moeda de Grover
é a que apresenta a maior variacgao do desvio padrao quando variamos a condi¢ao
inicial. Enquanto, a moeda de Hadamard apresenta a menor variacao do desvio
padrao para as trés condicoes iniciais analisadas. Da analise desses graficos fica
bem claro o quanto o caminho quantico é dependente da escolha tanto da moeda
quanto da condicao inicial.

Como pudemos observar o caminho quantico no plano é muito mais rico
quando o comparamos com o caminho na reta. Enquanto todos os caminhos 1-D
partindo da origem podem ser obtidos a partir do caminho de HadamardNayak e
Vishwanath (2000); N.Konno (2002); Konno (2005a) o caso 2-D apresenta algumas
moedas nao equivalentes. De fato, as moedas de Hadamard, Grover e Fourier
apresentam muitas particularidades, dentre elas, a variancia o2, que possui um
valor distinto para cada uma delas. Na Tabela 3.2 exibimos os valores da taxa de
espalhamento a para as trés moedas para diversos valores das condigoes iniciais.
Vemos o quanto que desvio padrao varia de acordo com a condicao inicial escolhida.
Assim, podemos concluir que o desvio padrao do caminho quantico 2-D nao s6 é
afetado pelo emaranhamento das moedas, mas também pela escolha das condi¢oes

iniciais.

3.2 Ligacgoes Interrompidas

Nesta seccao apresentaremos a generalizacao para duas ou mais dimensoes
do formalismo de ligagoes interrompidas apresentado na Secao (2.4.1). Este forma-
lismo, bastante genérico, permite investigar a evolucao de caminhantes quanticos

em redes de formas arbitrarias através da quebra permanente das ligagoes apropri-
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adas que definem os contornos dessas regioes. Permite ainda estudar a descoeréncia
unitaria por ligacoes interrompidas que ¢é a quebra de forma aleatéria das ligagoes
entre as posi¢oes na rede.

Vamos agora analisar o caso em uma rede quadrada explicitando as quatro
ligagoes para um caminhante que se encontra na posigao |z, y) como podemos ver
na Figura 3.7. Para o caso de uma dimensao foi necessario definir apenas uma
funcao extra para as ligagoes. No caso de duas dimensoes sao necessarias duas

funcoes para definirmos as quatro ligacoes de cada posicao. Sejam essas duas

funcoes:
. (—1)7, se a ligacao para a posicao x + (—1)7,y + (—1)* estd fechada,
El(]? k; a:,y) -
0, se a ligacdo para a posicao z + (—1)7,y + (—1)* estd aberta,
(3.20)
e
‘ (—1)*, se a ligacdo para a posigao x + (—1),y + (—1)* esta fechada,
EQ(]? ka [B,y) =
0, se a ligacao para a posicao x + (—1)7,y + (—1)* estd aberta,
(3.21)

onde j,k € {0,1}. As quatro ligagoes podem estar abertas ou fechadas de acordo
com a necessidade do problema. Se todas estiverem abertas para uma dada posicao

esta posicao fica isolada. Aqui a continuidade das ligagoes exige que

Li(1—41—k o+ (-1),z+(-1)%) =0se L1 (j.k; x,y) =0, (3.22)

e de forma analoga para a ligacao £5. Usando o mesmo raciocinio que foi usado para
o caso unidimensional, quando admitimos a possibilidade de quebra das ligacoes,
podemos generalizar a Equacgao (3.5). Se a ligagao da posigao (z,y) para qualquer
uma das quatro posicoes distintas estiver interrompida o fluxo de probabilidade
que iria para esta posi¢ao inacessivel devera permanecer na posicao (x,y) de forma

que a probabilidade seja sempre conservada. O operador translacao S torna-se
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entao

1 1 o]

S = > > > =0 - VL4l =k a o (216 y + (=1 )] -

7,k=0 j'k'=0 xz,y=—o00

(1= p) = (=D)F Lo(1 = 4,1 — ks o+ (=178, y + (=1)* 6, 1)]}d, k) (7, K| @

2+ (—=1)70; 50,y + (1) 6 ) (2, yl,

com j, k,j' k' € {0,1}. Entdo a generalizacdo da Equagao (2.45) para o caso da

rede quadrada ¢é dada por

1

A jiokee(t+ 1) = ) CririGbksam) bt Lol o) i b (3.24)
3, k'=0

Aj’,k’;w+£1(j,k'; z,y),y+L2(7,k; 2,y) (t)

Similarmente ao caso de uma dimensao com ligacoes interrompidas obtivemos a
expressao para operador evolucdo Ufe aplicando no estado geral (3.1) temos a

expressao para a equacao de evolucao

1
Ajpey(t—1) = Z C;Ck’;j,k'

i’ k'=0

(3.23)

(3.25)

Al*j/i‘cl (j/,kl;I,y),17]6/7[:2(jl,k/;I,y);IJrcl(j/,k/; x7y)7y+£2(jl7kl; xvy) (t) .

Comparando a Equagao (2.45) de evolugao para o caso unidimensional com a Equa-
¢ao (3.25) obtida para o caso de duas dimensoes podemos perceber que no ultimo
caso repetimos o procedimento feito em uma dimensao para cada uma das duas
novas direcoes. Desta maneira vemos que esta equacao de evolucao é facilmente
generalizavel para dimensoes maiores. A equacao de evolucao para o caminhante
quantico em redes de n dimensoes é uma generalizagao das equagoes (3.20), (3.21)
e (3.25). Neste caso usaremos n fungoes de ligagdes definidas de forma andloga
as equagoes (3.20) e (3.21), enquanto a Equagao (3.25) devera ser modificada ade-
quadamente, adicionando-se cada funcao ligacao ao seu indice correspondente. De

posse dessas equacoes além de ser possivel analisar a descoeréncia unitaria com li-
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Figura 3.7: As quatro ligagoes para a posigao |x,y)

gacoes interrompidas em redes de n dimensoes também é possivel investigar muitos
outros tipos de caminhos sem descoeréncia nas mais diversas topologias simples-

mente definindo adequadamente a quebra permanente das ligagoes.

3.2.1 Caminhos Quanticos em Caixas

Vamos agora restringir o caminhante a uma area finita da rede. Estes resul-
tados fazem parte de nossas contribuigoes originais do trabalho Oliveira et al.. Um
caminho quantico em uma rede quadrada estd num espaco de Hilbert H,®H,, onde
‘H, é o espaco moeda e H, é o espaco da rede. Portanto o caminhante esta confi-
nado em uma rede quadrada cujas posigoes acessiveis sao {|z,y),z,y € {—M, M}}
tais que x4y seja par. Nos analisamos numéricamente os efeitos das bordas no ca-
minho quantico bidimensional para as moedas de Hadamard, Fourier e Grover para
algumas redes quadradas. As Figuras 3.8, 3.9 e 3.10 mostram a evolugao temporal
do desvio padrao ¢ para as moedas de Hadamard, Fourier e Grover para alguns
valores de M por 1000 passos. O desvio padrao cresce linearmente com o nimero
de passos até que o caminhante encontre alguma das bordas. Neste instante temos
o desvio padrao maximo. No passo seguinte a particula é refletida e nos passos
subseqiientes o desvio padrao vai diminuindo até a distribuicao se concentrar na
origem. Neste instante ¢ tem um minimo local. No passo seguinte a distribuicao
comeca novamente a se espalhar, mas agora com uma outra “condicao inicial” até
atingir novamente as bordas e este processo se repete indefinidamente. Este é um

processo unitario e portanto é reversivel. Além disso, em algum momento o cami-

68



nahte volta a mesma condigao inicial de que partiu e o ciclo recomeca. A moeda
de Hadamard apresenta o maior desvio padrao devido a sua distribuicao de proba-
bilidade ser do tipo quadrada. A moeda de Fourier é a que nestes casos apresenta
o menor desvio padrao, ja que a forma de sua distribuicao de probabilidade faz
com que as curvas do desvio padrao sejam rapidamente suavizadas. A moeda de
Grover, que apresenta simetria circular para a distribuicao de probabilidade, tem
o desvio padrao intermediario e por isso suas curvas do desvio padrao apresentam
o comportamento oscilatério mais bem comportado.

Na Figura 3.11 apresentamos a distribuicao de probabilidade para a moeda
de Grover apds 100 passos, e vemos que a distribuicao comeca a ser refletida pe-
las bordas. Na Figura 3.12 temos a distribuicao apds 140 passos, e vemos que
neste momento a distribuicao ja foi quase totalmente refletida. Na Figura 3.13
o desvio padrao ¢ minimo e a particula pode ser encontrada proxima da origem
com grande probabilidade. Em todos os trés casos a distribuicao de probabilidade
assume um padrao bastante complexo que parece ser a assinatura do mundo quan-
tico. Observamos alguns resultados diferentes daqueles obtidos para o caso da rede
infinita apresentados na Sec¢ao 3. Convém lembrar que na rede infinita o desvio
padrao paras as moedas de Hadamard, Fourier e Grover sao distintos quando o
caminho parte da origem com os estados iniciais (3.14), (3.16) e (3.18) respecti-
vamente, fornecendo as maiores taxas de crescimento para o desvio padrao como
vemos na Tabela 3.2. Neste caso a moeda de Grover apresenta o maior desvio
padrdo entre as moedas consideradas Tregenna et al. (2003). J& no caso da rede
quadrada finita observamos que todas as moedas apresentam o desvio padrao com
comportamento oscilatério, devido as batidas nas bordas. Além disso a moeda de
Hadamard apresenta a o maior desvio padrao, seguida pela moeda de Grover e
por ultimo pela moeda de Fourier que apresenta a menor taxa. Isto indica que as
moedas reagem de formas diferentes de acordo com a forma da rede. Também
analisamos o comportamento do caminhante em uma rede do tipo losango. Neste

caso a particula fica confinada a uma rede losangular no plano cujos vértices sao
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Figura 3.8: Evolucao temporal do desvio padrao para o caminho de Hadamard
para as redes quadradas com M = 10, M = 20, M = 40, e M = 80 e estado inicial
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Figura 3.9: Evolucao temporal do desvio padrao para o caminho de Fourier para
as redes quadradas com M = 10, M = 20, M = 40, e M = 80 e estado inicial

(3.16).
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Figura 3.10: Evolucao temporal do desvio padrao para o caminho de Grover para
as redes quadradas com M = 10, M = 20, M = 40, e M = 80 e estado inicial
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Figura 3.11: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Grover apés 100 iteragoes com estado inicial (3.18) e bordas quadradas em

M = 80.
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Figura 3.12: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Grover apés 140 iteragoes com estado inicial (3.18) e bordas quadradas em
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Figura 3.13: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Grover apés 180 iteragoes com estado inicial (3.18) e bordas quadradas em

M = 80.
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{|M,0),|—-M,0),]0,M),|0,—M)} tal que M seja inteiro. Nas Figuras 3.14, 3.15
e (3.16) exibimos a evolugao do desvio padrao até 1000 passos para as moedas de
Hadamard, Fourier e Grover em uma rede em forma de losango. Observamos que
nesse tipo de rede as moedas de Grover e Fourier apresentam os maiores valores
para o desvio padrao enquanto que a moeda de Hadamard perde muito espago
acessivel e portanto seu desvio padrao diminui. Assim como no caso de redes
quadradas, observamos que o desvio padrao oscila alcangando o seu valor maximo
quando a distribuicao encontra as bordas e o seu valor minimo quando a distribui-
¢ao tem grande probabilidade proximo da origem.Todos esses resultados indicam
que as moedas reagem de formas diferentes de acordo com a forma da rede em que
o caminhante se encontra.

Para o caso de caminhantes quanticos em caixas muitas das vezes estamos in-
teressados no tempo que a distribuicao de probabilidade leva para se aproximar por
uma distancia e da distribuicao uniforme. Na literatura essa grandeza é chamada
de Mizing time Kempe (2003); Aharonov et al. (2001). Ela costuma ser de muito
interesse para as aplicagoes algoritmicas pois quao mais rapido uma distribuicao de
probabilidade se aproxima da distribuicao uniforme mais freqiientemente se pode
amostrar sobre essa distribuicao e rapidamente se obtém uma boa estimativa da
resposta procurada. Para o caso de um caminhante aleatério simples em um grafo

nao direcionado G(V,E) temos que a sua evolugao é descrita por repetidas aplica-

1
dy

¢oes de uma matriz estocdstica P, onde P,, = - se (u,v) é uma aresta no grafo
G e d, é o grau de u, e se (u,v) ndo é aresta desse grafo entao P,, = 0. Se G é
conectado e nao bipartido, entao a distribuicao do caminho aleatério, D, = P'Dy
converge para a distribuicao estaciondria m que é independente da distribuigao
inicial Dy. Para um grafo G' que seja d-regular, ou seja, onde todos os vértices
tenham o mesmo grau, a distribuicao de probabilidade limite é uniforme em todos

os nos do grafo.
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Figura 3.14: Evolucao temporal do desvio padrao para o caminho de Hadamard
para as redes losangulares com M = 10, M = 20, M = 40, e M = 80 e estado
inicial (3.14).
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Figura 3.15: Evolucao temporal do desvio padrao para o caminho de Fourier para
as redes losangulares com M = 10, M = 20, M = 40, e M = 80 e estado inicial
(3.16).
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Figura 3.16: Evolucao temporal do desvio padrao para o caminho de Grover para
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Definig¢ao 3.2.1 (Mixing Time)

Tmiz = min{T |Vt > T, Dy : ||D; — 7|| < €},

onde usamos ||dy — da|| = >, |di(7) — da(i)| para medir a distancia entre duas
distribuicoes dy, ds .

E sabido que qualquer caminho aleatério cléssico converge para uma distri-
buicao estacionaria independente de seu estado inicial-o caminhante classico perde
sua memoria do estado inicial. J& com o caminhante quantico esse fato nao ocorre
pois como todas as transformacoes sao unitarias e portanto reversiveis o cami-
nhante quantico nunca se esquece de seu estado inicial e portanto nunca converge
para uma distribuicao estacionaria. Vejamos, para um caminhante quantico cujo
estado inicial é dado por [1(0)), no instante ¢ o estado do caminhante quantico
serd |¢(t)) = U4(0)). Em geral, o limite de |1 (¢)) quanto ¢ tende ao infinito nao
existe, uma vez que U é um operador unitario e a norma de [¢(t)) sempre é pre-

servada. A distribui¢do de probabilidade induzida pelo estado |1(%)) no instante ¢

dado que o estado inicial do caminhante é |1(0)) é dada por

Py(z) = [zl (1)*. (3.26)

Como o operador de evolugao do caso quantico é um operador unitario esta
distribuicao de probabilidade nunca ird convergir para um limite. Pois como todos
os autovalores de U tém a forma e entdo, apés um nimero ¢ finito de passos, e
estara arbitrariamente préximo de 1 simultaneamente para todos os autovalores.
Portanto a evolugao do estado é quase periédica — o estado do sistema U’|(0))
estd sempre arbitrariamente préximo a [¢(0)) para muitos passos t. E como as
distribuicoes de probabilidade nos instantes 0 e 1 sao distintas, Py # Py, isto

implica que P, nao converge quando t tende ao infinito. Embora a distribuicao de

probabilidade nao convirja, sua média no tempo converge. Seja a distribuicao de
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Figura 3.17: D,,; x t para o caminho quantico com moeda de Grover em uma rede
quadrada com M = 10, M = 20, M = 40, e M = 80.
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Figura 3.18: D,,; x t para o caminho quantico com moeda de Hadamard em uma
rede quadrada com M = 10, M = 20 e M = 40.
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probabilidade induzida média dada por

Pw) = 73 Pi(o) (3.27)

Esta média sempre terda um limite quando 7" aproximar-se do infinito e denotaremos
este limite por 7. Intuitivamente, esta grandeza capta a proporcao de tempo que
o caminho gasta em uma dada posicao qualquer. Se escolhemos um instante ¢
qualquer no intervalo entre 0 e T-1 e deixarmos o sistema evoluir por ¢ passos
e entao o medirmos para ver em que ponto estamos veremos que o ponto estara

distribuido de acordo com P..

Definigao 3.2.2 (Mixing Time) O mizing time T, de um caminho quantico
é

O mizing time mede o nimero de passos necessarios para a distribuicao de proba-
bilidade média estar e-préxima da distribuicao limite, partindo de um estado da
base. A distancia entre a distribuicdo estacionéria 7 e a distribuicio média P, é
dada por

Dy = ||m — B|. (3.28)

Analisamos numericamente a evolucao do mizing time para o caminho quantico
2-D com as trés moedas na redes quadradas com o estado inicial que maximiza
o espalhamento da distribuicao. Nas Figuras 3.17, 3.18 e 3.19 apresentamos o
comportamento de D,,; em funcao do niimero de passos para o caminho quantico
2-D com moeda de Grover, Hadamard e Fourier em redes quadradas para alguns
valores de M. Vemos que o comportamento para as trés moedas é muito similar.
Os dois primeiros passos sao idénticos ao caso classico, ja a partir do terceiro passo
vemos que a distancia comeca a diminuir até atingir um valor minimo em que a
distribuicao média fica muito préxima da distribuicao uniforme. Observamos que
periodicamente esta curva muda de concavidade este fato sinaliza todas as vezes

em que a distribuigao encosta nas bordas. Também analisamos numericamente o

78



25

DHH

0.5

1 10 100 1000

Figura 3.19: D,,; Xt para o caminho quantico com moeda de Fourier em uma rede
quadrada com M = 10, M = 20 e M = 40.

Figura 3.20: D,,; X t para o caminho quantico com moeda de Grover em uma rede
quadrada com o primeiro quadrante inacessivel com M = 10, M = 20, M = 40, e
M = 80.
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comportamento do mixing time para o caso em que a particula estd restrita a uma
caixa cujo primeiro quadrante se tornou inacessivel. Na Figura 3.20 apresentamos o
comportamento de D,,,; em funcao do niimero de passos para o caminho quantico 2-
D com moeda de Grover em redes quadradas, com o primeiro quadrante inacessivel,
para alguns valores de M. Observamos que, como esperado, a auséncia de um
quadrante faz com que a curva de D,,; em funcao do nimero de passos mude de
concavidade mais rapido que o caso anterior. Podemos ver por esses resultados
que a distribuicao de probabilidade gerada por esse tipo rede também pode ser
utilizada para realizar medidas em uma distribui¢ao uniforme com a precisao que
seja necessaria em uma simulagao. Para se ter uma idéia de como o mixing time
varia de acordo com o tamanho da rede temos na Figura 3.21 o grafco do 7,,;, em
funcao de M para as moedas de Hadamard, Fourier e Grover onde as condigoes
iniciais usadas sao as que maximizam o desvio padrao. Para as moedas de Grover
e Fourier observamos uma crescimento praticamente linear de 7,,;, com o aumento
da rede, ja para a moeda de Hadamard essa dependéncia nao parece tao clara para

a condicao analisada.

3.2.2 Descoeréncia Unitaria

Nesta seccao apresentamos nossa contribuicao no estudo dos efeitos da des-
coeréncia unitaria por ligacoes interrompidas para um caminhante quantico no
plano em um rede quadrada infinita. A evolugao temporal do caminho acontece da
forma que passamos a descrever. A cada passo cada ligacao tem a probabilidade
p de ser rompida. Quando p = 0 temos o caminho sem ligagoes rompidas. Dado
um estado inicial [¢(0)) escolhido de tal maneira que o desvio padrao seja maximo
para cada uma das moedas, aplicamos o operador moeda neste estado. Em seguida
verificamos se ha alguma ligacao rompida para cada uma das quatro ligagoes. De
posse desses dados aplicamos o operador translagao adequado. Assim completa-se
um passo para o caminhante. Repetimos esse procedimento por T vezes e entao

obtemos a distribuicao de probabilidade para este caminho com a presenca ou nao
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Figura 3.21: Mixing time 7,,;,, em funcao de M para as moedas de Hadamard,
Fourier e Grover para o caminho quantico 2-D na caixa. No caso em que € = 0.10.
Em (a) temos a moeda de Hadamard e o estado inicial é dado por 3.14. Em (b) a
moeda é de Fourier e o estado inicial é dado por 3.16. Em (c) temos a moeda de
Grover com estado inicial dado por 3.18. No caso para a caixa quadrada e também
com o primeiro quadrante inacessivel.
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Figura 3.22: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Grover apds 100 iteragoes com estado inicial (3.18) com probabilidade de quebra
p = 0.01. o comportamento classico comecga a prevalecer sobre o comportamento
quantico para T'~ 1/p

de ligacoes interrompidas.

Vamos agora analisar a evolucao do caminho quantico no caso em que, no
instante t, a posicao z,y do plano pode ter qualquer uma, ou até todas as suas
ligagoes com as posigoes vizinhas interrompidas. Fizemos a andlise da descoerén-
cia com diversos valores de p para as moedas de Hadamard, Fourier e Grover.
Observamos que as trés moedas apresentam comportamento similar em relagao a
presenca da descoeréncia. A moeda de Grover por apresentar a maior taxa de es-
palhamento no plano é a mais interessante para a observacao dos efeitos da quebra
das ligagoes. Entretanto ¢ a moeda de Hadamard a mais resistente a esse tipo
de perturbacao no sistema. Nas figuras 3.22, 3.23 e 3.24 temos o comportamento
da distribuicao de probabilidade para as moedas de Grover, Hadamard e Fourier
quando a probabilidade de quebra das ligagoes é p = 0.01 neste caso T' ~ 1/p
e podemos observar que o comportamento classico e o quantico coexistem, pois
ainda temos probabilidade nao nula de encontrar a particula nas extremidades,
mas ja ha sinais de localizacao na origem. O desvio padrao também ainda é maior
que o caso classico. O comportamento ja se altera completamente nas Figuras
3.25 , 3.26 e 3.27 onde p = 0.1. Neste caso para 100 passos, T > 1/p. Agora o
comportamento classico ja domina o comportamento da particula e podemos ver

que o desvio padrao ja nao cresce mais linearmente com o nimero de passos.
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Figura 3.23: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda de
Hadamard apés 100 iteragoes com estado inicial (3.14) com probabilidade de quebra
p = 0.01. O comportamento cldssico comeca a prevalecer sobre o comportamento
quantico para T~ 1/p
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Figura 3.24: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Fourier apés 100 iteragdes com estado inicial (3.16) com probabilidade de quebra
p = 0.01. O comportamento cldssico comeca a prevalecer sobre o comportamento
quantico para T'~ 1/p

Podemos compreender melhor a transicao do comportamento quantico para
o comportamento classico observando a evolucao temporal do desvio padrao o das
distribuicoes de probabilidade. Na Figura 3.28 apresentamos o comportamento do
desvio padrao para a moeda de Grover em escala log-log para alguns valores de
p. As linhas continuas representam o desvio padrao do caso quantico e do caso
classico sem a presenca de ligagoes interrompidas, ou seja, com p = 0. A partir
do segundo passo a curva para p = 0 tem inclinagao 1, significando que o desvio
padrao cresce linearmente com o nimero de passos 1. Quando p > 0 todas as
curvas tem comportamento similar: elas tém inclinagao 1 enquanto T° < t. depois
decrescem gradualmente até 1/2 quando 7' > t.. Onde t. é o tempo de coeréncia
te =~ 1/p. O tempo de coeréncia pode ser estimado da seguinte forma. Durante
0s primeiros passos, o numero de ligacoes interrompidas dentro da area acessivel
ao caminhante é ainda pequeno. Este niimero cresce com o tempo a medida que a
regiao acessivel aumenta. Como o caminho de Hadamard ocupa uma area de 2t em
t passos, entao o numero cumulativo de ligagoes interrompidas com probabilidade
p apds T passos é

T
1
N=> 2= ST(T+1)Q2T + 1p. (3.29)
t=0

’

E natural aproximar ¢, como sendo o instante no qual o nimero cumulativo
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Figura 3.25: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Grover apds 100 iteragoes com estado inicial (3.18) com probabilidade de quebra
p=0.1. O comportamento classico ja sé manifestou pois 7' > 1/p

N de ligacoes interrompidas torna-se igual ao nimero total de ligagoes acessiveis

ao caminhante, que é 27%. Portanto
te~3/p, (3.30)

para p < 1, ou seja, T' — oc.

O coeficiente de difusao para o caso 2-D é definido por

1
Dy = 5 lim da? |t (3.31)

Apresentamos na Figura 3.29 o comportamento do coeficiente de difusao em funcao
da probabilidade de quebra da ligacoes p e em fungao de (1 —p)/p. Quando p = 0,
temos D = oo uma vez que a variancia o2 tem crescimento quadrético. Quando
p > 0, D é finito, para T > t., pois a variancia € linear. O coeficiente de difusao D
mede metade da inclinacao da reta assintética em um grafico log-log de o2 versus
t. Da Figura 3.29 concluimos que a moeda de Hadamard é a moeda mais resistente
a descoeréncia seguida pela moeda de Grover e por ltimo a moeda de Fourier que
apresenta a maior sensibilidade a este tipo de ruido no sistema. A diferenca entre a
moeda de Grover e Fourier é pequena se comparadas com a moeda de Hadamard.
Quando p estd muito proximo da unidade as moedas sao todas muito similares,

pois neste caso a perturbacao é tao intensa que a taxa de difusao é ainda menor
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Figura 3.26: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Hadamard apds 100 iteragoes com estado inicial (3.14) com probabilidade de
quebra p = 0.1. O comportamento classico ja sé manifestou pois 7' > 1/p
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Figura 3.27: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Fourier apés 100 iteragdes com estado inicial (3.16) com probabilidade de quebra
p = 0.1. o comportamento cldssico j& sé manifestou pois T' > 1/p
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Moeda p critico
Hadamard (pg) 0.41
Fourier (pr) 0.34
Grover (pg) 0.25

Tabela 3.3: Valores de p para os quais D = 1 para as moedas de Hadamard, Fourier
e Grover com condigoes iniciais distintas.

que a do caso classico.

Podemos estimar o nivel de ruido para o qual a taxa de difusao do caso
quantico iguala-se a taxa de difusao do caso classico sem ligacoes interrompidas,
ou seja, quando D = 1. Na Tabela 3.3 apresentamos o valor de p critico para as trés
moedas. Para valores de p maiores que esses criticos a freqiiéncia de rompimento
das ligagoes é tamanha que o caminhante difunde-se mais lentamente que o caso
classico sem ligacoes interrompidas. Note também que py estd muito proximo do
valor encontrado para o caso 1-D Romanelli et al. (2005) onde p ~ 0.44, o que
é um resultado esperado pois o caminho de Hadamard 2-D corresponde a dois
caminhos de Hadamard 1-D independentes. Mas assim como no caso 1-D essa
analise nao significa que para valores maiores que os de p critico as correlacoes
quanticas desaparecam as correlagoes quanticas persistem desde que T' < t. para
todos os valores de p, mesmo que t. se torne muito pequeno quando p se aproxima
de 1. Até aqui analisamos o caso em que a perturbacao produzida pelo rompimento
aleatdrio das ligacoes ocorria com igual probabilidade em ambas as dire¢oes. Vamos
agora investigar o caso assimétrico em que a probabilidade de quebra ¢é diferente
nas duas diregoes. Seja py a probabilidade de que uma ligacao seja quebrada ao
longo das linhas paralelas a diagonal principal e p; a probabilidade de quebra ao
longo das outras linhas que estao na direcao perpendicular. Era esperado que
neste caso de probabilidade assimétrica a descoeréncia sempre aumentasse quando
qualquer um dos dois parametros associados com a quebra das ligacoes ao longo das
duas diagonais crescesse. Entretanto, este fato nao se verifica completamente. No
caso assimétrico acontece um fato curioso e notavel. Vejamos o que acontece com o

coeficiente de difusao do caminho quando nao ha liga¢oes interrompidas ao longo da
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Figura 3.28: Evolucao temporal do desvio padrao para o caminho de Grover com
ligagoes interrompidas com estado inicial (3.18), nos casos em que p = 0.01 , 0.1,
0.25 e 0.5 . Nas linhas continuas temos o caso quantico e o caso classico sem
ligagoes interrompidas.
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Figura 3.29: Coeficiente de difusao D para caminhantes quanticos em uma rede
quadrada com ligagoes rompidas com probabilidade p para as moedas de Hada-
mard, Fourier e Grover. (a) D em funcao de p. (b) D em funcao de (1 —p)/p.
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Figura 3.30: Coeficiente de difusdo em funcao de p; para py = 0 (sem ligagoes

interrompidas nas linhas paralelas da diagonal principal).
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coeficiente de difusao (méxima descoeréncia), é alcangado para todos os casos para

um valor de p; < 1.
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Figura 3.31: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Grover apds 100 iteragoes com estado inicial (3.18) com probabilidade de quebra
assimétrica pp = 0 e p; = 0.99. O alto valor de p; for¢ca o caminhante a ficar muito

préximo da diagonal principal
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Figura 3.32: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Hadamard apds 100 iteragbes com estado inicial (3.14) com probabilidade de
quebra assimétrica pyp = 0 e p; = 0.99. O alto valor de p; forca o caminhante a
ficar muito proximo da diagonal principal. H4 também uma forte localizacao em
torno da origem.

100

80

60
40 /
20

0

0.025

0.02

0.015

0.01
-20

0.005

-108

-40

-60 /

-80

-100
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Figura 3.33: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda de
Fourier apds 100 iteragoes com estado inicial (3.16) com probabilidade de quebra
assimétrica pp = 0 e p; = 0.99. O alto valor de p; forca o caminhante a ficar
muito proximo da diagonal principal. Ha também uma forte localizacao em torno
da origem.
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diagonal principal, ou seja, quando py = 0, em funcao da probabilidade de quebra
ao longo da outra direcao p;. Na Figura 3.30 temos o comportamento do coeficiente
de difusao em funcao de p; para as trés moedas consideradas. Observamos que D
atinge o seu valor minimo quando p;y = 0.72, p1p = 0.47 e p1 = 0.35 e apos esse
valor ele volta a crescer quando p; aproxima-se de 1. Este é um fato totalmente
diferente do que ocorre na Figura 3.29, onde py = p;, pois naquele caso o coeficiente
de difusao decresce até se anular a medida que pg e p; vao simultaneamente para
1.

As Figuras 3.31, 3.32 e 3.33 nos ajudam a entender o que estd acontecendo
fisicamente. Quando e py = 0 e p; = 1 o comportamento do sistema ¢é similar ao
caso 1-D, discutido na Secgao 2.3, que tem probabilidade 1/2 de se mover ao longo
da diagonal principal em ambas as dire¢oes e probabilidade 1/2 de ficar no mesmo

lugar. Este tipo de caminho quantico tem como operador translacao

= 100)(00] ® Z |z + 1) (x| +

|01)(01] ® xioo |z) (x| +

110)(10] ® ;_:oo]x><xy+ (3.32)
1) (11| ® $§:Oo|x—1><x

Esta variacdo do modelo 1-D foi estudada em Andraca et al. (2004). A distribui-
¢ao de probabilidade usando o operador translagdo (3.33) e a moeda de Grover
¢é apresentada na Figura 3.37.0Observa-se que o seu comportamento qualitativo é
muito semelhante ao da Figura 3.31. Na Figura 3.38 temos a evolucao do desvio
padrao para a moeda de Grover 1-D sem descoeréncia e 2-D em dois momentos
com descoeréncia, podemos ver que quando aumentamos a intensidade de p; as
duas curvas praticamente coincidem sacramentando que ocorre uma transicao do
caso 2-D descoerente para o caso 1-D coerente. Para as moedas de Hadamard e

Fourier os resultados sao parecidos, como vemos nas Figuras 3.39 e 3.40, embora
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Figura 3.34: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda de
Grover apés 100 iteragoes com estado inicial (3.18) com probabilidade de quebra
assimétrica pg = 0 e p; = 0.35. O caminhante parcialmente se espalha mais
ao longo da diagonal secundaria, perdendo sua coeréncia mais rapido que o caso
anterior.

a moeda de Fourier apresente a pior correspondéncia.

Nas Figuras 3.34, 3.35 e 3.36, quando p; = 0.35, vemos que o caminhante
espalha-se parcialmente ao longo da direcao da diagonal secundéria perdendo co-
eréncia. A relacao t. = 1/p nao se aplica ao caso assimétrico uma vez que temos
duas probabilidades a considerar. Pelas Figuras 3.34, 3.35 e 3.36 notamos que o
tempo de coeréncia ao longo da diagonal secundaria é menor que o da diagonal
principal. As correlacoes quanticas ainda persistem ao longo da diagonal principal
mas ja foram praticamente perdidas na outra direcao. Como primeira aproximagcao
podemos associar um tempo de coeréncia para cada direcao com sendo tﬁo) ~ 1/po
e tgl) ~ 1/p;. Examinamos o efeito da descoeréncia produzida pela interrupgao
aleatéria das ligacoes em uma rede quadrada. Analisamos numericamente esses
efeitos nas moedas de Hadamard, Fourier e Grover tendo como estado inicial aque-
les que levam ao maior desvio padrao em cada um dos casos. Encontramos que a
moeda de Hadamard é mais resistente a esse tipo de descoeréncia que a moeda de
Grover, e esta por sua vez ¢ mais resistente que a moeda de Fourier. Encontramos
também que quando as probabilidades de quebra das ligacoes sao distintas nas duas
direcoes o sistema apresenta uma transicao de fase de um caminho 2-D coerente

para um caminho 2-D descoerente e finalmente para um caminho 1-D coerente.
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Figura 3.35: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda
de Hadamard apds 100 iteragoes com estado inicial (3.14) com probabilidade de
quebra assimétrica pg = 0 e p; = 0.35. O caminhante parcialmente se espalha mais
ao longo da diagonal secundéaria, perdendo sua coeréncia mais rapido que o caso
anterior.
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Figura 3.36: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 2-D com moeda de
Fourier apds 100 iteragoes com estado inicial (3.16) com probabilidade de quebra
assimétrica pp = 0 e p; = 0.35. O caminhante parcialmente se espalha mais
ao longo da diagonal secundéaria, perdendo sua coeréncia mais rapido que o caso
anterior.
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Figura 3.37: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 1-D com moeda de
Grover apés 100 iteragoes com estado inicial 3.18 usando o operador de translagao
(3.33).

100 .
Po=0.00 p;=0.35 — —
p:OOO p1=099 77777777
1-D com moeda de Grover ---------
o 10
,’/”
1
! 100

t

Figura 3.38: Evolucao temporal do desvio padrao para o caminho de Grover com
ligacoes interrompidas nos casos em que pg = 0 e p; = 0.35, py = 0 e p; = 0.99
versus o desvio do caminho quantico 1-D com moeda de Grover apds 100 iteracoes
com estado inicial 3.18.
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Figura 3.39: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 1-D com moeda
de Hadamard apds 100 iteragoes com estado inicial 3.14 e o operador de translagao
(3.33).
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Figura 3.40: Distribuicao de probabilidade do caminho quantico 1-D com moeda
de Fourier apds 100 iteracoes com estado inicial 3.16 e o operador de translagao
(3.33).
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3.3 Caminhos Quanticos e Fendas

Esta seccao tem como objetivo estudar as propriedades de caminhantes quan-
ticos no plano passando por fendas. Nos usamos o formalismo geral de ligacoes
interrompidas, através da quebra permanente das ligacoes apropriadas, para simu-
lar o comportamento de uma particula quantica que passa por uma ou duas fendas.
Na Figura 3.41 mostramos o esquema da simulagao para um caminhante passando
por uma fenda. O caminhante parte da posi¢ao (0,0) e se move de acordo com a
aplicacao sucessiva do operador evolucao U como é usual na teoria de caminhos
quanticos. Em um ponto nao tao préximo da origem existe uma parede perpendi-
cular aos eixos horizontais com uma ou duas fendas. A parede é construida com a
quebra permanente de todas as suas ligacoes. A fenda é constituida de pontos nessa
parede que tem as ligacoes preservadas. Bem distante da parede ha um anteparo,
que esta paralelo a parede, que acumula o valor da probabilidade a medida que o
caminhante passa por ele. A idéia é que o aparato seja o mais proximo possivel do
aparato usado na experiéncia de fenda dupla de Young.

Atualmente os experimentos de fenda dupla sao construidos de tal forma que
passe somente uma particula por vez Brukner e Zeilinger (2002); Zeilinger et al.
(1988) provando que a mecéanica quantica descreve corretamente o padrao de in-
terferéncia de uma particula. Aqui usamos esta mesma estratégia. Nés analisamos
o padrao de interferéncia no anteparo através da evolucao de uma tnica parti-
cula. A partir da andlise da distribuicao de probabilidade podemos predizer o que

aconteceria em um experimento real.

3.3.1 Caminhos Quanticos passando por uma Fenda

Vamos agora analisar o caso de um caminhante quantico em uma rede qua-
drada que em um dado instante se depara com uma parede com uma fenda de
tamanho variavel. Esta simulacao apresenta muitas propriedades fisicas interessan-
tes, algumas delas similares as que aparecem no experimentos padrao de difracao

de ondas passando através de uma fenda.
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Figura 3.41: Esquema geral da simulacao para uma particula em uma rede qua-
drada em t = 0. A particula estd na origem z =y = 0. Em x = 10 ha uma uma
parede com uma fenda entre y = —3 e y = 3.0 anteparo se encontra em z = 20
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Inicialmente falaremos, em linhas gerais, do que acontece quando uma onda
de comprimento A passa por uma ou por duas fendas. Na Figura 3.42 temos um
esquema de uma onda passando por uma fenda de largura a e cuja distancia entre
a fenda e o anteparo seja L. Quando uma onda atravessa uma fenda de largura a,
se a > A, a onda passa pela fenda sem sofrer mudanca de direcao, reproduzindo
no anteparo uma imagem com a mesma largura da fenda. Mas se a largura da
fenda for reduzida, de modo que tenha um valor da mesma ordem de grandeza do
comprimento de onda, isto é, a = A, no anteparo teremos uma figura de difragao
que é constituida de uma pico central intenso, acompanhado de outros picos de
menor intensidade, distribuidos simetricamente em relacao ao pico central. Esses
picos ocorrem devido a interferéncia construtiva devido a diferenca de percurso
entre as ondas. Entre os picos temos os vales de intensidade nula que sao o efeito da
interferéncia destrutiva. Fazendo L muito maior que a L > a, pode-se considerar
entao que todos os raios partindo da fenda sao paralelos e, assim, a localizacao
dos minimos de difragdo (Ymin), sobre o anteparo, pode ser determinada através
da seguinte equagao

asinf =m\, m=1,23,.. (3.33)

onde m é um numero inteiro que rotula os minimos. De (3.33) é possivel obter o

primeiro ponto de minima intensidade

AL

onde L é a distancia entre a fenda e o anteparo. Quando temos duas fendas a onda
difratada por cada uma das fendas se sobrepoe (se interferem) na regiao entre esses
fendas e o anteparo, produzindo, assim, no anteparo uma figura de interferéncia,
também caracterizada por picos e vales bem definidos. Na Figura 3.43 apresenta-
mos o esquema de uma onda de comprimento de onda A que passa por duas fendas
cujos centros distam d e com um anteparo a uma distancia L das fendas. Se duas

ondas coerentes, isto é, em fase, atravessam as fendas 1 e 2, elas se encontram
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Figura 3.42: Esquema de difracao de fenda tnica com intensidade da onda difra-
tada.

sobre o anteparo em um ponto P, onde ocorre interferéncia. Se a diferenca de
percurso das ondas desde as fendas 1 e 2 até o anteparo no ponto P, contiver um
nimero inteiro de comprimentos de onda, a interferéncia sera construtiva e resulta
num pico. Se a diferenca de percurso contiver um nimero impar de meios compri-
mentos de onda, a interferéncia no anteparo sera destrutiva, originando um vale.
Em 1801, Thomas Young descreveu um método de determinar a localizacao dos
maximos, quando ocorre interferéncia construtiva, e dos minimos, quando ocorre
interferéncia destrutiva, numa figura de interferéncia, numa experiéncia de fenda
dupla. Chamando de d a distancia entre os centros das duas fendas, L é a distancia
da fenda ao anteparo, # o angulo definido na figura 2 e fazendo L > d , Young

chegou numa equagao para localizacao dos minimos de interferéncia,

1
dsinf = (m+§> A, m=1,2 .. (3.35)

Desta equacao podemos obter as coordenadas do primeiro minimo de intensidade

(ymm)
AL

bmin = T3

Como vimos nas secgoes anteriores a distribuicao de probabilidade dos caminhan-

(3.36)

tes quanticos sempre apresenta um padrao de paridade. Isto é, se a probabilidade

em uma dada posicao da rede é diferente de zero a probabilidade das suas quatro
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Figura 3.43: Esquema de interferéncia e difracao numa fenda dupla.

posicoes vizinhas é zero e vice e versa como podemos ver na Figura 3.44. Quando
a distribuicao “bate” em uma parede ela é refletida e entao perde esse padrao de
paridade, entretanto a parte que passa através das fendas mantém sempre a mesma
paridade.

Na Figura 3.45 podemos ver a figura de difracao depois que a distribuicao de
probabilidade do caminhante 2-D para a moeda de Hadamard com estado inicial
(3.14) passou através de uma fenda centrada na origem de largura’ 5. Em torno de
x = 56 temos uma frente de onda dominante que tem um pico central rodeada por
outros dois picos menores. O pico central é produzido pela interferéncia construtiva
e tem uma natureza diferente do padrao usual do caminho de Hadamard que tem
0s picos maiores nas extremidades e é quase uma onda plana proximo a origem.
Enquanto que os picos em x = —56 sao da mesma natureza daqueles produzidos
no caminho de Hadamard 2-D usual. No intervalo entre x+ = —20 e x = 20 os
picos sao produzidos pela parte da onda que é refletida pela parede. Vemos que hé
diferencas significativas entre o padrao de interferéncia e difracao produzido pelos
caminhantes quanticos e o produzido pelo experimento de interferéncia da fenda
fenda tunica padrao.

A probabilidade acumulada no anteparo é a soma das probabilidades em

x = 60 para todos os valores de y do primeiro até o ultimo passo. Apds 100 passos

! Uma unidade é a distancia entre duas posicoes vizinhas na direciio = ou 3. S6 sao conside-
radas as posicoes ocupadas
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Figura 3.44: Esquema de ocupacgao da rede bidimensional para o lugar da fenda.
Aqui observamos como a paridade da solucao pode influenciar na colocacao da
fenda. Em x = 20 a fenda tem largura 3 e em =z = 21 a fenda tem largura 4.
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Figura 3.45: Distribuicao de probabilidade para o caminhante de Hadamard em
T = 80 apods passar por uma fenda de largura 5. A parede que contém a fenda esta
em x = 20. A fenda estd situada no intervalo y € [—4, 4].
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a contribui¢ao dominante de toda a onda ja passou pelo anteparo, uma vez que
em 7" = 80, como vemos na Figura 3.45 a frente de onda acabou de chegar no
anteparo que estd em x = 60. Apresentamos na Figura 3.46 a distribuicao de
probabilidade acumulada no anteparo (/) Tannoudji et al. (1977) durante todo
o caminho, pelos 100 passos da evolucao do caminho de Hadamard, para varias
larguras da fenda. Vemos claramente os padroes de interferéncia e difracao. Para
cada largura de fenda ha um pico central que é produzido devido a interferéncia
construtiva e um minimo local de cada um dos dois lados deste pico produzido pela
interferencia destrutiva. Hé ainda também os maximos e os minimos secundérios
de ambos os lados. A intensidade do pico central cresce para as fendas de largura
a = 3 até as de largura a = 9 quando ela atinge o seu valor méaximo. Para fendas
mais largas a altura do pico central passa a ser menor do que para a = 9 pois a
abertura ja se torna muito grande comparada a frente de onda de Hadamard. Para
aberturas maiores que a = 11 o pico central vai desaparecendo gradativamente e os
picos secundérios convertem-se para os picos do caminho de Hadamard usuais nas
extremidades sem efeitos de difracao. Outra caracteristica exclusiva do caminhante
quantico que passa por uma fenda é que a probabilidade nos pontos de minimos nao
¢ nula como ocorre nos experimentos padrao de difracao. Nos experimentos com
uma fenda os minimos tém intensidade nula e estao localizados a um angulo 6 do
pico central dado pelas Equagoes (3.33) e (3.34). Estas sao vélidas quando ondas
planas de comprimento de onda A passam por uma fenda de largura a produzindo
ondas secundarias coerentes de Huygen’s. Neste caso a intensidade da onda nos
pontos de minimo é nula. Em nossas simulagoes a fenda nao esta longe o bastante
do centro da rede, portanto poderiamos esperar somente uma coeréncia parcial
produzindo pontos de minimo de intensidade nao nula. Além disso, tem-se que
a andlise de Fourier do caminho de Hadamard 1-D Nayak e Vishwanath (2000)
mostra que essa onda nao é composta por um unico comprimento de onda. Contudo
a posicao do primeiro minimo estd em acordo, para um certo intervalo, com a

Equacao (3.34). Na Figura 3.47 temos o gréfico de y,,;, obtido da Equagao (3.34)
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Figura 3.46: Acumulado da distribuicao de probabilidade com a moeda de Hada-
mard apdés 100 passos. Para fendas com largura 3, 5, 7, 9 e 11. A fenda estd em
x = 20 e o anteparo em x = 60.
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Figura 3.47: A coordenada do primeiro minimo (y/,,,) do caminho de Hadamard
em fung¢ao da largura da fenda. A curva para (ym.,) dada pela Equacdo.(3.34) é
usada para a comparacao com A = 3.0.
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com A = 3.0, curva tracejada, e o grafico de y/ .., que sdao as coordenadas do
primeiro minimo da distribui¢ao de probabilidade do caminhante (curva continua),
ambos em funcao da largura da fenda. Os valores de v/, para as fendas de largura
3,5,7,9e 11 foram obtidos de acordo com a Figura 3.46, enquanto os valores para
as fendas de largura 4, 6, 8 e 10 foram obtidos colocando-se a fenda em x = 21 e
o anteparo em x = 61 por questao da paridade da solucao. Note que em z = 21
a posicao y = 0 nao esta ocupada, assim conseguimos obter fendas de largura par.
Vemos que a difragao por uma fenda padrao Equagao (3.34) tem a mesma ordem de
grandeza da difracao dos caminhantes quanticos por uma fenda de largura maior
que 4 se escolhemos A\ = 3.0. Para valores menores ou iguais a 4 a difracao padrao
apresenta valores maiores que o caminhante quantico. Realmente y,,;, diverge
quando a — AT, enquanto y/ . nao apresenta singularidades quando a largura
da fenda é igual a 1, 2 ou 3. Para a fenda de largura 1 temos o menor espalhamento
possivel uma vez que s6 ha um ponto de ligagao entre o lado esquerdo da parede e
lado direito. O espalhamento na direcao y ¢é limitado pelo espalhamento da moeda

de Hadamard, que esta entre y = £60.

3.3.2 Caminhos Quanticos passando por Fenda Dupla

Imagine um caminhante quantico que inicia seu caminho partindo da origem
e que se move em uma rede quadrada pela aplicagao sucessiva do operador evolugao
unitario U e num dado instante se depara com uma parede impenetravel, que possui
apenas duas fendas pelas quais é possivel continuar o percurso para o outro lado.
Nesta seccao analisaremos o que acontece com a distribuicao de probabilidade
desse caminhante e compararemos os resultados com os resultados do experimento
de fenda dupla de Young.

No experimento de fenda dupla de Young o padrao de intensidade no ante-
paro apresenta muitas franjas produzidas pela interferéncia e difracao das ondas
que passam por cada uma das duas fendas. As franjas sao moduladas pela difragao

e interferéncia das ondas devido ao tamanho finito da fenda. Se a fenda é muito pe-
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Figura 3.48: Distribuicao de probabilidade para a moeda de Hadamard apds 100
passos apés passar por duas fendas de largura 1. O centro da fenda superior é y = 6
e o da inferior é y = —6. A fenda esta localizada em = = 20. A probabilidade da
onda para (z > 20) foi aumentada 5 vezes para melhor visualizacao.
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quena, em comparacao com o comprimento de onda, as franjas sao moduladas por
um largo pico central. Na Figura 3.48 podemos observar esse mesmo tipo de com-
portamento para o caminhante com moeda de Hadamard. Também observamos
os padroes de interferéncia e difracao. Ha cinco picos produzidos por interferéncia
construtiva interlagados por quatro vales produzidos pela interferéncia destrutiva.
A frente de onda é espalhada devido ao pequeno tamanho das fendas que é da
mesma ordem dos menores comprimentos de onda presentes na decomposicao de
Fourier do caminhante quantico. A frente de onda é plana e esta localizada em
torno de z = 70. No experimento de Young a frente de onda é semi-circular, o fato
de aqui ela ser plana é uma caracteristica da moeda de Hadamard produzida pelos
efeitos de interferéncia quantica. Nas simulacoes com as moedas de Grover e Fou-
rier observamos que a frente de onda apresenta uma forma mais curvada indicando
uma dependéncia entre a forma da frente de onda e a moeda considerada. Uma
outra diferenca em relacao ao experimento de Young é o fato de que a largura da
frente de onda esta limitada pelos dois extremos y = £100. A fun¢ao de onda é
totalmente nula além desses limites.

Na Figura 3.49 temos a distribuicao de probabilidade acumulada no anteparo
por 100 passos para o caminhante com moeda de Hadamard como na Figura 3.48.
Observamos os detalhes da seqiiéncia alternada de maximos e minimos. Para me-
lhor observarmos o padrao de interferéncia quantica apresentamos também nesta
figura as situacoes em que cada uma das fendas é tampada. Na curva tracejada a
fenda inferior foi fechada e na curva pontilhada fechamos a fenda superior. Pode-
mos ver claramente que se adicionarmos essas duas curvas nao obteremos a curva
continua que resulta de um padrao de interferéncia. Também observamos que cada
uma das curvas isoladas nao apresenta o padrao de interferéncia. Este resultado
sacramenta o comportamento ondulatério do caminhante quantico. Outro deta-
lhe é que o valor da intensidade do primeiro minimo é muito proximo de zero,
sinalizando que as ondas que passam pelas fendas apresentam grande coeréncia.

Na Figura 3.50 apresentamos o comportamento de ¥,,;,, curva tracejada,

107



0.0007

\ A
=
N

oo B N I AR

0.0001 ;
/ °
/ % V :

-60 -40 -20 0 20 40 60
y

e

Figura 3.49: Acumulado da distribuicao de probabilidade com a moeda de Hada-
mard apos 100 passos apos passar por duas fendas de largura 1. O centro da fenda
superior é y = 6 e o da inferior é y = —6. O anteparo esta localizada em x = 60.A
curva tracejada acontece quando a fenda inferior esta fechada e a superior aberta.
A curva pontilhada é para o caso inverso.
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Figura 3.50: A coordenada do primeiro minimo (y/,,,) do caminho de Hadamard
em fungao da distancia entre os centros das duas fendas. A curva para (y,:,) dada
pela Equagao(3.36) é usada para a comparacao com A = 3.9.
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Figura 3.51: Distribuicao de probabilidade para a moeda de Grover apos 120 passos
apos passar por duas fendas de largura 1. O centro da fenda superior é y = 3 e o
da inferior é y = —3. A fenda esta localizada em = = 30. Essas pequenas linhas
que aparecem proximas a x = 30 e y = £120 sao devidas a um efeito de borda
gerado pelo programa Gnuplot. No arquivo de saida de dados verificamos que nao
ha nenhuma parte da onda nessa regiao.
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Figura 3.52: Distribuicao de probabilidade para a moeda de Fourier apés 120 passos
apos passar por duas fendas de largura 1. O centro da fenda superior é y = 3 e o
da inferior é y = —3. A fenda esta localizada em = = 30. Essas pequenas linhas
que aparecem proximas a x = 30 e y = £120 sao devidas a um efeito de borda
gerado pelo programa Gnuplot. No arquivo de saida de dados verificamos que nao
ha nenhuma parte da onda nessa regiao.
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Figura 3.53: Acumulado da distribuicao de probabilidade com a moeda de Grover
apoés 120 passos apos passar por duas fendas de largura 1. O centro da fenda
superior é y = 3 e o da inferior é y = —3. A fenda estd em x = 30 e o anteparo
em z = 70.
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dado pela Equacao 3.36 com A = 3.9 e /.. a partir da distribuigdo de probabi-
lidade acumulada no anteparo, curva continua, ambos em funcao da distancia d
entre os centros das duas fendas. Vemos que o comportamento dessa grandeza é
muito similar ao encontrado para o caso de uma fenda na Figura 3.47. Novamente
vemos que Ypmin — 00 quando d — % enquanto y, .. tem um comportamento
suave para d menor ou igual a % A menor distancia possivel entre as duas fendas
é 2. No caso de duas fendas com maiores e menores distancias entre as fendas
podemos assumir que as ondas vindas das fendas sao coerentes. De fato temos que
a Equacao 3.36 é uma boa aproximacao quando a distancia entre as fendas é maior
ou igual a 5. Os valores de A que aproximam Y, € Y., sao diferentes do caso
de fenda tnica. Analisamos o comportamento das outras duas moedas: Grover e
Fourier. Nas Figuras 3.51 e 3.52 apresentamos o comportamento da distribuigao
de probabilidade apds 120 passos para duas fendas centradas em y = £3 e nas Fi-
guras 3.53 e 3.54 o comportamento da distribui¢ao de probabilidade acumulada no
anteparo. As condicOes iniciais sao aquelas que maximizam o espalhamento para
cada uma das moedas. Ambas as moedas sao caracterizadas por um grande pico
central rodeado por um minimo de cada lado. Também apresentamos o compor-
tamento da intensidade quando fechamos uma das fendas de cada vez, e podemos
ver que essas curvas de uma fenda nao apresentam o comportamento de interfe-
réncia presente quando as duas fendas estao abertas. Das trés moedas analisadas,
a moeda de Hadamard por apresentar a frente de onda plana parece ser a maior
rica para o estudo de caminhantes quanticos passando por fendas.

Fizemos o estudo dos padroes de interferéncia e difracao da distribuicao de
probabilidade de caminhantes quanticos passando por uma ou duas fendas usando
as moedas de Hadamard, Fourier e Grover. Construimos as fendas através do for-
malismo de ligagoes interrompidas quebrando permanentemente as ligacoes apro-
priadas para gerar a parede e as fendas. Pudemos observar que o caminhante

quantico ao passar por uma ou duas fendas apresenta o comportamento de interfe-

réncia e de difragao, sendo a moeda de Hadamard a mais interessante para este tipo
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Figura 3.54: Acumulado da distribui¢ao de probabilidade com a moeda de Fourier
apos 120 passos apos passar por duas fendas de largura 1. O centro da fenda
superior é y = 3 e o da inferior é y = —3. A fenda estd em x = 30 e o anteparo
em z = 70.

112



de andlise. Comparamos a posicao do primeiro ponto de minimo em cada um dos
dois casos e obtivemos certo acordo com os resultados obtidos experimentalmente

para uma e duas fendas.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

O principal resultado desse trabalho foi o desenvolvimento de um formalismo
geral para a andlise de caminhantes quanticos, em varios tipos de redes, através
do estabelecimento das ligacoes interrompidas apropriadas. Propiciando além do
estudo dos efeitos da descoeréncia do tipo ligacoes interrompidas, como também o
estudo dos mais diversos tipos de evolucao de caminhantes quanticos em topologias
distintas e em quantas dimensoes for necessario.

Com este formalismo foi possivel a descricao, simulagao, interpretacao e ana-
lise de diversos tipos de caminhantes quanticos em uma e duas dimensoes. Obtive-
mos resultados novos e interessantes. Além disso simulamos, pela primeira vez na
literatura, o comportamento de caminhantes quanticos passando por uma e duas
fendas.

Inicialmente, para tomar familiaridade com o tipo de sistema, e inicio do
desenvolvimento da parte tedrica para estabelecimento das equagoes de evolucao,
estudamos o caminhante quantico em uma dimensao cuja moeda apresenta as trés
possibilidades distintas: a de ficar na posicao atual e as duas outras usuais: de
ir para a direita e de ir para a esquerda em cada passo. Analisamos através de
nossa técnica de simulagao numérica as duas moedas relevantes para este caso:
Fourier e Grover. Nossos resultados apresentaram pleno acordo com os resultados
analiticos aproximados na literatura Inui et al. (2005). As distribuigoes de proba-

bilidade desse tipo de caminho quantico podem apresentar uma forma particular
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que sao notadamente diferentes dos caminhos quanticos usuais, além de poderem
ser também muito diferentes de seu andlogo cléssico. O principal resultado dessa
analise é a localizacao da particula na origem com alta probabilidade, fato este
que nao ocorre no caso usual com a moeda de duas possibilidades. E que pode
ser muito 1til, por exemplo, na aplicacao do algoritmo de caminhantes quanticos
para a procura de solugoes para um determinado problema computacional cujas
solugoes sejam instancias em um conjunto contavel.

Desenvolvemos o formalismo geral de evolugao temporal para os caminhantes
quanticos em 1-D e 2-D com ou sem ligacoes interrompidas no espaco posicao e que
pode ser facilmente estendido para qualquer dimensao. Este resultado permitiu a
analise e validagao de nossos resultados numéricos uma vez que com a aplicacao do
operador U no estado inicial evoluiamos o sistema até um certo nimero arbitrario
de passos e posteriormente com a aplicacao do operador U' aplicando o mesmo
nimero de passos no estado final gerado por U retornamos ao estado inicial com
grande precisao, garantindo assim a robustez de nossa simulacao.

Analisamos o comportamento da distribuicao de probabilidade e do desvio
padrao para um caminhante quantico que se move em uma rede quadrada usando
os tres tipo de moedas mais relevantes para os caminhantes no plano Hadamard,
Fourier e Grover e algumas condicoes inicias distintas. Verificamos que essas moe-
das se comportam de forma distinta e que a distribuicao de probabilidade e o desvio
padrao podem ser muito afetados pela escolha das condigoes iniciais. Encontramos
ainda que a moeda de Grover é a moeda que apresenta o maior e também o menor
desvio padrao de acordo com a condigao inicial escolhida. Comparando com o caso
1-D observamos que o espalhamento da distribui¢ao de probabilidade no plano é
V/2 vezes mais rapida que na reta.

Desenvolvemos o formalismo geral para o caso de caminhantes quanticos com
ligagoes interrompidas e também a sua generalizacao para caminhantes quanticos
em redes de n dimensoes, expandindo muito a possibilidade de estudos para os

mais variados tipo de sistemas. Este tratamento nos permite estudar a evolugao
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de caminhantes quanticos em redes de formas arbitarias através da quebra das
ligacoes apropriadas para definir as bordas das superficies. Além do estudo geral
de caminhantes quanticos em dimensoes maiores ha muitas outras aplicacoes para
este método como por exemplo o estudo da transmissao dos caminhantes quanticos
em mesas de bilhares abertasBerggren et al. (2002) ou em uma regido em que
classicamente o movimento seria cadtico. Ha também outras possiveis aplicagoes,
como o problema de percolagao quantica e a propagacao da particula por meios nao
homogéneos, onde a interface de das duas regices apresente diferentes propriedades.

Usando o formalismo de ligacoes interrompidas, através da quebra perma-
nente das ligagoes adequadas, colocamos o caminhante quantico em dois tipos de
caixas, quadrada e losangular, e analisamos o comportamento da distribuicao de
probabilidade e a evolucao temporal do desvio padrao para as trés moedas e ob-
servamos que as moedas apresentam sensibilidades diferentes em relacao ao tipo
de caixa que se encontram. A moeda de Hadamard é a que se comporta com mais
regularidade em caixas quadradas enquanto que no caso de caixas losangulares as
moedas de Grover e Fourier se saem melhor. Também observamos o comporta-
mento do mizing time para o caso da caixa quadrada e também sem o primeiro
quadrante e vemos como essa grandeza pode trazer muitas informacoes a respeito
do que esta ocorrendo com a distribuicao de probabilidade, e como pode ser muito
util na investigacao do caminhante quantico em grafos e em especial no hipercubo.

Estudamos criteriosamente a descoeréncia produzida pela quebra aleatéria
das ligacoes em uma rede quadrada. Usamos as moedas de Hadamard, Fourier e
Grover tendo como condigao inicial as que levam ao maior espalhamento no plano
para cada uma das moedas. Encontramos que a moeda de Hadamard, com essa
condicao inicial, é a mais resistente a este tipo de descoeréncia seguida pela moeda
de Grover e por ltimo a de Fourier. Comparamos nossos resultados com os exis-
tentes para o caso 1-D e observamos certo acordo. Entretanto quando introduzimos
assimetria na descoeréncia vimos que os caminhantes quanticos se comportam de

maneira peculiar que leva a uma transicao de um caminhante quantico 2-D coe-
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rente para um caminhante quantico 2-D descoerente e posteriormente para um caso
1-D coerente. Ha grande interesse em se investigar o que acontece em dimensoes
maiores, bem como na evolucao com ligacoes interrompidas para o hipercubo de n
dimensoes.

Simulamos através da quebra permanente das ligacoes apropriadas o com-
portamento de caminhantes quanticos passando através de uma ou duas fendas
e comparamos com os resultados do experimento padrao de interferéncia e difra-
¢ao para uma e duas fendas. Observamos que os caminhantes quanticos também
apresentam interferéncia e difragdo ao passarem por fendas e se depararem com
um anteparo. Analisamos o comportamento desses sistemas paras a trés moedas
e para varios tamanhos de fendas. A posicao do primeiro minimo de interferéncia
e difracao foi analisada e comparada com os resultados do experimento de uma e
duas fendas. A simulacao de Hadamard se mostrou a mais interessante para este
estudo, pois a onda que chega na fenda estd mais homogénea, enquanto que para
as duas outras situacgoes analisadas, Fourier e Grover,ha um pico central no entre
as fendas. Observamos também que as formulas padrao podem explicar para um
certo valor de comprimento de onda A a posi¢ao do primeiro minimo para um certo
intervalo de largura das fendas. Vimos que as férmulas padrao sao boas aproxi-
macoes para nossos resultados exceto para fendas muito pequenas. Em trabalhos
futuros ha o interesse em se introduzir medidas parciais para se analisar a rela-
¢ao de complementaridade entre o aparecimento das franjas de interferéncia e o
conhecimento de por qual fenda o caminhante passou. Ha interesse também em se
analisar o comportamento de mais de um caminhante passando por uma e duas
fendas.

Dada a extrema simplicidade, versatilidade e robustez do formalismo de li-
gacoes interrompidas para caminhantes quanticos, que foi por nés aplicado e ge-
neralizado para diversos tipos de topologias e sistemas, surgiram muitas frentes de
trabalho que ainda precisam ser exploradas. Este método pode ser 1til nao somente

como ferramenta para o desenvolvimento de algoritmos quanticos mais eficientes
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como também para a modelagem de diversos sistemas quanticos. Para trabalhos
futuros ha grande interesse em se modelar o comportamento da descoeréncia unita-
ria por ligacoes interrompidas no hipercubo de n-dimensoes . Ha também interesse
em se investigar o comportamento da descoeréncia assimétrica em caminhantes

quanticos em dimensoes maiores que dois, além de outras topologias possiveis.
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Apéendice A
Caminhos Aleatorios Classicos

Para que tenhamos uma certa intuicao sobre a teoria dos caminhos aleato-
rios, vamos fazer uma rapida revisao sobre os caminhos aleatorios classicos. Em
sua forma mais simples e ilustrativa, o problema pode ser formulado da maneira
tradicional pela qual ainda na graduacao conheci o problema. Um bébado, Reif
(1965) estd parado em frente a um poste em uma avenida e pretende ir para sua
casa que fica naquela rua algumas quadras a direita. A questao de interesse é:
qual é a probabilidade de que apds N passos ele consiga chegar em casa? Todos
os passos que ele da sao de mesmo comprimento [. O coitado estd tao bébado
que a direcao de cada passo, se vai para a esquerda ou direita, é completamente
independente do passo anterior. Entao a tnica certeza que temos é que cada passo
que ele da tem probabilidade p de ser para a direita e probabilidade ¢ = 1 — p
de ser para a esquerda. Sendo no caso mais simples p = ¢, mas em geral p # q.
Vamos supor que o poste esteja na posicao x = 0. Como cada passo que ele da é de
comprimento [, a localizagao dele ao longo da avenida (eixo-x), deve ser da forma
x = ml, com m sendo um ndmero inteiro. E claro que a formulacao estatistica do
problema exige que este “passeio” seja repetido um nimero bem grande de vezes
II. E cada vez que este passeio for repetido encontraremos o bébado em um ponto
diferente da avenida. Sé entao, apds Il vezes poderemos nos perguntar com que
probabilidade apds N passos encontraremos o individuo em casa.

Deixemos de lado esta estorinha do bébado e vamos discutir o problema do
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caminho aleatorio classico em uma dimensao um pouco mais formalmente. Vamos
imaginar uma particula se move em uma reta dando passos sucessivos de acordo
com o resultado de uma certa varidvel aleatéria. Por exemplo de acordo com as
saidas de uma moeda, se der cara vai para a esquerda, se der coroa vai para direita.

Apds um total de N passos de comprimento [, a particula estara localizada em

x = ml, (A1)

com m sendo um inteiro no intervalo

—N <m < N. (A.2)

Queremos calcular a probabilidade Py(m) de apés N passos encontrar a particula
na posicao x = ml. Seja n; o numero de passos que a particula da para a direita

e ny 0 numero de passos para a esquerda tal que

N = ny + Na. (AB)

O deslocamento liquido da particula é

m=ng; — ny (A.4)

A principal caracteristica deste processo é que 0s passos sucessivos sao estatistica-
mente independentes uns dos outros, ou seja, um processo markoviano Brémaud
(1999). Seja p a probabilidade de que o passo seja para a direita e ¢ a probabilidade

de que seja para a esquerda com

p+q=1 (A.5)

Entao a probabilidade de que uma dada seqiiéncia de n, passos para a direita e ns
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para a esquerda é dada simplesmente multiplicando as respectivas probabilidades

PXPX-XPXGXqgX-Xqg=p" xq™. (A.6)
ni vezes no vezes

Contudo, existem muitas possibilidades de termos em N passos, n; para a direita

e no para a esquerda. De fato, o nimero de possibilidades distintas é dado por

N!

nl!ngl '

(A7)

Portanto a probabilidade Wy (n;) de num total de N passos termos n; para a

direita e ny = N — n; para a esquerda em qualquer ordem é dada por

N!

nl!ngl

WN(nl) =

Pt X g2, (A.8)

Se sabemos que a particula efetuou n; passos para a direita de um total de N
passos, entao seu deslocamento m a partir da origem esta totalmente determinado.
Logo a probabilidade Py(m) é a mesma que Wy (n;) . E com algumas manipulagoes

algébricas temos que

Py(m) = ok p(N;m)q(N;m)' (A.9)

(=) ()

Na figura A.1 apresentamos um exemplo da distribuicao de probabilidade binomial

do caminho aleatdrio classico, Py(m) apds 20 passos para uma particula que partiu
da origem com p = ¢ = % A envoltoria dessa curva é uma funcao bem comportada.
O significado fisico é bem intuitivo, apés N passos, a probabilidade da particula
ser encontrada a uma distancia N da origem é muito pequena, mas a probabilidade

de ser localizada na vizinhanca da origem é bem grande . A equacao [A.9] é a
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chamada distribui¢ao binomial. Quando p = ¢ = 1/2 temos

Py(m) = ak ' (E)N. (A.10)

() ()

Vamos agora obter o valor médio de x e a sua dispersao ou variancia para o caminho

aleatorio classico apds N passos. Sabemos que a variancia mede o quanto o nosso
conjunto de dados se espalhou em torno do valor médio. Seja a variancia de uma

distribuicao de probabilidade P dada por

o = My(x) — M (z)?, (A.11)

onde My(z) = > 2*P(x) é o segundo momento da distribuicao e M;(z) =
>, xP(x) é a sua distribuicao média. A média de = é dada por M, (z) = M;(ml),
como o tamanho do passo [ é um valor fixo, basta que calculemos M;(m) e poste-
riormente multipliquemos pelo tamanho do passo. Entretanto, como m = n; — ny
temos que M;(m) = My(ny) — Mi(ng). Como p é a probabilidade de dar uma
passo para a direita, o nimero médio de passos para a direita apos N passos sera

M;(ny) = Np, analogamente para a esquerda temos que M;(ns) = Ng, portanto

Mi(m) = N(p —q). (A12)
Vamos agora calcular Ms(ny)
= 2 = N! n ng, 2
Ms(n) = Z Wy (ni) = Z angt? LXqng (A.13)
n1=0 n1=0 : :

com algumas manipulagoes algébricas e usando que p + ¢ = 1 obtemos que

Ms(ny) = (Np)? + Npg = My (n1)* 4+ Npg. (A.14)
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E portanto
o?(n1) = Npq. (A.15)

Mas temos que m = n; — ny = 2n; — N entao o?(m) = 0?(2n; — N) = 0%(2n,)

pois N é uma constante e portanto
0*(2n,) = 40*(ny) = 4Npq. (A.16)

Entao

o = 4Npql?, (A.17)

para o caso em que p = ¢ = 1/2 temos que o desvio padrao torna-se:
o =+VNI (A.18)

Isto é para o caminho aleatorio classico cuja distribuicao de probabilidade é bino-
mial o desvio padrao cresce com a raiz quadrada do numero de passos caracteri-
zando um processo totalmente difusivo. Quando o nimero de passos N é grande, a
distribuicao binomial comeca a exibir um maximo pronunciado em um dado valor
ni1 = ny, e a decrescer rapidamente a medida que nos afastamos desse valor. Nesse
caso podemos considerar que a distribuicao de probabilidade seja uma funcao con-
tinua da variavel n;, embora s6 tenha interesse fisico os valores inteiros de n;.
Assim para N suficientemente grande obtemos que a distribuicao de probabilidade

¢ a distribuicao Gaussiana dada por:

1 [m — N(p—q)]

Py(m) = —e———cap{—
wim) = —ogaern SN

1. (A.19)

Na figura A.2 apresentamos um grafico da distribuicao de probabilidade Gaussiana

para um caminho aleatério classico balanceado com p = ¢ = % apos 1000 passos.

A localizacao em torno da origem é a caracteristica mais marcante desse tipo de

caminho.
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Figura A.1: Distribuicao de probabilidade binomial do caminho aleatério classico
com N = 20 passos para p = q = % de uma particula partindo da origem.
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Figura A.2: Distribuigao de probabilidade Gaussiana do caminho aleatério classico
apos 1000 passos passos para p = q = % de uma particula partindo da origem.
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