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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessá-

rios para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

CÓDIGOS QUÂNTICOS DE CORREÇÃO DE ERROS DO TIPO

CWS

Douglas Frederico Guimarães Santiago

Fevereiro , 2013

Orientador: Renato Portugal, D.Sc

Em um computador quântico, da mesma forma que em um computador clás-

sico, a informação está sujeita a erros que precisam ser detectados e corrigidos, de

onde surge a necessidade dos códigos quânticos de correção de erros. Neste trabalho

estudamos os códigos CWS (Codeword Stabilized quantum codes) que generalizam

os códigos estabilizadores. Primeiramente, descrevemos detalhadamente os códi-

gos CWS sobre sistemas quânticos de mais de um ńıvel (qudits) a partir de uma

nova abordagem. Deixamos claro quais resultados valem em geral e quais valem

apenas para qubits, qupits (sistemas com número primo de ńıveis) e quais valem

no caso do código CWS ser baseado em um estado-grafo. Apresentamos também

um novo resultado que relaciona códigos CWS com códigos estabilizadores genera-

lizando os resultados presentes na literatura. Posteriormente, caracterizamos um

tipo de operador de medida para códigos CWS para qubits. Criamos então um

procedimento para buscar estes operadores, que nem sempre são suficientes para

identificar o erro ocorrido, mas quando são, o fazem de forma eficiente.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

CWS QUANTUM ERROR CORRECTING CODES

Douglas Frederico Guimarães Santiago

February, 2013

Advisor: Renato Portugal, D.Sc

Like a classical computer, a quantum computer would be affected by errors.

Those need to be identified and corrected, so we need quantum error correcting

codes. In this work, we study the Codeword Stabilized Quantum Codes (CWS

codes) a generalization of the stabilizers quantum codes. First, we make a detailed

description, with a new approach of the results about CWS codes on systems with

more than one level (qudits). We make clear what results are correct in general

and what results are correct only for qubits, qupits (prime number of levels) or

what are correct for graph-states. We also show a new result that relates CWS

codes with stabilizer codes generalizing the results found in the literature. After

that, but only for qubits and CWS codes in a standard form, we also show new

results on the kind of observables we may use to identify the errors in a CWS

code. We create than a procedure to find these observables. Those observables not

always suffices to identify the error, but when they do, the procedure to identify

the errors is made in an efficient way.
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d .

• A\B: Conjunto A menos conjunto B.

• Gnd : Grupo de Pauli sobre n qudits.

• Cnd : O grupo de Clifford sobre Gnd .

• S: Grupo estabilizador.

• S: Conjunto de geradores do grupo estabilizador.

• W : Conjunto de operadores-palavras de um código CWS.
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Caṕıtulo 1

Introdução

No final do século XIX, ficou claro que a f́ısica previa fenômenos absurdos,

como a “catástrofe ultravioleta”, envolvendo energias infinitas, ou elétrons espira-

lando para dentro dos núcleos atômicos (Nielsen e Chuang (2000)). A medida que

a compreensão sobre átomos e radiação avançou, estas teorias eram descartadas, e

foi surgindo a moderna teoria da mecânica quântica. A mecânica quântica tornou-

se indispensável à ciência e tem sido aplicada com sucesso em diversas áreas, desde

o estudo do interior do sol, passando pela estrutura dos átomos, pela fusão nuclear,

supercondutores, estrutura do DNA, até às estruturas elementares da matéria.

Os efeitos quânticos se tornam mais evidentes no universo do “muito pe-

queno”. Com a miniaturização dos componentes dos computadores, eventualmente

efeitos quânticos indesejáveis se tornarão presentes. Na tentativa de usar estes efei-

tos para fazer uma computação mais eficiente, no final da década de 80, surgem

as pesquisas em computação quântica (Benioff (1980), Deutsch (1985) e Feynman

(1982)). Estas se desenvolveram e atualmente encontramos vasto material sobre o

assunto (Nielsen e Chuang (2000), Kaye et al. (2007), Burda (2005)). Para que a

computação quântica seja realmente útil, é preciso desenvolver algoritmos quânti-

cos (Shor (1994), Grover (1996), Mosca (2009) e Childs e van Dam (2010)). Os

algoritmos quânticos em geral exibem a grande vantagem de resolver um problema

de forma mais rápida que os algoritmos clássicos equivalentes, sendo que alguns

chegam a fazê-lo em tempo polinomial enquanto o equivalente clássico o faz em
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tempo exponencial.

Com o real desenvolvimento da computação quântica, assim como na com-

putação clássica, o surgimento de mecanismos para detectar e corrigir os eventuais

erros devem ser implementados; segue então a necessidade da teoria dos códigos

quânticos de correção de erros (Nielsen e Chuang (2000), Knill e Laflamme (1997)

Staff (2008), Aharonov e Ben-or (1997), Calderbank e Shor (1996), Bennett et al.

(1996) Steane (1996) e Gottesman (1996)). A proteção contra erros quânticos

envolve desafios bem diferentes da proteção contra erros clássicos, mas, apesar

disso, grande parte da teoria dos códigos clássicos de correção de erros pode ser

aproveitada para os códigos quânticos.

Um código quântico é um subespaço de um espaço de Hilbert e costuma ser

representado pelos parâmetros ((n,K, e))d. O parâmetro d corresponde à quan-

tidade de ńıveis quânticos sendo considerados, isto é, à quantidade de estados

linearmente independentes que um único qudit pode apresentar. O parâmetro n é

a dimensão do espaço de Hilbert maior, K é a dimensão do código. O parâmetro

e representa a quantidade de qudits que o código pode detectar. Um código de

parâmetro e detecta erros em até e− 1 qudits. Uma forma de se comparar códigos

quânticos com parâmetros n e e fixos, é mediante o valor do parâmetro K. Quanto

maior o valor de K, melhor o código.

Uma classe de códigos quânticos muito explorada na literatura é a classe dos

códigos estabilizadores (Gottesman (1997), Calderbank et al. (1997)). Nestes, o

subespaço que define o código é a interseção dos subespaços associados ao autovalor

1 de um conjunto de operadores que forma um subgrupo do grupo de Pauli. Este

grupo é chamado de grupo estabilizador S.

Em um código CWS (Codeword Stabilized Quantum Codes) de parâmetros

((n,K, e))d , o grupo estabilizador estabiliza um único estado quântico (a menos

de multiplicação por constantes) e os elementos da base são constrúıdos aplicando

operadores de Pauli distintos (e que satisfazem algumas condições) no estado es-

tabilizado (Chen et al. (2008), Chuang et al. (2009), Cross et al. (2009), Hu et al.
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(2008), Yu et al. (2008), Yu et al. (2007) e Yu et al. (2009)). Os códigos CWS

são uma generalização dos códigos estabilizadores, pois mostra-se que todo código

estabilizador pode ser visto como um código CWS. Reciprocamente, mostra-se que

um código CWS satisfazendo certas condições é na verdade um código estabili-

zador. Há vários resultados na literatura acerca dos códigos CWS e um destes

resultados permite, fixados os parâmetros n e e, que o problema de construir bons

códigos quânticos CWS (com o parâmetro K grande) se transforme no problema

de construir bons códigos clássicos que corrijam um conjunto espećıfico de erros.

A maioria dos trabalhos sobre códigos quânticos exploram a criação de no-

vos códigos e métodos para isto. A própria teoria dos códigos CWS funciona neste

sentido, apresentando um método para criar novos códigos quânticos não estabili-

zadores. Nesta linha também estão os trabalhos envolvendo códigos concatenados

(Beigi et al. (2011) e Grassl et al. (2009)).

Dado um código quântico, para se identificar o erro ocorrido, precisamos de

um conjunto de operadores de medida que não destruam a informação quântica.

Nos códigos estabilizadores, usa-se nesta identificação um conjunto de geradores

independentes do grupo estabilizador S, e isto pode ser feito com eficiência. Di-

ferentemente dos códigos estabilizadores, a identificação dos erros em um código

quântico geral não é feita de forma eficiente. Apesar de existir um procedimento

geral para identificar os erros em um código CWS que apresenta ganho na eficiên-

cia (Li et al. (2010) e Melo et al. (2012)), este procedimento continua não sendo

eficiente para códigos CWS gerais.

Este trabalho trata dos códigos CWS seguindo a seguinte estrutura. No

Caṕıtulo 2 apresentamos as ferramentas necessárias para que se compreenda os

códigos CWS, apresentando os postulados da mecânica quântica da forma como

é utilizado na computação quântica e apresentando uma introdução aos códigos

quânticos de correção de erros. Tal caṕıtulo trata apenas de sistemas de dois

ńıveis (qubits) mas a generalização para sistemas de mais ńıveis (qudits) é imediata.

No caso de códigos CWS binários (d = 2), os resultados presentes na literatura
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são muito claros, o que não ocorre no caso em que o parâmetro d é genérico,

tornando dif́ıcil identificar quais resultados são válidos apenas quando d é primo,

quais valem quando d não é primo ou quais valem quando o código CWS é tal que o

estado estabilizado é um estado-grafo, que representa uma outra possibilidade para

códigos CWS. Um dos objetivos do trabalho é deixar isto mais claro. Isto é feito

no Caṕıtulo 3. Neste caṕıtulo, também apresentamos o Teorema 10, um resultado

novo e geral que auxilia na determinação de quando um código CWS é um código

estabilizador. Ainda no Caṕıtulo 3, apresentamos alguns novos códigos, códigos

assimétricos, descobertos usando a metodologia fornecida pelos códigos CWS. No

Caṕıtulo 4, o trabalho estabelece novos resultados quando d = 2 no sentido de

achar operadores de medida que possam tornar o processo de identificação do erro

mais eficiente (Santiago et al. (2012a) e Santiago et al. (2012b)). Estes resultados

culminam com o Teorema 13 e o Corolário 6.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste caṕıtulo descrevemos o material básico necessário para o entendimento

deste trabalho. Na Seção-2.1 descrevemos os postulados da mecânica quântica. Na

Seção 2.2 explicamos o que são códigos quânticos de correção de erros. Na Seção

2.3 descrevemos as condições para que um código quântico corrija e detecte um

conjunto de erros e na Seção 2.4 descrevemos os códigos quânticos estabilizadores.

Decidimos tratar aqui apenas com sistemas quânticos de dois ńıveis, isto é, sobre

qubits. Isto foi feito por considerarmos que, nesta parte do trabalho, a extensão

para sistemas de mais ńıveis (qudits) é imediata.

2.1 Postulados da mecânica quântica

As regras que determinam como funciona a mecânica quântica estão contidas

em 4 postulados (Nielsen e Chuang (2000) e Cosme (2008)) O primeiro postulado

trata de onde se dá os fenômenos quânticos, o Postulado 2 explica como evolui de

um sistema quântico. O Postulado 3 trata da questão da medida em um sistema

quântico e o Postulado 4 de sistemas quânticos compostos.

Postulado 1.

A qualquer sistema f́ısico isolado existe associado um espaço vetorial complexo, com

produto interno completo (espaço de Hilbert) conhecido como espaço de estados do

sistema. O sistema é descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitário no espaço

de estados
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Este postulado aplicado à computação quântica explica o bit quântico (qubit).

Um qubit se localiza no espaço de Hilbert de dimensão 2 sobre os complexos, H.

Na base computacional pode ser descrito por

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉

em que α e beta são números complexos e

|0〉 =

 1

0

 e |1〉 =

 0

1


A notação usada aqui é a notação de Dirac que é a forma como a computa-

ção quântica é estudada. O śımbolo |.〉 (lê-se “Ket”), denota um estado quântico,

enquanto 〈.| (lê-se “bra”) é o transposto conjugado do estado. O produto interno

é denotado por 〈.||.〉. Os estados |0〉 e |1〉 denotam a base computacional e são

os análogos dos bits 0 e 1 da computação clássica, a diferença é que enquanto na

computação clássica só há estas duas possibilidades para um bit, na computação

quântica um qubit pode estar simultaneamente no estado |0〉 e |1〉, situação re-

presentada pela combinação linear dos estados, como descrito acima. Para que o

estado seja unitário, |ψ〉 deve satisfazer e 〈ψ||ψ〉 = |α|2 + |β|2 = 1.

Uma outra base muito usada para representar o qubit é a base |+〉 = |0〉+|1〉√
2

e |−〉 = |0〉−|1〉√
2

, isto é:

|+〉 =
1√
2

 1

1

 e |−〉 =
1√
2

 1

−1

 .
Postulado 2. A evolução de um sistema fechado é descrita por uma transformação

unitária. Ou seja, o estado |ψ〉 de um sistema em um tempo t1 está relacionado

ao estado |ψ′〉 do sistema em t2 por um operador unitário U que depende somente

de t1 e t2

|ψ′〉 = U |ψ〉.
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O postulado como formulado anteriormente trata do caso discreto, que é o

caso que lidamos na computação quântica. No caso cont́ınuo, o postulado diz que

a evolução temporal do espaço de estados é descrita pela equação de Schrodinger:

ihd|ψ〉
dt

= H|ψ〉, onde h é uma constante f́ısica chamada constante de planck e H é

um operador hermitiano conhecido como Hamiltoniano do sistema.

De acordo com este postulado, podemos apresentar algumas portas quân-

ticas mais importantes sobre um qubit. Todas as portas descritas abaixo são

transformações unitárias descritas na base computacional. As quatro primeiras

são denominadas operadores de Pauli. Todas têm seu correspondente em siste-

mas generalizados com mais ńıveis, qudits, como pode ser visto em Hostens et al.

(2005). Algumas destas portas generalizadas serão posteriormente descritas neste

trabalho, quando isto se tornar necessário.

(1) A transformação Identidade, I|0〉 = |0〉 e I|1〉 = |1〉

I =

 1 0

0 1


(2) A transformação mudança de bit, X|0〉 = |1〉 e X|1〉 = |0〉

X =

 0 1

1 0


(3) A transformação mudança de fase, Z|0〉 = |0〉 e Z|1〉 = −|1〉

Z =

 1 0

0 −1


(4) A transformação mudança de bit e fase, Y |0〉 = i|1〉 e Y |1〉 = −i|0〉

Y =

 0 −i

i 0
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(5) A transformação Hadamard, H|0〉 = |0〉+|1〉√
2

e H|1〉 = |0〉−|1〉√
2

H =
1√
2

 1 1

1 −1


(6) A transformação Fase, S|0〉 = |0〉 e S|1〉 = i|1〉

S =

 1 0

0 i

 .
O próximo postulado descreve as medidas quânticas. Optamos por não enun-

ciar a forma geral do postulado das medidas, mas falar apenas de medidas pro-

jetivas que são as medidas que serão utilizadas neste trabalho. Esta opção, de

fato, não é restritiva, pois prova-se que realizar medidas projetivas é equivalente a

realizar medidas no caso geral, desde que se permita o uso de operadores unitários

como no Postulado 2.

Postulado 3. Uma medida projetiva é descrita por um observável M , um ope-

rador no espaço de estados do sistema sendo observado, satisfazendo M2 = I. O

observável tem uma decomposição espectral

M =
∑
m

mPm

em que Pm é o projetor sobre o auto-espaço de M com autovalor m. Os posśıveis

resultados da medida correspondem aos autovalores m do observável. Medindo-se

o estado |ψ〉, a probabilidade de se obter o resultado m é dada por

p(m) = 〈ψ|Pm|ψ〉

obtido o resultado m, o estado do sistema logo após a medida será

Pm|ψ〉√
p(m)

.
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Neste ponto, é interessante introduzir o conceito de fase. Na computação

quântica, uma fase é um número complexo γ com norma 1, isto é, γ = eiθ. A

informação quântica contida em uma fase não é detectável por uma medida. Isto

faz com que estados que se diferenciam apenas por uma fase, por exemplo, |ψ〉 e

γ|ψ〉 sejam muitas vezes considerados iguais. Caso se queira dar relevância a esta

diferença de fase, muitas vezes é usado o termo “igual a menos de fase”.

Exemplo 1. Considere o observável Z =

 1 0

0 −1

 e o estado |ψ〉 = α|0〉+β|1〉.

Medindo este observável, obtemos uma das duas possibilidades

(1) m = 1 com probabilidade |α|2 e neste caso o estado após a medida será |0〉

(a menos de fase).

(2) m = −1 com probabilidade |β|2 e neste caso o estado após a medida será

|1〉 (a menos de fase).

Postulado 4. O espaço de estados de um sistema composto é o produto tensorial

dos estados dos sistemas f́ısicos individuais. Se os sistemas forem numerados de 1

até n, e o sistema i for preparado no estado |ψi〉, decorre que o estado do sistema

composto será |ψ1〉⊗, . . . ,⊗|ψn〉.

O produto tensorial, identificado pelo śımbolo ⊗ na verdade é uma forma de

se juntar espaços vetoriais para formar um espaço maior. Sejam V e W espaços

vetoriais. Por definição, um produto tensorial satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Se z ∈ C, |v〉 ∈ V e |w〉 ∈ W então:

z(|v〉 ⊗ |w〉) = (z|v〉)⊗ |w〉 = |v〉 ⊗ (z|w〉)

(2) Se |v1〉, |v2〉 ∈ V e |w〉 ∈ W então:

(|v1〉+ |v2〉)⊗ |w〉 = |v1〉 ⊗ |w〉+ |v2〉 ⊗ |w〉
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(3) Se |v〉 ∈ V e |w1〉, |w2〉 ∈ W então:

|v〉 ⊗ (|w1〉+ |w2〉) = |v〉 ⊗ |v〉+ |w2〉 ⊗ |w1〉

As vezes, omite-se o śımbolo ⊗, escrevendo apenas |v〉|w〉 ou ainda |vw〉.

Exemplo 2. Um sistema quântico de dois qubits é modelado em um espaço de

Hilbert complexo de dimensão 4, H⊗2, com base {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉}. isto é, cada

elemento se escreve como

|ψ〉 = α1|00〉+ α2|01〉+ α3|10〉+ α4|11〉.

Uma caracteŕıstica interessante dos sistemas compostos é a existência de

estados emaranhados, isto é, estados que não podem ser escritos como o produto

tensorial outros estados, por exemplo, o estado |ψ〉 = 1√
2
(|00〉 + |01〉) pode ser

escrito como |ψ〉 = |0〉 ⊗ ( 1√
2
(|0〉+ |1〉)) portanto não é um estado emaranhado, já

o estado |ψ〉 = |00〉+|11〉√
2

é um estado emaranhado, pois facilmente verificamos que

este não pode ser escrito como produto tensorial de dois estados.

Uma representação concreta do produto tensorial é o produto de Kronecker.

O produto de Kronecker se define sobre matrizes, e portanto serve também para

vetores. Seja A uma matriz m× n e B uma matriz p× q, o produto de kronecker

A⊗B é uma matriz de tamanho mp× nq dada por:

A⊗B =



A11B A12B . . . A1nB

A21B A22B . . . A2nB

...
...

...
...

Am1B Am2B . . . AmnB


.

2.2 Códigos quânticos de correção de erros

O procedimento de codificação, detecção e correção de erros quânticos apre-

senta grandes diferenças em relação ao dos códigos clássicos, mas possuem tam-
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bém algumas semelhanças. O principal objetivo desta seção é descrever os códigos

quânticos, as ideias em que se baseiam e como funcionam os procedimentos ante-

riormente citados. Com este objetivo, primeiramente descrevemos brevemente os

códigos clássicos, para depois fazer uma comparação com os códigos quânticos.

Em linhas gerais, um código clássico se baseia no seguinte procedimento

(1) A informação é codificada, gerando uma redundância.

(2) A informação codificada passa por um canal ruidoso, onde podem ocorrer

erros.

(3) Após a passagem pelo canal ruidoso, analisa-se a informação procurando

identificar qual erro ocorreu e corrigir.

Como exemplo de código clássico, considere o código de repetição contendo

duas palavras-código C = {(0, 0, 0), (1, 1, 1)}. Uma função codificadora para este

código é:

(0) 7→ (0, 0, 0)

(1) 7→ (1, 1, 1)

suponha então que enviamos por um canal ruidoso a palavra-código (0, 0, 0) e após

a passagem por este canal, obtemos (1, 0, 0). Como (1, 0, 0) não é uma palavra do

código, sabemos que ocorreu um erro. Se o canal ruidoso só admite erros em 1 bit,

sabemos que o erro foi no primeiro bit e portanto corrigimos o erro.

Com este exemplo trivial vimos então que a correção clássica de erros, ocorre

mediante a geração de uma redundância, criando um código que pode ser afetado

por erros clássicos que são basicamente erros de troca de bits, e depois a informação

contendo erros será decodificada, para que se recupere a informação inicial. Na

computação quântica, temos os seguintes problemas:

(1) Teorema da não-clonagem. A geração simples de redundância como é
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feito na correção clássica não é posśıvel, pois estados quânticos gerais não

podem ser duplicados.

(2) Continuidade dos erros. Na correção clássica, há apenas erros de inver-

são de bit, enquanto na correção quântica podem ocorrer uma infinidade

cont́ınua de erros distintos.

(3) Medidas destroem a informação quântica. Na correção clássica, após

a passagem pelo canal ruidoso, temos que observar (medir) a informação.

Na correção quântica, medir a informação geralmente destrói a informação,

o que torna a recuperação imposśıvel.

Ocorre que apesar destas três grandes dificuldades apresentadas, a correção

quântica de erros ainda é posśıvel. Para exemplificar como isto pode ser feito,

vamos considerar primeiro um dos códigos quânticos mais simples, o código de três

bits para mudança de bits. O Teorema da não clonagem diz que não é posśıvel, a

partir de um estado |ψ〉 = α|0〉+β|1〉, produzir um estado |ψ〉⊗|ψ〉, mas podemos

por exemplo, a partir do estado |ψ〉 = α|0〉+β|1〉 construir, usando portas unitárias,

o estado |ψ〉 = α|000〉+ β|111〉. Isto é feito pelo circuito da Figura 2.1.

Figura 2.1: Circuito Codificador do Código de três bits para mudança de bit

Ocorre que este código, que chamaremos aqui de Q, corrige erros de mudança

de bits em até 1 qubit. Q é um subespaço de dimensão 2 do espaço de Hilbert

H⊗3 de dimensão 8. A ação dos erros de mudança de bit sobre 1 qubit, envia a

informação para subespaços ortogonais a Q, de acordo com a Tabela 2.1

Após a passagem pelo canal ruidoso deve-se tentar descobrir de alguma

forma, os posśıveis erros que possam ter ocorrido. Para isto devemos efetuar me-
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Tabela 2.1: Efeito dos erros em 1 qubit para o código de três bits para mudança
de bits

Ausência de erros α|000〉+ β|111〉
Mudança no primeiro qubit α|100〉+ β|011〉
Mudança no segundo qubit α|010〉+ β|101〉
Mudança no terceiro qubit α|001〉+ β|110〉

didas quânticas, mas sem destruir a informação, para que possamos recuperá-la.

Neste exemplo, com medidas consecutivas com os observáveis, ZZI e IZZ, conse-

guimos deduzir qual o erro de mudança de bit ocorreu, pois se o valor da medida

com o observável ZZI é 1, resulta que os estados posśıveis são: Ausência de erros

ou mudança de bit no terceiro qubit enquanto se o valor da medida é -1, as possibi-

lidades são: mudança no primeiro qubit ou mudança no segundo qubit. Se o valor

da medida com o observável IZZ é 1, as possibilidades são: Ausência de erros

ou mudança de bit no primeiro qubit, se for -1, as possibilidades são: Mudança

de bit no segundo ou no terceiro qubit. Portanto estas medidas combinadas são

suficientes para se descobrir o erro.

O código anterior exemplifica como a metodologia dos códigos quânticos pode

ser bem parecida com a dos códigos clássicos, gerando primeiro uma redundância

para proteger a informação e, após a passagem pelo canal ruidoso, fazendo medidas

que não alterem a informação de forma a tentar descobrir o erro ocorrido. O que

o exemplo anterior não trata é da questão da continuidade dos erros quânticos, já

que o código apenas corrige, de forma análoga aos códigos clássicos, erros discretos

de mudança de bit. Um código que exemplifica de maneira eficaz a questão da

continuidade de erros é o código de Shor. Este código codifica 1 qubit |ψ〉 =

α|0〉+β|1〉 no estado |θ〉 = α|0L〉+β|1L〉. Em cada elemento da base a codificação

é feita da seguinte forma

|0〉 7→|0L〉 =
(|000〉+ |111〉)(|000〉+ |111〉)(|000〉+ |111〉)

2
√

2

|1〉 7→|1L〉 =
(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)

2
√

2
.
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Este código corrige erros quaisquer desde que em apenas um qubit. Ocorre

que qualquer operador de erro Ei agindo no qubit i, pode ser escrito como combi-

nação linear dos operadores de Pauli I, Xi, Yi e Zi, por exemplo

E1 = α1I + α2X1 + α3Y1 + α4Z1

logo

E1|θ〉 = α1I|θ〉+ α2X1|θ〉+ α3Y1|θ〉+ α4Z1|θ〉

para descobrir o erro, podemos medir com os observáveis da Tabela 2.2. Estes

observáveis tem uma caracteŕıstica importante. Todos estabilizam o código, isto

significa que qualquer informação codificada está no subespaço associado ao auto-

valor 1 de cada um dos observáveis. Portanto se a informação não sofreu erros,

medindo qualquer um deles, o resultado será 1 com probabilidade 1 e a informação

não será perdida.

Tabela 2.2: Observáveis de medida para o código de Shor

Z1Z2

Z2Z3

Z4Z5

Z5Z6

Z7Z8

Z8Z9

X1X2X3X4X5X6

X4X5X6X7X8X9

Suponha então que o erro E1 descrito acima ocorreu. Como os observáveis

estabilizam o código e o erro foi no primeiro qubit, tirando os observáveis Z1Z2

e X1X2X3X4X5X6, todos os outros comutam com I, X1, Y1 e Z1, logo E1|θ〉 é

estabilizado por estes observáveis, o que significa que para estes, a medida será 1

com probabilidade 1 e a informação não será perdida. Em geral, ocorre que se um

observável estabiliza o código e anti-comuta com um erro, significa que sob a ação

deste erro o estado está completamente no auto-espaço associado ao autovalor -1

do observável, portanto o resultado da medida será -1 com probabilidade 1 e se o
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observável comuta com o erro, o resultado será 1 com probabilidade 1.

Medindo consecutivamente os observáveis Z1Z2 e X1X2X3X4X5X6, as pos-

sibilidades são:

(1) Resultado 1 e 1: Dentre os operadores I, X1, Y1 e Z1, o único que comuta

com ambos os observáveis Z1Z2 e X1X2X3X4X5X6 é a identidade; logo

após este resultado de medida o estado será |θ〉 e não há o que corrigir;

(2) Resultado 1 e -1: Dentre os operadores I, X1, Y1 e Z1, o único que comuta

com Z1Z2 e anti-comuta com X1X2X3X4X5X6 é Z1; logo após este resul-

tado de medida o estado será Z1|θ〉, e aplicamos Z1 para corrigir o estado

1 ;

(3) Resultado -1 e 1: Dentre os operadores I, X1, Y1 e Z1, o único que anti-

comuta com Z1Z2 e comuta com X1X2X3X4X5X6 é X1, logo após este

resultado de medida o estado será X1|θ〉, e aplicamos X1 para corrigir o

estado;

(4) Resultado -1 e -1: Dentre os operadores I, X1, Y1 e Z1, o único que anti-

comuta com Z1Z2 e anti-comuta com X1X2X3X4X5X6 é Y1, logo após este

resultado de medida o estado será Y1|θ〉, e aplicamos Y1 para corrigir o

estado.

O exemplo acima representa bem a forma como um código quântico pode

proteger a informação mesmo tendo em vista a existência de uma infinidade con-

t́ınua de erros.

Um canal ruidoso possui um conjunto de elementos de operação, ε = {Ei}

que representam os erros posśıveis de ocorrer neste canal. Um Teorema que é bem

conhecido na literatura (Nielsen e Chuang (2000)) é o Teorema da discretização

do erro, dado a seguir:

1 Com este resultado de medida, uma outra possibilidade seria Z2|θ〉 mas o efeito de Z1 sobre
o código é o mesmo de Z2, donde conseguiŕıamos corrigir o erro da mesma forma
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Teorema 1. Seja C um código quântico e R a operação de correção de erros para

recuperação de um processo de rúıdo ε com elementos de operação {Ei}. Seja F

uma operação quântica com elementos de operação Fj que são combinações lineares

dos elementos Ei. Resulta que a operação de erro R também corrige os efeitos do

processo de rúıdo F sobre o código C

Como os operadores de Pauli sobre o espaço de Hilbert H⊗n formam uma

base para todos os operadores de erro posśıveis, o Teorema anterior sugere que é

interessante escolher nosso conjunto de erros ε = {Ei} em que Ei são operadores

de Pauli. Daqui para a frente suporemos que esta condição seja sempre satisfeita.

2.3 Condições de correção de erros

Dado um conjunto de erros ε = {Ei}, e um código C, as condições que

garantem que o código corrija estes erros foram deduzidas por Knill e Laflamme

(1997).

Teorema 2. Considere um conjunto de erros ε = {Ea} e uma base ortogonal {|i〉}

para um código Q. O código Q corrige erros em ε, se e somente se

〈i|E†aEb|j〉 = Ca,bδij

para todo Ea, Eb ∈ ε e |k〉, |j〉 ∈ {|i〉} em que Ca,b é uma constante que só depende

dos erros.

Este Teorema significa basicamente que erros atuando em diferentes elemen-

tos da base tem que mandar estes para espaços ortogonais, caso contrário, não

haveria como distinguir a informação posterior à passagem pelo canal ruidoso.

Além disto, dois erros distintos atuando no mesmo elemento da base não precisam

enviar tais elementos para espaços ortogonais, mas precisam atuar de forma seme-

lhante, de forma que na correção, independentemente de qual erro ocorreu, Ea ou

Eb, seja posśıvel recuperar a informação aplicando quaisquer um dos operadores

E†a ou E†b .
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Nos códigos CWS, em geral, se lida com condições que garantam que um

código detecte um conjunto de erros dados, por isto, decorre do Teorema 2 o

seguinte resultado:

Teorema 3. Considere um conjunto de erros ε = {Ea} e uma base ortogonal {|i〉}

para um código Q. O código Q detecta erros em ε se, e somente se

〈i|Ea|j〉 = Caδij

para todo Ea ∈ ε e |k〉, |j〉 ∈ {|i〉} em que Ca é uma constante que só depende do

erro.

Destes dois Teoremas, fica claro que se um código Q corrige erros em um

conjunto ε = {Ea} então o código Q detecta erros no conjunto ε′ = {E†aEb}, onde

Ea, Eb ∈ ε. Também fica claro que se um código detecta erros em até γ qubits,

então ele corrige erros em até γ
2

qubits, se γ é par e em até γ−1
2

qubits se γ é ı́mpar.

2.4 Códigos estabilizadores

Uma classe importante de códigos quânticos são os códigos estabilizadores.

Estes códigos foram primeiramente descritos em Gottesman (1997) e sua teoria

se encontra bem resumida em Nielsen e Chuang (2000). O formalismo dos códi-

gos estabilizadores se aplica tanto em sistemas de dois ńıveis (qubits) quanto a

sistemas de mais ńıveis (qudits). As ideias para sistemas de mais ńıveis são uma

generalização do caso de dois ńıveis (Ketkar et al. (2006)). Nesta parte do tra-

balho explicamos apenas o formalismo sobre qubits. Tratamos no Caṕıtulo 3 do

caso de mais de dois ńıveis apenas o necessário para descrever os códigos CWS,

que representam a parte principal deste trabalho.

Um código quântico sobre o espaço de Hilbert H⊗n nada mais é do que um

subespaço Q de H⊗n. Nos códigos estabilizadores, este subespaço é a interseção

dos auto-espaços associados ao autovalor 1 de um grupo estabilizador S, cujos

elementos são operadores de Pauli. Para um qubit, consideramos o grupo de Pauli
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como sendo o conjunto

Gn( ouG1
2) = {I,−I, Z,−Z,X,−X,ZX,−ZX}.

Para vários qubits, consideramos o grupo Gn2 formado pelo produto tensorial dos

operadores em Gn.

Exemplo 3. É fácil verificar que o código de Shor Q, representado pelos estados

α|0L〉+ β|1L〉 onde

|0L〉 =|0L〉 =
(|000〉+ |111〉)(|000〉+ |111〉)(|000〉+ |111〉)

2
√

2

|1L〉 =|1L〉 =
(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)

2
√

2

é estabilizado pelo subgrupo abeliano S ≤ Gn cujos elementos são exatamente os

observáveis de medida apresentados em 2.2.

O tamanho do subgrupo estabilizador tem relação com a dimensão do código

estabilizador. Esta relação se dá através de um resultado que será demonstrado

posteriormente de forma geral e portanto não será demonstrado aqui.

Proposição 1. Seja S = 〈g1, . . . , gn−k〉 gerado por n− k elementos independentes

e que comutam de Gn, e suponha que −I /∈ S. Resulta que o espaço Q estabilizado

por S possui dimensão 2k

Além de descrever subespaços vetoriais, podemos utilizar o formalismo dos

estabilizadores para descrever a evolução desses subespaços. Suponha que uma

operação unitária U atue sobre um subespaço Q estabilizado por S e seja |ψ〉 um

elemento de Q. Segue-se que para qualquer g ∈ S

U |ψ〉 = Ug|ψ〉 = UgU †U |ψ〉,

isto é, o estado U |ψ〉 é estabilizado por UgU †. Temos então que o subespaço UQ

é estabilizado por USU † = {UgU †|g ∈ S} e se {gi} gera S então {UgiU †} gera
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USU † .

Uma grande vantagem do formalismo dos estabilizadores é fornecer um meio

mais compacto de descrever um sistema quântico e sua evolução. O estado |0〉⊗n

por exemplo é o estado estabilizado por Z⊗n. Aplicando a porta Hadamard em

cada qubit H⊗n, temos o estado |+〉⊗n, que é o estado estabilizado por

(H⊗n)Z⊗n(H⊗n)† = X⊗n.

Em geral, para descrever um estado de n qubits, precisamos de 2n amplitudes, mas

de acordo com o formalismo dos estabilizadores o estado |+〉⊗n pode ser descrito

por n operadores, {X1, . . . , Xn}. Esta forma mais compacta de descrever um estado

e sua evolução é uma propriedade interessante dentro deste formalismo.

Seguindo as ideias presentes no formalismo dos estabilizadores, a evolução

de um estado quântico estabilizado por operadores de Pauli é descrita por uma

operação de conjugação, é interessante então definir e tentar caracterizar quais

operadores agem por conjugação sobre operadores de Pauli de forma que o resul-

tado desta ação continue sendo um operador de Pauli.

Definição 1. O grupo de Clifford sobre n qudits, denotado por Cnd é o grupo

normalizador de Gnd em U(dn), isto é, o grupo das matrizes unitárias U de dimen-

são dn que satisfazem UGdnU † = Gnd . O grupo local de Clifford, denotado por

LCnd , é o subgrupo de Cnd consistindo de elementos que são descritos como o produto

tensorial de n elementos de C1
d.

Ocorre que para qubits o grupo de Clifford Cn2 , além de conter elementos de

Gn2 é gerado pelas portas Hadamard, Fase e Não-controlado. A ação destas portas

sobre os elementos de Gn2 é dada pela Tabela 2.3.

Uma porta importante para os códigos CWS é a porta Z-duplamente con-

trolada, que denotaremos por CCZ (Figura 2.2). Esta porta não pertence a Cn2 e

está presente na codificação dos códigos CWS.

A ação da porta CCZ sobre os operadores de Pauli pode ser deduzida das
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Tabela 2.3: Ação dos geradores do grupo de Clifford Cn2 sobre os operadores de
Pauli

Operação Entrada Sáıda
Não-controlado X1 X1X2

X2 X2

Z1 Z1

Z2 Z1Z2

H X Z
Z X

S X Y
Z Z

X X X
Z −Z

Y X −X
Z −Z

Z X −X
Z Z

Figura 2.2: Porta Z duplamente controlada (CCZ)

relações na Tabela 2.4

Tabela 2.4: Ação da porta CCZ sobre os operadores de Pauli

Operação Entrada Sáıda
CCZ Z1 Z1

Z2 Z2

Z3 Z3

X1 X1 ⊗ I+Z2+Z3−Z2Z3

2

X2 X2 ⊗ I+Z1+Z3−Z1Z3

2

X3 X1 ⊗ I+Z1+Z2−Z1Z2

2

Medidas quânticas também podem ser descritas usando o formalismo dos

estabilizadores, mas esta descrição não será necessária neste trabalho.
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Caṕıtulo 3

Códigos CWS

Neste caṕıtulo estudamos os códigos CWS (Codeword Stabilized Quantum

Codes). Os códigos CWS podem ser tratados em seu formato mais simples, o

binário, quando se lida com qubits, ou ainda em formatos mais gerais, quando se

lida com qupits (sistema quânticos com número primo de ńıveis) ou qudits (sis-

temas quânticos com número qualquer de ńıveis). Além disso, podemos estudar

os códigos CWS em seu formato de estados-grafos. Embora grande parte dos

resultados obtidos neste trabalho estar relacionado aos códigos CWS binários, op-

tamos tratar o caso mais geral, isto é, trabalhando com qudits e, quando necessário,

particularizaremos os resultados para o caso binário. Desta decisão de tratar os

códigos CWS de forma geral, surgiram novas demonstrações de alguns resultados

não facilmente encontrados e não claros na literatura. Conseguimos diferenciar

claramente quando um resultado é válido em um formato mas porém não é válido

em outro, tornando claro quais resultados são válidos considerando estas diversas

formas de tratar os códigos CWS.

A maior novidade deste caṕıtulo quando comparado com os resultados sobre

códigos CWS contidos na literatura consiste na forma de alguns destes resultados

foram demonstrados. Para isto, utilizamos uma generalização do conceito de ma-

triz verificadora, usada nos códigos estabilizadores (Nielsen e Chuang (2000)). Esta

matriz e sua interpretação como uma transformação linear entre espaços vetoriais

permite a demonstração de alguns resultados quando estamos lidando com qubits
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ou qupits. No caso geral, sobre qudits, a matriz verificadora representa um homo-

morfismo de Zd-módulos. Usamos esta estrutura para refazer algumas demonstra-

ções de resultados já existentes. Incluindo um novo resultado (Teorema 10) que

generaliza resultados existentes na literatura.

Um código quântico é um subespaço de um espaço de Hilbert Hn
d . Este

subespaço pode ser constrúıdo de diversas formas. Nos códigos estabilizadores, um

código de parâmetros [[n, k]]d é constrúıdo por meio de um subgrupo abeliano do

grupo de Pauli Gdn. Neste caso, o código é então a interseção dos subespaços de Hn
d

associados ao autovalor 1 de todos os geradores deste subgrupo.

Os códigos CWS surgiram nos trabalhos de Smolin et al. (2007); Yu et al.

(2008); Cross et al. (2009); Chen et al. (2008); Chuang et al. (2009); Hu et al.

(2008) e representam uma extensão natural desta estrutura estabilizadora, no caso

dos códigos CWS o grupo estabilizador, que chamaremos de S, estabiliza, a menos

de uma fase, apenas um estado |ψ〉. Os outros estados de uma base associada

ao subespaço que representa o código são obtidos por meio de K operadores de

Pauli, {Wi}, chamados de operadores-palavras (Codewords Operators), formando

K estados linearmente independentes que chamaremos de palavras (Codewords)

B = {W1|ψ〉, . . . ,WK |ψ〉}.

Na primeira seção, explicamos em mais detalhes a estrutura dos códigos

CWS, baseado principalmente em Chen et al. (2008). Nesta seção, introduzimos

a noção de matriz verificadora. Na segunda seção, apresentamos uma forma par-

ticular de estudar os códigos CWS, por meio de estados-grafos. Para d primo,

mostraremos que todo código CWS é, de fato, equivalente a um código CWS de-

rivado de estados-grafos. Na terceira seção, demonstramos o que talvez seja o

teorema principal relacionado aos códigos CWS, que permite relacionar estes com

códigos clássicos. Na quarta seção, fazemos uma relação entre códigos quânticos

estabilizadores e códigos CWS e introduzimos um novo teorema (Teorema 10). Os

Corolários 4 e 5 relativos a este teorema representam resultados bem conhecidos

na literatura, apesar de não termos encontrado uma demonstração sobre qudits
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para tais resultados. Na quinta seção, explicamos como reduzir o problema de

achar bons códigos CWS ao problema de achar bons códigos clássicos que corrijam

um certo conjunto de erros, apresentando algoritmos para isto. Esta redução se

baseia em Chuang et al. (2009). Nesta referência os algoritmos estão apenas sobre

qubits; generalizamos tais algoritmos para qudits. Na sexta seção explicamos o que

são códigos assimétricos e utilizamos os algoritmos da seção anterior sobre estes,

descobrindo, assim, novos códigos assimétricos com bons parâmetros.

3.1 Estrutura dos códigos CWS

Para um qudit, o grupo de Pauli G1
d é gerado por X, Z, em que a relação de

comutação é dada por

ZX = qdXZ

onde qd = ei
2π
d . Repare que definindo desta forma, para um qubit (d = 2) o grupo

de Pauli G1
2 , que no caso binário também vamos representar por G, é dado por

G1
2 = {I,−I, Z,−Z,X,−X,ZX,−ZX}.

Existe uma representação de G1
d e uma base {|k〉}d−1

k=0 tal que

Z|k〉 = qkd |k〉, X|k〉 = |k + 1〉, para todo k ∈ Zd.

Por exemplo, para d = 4 e qd = i, temos a representação

Z =



1 0 0 0

0 i 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −i


X =



0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0
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e

|0〉 =



1

0

0

0


|1〉 =



0

1

0

0


|2〉 =



0

0

1

0


|3〉 =



0

0

0

1


Segue que ZjXk = qjkd X

kZj e a relação geral de comutatividade (Ketkar et al.

(2006)) é dada por

(qi1d Z
j1Xk1)(qi2d Z

j2Xk2) = qj1k2−k1j2d (qi2d Z
j2Xk2)(qi1d Z

j1Xk1). (3.1)

Ainda considerando estas relações de comutação, temos que um elemento do

grupo de Pauli Gnd = G1
d︸︷︷︸

1

⊗ . . . ,⊗ G1
d︸︷︷︸
n

pode ser escrito como

αZVXU

em que α = qkd e V e U representam vetores em Znd indicando a potência de Z e

X em cada qudit respectivamente. Estendendo a relação de comutação 3.1, temos

(ZU1XU2)(ZV1XV2) = q
〈U1,V2〉−〈U2,V1〉
d (ZV1XV2)(ZU1XU2) (3.2)

em que 〈., .〉 denota o produto interno canônico restrito à Znd , que não é necessari-

amente um espaço vetorial (se d for primo Zn
d é espaço vetorial, pois, neste caso,

Zd é corpo). Isto só ocorre se d for primo.

Podemos representar a menos de fase, um operador de Pauli E = αZU1XU2

em Gdn por um vetor expandido em Z2n
d . Isto é feito por meio da aplicação R

definida a seguir:

Definição 2. Considere Gnd o grupo de Pauli de n entradas sobre qudits e o Zd-
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módulo Z2n
d . A aplicação R é definida por

R : Gnd → Z2n
d

αZU1XU2 7→ (U1|U2).

Claramente a função R está bem definida, é sobrejetiva, mas não é injetiva,

pois a informação contida na fase α é perdida. Utilizando a representação dos

elementos de Gnd dado pela função R, podemos representar a fase que aparece na

relação de comutação geral (3.2) por meio do operador de dimensão 2n×2n definido

por

Λ =

 0 I

−I 0

 , (3.3)

em que 0 e I se referem à submatrizes nula e identidade, respectivamente, de dimen-

são n× n. Utilizando este operador, notamos que para quaisquer dois operadores

de Pauli P1 e P2 obedecem a relação de comutação

P1P2 = q
R(P1)ΛRT (P2)
d P2P1.

1 (3.4)

A operação R(P1)ΛRT (P2) que aparece na equação 3.4 tem importância fun-

damental não somente para o entendimento do processo que permitirá futuramente,

neste trabalho, transformar o problema de achar bons códigos quânticos CWS no

problema de achar bons códigos clássicos, mas também na confecção de várias de-

monstrações apresentadas neste trabalho de tese. Esta operação é conhecida como

produto simplético (Ketkar et al. (2006)).

Com o que foi discutido até então, podemos, de acordo com Chen et al.

(2008), definir um código CWS não binário por meio de dois conjuntos:

(1) Um grupo abeliano S = 〈s1, . . . , sr〉 de ordem |S| = dn e que não contém

múltiplos da identidade com exceção da identidade propriamente dita (Ve-

1 R(P ) está sendo considerado como um vetor linha enquanto RT (P ) é a transposta do vetor.
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remos que este grupo estabiliza, a menos de uma fase, um único estado

|ψ〉 ∈ Hn
d );

(2) Um conjunto W = {wi}Ki=1 em que {wi} são operadores de Pauli e β =

{wi|ψ〉} representando a base do código.

A exigência do grupo S ser abeliano e não conter múltiplos da identidade

além dela própria vem do fato de que, se assim não fosse, o único estado estabilizado

por S seria o vetor nulo, pois:

(1) Se S não é abeliano e |ψ〉 é um estado estabilizado, existem g1, g2 ∈ S e

qkd 6= 1 tal que:

|ψ〉 = g1g2|ψ〉 = qkdg2g1|ψ〉 = qkd |ψ〉,

e assim, |ψ〉 só pode ser o vetor nulo.

(2) Se existe um múltiplo da identidade que não a própria em S, digamos qkdI,

com qkd 6= 1, então da mesma forma:

|ψ〉 = qkdI|ψ〉 = qkd |ψ〉,

donde conclui-se da mesma forma que |ψ〉 só pode ser o vetor nulo.

Além disto, pode-se verificar que estas condições garantem que todos os operadores

de S sejam simultaneamente diagonalizáveis, isto é, existe uma base de autovetores

comum a todos os operadores de S. Se a ordem de |S| é dn, veremos que o espaço

estabilizado por S tem dimensão 1. Se |S| < dn, verificaremos que S estabiliza um

espaço de dimensão maior que 1. Independentemente de S estabilizar um único

estado ou não, vamos chamar este grupo de grupo estabilizador.

Para facilitar o entendimento, como exemplo de estabilizador e estado esta-

bilizado, considere n=1, d=6, S = 〈X3, Z2〉 e |ψ〉 =
|0〉+ |3〉√

2
. S estabiliza |ψ〉,
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pois:

X3|ψ〉 =
X3|0〉+X3|3〉√

2
=
|3〉+ |0〉√

2
= |ψ〉

e

Z2|ψ〉 =
Z2|0〉+ Z2|3〉√

2
=

(q6)0|2〉+ (q6)6|0〉√
2

= |ψ〉

Como exemplo mais completo, podemos considerar o código CWS de parâmetros

((5, 4))4, apresentado em Hu et al. (2008). Este código é baseado em um grupo

estabilizador S com os seguintes geradores:

s1 = XZIIZ s2 = ZXZII s3 = IZXZI s4 = IIZXZ s5 = ZIIZX.

Para caracterizar completamente o código, temos que informar os operadores-

palavras, que neste exemplo são 4: w1 = ZVR1XUR1 , w2 = ZVR2XUR2 , w3 =

ZVR3XUR3 e w4 = ZVR4XUR4 em que URi = (0, 0, 0, 0, 0)∀i e:

VR1 = (0, 0, 0, 0, 0) VR2 = (1, 1, 1, 1, 1) VR3 = (2, 3, 3, 2, 3) VR4 = (3, 2, 2, 3, 2) .

Este código corrige erros de Pauli E de peso 1 (wt(E) = 1). Para verificar porque

isto ocorre precisamos adentrar mais na teoria dos códigos CWS.

Já vimos que podemos utilizar a a aplicação R(E) para representar ope-

radores de Pauli segundo palavras clássicas em Z2n
d . Da mesma forma podemos

representar uma coleção de operadores de Pauli através de uma matriz. Apro-

veitando a terminologia dos códigos clássicos de correção de erros (MacWilliams

e Sloane (1977), Vermani (1996)), denominaremos esta matriz por matriz verifi-

cadora. Esta terminologia já é usada no formalismo dos códigos estabilizadores

(Nielsen e Chuang (2000)) apenas usando os geradores do grupo estabilizador, mas

a definiremos aqui de forma geral, para qualquer conjunto de operadores de Pauli.

Definição 3. Dada uma coleção de operadores de Pauli C = {p1, . . . , pr} em Gnd ,
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denominamos matriz verificadora de C, R(C), a matriz de tamanho r × 2n em

que cada linha da matriz é o vetor R(pi).

A matriz verificadora será útil na demonstração de diversos resultados. Dado

um grupo estabilizador S com geradores S = {s1, . . . , sr}, R(S) é a matriz veri-

ficadora de tamanho r × 2n sobre a coleção de geradores de S. O Zd-módulo

gerado pelas linhas da matriz verificadora sobre S será denotado por 〈R(S)〉. É

fácil verificar que |S| = #〈R(S)〉, em que o śımbolo # denota a cardinalidade do

conjunto. O conceito de matriz verificadora também será usado sobre a coleção

de operadores-palavras W = {wi}Ki=1, gerando uma matriz verificadora R(W ) de

tamanho K × 2n.

Uma primeira questão que surge é se o fato do grupo estabilizador S ser

abeliano, não conter múltiplos da identidade além da própria identidade e possuir

ordem |S| = dn são condições necessárias e suficientes para que S estabilize a

menos de fase um único estado |ψ〉. A resposta para esta pergunta é positiva.

Para o caso binário o resultado está demonstrado em Nielsen e Chuang (2000) e

faz uso da matriz verificadora R(S). Podemos estender esta demonstração para

o caso d primo. Podemos também demonstrar que o resultado é válido para um

d qualquer usando ideias contidas em Arvind et al. (2002). Optamos por fazer

uma demonstração similar à feita para qubits, usando a matriz verificadora R(S)

e a interpretação da matriz R(S)Λ como um homomorfismo de Zd-módulos. Para

fazer esta e outras demonstrações, iremos utilizar constantemente que, dado um

homomorfismo entre Zd-módulos representado por uma matriz T , a cardinalidade

do módulo gerado pelas linhas de T , que denotamos por 〈T 〉 é igual à cardinalidade

do módulo gerado pelas colunas de T , que pode ser representado pelo módulo

Im(T ). De forma resumida faremos referência a estes módulos como módulos-linha

e módulos-coluna, respectivamente. O resultado que que demonstra a igualdade

está no apêndice B deste trabalho, no Teorema 5.

Queremos primeiramente estabelecer uma relação entre a ordem do grupo

estabilizador |S| e a dimensão do código estabilizado Q. Para isto, primeiramente
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estabelecemos o seguinte Lema:

Lema 1. Sejam S = 〈s1, . . . , sr〉 um subgrupo abeliano do grupo de Pauli Gnd que

não contêm múltiplos da identidade que não a identidade propriamente dita. Se

|S| < dn, então podemos acrescentar um elemento P ∈ Gnd \S de forma que S =

〈s1, . . . , sr, P 〉 continue abeliano e sem múltiplos da identidade além da própria.

Demonstração. O operador Λ não muda a cardinalidade do módulo linha, logo

temos |S| = #〈R(S)〉 = #〈R(S)Λ〉 < dn, e como a cardinalidade do módulo

linha é igual à do módulo coluna, segue-se que #Im(R(S)Λ) < dn. Pelo primeiro

Teorema do isomorfismo de módulos,

Im(R(S)Λ) ' Z2n
d

Ker(R(S)Λ)

o que faz com que #Ker(R(S)Λ) > dn, donde existe P ∈ Gnd \S que comuta com

todos os elementos de S. Seja o o primeiro número natural tal que P
o

= αI. Tome

β ∈ C tal que βoα = 1. Portanto P = βP comuta com todos os elementos de S e

P o = I, assim S = 〈s1, . . . , sr, P 〉 é um grupo abeliano que não contém múltiplos

da identidade que não a própria.

Lema 2. Sejam S = 〈s1, . . . , sr〉 um subgrupo abeliano do grupo de Pauli Gnd que

não contêm múltiplos da identidade que não a identidade propriamente dita. Então

|S| ≤ dn.

Demonstração. A demonstração segue passos análogos à demonstração do Lema 1.

Suponha que |S| > dn. Pelo primeiro Teorema do Isomorfismo de módulos temos

que

Im(R(S)Λ) ' Z2n
d

Ker(R(S)Λ)
,

donde #Ker(R(S)Λ) < dn, o que é uma contradição pois todos os elementos de

〈R(S)〉 pertencem a Ker(R(S)Λ).

O próximo teorema relaciona a ordem do grupo estabilizador com a dimen-

são do código quântico estabilizado Q. Para entendê-lo, vamos iniciar toda uma
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argumentação que culminará no teorema em questão.

Todo operador de Pauli P é um isomorfismo, assim se Q é um código quân-

tico, PQ é um código quântico com a mesma dimensão de Q. Se Q é estabilizado

por S = 〈s1, . . . , sr〉 então de acordo com o formalismo dos estabilizadores, PQ é

estabilizado por S ′ = PSP †. Os geradores de S ′ são

S ′ = 〈qα1
d s1, . . . , q

αr
d sr〉

onde o vetor (α1 . . . , αr) é obtido usando a equação 3.4 de acordo com a operação

a seguir

R(S)ΛRT (P ).

Se Q é estabilizado por S, então Q é o auto-espaço associado ao autovalor 1 de

cada operador S = {si}, logo PQ é o auto-espaço associado aos autovalores {qd−αid }

de cada operador em S. Considerando então o homomorfismo entre módulos re-

presentado pela matriz

R(S)Λ

temos que cada elemento x da imagem deste homomorfismo, x ∈ Im(R(S)Λ), re-

presenta um subespaço distinto de Hn
d . Sabemos que são distintos pois subespaços

associados à autovalores distintos tem apenas interseção trivial. O projetor sobre

este subespaço é dado na Definição 16 do apêndice C.

Pelos lemas 1 e 2 sabemos que podemos completar o grupo estabilizador S =

〈s1, . . . , sr〉 de tal forma que S ′ = 〈s1, . . . , sr, P1, . . . , Pm〉 é um grupo estabilizador

e tem ordem |S ′| = dn. Seja S′ = {s1, . . . , sr, P1, . . . , Pm}. Como |S ′| = #〈R(S′)〉 =

#〈R(S′)Λ〉 e a cardinalidade do módulo coluna é igual à do módulo linha, logo

#Im(R(S′)) = dn.

Como cada elemento x = (α1, . . . , αr, β1, . . . , βm) de Im(R(S′)) representa um su-

bespaço distinto de mesma dimensão, e a dimensão do espaço todo é dim(Hn
d ) = dn,
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segue que cada subespaço Vx estabilizado por S′ = 〈qα1
d s1, . . . , q

αr
d sr, q

β1
d P1, . . . , q

βm
d Pm〉

tem dimensão 1 e a união destes cobre todo Hn
d . Como cada Vx é um subespaço

do espaço estabilizado por S = 〈qα1
d s1, . . . , q

αr
d sr〉, estes também cobrem Hn

d , tem

interseção trivial e mesma dimensão, donde o subespaço Q estabilizado por S tem

dimensão dim(Q) = dn

|S| . Desta forma, acabamos de demonstrar o teorema dado a

seguir:

Teorema 4. Seja S = 〈s1, . . . , sr〉 um subgrupo abeliano do grupo de Pauli Gnd em

que {si}ri=1 são geradores independentes, que não contenha múltiplos da identidade

que não a identidade propriamente dita. Então o subespaço estabilizado por S tem

dimensão dn

|S| .

Como Corolários do teorema anterior, seguem três resultados importantes.

Os dois primeiros serão usados na demonstração do Teorema 9 que, provavelmente,

seja o resultado mais importante sobre códigos CWS. O terceiro resultado estabe-

lece a quantidade de geradores de S no caso d primo.

Corolário 1. Seja S = 〈s1, . . . , sr〉 um subgrupo abeliano do grupo de Pauli Gnd

que não contém múltiplos da identidade que não a identidade propriamente dita.

Se |S| = dn então S é um conjunto maximal de operadores de Pauli que estabiliza

um único estado |ψ〉.

Este Corolário diz que todo operador de Pauli P ∈ Gnd que estabiliza |ψ〉 está

em S. A demonstração é dada a seguir.

Demonstração. Pelo Teorema 4 temos que S estabiliza a menos de fase um único

estado |ψ〉. Suponha que exista P ∈ Gnd e P /∈ S que estabilize |ψ〉. Claramente P t

também estabiliza |ψ〉 para qualquer t ∈ N; logo não existe t ∈ N tal que P t = αI

com α 6= 1. Além disto, P comuta com todos os elementos de S pois caso contrário,

existiria s ∈ S e β 6= 1 tal que

|ψ〉 = P |ψ〉 = Ps|ψ〉 = βsP |ψ〉 = β|ψ〉
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o que não pode ocorrer. Consequentemente, S = 〈s1, . . . , sr, P 〉 é um grupo abe-

liano que não contém múltiplos da identidade além da própria com |S| > dn e

estabiliza |ψ〉, uma contradição com o Teorema 4.

Corolário 2. Sob as mesmas hipóteses, a menos de fase, S é um conjunto maximal

de operadores abelianos.

Demonstração. Suponha que P ∈ Gnd seja um operador de Pauli que comuta com

todos os elementos de S. Segue-se então que S estabiliza |ψ〉 e P |ψ〉, mas estes

vetores não podem ser linearmente independentes pelo Teorema 4. Logo P |ψ〉 =

α|ψ〉, isto é, o operador α†P estabiliza |ψ〉. Pelo Corolário anterior, segue-se que

α†P ∈ S.

Corolário 3. Sejam S = 〈s1, . . . , sr〉 um subgrupo abeliano do grupo de Pauli Gnd

que não contêm múltiplos da identidade que não a identidade propriamente dita e

d primo. Então S estabiliza a menos de fase um único estado |ψ〉 se e somente se

r = n.

Demonstração. Se d é primo, então a ordem de cada gerador é o(si) = d ∀i e segue

que |S| = dr. Então S estabiliza a menos de fase um único estado se e somente se

r = n .

Para d não primo, pode ocorrer de um gerador si de S ter ordem menor

que d, sendo assim necessário que a quantidade r de geradores seja maior que n.

A quantidade máxima de geradores é 2n, de forma que, como citado em Hostens

et al. (2005), n ≤ r ≤ 2n.

3.2 Códigos CWS baseados em estados-grafos

Uma forma de estudar os códigos CWS é por meio da Teoria de Grafos. O

papel dos grafos está relacionado com o grupo estabilizador S da seguinte forma.

Considere um grafo G(V,Γ) composto de um conjunto V de vértices e um conjunto

de arestas definido por uma matriz de adjacência Γ com entradas em Zd. Conside-

rando Γi como sendo as linhas da matriz Γ e Xi o operador X atuando no i-ésimo
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qudit, os geradores de S são então constrúıdos segundo a fórmula:

si = XiZ
Γi .

Fazendo desta forma, é simples verificar que automaticamente {si} é um conjunto

comutativo e S não possui múltiplos da identidade além dela própria. Além disto,

a ordem de cada gerador si é d, o que faz com que, independentemente de d

ser primo ou não, |S| = dn e portanto, de acordo com o Corolário 1 o grupo

estabilizador estabiliza, a menos de uma fase um único estado |ψ〉. Devido à forma

como este estado é constrúıdo, ele costuma ser denominado “graphstate” (estado-

grafo). Vários exemplos de códigos não binários e até mesmo famı́lias de códigos

envolvendo grafos são explorados em Hu et al. (2008). A matriz verificadora de S

neste caso é dada por

R(S) =

[
Γ
∣∣∣ I

]
Ocorre que no caso de d ser primo, todo código CWS é equivalente à um

código CWS na forma padrão. A noção de equivalência usada aqui é a de existir

um operador local de Clifford levando um código CWS qualquer em um código

CWS na forma padrão. Esta forma padrão é explicada na próxima definição.

Definição 4. Um código CWS é dito estar na forma padrão se o grupo estabili-

zador S é baseado num grafo (i.e, o estado estabilizado |ψ〉 é um estado-grafo) e

os operadores-palavras W = {wi}Ki=1 são operadores apenas em Z, isto é wi = Zci

com w1 = I (ou c1 = (0, . . . , 0)).

Para mostrar que para d primo, todo código CWS é equivalente a um na

forma padrão, a primeira coisa a se fazer é mostrar que existe um operador local

de Clifford que por conjugação leva o grupo estabilizador S = 〈s1, . . . , sn〉 para um

grupo estabilizador S ′ baseado em um grafo. A demonstração deste resultado se

encontra em Schlingemann (2002) e Grassl e Rötteler (2002), mas de uma forma

muito geral e numa terminologia que não é a usual e de dif́ıcil compreensão. No

caso espećıfico de qubits, a demonstração se encontra de forma muito mais simples
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em Van den Nest et al. (2004) e Elliott et al. (2007). Em tais referências, usa-se

especificamente uma forma padrão da matriz verificadora R(S), e as portas fase

e Hadamard para qubits. Optamos então por generalizar a demonstração deste

último artigo usando para isto as portas fase e Hadamard generalizadas para qudits,

que são descritas em Hostens et al. (2005). Como as demonstrações se baseiam

fortemente na matriz verificadora R(S), vamos estabelecer o seguinte resultado

Teorema 5. Sejam d primo, S = 〈s1, . . . , sm〉 um subgrupo abeliano do grupo

de Pauli Gnd que não contêm múltiplos da identidade que não a identidade pro-

priamente dita e R(S) a matriz verificadora.O conjunto de geradores de S são

independentes se e somente se as linhas da matriz R(S) são linearmente indepen-

dentes.

Demonstração. Considere R(αVZ
V1XV2) = (V1|V2) a representação de um ope-

rador de Pauli na forma de vetores em F2n
d (como d é primo, Zd é o corpo Fd).

Temos que o produto de dois operadores de Pauli se reflete na soma módulo d

R(sisj) = R(si) +R(sj).

Suponha então que os geradores não sejam independentes. Isto significa que exis-

tem constantes αi ∈ Fd nem todas nulas tal que
∏r

i=1 s
αi
i = I isto é, existem

constantes nem todas nulas tal que
∑r

i=1 αiR(si) = 0 o que significa que as linhas

de G são L.D.

Reciprocamente, se as linhas de G são L.D, então existem constantes nem

todas nulas tal que
∏r

i=1 s
αi
i = αI mas α tem que ser 1, pois não há múltiplos da

identidade senão a própria identidade em S, isto é, os geradores são L.D.

Agora vamos estabelecer uma forma padrão da matriz verificadora quando d

é primo. Isto é feito fazendo troca de qudits e operações de eliminação gaussiana

em R(S). Estas operações podem ser feitas pois equivalem a modificar os geradores

{si}. Como já vimos, uma matriz verificadora se divide em dois blocos, o bloco

da esquerda que representa os operadores Z e o bloco da direita que representa os
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operadores X. Então a simples troca de colunas de R(S) não é permitida; o que

podemos fazer é trocar qudits. Ao trocar o qudit i com o qudit j, as colunas i e j

de R(S) são trocadas juntamente com as colunas i+ n e j + n.

O posto de R(S) é n, pois S possui n geradores independentes. Seja Pr o

posto da submatriz n×n de R(S) do bloco à direita e fazendo eliminação gaussiana

nesta submatriz obtemos:

R1(S) =

 B C | I A

D E | 0 0

 ,
em que I é a matriz identidade PrxPr. Olhando agora para o bloco esquerdo,

considerando s o posto de E e fazendo a eliminação gaussiana em E, obtemos:


B C1 C2 | I A

D1 I E1 | 0 0

D2 0 0 | 0 0

 ,

em que D2 teria dimensão s × Pr. Entretanto, procedendo deste modo, a única

forma dos últimos s geradores comutarem com os Pr primeiros é fazendo com que

D2 ser a matriz nula, o que não pode ocorrer pois o posto de R(S) é n, logo temos:

R2(S) =

 B C | I A

D I | 0 0

 .
Assim, conseguimos por meio da eliminação gaussiana, zerar todas as entradas

de C, depois, multiplicando as últimas n − Pr linhas por -1 e renomeando as

submatrizes, obtemos:

R3(S) =

 B 0 | I A

C −I | 0 0

 .
Como os geradores devem comutar entre si, temos por um lado que R3(S)Λ(R3(S))T
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deve ser a matriz nula e por outro lado este produto resulta em

 −BT +B −CT + A

C − AT 0

 .
Portanto, segue-se que B = BT e C = AT , demostrando o seguinte teorema, que

define uma forma padrão para R(S) no caso de d primo:

Teorema 6. Sejam S = 〈s1, . . . , sn〉 um subgrupo abeliano do grupo de Pauli Gnd

que não contêm múltiplos da identidade que não a identidade propriamente dita,

{si} um conjunto de geradores independentes e d primo. Então existem operações

de troca de qudits e mudança de geradores tal que R(S) assuma uma forma padrão

R(S) =

 B 0 | I A

AT −I | 0 0

 .
Considere agora os operadores locais de Clifford generalizados fase (P ) e

Hadamard (H), como descritos em Hostens et al. (2005)

H|x〉 =
1√
d

d−1∑
k=0

qkxd |k〉, P |x〉 = ζx(x+d)|x〉

em que ζ = e
(d+1)πi

d . Podemos mostrar que

HXH† = Z, HZH† = X†, PXP † = ζZX, PZP † = Z.

De acordo com as considerações anteriores, demonstramos o seguinte teo-

rema:

Teorema 7. Sejam S = 〈s1, . . . , sn〉 um subgrupo abeliano do grupo de Pauli Gnd

que não contêm múltiplos da identidade que não a identidade propriamente dita,

{si} um conjunto de geradores independentes e d primo. Então, trocando-se qudits

e mudando geradores, S é equivalente por operações locais de Clifford a S ′, em que

R(S′) =

[
Γ | I

]
e Γ é a matriz de adjacência de algum grafo.
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Demonstração. Trocando qudits e mudando geradores, de acordo com o Teorema 6

podemos considerar

R(S) =

 B 0 | I A

AT −I | 0 0


em que B de tamanho Pr × Pr é uma matriz simétrica. Aplicando por conjugação

H nos últimos n− Pr qudits, obtemos

R(S′′) =

 B A | I 0

AT 0 | 0 I

 .
Podemos zerar os valores Bii da diagonal de B aplicando P d−Bii nos primeiros Pr

qudits para obter

R(S′′′) =

[
Γ | I

]

Resta então demostrar que para d primo todo código CWS é equivalente a

um código CWS em um formato padrão:

Teorema 8. Sejam S = 〈s1, . . . , sn〉 um subgrupo abeliano do grupo de Pauli Gnd

que não contêm múltiplos da identidade que não a identidade propriamente dita,

{si} um conjunto de operadores independentes, d primo, |ψ〉 o estado estabilizado

por S e W = {wi}Ki=1 os operadores-palavras que definem um código CWS Q.

Então Q é equivalente a um código CWS Q′ baseado em um estado-grafo com um

conjunto de operadores-palavras W ′ = {w′i}Ki=1 formado apenas por operadores Z

com w′1 = I.

Demonstração. Segundo o Teorema 7, trocando qudits e geradores de S, existe

um operador local de Clifford C tal que CQ = Q′, S ′ = 〈s′1, . . . , s′n〉 = CSC† e

tal que R(S ′) =

[
Γ | I

]
. Uma base para o novo código Q′ equivalente a Q é

{Cw1|ψ〉, . . . , CwK |ψ〉}. {Cwi|ψ〉}. C|ψ〉 é estabilizado por S ′. Considerando os
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vetores Vi e Ui ∈ Fnd satisfazendo CwiC
† = ZVi

XUi
, temos que

Cwi|ψ〉 = CwiC
†C|ψ〉 = ZVi

XUi

C|ψ〉.

Podemos então transformar (a menos de fase), o operador Cwi em um operador

apenas em Z fazendo

Cwi|ψ〉 = ZVi

XUi
n∏
k=1

s
′d−Ui

k
k C|ψ〉 = αiZ

Vi
n∏
k=1

Zd−ΓkC|ψ〉

onde d é o vetor com as n entradas assumindo o valor d. Então mostramos que Q′

é um código CWS com operadores-palavras w′i = αiZ
Vi∏n

k=1 Z
d−Γk e estado-grafo

C|ψ〉 estabilizado por S ′. Podemos considerar w′1 = I aplicando em acréscimo a

operação local de Clifford w†1.

3.3 Códigos CWS e códigos clássicos

Uma das grandes vantagens dos códigos CWS consiste em transformar o

problema de achar bons códigos quânticos no problema de achar bons códigos

clássicos. Códigos CWS no formato padrão oferecem vantagens neste processo

que ainda serão discutidas neste caṕıtulo, mas esta passagem do quântico para o

clássico pode ser feita em um código CWS qualquer, independentemente do valor

d. Para entender como isto é feito, primeiramente temos que analisar como tanto

os erros quânticos como os operadores-palavras podem ser encarados como palavras

clássicas em Zrd, em que r é a quantidade de geradores de S.

Como o conjunto de dos operadores de erros de Pauli formam uma base para

todos os posśıveis erros que a informação quântica pode sofrer, consideraremos aqui

apenas erros de Pauli {Ej} ∈ Gdn. Os operadores-palavras também pertencem a Gdn e

a passagem do quântico para o clássico na verdade pode ser feita para um operador

de Pauli P qualquer, abrangendo assim tanto os erros como os operadores-palavras.

Seja S = 〈s1, . . . , sr〉 o grupo estabilizador de um código CWS. Um operador

de Pauli P em Gdn pode então através de uma função que chamaremos de ClS, ser
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transformado em um vetor ClS(P ) ∈ Zrd. Para cada entrada ClS(P )i de ClS(P )

esta função é definida da seguinte forma

Definição 5. Seja P ∈ Gnd e {si}ri=1 os geradores do grupo estabilizador S então

ClS(P )i = t, se PsiP
† = qtdsi (3.5)

Repare que o valor t está associado à fase que aparece na comutação de dois

operadores de Pauli que por sua vez está associado ao operador Λ na definição da

equação 3.3 e à equação 3.4. Estendendo esta equação para matrizes e considerando

a matriz verificadora R(S) =

[
A | B

]
e a representação em Z2n

d de P , R(P ),

podemos também escrever

ClS(P ) = R(S)ΛRT (P ) (3.6)

isto é, considerando a representação em Z2n
d dos erros e operadores-palavras, a

função ClS é calculada através de um operador linear de Z2n
d para Zrd. Este fato

junto com o fato de que, dado dois operadores de Pauli P1 e P2, temos R(P1P2) =

R(P1) +R(P2) faz com que ClS satisfaça

ClS(P1P2) = ClS(P1) + ClS(P2).

Consideraremos, então ε = {E} o conjunto de erros que desejamos que o

código CWS detecte. W = {wi}Kj=1 é o conjunto de operadores-palavras. Considere

também respectivamente os conjuntos ClS(ε) e ClS(W ) = {cj}Kj=1. Observe que

ClS não precisa ser injetiva, isto é, podem existir mais de um erro quântico tendo

por imagem o mesmo erro clássico, por isto a cardinalidade de ClS(ε) pode ser

menor que a cardinalidade de ε. Quanto aos operadores-palavras, a exigência de

que {wi|ψ〉}Kj=1 forme um conjunto linearmente independente implica na condição

de que w†iwj 6= αs, com s ∈ S, para todo i, j e segundo o Corolário 2 o fato de

S a menos de fase ser um conjunto abeliano maximal implica que ClS(w†jwi) =
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ClS(wj) − ClS(wi) 6= 0 para todo i 6= j, donde a cardinalidade de W e ClS(W ) é

a mesma.

A condição de detecção de erros para códigos quânticos quaisquer, deduzida

em Knill e Laflamme (1997) e adaptada para os códigos CWS diz que, dado o

conjunto ε = {E} de erros quânticos e uma base ortonormal {wj|ψ〉}Kj=1 para o

código Q, então Q detecta os erros em ε se e somente se para todo os posśıveis

trios (E, i, j), E ∈ ε, i, j = (1 . . . , K)

〈ψ|w†iEwj|ψ〉 = CEδij, (3.7)

em que CE é uma constante que depende apenas do erro (não depende dos operadores-

palavras wi).

Temos então duas possibilidades:

(1) Se w†iEwj = αs, onde s ∈ S então

〈ψ|w†iEwj|ψ〉 = α;

(2) Se w†iEwj 6= αs, em que s ∈ S pelo Corolário 2 w†iEwj anti-comuta com

algum s ∈ S donde

〈ψ|w†iEwj|ψ〉 = 〈ψ|w†iEwjs|ψ〉 = 〈ψ|qksd w
†
iEwj|ψ〉 = qksd 〈ψ|w

†
iEwj|ψ〉

com qksd 6= 1. Então, decorre que

〈ψ|w†iEwj|ψ〉 = 0.

Segue que para i 6= j a condição 3.7 é satisfeita se e somente se, para todos

os posśıveis trios (E, i, j), w†iEwj 6= αs onde s ∈ S. Isto ocorre se e somente se

0 6= ClS(w†iEwj) = ClS(wj) + ClS(E)− ClS(wi)

40



para todos os posśıveis trios (E, i, j), isto é, se e somente se ClS(wj) + ClS(E) 6=

ClS(wi), ∀i 6= j e E ∈ ε, o que equivale a dizer que o código clássico ClS(W )

detecta os erros clássicos ClS(ε).

Tudo o que foi discutido acima é válido para i 6= j. Se quisermos que o

código quântico detecte os erros em ε temos ainda que considerar, para todas as

posśıveis duplas (E, i) que

〈ψ|w†iEwi|ψ〉 = CE

em que CE é uma constante que só depende do erro. Se w†iEwi 6= αs em que

s ∈ S, caso em que ClS(w†iEwi) 6= 0, temos 〈ψ|w†iEwi|ψ〉 = 0 e a condição 3.7

está automaticamente satisfeita, caso contrário, isto é, quando ClS(w†iEwi) = 0,

ou, em outras palavras, quando w†iEwi = αis, onde s ∈ S temos

〈ψ|w†iEwi|ψ〉 = αi

e para que a condição de detectabilidade 3.7 seja satisfeita, é preciso que as cons-

tantes αi sejam a mesma, independente de i. Como podemos considerar sem perda

de generalidade que w1 = I, as equações αi = 〈ψ|E|ψ〉 precisam ser satisfeitas para

todo i, e isto ocorre se e somente se Ewi = wiE para todo i.

Do que foi discutido anteriormente, está provado Teorema 9, dado a seguir:

Teorema 9. Sejam Q um código CWS com operadores-palavras W = {wi}Ki=1,

w1 = I e ε = {E} um conjunto de erros de Pauli. Q detecta erros em ε se e

somente se ClS(W ) detecta erros em ClS(ε) e além disto, se ClS(E) = 0 então

Ewi = wiE (3.8)

para todo i.

O Teorema 9 cumpre o prometido de transformar o problema de achar bons

códigos quânticos no problema de achar bons códigos clássicos, desde que a condi-

ção 3.8 seja satisfeita. Chamaremos esta condição a partir deste ponto de condição
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quântica de correção de erros em oposição à condição clássica que também tem de

ser satisfeita.

Uma outra importante caracteŕıstica dos códigos CWS diz respeito à função

ClS. Nestes códigos, esta função separa os erros em classes de degenerescência.

Dois erros E1 e E2 estão na mesma classe de degenerescência se possuem o mesmo

efeito no código, isto é, 〈ψi|E†1E2|ψi〉 = α, onde {|ψi〉} é uma base para o código

e α 6= 0. Mas como já discutido, neste caso temos que E†1E2 = αs, com s ∈ S e

ClS(E2)− ClS(E1) = 0 logo ClS(E1) = ClS(E2).

Nesta seção, vimos que há uma relação entre códigos quânticos CWS e có-

digos clássicos. A grande utilidade dos códigos CWS está em fornecer uma me-

todologia para encontrar novos códigos quânticos. Para isto usa-se a rećıproca do

Teorema 9. Na Seção 3.5 discutiremos em mais detalhes o algoritmo usado para

isto, mas resumidamente, dado um grupo estabilizador S e um conjunto de erros

de Pauli ε = {E} que desejamos que nosso código detecte, determinamos ClS(ε) e

por meio de um código clássico C = {ci}Ki=1 que detecte os erros em ClS(ε), con-

seguimos nosso código quântico descobrindo um conjunto de operadores de Pauli

W = {wi}Ki=1 tal que ClS(W ) = C. Uma grande vantagem dos códigos no formato

padrão (baseado em estados-grafos), está justamente nesta etapa, pois se o código

está neste formato, encontrando-se o código clássico C = {ci} que detecte erros em

ClS(ε), facilmente encontraremos os operadores-palavras W fazendo simplesmente

wi = Zci . Se o código não está no formato padrão, encontrar tais operadores

pode ser dif́ıcil, podendo mesmo não existir um conjunto de operadores W tais que

ClS(W ) = C.

3.4 Códigos CWS e códigos estabilizadores

Esta seção pretende estabelecer relações entre códigos CWS e códigos esta-

bilizadores. Existem vários exemplos de códigos que não são constrúıdos com o

formalismo CWS, como vemos em Grassl e Beth (1997), Grassl e Rötteler (2008a),

Grassl e Rötteler (2008b) e Smolin et al. (2007). Existem também vários códigos
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CWS que não são estabilizadores, como podemos conferir em Chen et al. (2008),

Cross et al. (2009), Yu et al. (2008), Yu et al. (2007), Yu et al. (2009). Ocorre

que todo código estabilizador é na verdade um código CWS e todo código CWS

com operadores-palavras W formando um grupo, é um código estabilizador. Es-

tes resultados encontram-se demonstrados no caso binário em Cross et al. (2009);

o caso mais geral de estados-grafos para d qualquer encontra-se demonstrado em

Looi et al. (2007), mas não encontramos na literatura uma demonstração geral, vá-

lida para qualquer d, e não estando baseada em estados-grafos, assim fizemos uma

demonstração baseada na estrutura da matriz verificadora (Definição 3). Dado um

conjunto de operadores de Pauli C, definiremos a matriz verificadora com coefi-

cientes em Zd, R(C). Se a quantidade de operadores em C é l, R(C) representa

um homomorfismo entre os Zd-módulos, Z2n
d → Zld, portanto faz sentido falar dos

módulos núcleo e imagem, respectivamente Ker(R(C)) e Im(R(C)). O módulo

Im(R(C)) é o módulo gerado pelas colunas de R(C) enquanto para denotar o mó-

dulo gerado pelas linhas de R(C), escolheremos a notação 〈R(C)〉.

Lema 3. Seja Q um código CWS com estabilizador S gerado por S = {s1, . . . , sr}

e operadores-palavras W = {wi}Ki=1. Então há uma relação de igualdade entre as

cardinalidades do centralizador de W em S, CS(W ) e a cardinalidade do Zd-módulo

〈R(S)〉
⋂
Ker(R(W )Λ), isto é

#CS(W ) = #〈R(S)〉
⋂

Ker(R(W )Λ)

Demonstração. Basta mostrar que a função

f : CS(W ) → R(S)〉
⋂
Ker(R(W )Λ)

g 7→ R(g)

está bem definida, e é bijetiva.

(1) f é bem definida pois pois tome g1, g2 ∈ CS(W ). Se R(g1) 6= R(g2) então
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R(g†1g2) 6= 0 2 segue que g1 6= g2.

(2) f é injetiva, pois tome g1, g2 ∈ CS(W ). Se R(g1) = R(g2) então R(g†1g2) =

0, logo g†1g2 = αI e α = 1 pois não existe múltiplos da identidade que não

a própria em S.

(3) f é sobrejetiva pois tome v ∈ 〈R(S)〉
⋂
Ker(R(W )Λ). Existe g ∈ Gnd tal

que R(g) = v. Como v ∈ 〈R(S)〉 e a menos de fase 〈R(S)〉 é um conjunto

abeliano maximal, existe g = αg com g ∈ S e R(g) = v.

Como v ∈ Ker(R(W )Λ), R(W )ΛRT (g) = 0 segue que g comuta com

todos elementos de W , logo g ∈ CS(W ).

Teorema 10. Seja Q um código CWS com estabilizador S gerado por S = {s1, . . . , sr}.

e operadores-palavras W = {wi}Ki=1 com w1 = I 3 . Então Q é um código estabi-

lizador se e somente se satisfaz #〈R(W )〉
#〈R(W )〉∩〈R(S)〉 = K.

Demonstração. Seja |ψ〉 o estado estabilizado por S e β = {wi|ψ〉}Ki=1 uma base

para Q. Temos que Q é um código estabilizador se e somente se existe um subgrupo

H ≤ Gnd abeliano, que não contém múltiplos da identidade que não a própria e que

estabiliza Q. Em particular H precisa estabilizar |ψ〉 e como S é um subgrupo

maximal que estabiliza |ψ〉 (Corolário 1), logo H ≤ S. Além disso, todo elemento

h ∈ H precisa satisfazer hwi = wih para todo i, logo o subgrupo H é o centralizador

deW em S, isto éH = CS(W ). Resta então mostrar que
dn

|CS(W )|
= #〈R(W )〉

#〈R(W )〉∩〈R(S)〉 ,

assim de acordo com o Teorema 4 garantimos que CS(W ) estabiliza Q se e somente

se #〈R(W )〉
#〈R(W )〉∩〈R(S)〉 = K.

De acordo com o Lema 3, temos que

#CS(W ) = #〈R(S)〉
⋂

Ker(R(W )Λ)

2 Nesta seção, 0 representa o vetor nulo em Z2n
d

3 Esta condição não é restritiva pois todo código CWS é equivalente a um com w1 = I. Basta
fazer w′

i = w†
1wi.
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Como S representa a menos de fase um conjunto abeliano maximal em Gnd

(Corolário 2), temos que 〈R(S)〉 = Ker(R(S)Λ), donde segue-se que

〈R(S)〉
⋂

Ker(R(W )Λ) = Ker(R(S)Λ)
⋂

Ker(R(W )Λ) = Ker(M)

em que M =

 R(S)Λ

R(W )Λ

 =

 R(S)

R(W )

Λ. Estimaremos então #Ker(M).

Temos que 〈M〉 = 〈R(S)Λ〉 + 〈R(W )Λ〉. Pelo segundo Teorema do isomor-

fismo para módulos, temos que

〈R(S)Λ〉+ 〈R(W )Λ〉
R(S)Λ

' 〈R(W )Λ〉
〈R(W )Λ〉 ∩ 〈R(S)Λ〉

,

e como o operador Λ não altera a cardinalidade do módulo linha, temos que

#〈M〉 = #〈R(S)〉#〈R(W )〉
#〈R(W )〉∩〈R(S)〉 e portanto como #〈R(W )〉

#〈R(W )〉∩〈R(S)〉 = K e #〈R(S)〉 = |S| = dn,

temos que #〈M〉 = Kdn. Como visto anteriormente, a cardinalidade do módulo li-

nha é igual a cardinalidade do módulo coluna, assim #Im(M) = Kdn. Finalmente,

pelo primeiro Teorema do isomorfismo, temos que #Ker(M) =
d2n

Kdn
= dn

K
.

.

Exemplo 4. Tome o código ((3, 3, 2))3 com estabilizador S = 〈s1, s2, s3〉 onde

s1 = XZI, s2 = ZXZ e s3 = IZX e operadores-palavras W = {I, (XZ) ⊗ Z ⊗

Z2, (XZ2)⊗ Z ⊗ Z}. Temos respectivamente:

R(S) =


0 1 0 1 0 0

1 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 1

 e R(W ) =


0 0 0 0 0 0

1 1 2 1 0 0

2 1 1 1 0 0
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o módulo linha de R(W ), 〈R(W )〉 é representado pelos seguintes vetores:

000000 112100

010100 211100

020200 221200

122200

201000

102000

onde à esquerda estão aqueles pertencentes a 〈R(S)〉 ∩ 〈R(W )〉. Vemos então que

#〈R(W )〉
#〈R(W )〉∩〈R(S)〉 = K e logo o código é estabilizador pelo Teorema 10. Na verdade

conseguimos ver que através da transformação local de Clifford s1 = XZI ∈ S este

código é equivalente ao código [[3, 1, 2]]3 presente em Hu et al. (2008) com mesmo

estabilizador e operadores-palavras W ′ = {I, ZIZ2, Z2IZ}.

Deste teorema, resultam dois Corolários que representam resultados mais

utilizados na literatura.

Corolário 4. Seja Q um código CWS com estabilizador S = 〈s1, . . . , sr〉 e operadores-

palavras W = {wi}Ki=1 formando um grupo. Então Q é um código estabilizador.

Demonstração. Se W é um grupo, então as linhas de R(W ) também formam um

grupo aditivo, logo #〈R(W )〉 = #W = K. Além disto, pela construção dos

códigos CWS, 〈R(W )〉 ∩ 〈R(S)〉 = {0}, portanto #〈R(W )〉
#〈R(W )〉∩〈R(S)〉 = K

Corolário 5. Seja Q um código CWS com estabilizador S = 〈s1, . . . , sr〉, operadores-

palavras W = {wi}Ki=1 com w1 = I e estado estabilizado |ψ〉. Se as palavras clás-

sicas ClS(W ) formam um grupo, então o código é estabilizador.

Demonstração. Para mostrar que #〈R(W )〉
#〈R(W )〉∩〈R(S)〉 = K basta mostrar que todo ele-

mento rw ∈ 〈R(W )〉 é da forma rw = R(wj)+rs, com rs ∈ 〈R(S)〉. A transformação

ClS está definida em Gnd . cada elemento de Gnd tem uma representação em Z2n
d .

Como já visto (equação 3.6), podemos descrever a transformação ClS sobre Z2n
d

como um homomorfismo de módulos representado pela matriz T = R(S)Λ.
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Tome então rw ∈ 〈R(W )〉. Logo rw = α1R(w1) + . . .+ αkR(wk) e

T (rw) = α1T (R(wi)) + . . .+ αkT (R(wk))

= α1c1 + . . .+ αkck

Como ClS(W ) forma um grupo, temos que o último somatório é T (R(wj)) = cj ∈

ClS(W ), isto é, T (rw) = T (R(wj)) logo

rw = R(wj) + rs

onde rs ∈ Ker(T ) = 〈R(S)〉.

Segue também que todo código estabilizador pode ser visto como um código

CWS, como mostrado no próximo teorema

Teorema 11. Todo código estabilizador Q pode ser visto como um código CWS.

Demonstração. Seja S ′ = 〈s1, . . . , sm〉 o grupo estabilizador do código Q e seja

dim(Q) = K. Como já discutido, S ′ pode então ser estendido para um grupo

maximal S = 〈s1, . . . , sm, g1, . . . , gl〉 com cardinalidade |S| = dn. Este grupo esta-

biliza a menos de fase um único estado |ψ〉 ∈ Q. Considere a matriz verificadora

R(S). Temos que #〈R(S)〉 = dn. Como a cardinalidade do módulo linha é a

mesma do módulo coluna, temos que #Im(R(S)) = dn e por sua vez também

#Im(R(S)Λ) = dn. Esta igualdade implica que para cada x ∈ Im(R(S)Λ), existe

um operador de Pauli Px tal que Hn
d =

⊕
Px|ψ〉 e cada estado Px|ψ〉 é a interseção

dos auto-espaços associados aos autovalores qd−xid de cada gerador de S. Como Q é

um código estabilizador e dim(Q) = K sabemos que existem K destes operadores

de Pauli formando um conjunto W = {Pxi}Ki=1 que formam uma base para Q.

Basta então tomar o conjunto W como os operadores-palavras.
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3.5 Algoritmos para encontrar códigos CWS

Podemos utilizar o Teorema 9 para descobrir códigos quânticos baseados no

formalismo CWS. A referência Chuang et al. (2009) explicita algoritmos que podem

ser usados com este propósito, mas faz apenas para o caso binário e no formato

padrão. Neste trabalho optamos por descrever algoritmos que tratam o caso geral.

No final, o problema de achar bons códigos quânticos se transforma no problema

de achar o clique máximo em um grafo, que é NP-completo.

Como parâmetros de entrada teremos R(S) a matriz verificadora de tamanho

d × 2n sobre os geradores de S e R(ε), a matriz verificadora sobre o conjunto de

erros que se quer detectar. Como sáıda, será fornecido o conjunto de K operadores-

palavras W , representado pela matriz verificadora R(W ) de tal forma que ClS(W )

detecte os erros em ClS(ε) e satisfaça a condição 3.8 do Teorema 9. Nos algoritmos,

os elementos de uma matriz (considerado também um conjunto de vetores) serão

acessados por colchetes, Ex: R(ε)[i] e vamos representar um vetor coluna como o

transposto de um vetor linha, Ex: RT (ε)[i] ou (R(ε)[i])T .

O primeiro algoritmo guarda na variável ErrosS os erros em R(ε) que per-

tencem a S e na variável ErrosClassicos a representação clássica dos erros que

não pertencem a S. Precisaremos do primeiro conjunto para tratar a condição 3.8

do Teorema 9 e do segundo conjunto para tratar a parte clássica do teorema.

Entrada: R(ε), R(S)
Saida : ErrosClassicos, ErrosS

j := 1, k := 1;
para i = 1 : #R(ε) faça

se R(S)ΛRT (ε)[i] = 0r então
ErrosS[j] := R(ε)[i]; j := j + 1;

fim
se R(S)ΛRT (ε)[i] 6= 0r e R(S)ΛR(ε)[i] /∈ ErrosClassicos então

ErrosClassicos[k] := R(S)ΛRT (ε)[i]; k := k + 1;
fim

fim

Algoritmo 1: Procedimento que separa os erros que pertencem ou não a
S e transforma os que não pertencem em erros clássicos.

O segundo algoritmo usa os erros que pertencem a S, guardados em ErrosS
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e percorre todos os vetores em Z2n
d , de (0, . . . , 0) até (d−1, . . . , d−1) identificando

quais operadores-palavras que satisfazem a condição quântica do teorema (caso

em que a variável sinal assume o valor 1), guardando um representante de cada

classe de degenerescência na variável Palavras e sua representação clássica em

vetores pertencentes a Zrd é guardado em PalavrasClassicas. O segundo conjunto

será usado para achar um código clássico C que detecte os erros clássicos em

ErrosClassicos e, achando C, o primeiro conjunto será usado para associar cada

palavra clássica em C à um operador-palavra em Palavras. É importante frisar

que este algoritmo é desnecessário caso o código CWS esteja no formato padrão e

não existam erros em ε = {E} que pertençam a S.

Entrada: ErrosS
Saida : Palavras, PalavrasClassicas

j := 1;
para v = (0, . . . , 0) : (d− 1, . . . , d− 1) faça

sinal := 1;
para i = 1 : #ErrosS faça

se vΛ(ErrosS[i])T 6= 0 então sinal := 0;
fim
se (sinal = 1 e R(S)ΛvT /∈ PalavrasClassicas) então

Palavras[j] := v;
PalavrasClassicas[j] := R(S)Λv;
j := j + 1;

fim

fim

Algoritmo 2: Procedimento que cria o conjunto de operadores de Pauli
que podem ser candidatos a operadores-palavras e sua representação clás-
sica.

Com o Algoritmo 2, temos armazenado na variável Palavras todas as pa-

lavras clássicas que satisfazem a condição quântica do Teorema 9 e na variável

PalavrasClassicas um representante clássico de cada palavra em Palavras. O

que precisamos agora é achar um código com palavras pertencentes ao conjunto

PalavrasClassicas que detectem os erros clássicos em ErrosClassicos.

Para achar então o código quântico com o maior K posśıvel, usaremos a

seguinte estratégia. Construiremos um super-grafo em que os vértices são todas

as palavras em PalavrasClassicas e dois vértices (i, j) estarão conectados se não
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existir erro clássico em ErrosClassicos que leve a palavra PalavrasClassicas[i]

na palavra PalavrasClassicas[j] ou vice-versa. Conseguiremos então o nosso có-

digo quântico otimal achando o clique máximo neste super-grafo. O Algoritmo 3

explicita o Algoritmo de construção da matriz de adjacência M deste super-grafo.

Entrada: PalavrasClassicas
Saida : M

Faça M [i, j] = 0∀i, j;
para i = 1 : #PalavrasClassicas faça

para j = i+ 1 : #PalavrasClassicas faça
se
(PalavrasClassicas[i]−PalavrasClassicas[j]) /∈ ErrosClassicos
e
(PalavrasClassicas[j]−PalavrasClassicas[i]) /∈ ErrosClassicos
então

M [i, j] := 1; M [j, i] := 1;
fim

fim

fim

Algoritmo 3: Procedimento que cria a matriz de adjacência do super-
grafo, onde se irá procurar o clique máximo.

Após o Algoritmo 3, resta acionar uma rotina para encontrar o clique máximo

do super-grafo representado pela matriz de adjacência M . Tendo encontrado este

clique máximo, usamos então o conteúdo armazenado em Palavras para exibir os

operadores-palavras que definem o código. O problema de achar um clique máximo

de um grafo é um problema muito estudado na computação e há vários algoritmos

conhecidos que fazem esta tarefa, por isso não será descrito aqui neste trabalho,

mas seu custo, como citado em Chuang et al. (2009) é aproximadamente de dr, por

causa da representação em Zrd de PalavrasClassicas.

3.6 Códigos CWS assimétricos

Os Algoritmos 1, 2 e 3 descritos na seção anterior podem ser usados da se-

guinte forma. Dados o grupo estabilizador S, um conjunto de erros quânticos que

se deseja detectar ε = {E} e n fixos, podemos então achar um código CWS otimal,

isto é, com maior parâmetro K posśıvel que detecte os erros em ε. Normalmente
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os erros que se deseja detectar são erros dados por um parâmetro δ de forma que

os erros em ε representam erros quânticos de peso até δ−1 e o código quântico en-

contrado tenha parâmetros ((n,K, δ))d. A maior parte dos exemplos encontrados

na literatura se encaixam neste padrão, mas isto não é necessário, podendo os erros

em ε serem descritos de forma diferente. Nesta seção iremos explorar a aplicação

dos algoritmos no caso binário (d = 2) e buscando códigos CWS que detectem erros

quânticos de Pauli compostos separadamente de operadores Z em até dZ−1 qubits

e X em até dX−1 qubits. Estes códigos são chamados de assimétricos e seus parâ-

metros são dados por ((n,K, dZ/dX))d. Famı́lias de códigos CWS apresentando n

e K crescentes são raros na literatura. Nesta seção apresentaremos o resultado da

aplicação dos algoritmos para códigos assimétricos, tentando encontrar famı́lias de

códigos com n e K crescentes. Para isto, usaremos uma metodologia interessante,

encontrando-se deste modo, alguns códigos novos. A metodologia é interessante

pois de certa forma ataca um problema ainda em aberto dentro do formalismo dos

códigos CWS, que é o problema de determinar a forma que o grupo estabilizador

S precisa ter para se encontrar códigos quânticos com bons parâmetros K.

A metodologia utilizada consiste basicamente em buscar grupos estabiliza-

dores baseados em grafos satisfazendo a propriedade S
⋂
ε = ∅, isto é, sem erros

detectáveis em S. A grande maioria dos exemplos de códigos CWS encontrados na

literatura satisfazem esta restrição. A ausência desta restrição, isto é, a existência

de erros detectáveis em S, exige considerarmos a condição quântica 3.8 do Teo-

rema 9, e consequentemente, há a necessidade de aplicação do Algoritmo 2, que

tem por incumbência identificar as palavras que podem ser usadas na procura do

código.

Para esclarecer a metodologia usada, vamos pensar em dZ = dX = 3. Pri-

meiramente, temos que escolher os geradores si de S de forma que nenhum deles

possua erros Z e X atuando, ao mesmo tempo em uma quantidade menor que 3

qubits, pois desta forma os geradores pertenceriam a S. Duas formas sistemáticas

de se fazer isto mantendo a estrutura baseada em grafo do código CWS consistem
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em:

(1) Escolher os geradores de forma parecida com uma estrutura ćıclica, fazendo

si = Zi−2Zi−1XiZi+1Zi+2

onde 1 ≤ i ≤ n e as somas e subtrações representadas no ı́ndice dos

operadores são operações em Zn;

(2) Não obedecer uma estrutura ćıclica escolhendo os geradores no formato

si = Zi−3Zi−2Zi−1XiZi+1Zi+2Zi+3

para 3 < i < n − 3. Para i = 1, 2, 3, fazer, respectivamente X1Z2Z3Z4,

Z1X2Z3Z4Z5, Z1Z2X3Z4Z5Z6 e para i = n − 2, n − 1, n, fazer de forma

análoga.

Computacionalmente a segunda estrutura se mostrou mais rápida na procura

dos códigos, portanto os exemplos encontrados com os parâmetros dZ = dX =

3 seguem esta estrutura. Para n = 10, 11, 12, 13 os grafos associados exibem o

formato mostrado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Grafos associados aos códigos ((n,K, 3/3)), 10 ≤ n ≤ 13
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Mas não basta que os geradores não pertençam a ε, isto é, que os geradores

não sejam erros detectáveis; requer-se ainda que não exista nenhum elemento de S

em ε, por isso precisamos verificar todas as combinações dos geradores de S. Neste

sentido, o segundo passo consiste em fazer n crescer e descobrir se existem valores

de n de tal forma que S
⋂
ε = ∅. Como estamos lidando com grupos estabilizadores

no formato padrão, para dZ = dX = 3 basta verificarmos todos os elementos de S

que são o produto de 2 geradores apenas, pois elementos de S que são produtos

de mais geradores automaticamente não satisfazem a condição dX = 3. Podemos

verificar, no caso deste exemplo, isto é, dZ = dX = 3 e geradores de S no formato

não ćıclico que para qualquer n > 4, a condição S
⋂
ε = ∅ será sempre satisfeita.

Tendo conclúıdo os passos 1 e 2, agora usamos os algoritmos para testar

se realmente existem códigos com os parâmetros n encontrados. Fazendo isto

encontramos códigos com os seguintes parâmetros.

Tabela 3.1: Parâmetros n e K para códigos ((n,K, 3/3)) com 10 ≤ n ≤ 13

Códigos ((n,K, 3/3))
n K
10 2
11 4
12 8
13 16

Para n > 13, por motivos de eficiência computacional, não foi posśıvel ve-

rificar se o padrão observado na tabela seria mantido, isto é, se conseguiŕıamos

códigos com parâmetro K = 32, 64, . . .. Apesar disso, sabemos que o padrão não

pode perdurar para sempre, pois com esta metodologia, os códigos sempre satis-

fazem ε
⋂
S = ∅, isto é, ClS(E) 6= 0 para qualquer erro E no conjunto de erros

detectáveis ε, o que faz com que estes códigos sejam não degenerados, satisfazendo

desta forma, a versão assimétrica do limitante quântico de Hamming facilmente

computável. O conjunto de erros corriǵıveis é composto de erros X e Z atuando

cada um separadamente em 1 qubit, isto é, podemos ter:

(1) Ausência de erros: quantidade - 1.
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(2) Um erro X e nenhum erro Z: quantidade - n.

(3) Um erro X e um erro Z: quantidade - n2.

(4) Nenhum erro X e um erro Z: quantidade - n.

No total a quantidade de erros corriǵıveis é (n + 1)2. Um código não degenerado

de parâmetros ((n,K, 3/3)) satisfaz a seguinte desigualdade:

2n ≥ (n+ 1)2K.

Podemos verificar que neste exemplo, já para n > 22 a permanência deste padrão

se torna imposśıvel. Resta então descobrir se o padrão é satisfeito até n = 21

ou não. Mesmo que o padrão não seja observado até este valor, ainda assim

seria interessante tentar descobrir o quão perto do limite de Hamming esta famı́lia

alcança.

Utilizando-se a mesma metodologia, encontramos os seguintes códigos.

Tabela 3.2: Códigos
((n,K, 2/2))

Códigos ((n,K, 2/2))
n K
6 8
7 16
8 32
9 64

Tabela 3.3: Códigos
((n,K, 3/2))

Códigos ((n,K, 3/2))
n K
7 2
8 4
9 8
10 16

Tabela 3.4: Códigos
((n,K, 4/2))

Códigos ((n,K, 4/2))
n K
9 4
10 8
11 8
12 32

3.7 Considerações finais

Na Seção 3.1, demonstramos para qudits, que um grupo estabilizador S de

ordem |S| estabiliza um subespaço de Hn
d de dimensão dn

|S| . Apesar de já existir

uma demonstração deste resultado, criamos uma que generaliza a demonstração

sobre qubits contida em Nielsen e Chuang (2000) e faz uso da matriz verificadora
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da Definição 3 e da interpretação da matriz R(S)Λ como um homomorfismo de

Zd-módulos.

Na Seção 3.2 demonstramos que todo código CWS sobre qupits é equivalente

à um código CWS no formato padrão. Apesar de algumas referências fazerem

menção a esta demonstração, não a achamos na literatura e optamos então por

fazer uma que também generaliza a demonstração sobre qubits e que também faz

uso da matriz verificadora sobre os geradores do grupo estabilizador R(S) e das

portas generalizadas descritas em Hostens et al. (2005).

Na Seção 3.3, demonstramos o resultado que permite a busca por bons códi-

gos CWS tendo por base códigos clássicos que corrijam um conjunto determinado

de erros. Usamos a demonstração usual encontrada na literatura.

Na Seção 3.4 utilizamos novamente a matriz verificadora R(S) e a interpreta-

ção da matriz R(S)Λ como um homomorfismo entre Zd-módulos para demonstrar

o Teorema 10 que generaliza os resultados contidos nos Corolários (4 e 5). Estes

últimos, resultados aceitos na literatura, mas dif́ıceis de se encontrar para qudits.

Na Seção 3.5, descrevemos para qudits, os algoritmos necessários para se

encontrar bons códigos quânticos do tipo CWS. Estes estão descritos em Chuang

et al. (2009) mas apenas para qubits.

Na Seção 3.6, mostramos para qubits, alguns novos códigos CWS assimétricos

que foram descobertos usando os algoritmos da Seção 3.5.
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Caṕıtulo 4

Observáveis para identificação de erros

em códigos CWS binários

Neste caṕıtulo, estabelecemos uma condição para a existência de observáveis

que não são operadores de Pauli mas podem ser usados como observáveis de medida

para códigos CWS e que podem ser escritos em termos dos geradores do grupo

estabilizador associado ao código CWS. Também descrevemos um procedimento

para achar estes observáveis. Este procedimento é especialmente útil para códigos

CWS que são “próximos” aos códigos estabilizadores. Esta noção de proximidade

será discutida mais adiante.

Poucos artigos discutem métodos de decodificação para códigos CWS; a prin-

cipal exceção é o trabalho de Li et al. (2010), que descreve um método geral baseado

numa álgebra de medidas complexa, exigindo a definição de uma nova estrutura

chamada de códigos USt (Union-Stabilizers Codes), primeiramente descrita em

Grassl e Rötteler (2008a). Neste caṕıtulo, descrevemos um procedimento para

achar um conjunto alternativo de observáveis que podem ser usados para detecção

dos erros. Estes são mais simples e quando suficientes para identificação dos erros,

reduz o número de medidas necessárias.

4.1 Observáveis para identificação de erros em códigos quânticos

Nesta seção explicamos de forma geral como a identificação dos erros em um

código quântico pode ser feita, isto é, quais observáveis podemos usar para iden-

56



tificar o erro ocorrido e assim tentar corriǵı-lo. Depois explicamos, para códigos

CWS, o ganho que medir com os observáveis do procedimento usado em Li et al.

(2010) fornece quando comparado ao procedimento geral. Depois explicamos bre-

vemente os observáveis que usamos para medida, discutindo algumas ideias que

serão usadas no trabalho. Diferentemente do conjunto de observáveis descritos

em Li et al. (2010) que sempre conseguem identificar o erro, nosso conjunto de

observáveis nem sempre é suficiente para identificar o erro em um código CWS,

mas quando é, a complexidade do procedimento de identificação do erro é feito de

forma mais eficiente.

De acordo com Li et al. (2010), dado um código quântico Q e um conjunto

de erros corriǵıveis ε = {E}, podemos determinar um conjunto suficiente de obser-

váveis para detectar o erro ocorrido utilizando o seguinte procedimento:

(1) Considere {|wi〉}Ki=1 uma base ortonormal para o código Q. Primeiramente

constrúımos o projetor PQ sobre o código fazendo:

PQ =
K∑
i=1

|wi〉〈wi|;

(2) A partir deste projetor, constrúımos o observável

MQ = 2PQ − I.

Este observável mede 1 se o estado pertence ao código e -1 caso contrário;

portanto é capaz de detectar os erros em ε, mas não é capaz de identificá-

los.

(3) Finalmente, para construir nosso conjunto de observáveis capazes de iden-

tificar os erros, fazemos para cada erro de Pauli E ∈ ε de classes de dege-

nerescência diferentes,

ME = EMQE
†.

De acordo com o descrito, a complexidade do procedimento de identificação
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dos erros depende da complexidade de realizar a medida com o observável MQ e

da quantidade de classes de degenerescência distintas considerando os erros em ε.

Como um código de distância d pode corrigir erros em até t = [(d − 1)/2] qubits,

a quantidade de erros de Pauli distintos em ε é

B(n, t) =
t∑
i=0

 n

i

 3i.

Para códigos CWS, segundo Li et al. (2010), a complexidade ao medir com

o observável MQ é (1 + K)O(n2), portanto se o código é não degenerado, isto é,

a quantidade de classes de degenerescência diferentes dos erros é exatamente a

quantidade de erros em ε, a complexidade total do procedimento de medida será

B(n, t)(1 +K)O(n2).

Na referência Li et al. (2010), para códigos CWS gerais, conseguiu-se um

procedimento de identificação dos erros cuja complexidade é


 n

i

+ 2t− 1

 2K(n2 + n).

Nesta referência, o maior ganho representa a quantidade total de medidas

que precisam ser feitas. No caso geral eram B(n, t) e para o método apresentado

em Li et al. (2010) é N(n, t) =
[(

n
t

)
+ 2t− 1

]
. Ainda assim, para t e K grandes,

o método ainda não é eficiente.

Nosso método tem como primeiro resultado analisar quais operadores de

Pauli podem ser usados como observáveis para códigos CWS. Seja S o grupo

estabilizador e W o conjunto de operadores-palavras. Se g ∈ NS(W ), isto é, se

g é um elemento do normalizador de W em S, então g pode ser usado como um
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operador Pauli de medida. Isto segue das igualdades

gEiWj|ψ〉 = miEigWj|ψ〉 = miEiWjg|ψ〉 = miEiWj|ψ〉,

onde mi = ±1. A partir da expressão anterior, segue-se que EiWj|ψ〉 pertence ao

auto-espaço associado ao autovalor mi de g, então não há perda de informação após

a medida. Quando um código CWS é um código estabilizador, o procedimento de

decodificação usa um conjunto gerador de NS(W ) como observáveis e o número

de geradores é n − log2(K). Se o código CWS não é um código estabilizador,

podemos usar a ordem do grupo normalizador NS(W ) como parâmetro para medir

o quão perto o código CWS está de ser um código estabilizador. Se a ordem

é 1 (no caso NS(W ) = {I}), o código CWS está longe de ser estabilizador e

podemos usar apenas observáveis que não são operadores de Pauli no procedimento

de decodificação.

Se o código CWS é também estabilizador, utilizamos apenas operadores de

Pauli para identificar erros. No caso geral, precisamos completar o conjunto de

observáveis com operadores que não são operadores de Pauli. Neste caṕıtulo, ainda

estabelecemos resultados sobre a existência e forma de observáveis de medida para

códigos CWS que pertencem a álgebra de grupo sobre R gerada por S, R[S].

4.2 Caracterização dos observáveis do tipo-4

Um operador A ∈ R[S] pode ser escrito como

A =
∑
V∈Fn2

αVSV,

em que usamos a notação SV para representar um elemento de S = 〈s1, . . . , sn〉

da forma

SV = sv11 · · ·svnn ,
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onde V = (vi, . . . , vn) é um vetor binário. Nos vamos definir um “tipo” ao operador

A e função do número de coeficientes αV não nulos.

Definição 6. Um observável do tipo-i é um operador A ∈ R[S] que satisfaz A2 = I

e é exatamente uma combinação linear de i diferentes elementos de S.

Note que esta definição faz sentido por que o grupo S é um subconjunto de

uma base para o espaço de Hilbert Hn, e logo A =
∑
V∈Fn2

αVSV é escrito de forma

única.

Observáveis do tipo-1 são operadores de Pauli. Não há observáveis do tipo-2,

porque se A = α1SU1 + α2SU2 com U1 6= U2 e α1, α2 diferentes de 0, então

A2 = (α2
1 + α2

2)I + 2α1α2SU1+U2

não pode ser igual a I. De forma análoga, podemos mostrar que não há observáveis

do tipo-3. Neste trabalho consideraremos apenas operadores do tipo-4.

Se um operador unitário A é um observável, então A2 = I. Como estamos

lidando com observáveis em R[S], temos as seguintes proposições:

Proposição 2. Sejam S o grupo estabilizador de um código CWS na forma padrão

e A =
∑
V∈Fn2

αVSV um elemento de R[S]. Então A2 = I se e somente se

∑
V∈Fn2

α2
V = 1 e

∑
V∈Fn2

αVαV+U = 0, ∀U ∈ Fn2 \ {0}. (4.1)

Demonstração. Tome

A2 =
∑
V∈Fn2

α2
VI +

∑
V 6=V′

αVαV′SVSV′
.

Todos os termos SU ∈ S \ {I} estão presentes no segundo somatório, cada um

tantas vezes quanto V + V′ = U, isto é, 2n. Então, podemos reescrever esta
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equação como

A2 =
∑
V∈Fn2

α2
VI +

∑
U∈Fn2 \{0}

∑
V+V′=U

αVαV′SU

=
∑
V∈Fn2

α2
VI +

∑
U∈Fn2 \{0}

SU
∑
V∈Fn2

αVαV+U.

donde segue o resultado (4.1).

Os Observáveis do tipo-4 podem ser restringidos pelo teorema que segue.

Teorema 12. A é um operador do tipo-4 se e somente se

A = ±S
V

2

(
−I + SV1 + SV2 + SV1+V2

)
(4.2)

com V1 6= V2 ∈ Fn2 \ {0} e V ∈ Fn2 .

Demonstração. Se A é dado pela equação (4.2), então é simples verificar que A2 =

I. logo, A é um observável do tipo-4.

Reciprocamente, tome um observável do tipo-4 A = α1SU1+α2SU2+α3SU3+

α4SU4 . Temos:

A2 =

(
4∑
i=1

α2
i

)
I + 2α1α2SU1+U2 + 2α1α3SU1+U3 + 2α1α4SU1+U4 +

2α2α3SU2+U3 + 2α2α4SU2+U4 + 2α3α4SU3+U4 .

os α’s não são zero, logo, A2 = I implica que

4∑
i=1

α2
i = 1

e a soma dos últimos 6 termos é zero, o que implica que U1 + U2 = U3 + U4,

U1 + U3 = U2 + U4 e U1 + U4 = U2 + U3.

Podemos reescrever A tomando V = U1, V1 = U1 + U2 e V2 = U1 + U3,
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então V1 + V2 = U1 + U4 e

A =
SV

2

(
α1I + α2SV1 + α3SV2 + α4SV1+V2

)
.

Note que V1 6= V2 e V1 6= 0 6= V2 porque se i 6= j, Ui 6= Uj. As soluções

obedecendo as restrições (4.1)pertencem ao conjunto

(α1, α2, α3, α4) ∈ ±1
2
{ (−1, 1, 1, 1), (1,−1, 1, 1), (1, 1,−1, 1), (1, 1, 1,−1)}.

As últimas três soluções podem ser obtidas da primeira tomando SV1 , SV2 e

SV1+V2 , respectivamente e absorvendo estes termos em SV.

4.3 Condições para a medida com observáveis do tipo-4

Agora vamos introduzir a seguinte notação:

S(V1,V2) =
1

2

(
−I + SV1 + SV2 + SV1+V2

)
. (4.3)

Note que para qualquer V1,V2 ∈ Fn2 , S(V1,V2) estabiliza |ψ〉. No próximo

Lema, uma função F : Gn 7→ Fn2 que depende implicitamente de V1 e V2 é definida

por

F (G) =



V1 + V2 se G anti-comuta com SV1 e SV2 ;

V1 se G anti-comuta apenas com SV2 ;

V2 e G anti-comuta apenas com SV1 ;

0 comuta com ambos.

(4.4)

Lema 4. Seja G um operador de Pauli. Se G não comuta com SV1 ou SV2, então

S(V1,V2)G = −SF (G)GS(V1,V2) = −GSF (G)S(V1,V2) = −GS(V1,V2)SF (G).

Demonstração. A verificação é imediata.

As condições que garantem que possamos usar um operador A como um

observável para um código CWS estão intimamente relacionadas com as condições
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que garantem que A estabilize o código.

Proposição 3. Seja Ci = (c1
i , . . . , c

n
i ), i = 1, . . . , K as palavras clássicas de um

código CWS no formato padrão. Sejam V1, V2, V ∈ Fn2 e pi = 〈Ci,V1〉∨〈Ci,V2〉,

onde ∨ é o operador de disjunção lógica. Então, um operador do tipo-4 A estabiliza

o código se e somente se A = SVS(V1,V2) e 〈Ci,V〉 = pi para todo i.

Demonstração. Suponha que A = SVS(V1,V2) e 〈Ci,V〉 = pi para todo i. então,

(1) se ZCi comuta com SV1 e SV2 , então ZCi também comuta com SV and

S(V1,V2), isto é,

SVS(V1,V2)ZCi |ψ〉 = ZCi |ψ〉,

(2) se ZCi não comuta com SV1 ou SV2 , então ZCi anti-comuta com SV.

assim, o Lema 4 implica que

SVS(V1,V2)ZCi |ψ〉 = SV(−SF (ZCi ))ZCiS(V1,V2)|ψ〉 = −SVZCiSF (ZCi )|ψ〉 =

− SVZCi |ψ〉 = ZCiSV|ψ〉 = ZCi |ψ〉.

em qualquer caso, A estabiliza o código.

Reciprocamente, seja A um observável do tipo-4. Pelo Teorema 12, A =

±SVS{V1,V2}, donde, A|ψ〉 = ±SVS{V1,V2}|ψ〉 = ±|ψ〉. Por hipótese, A estabiliza

o código, assim, A = SVS{V1,V2}. logo, para estabilizar o código, temos:

(1) Se um operador-palavra Wi = ZCi comuta com SV1 e SV2 então

SVS(V1,V2)ZCi |ψ〉 = SVZCiS(V1,V2)|ψ〉 = SVZCi |ψ〉 = ZCi |ψ〉.

A última igualdade implica que SV comuta com ZCi . logo, 〈Ci,V〉 = 0.

(2) Se Wi = ZCi não comuta com SV1 ou SV2 , o Lema 4 implica que

SVS(V1,V2)ZCi |ψ〉 = SV(−SF (ZCi ))ZCiS(V1,V2)|ψ〉 = −SVZCiSF (ZCi )|ψ〉

= −SVZCi |ψ〉 = ZCi |ψ〉.
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A última igualdade implica que SV anti-comuta com ZCi , e assim, 〈Ci,V〉 =

1.

Tomando V = (v1, . . . , vn) ∈ Fn2 e pi = 〈Ci,V1〉 ∨ 〈Ci,V2〉, as equações

〈Ci,V〉 = pi podem ser colocadas em notação matricial

C


v1

...

vn

 =


p1

...

pk

 , (4.5)

em que C é a matriz de todas as palavras clássicas.

C =


c1

1 . . . cn1
...

...
...

c1
K . . . cnK

 . (4.6)

Dado um conjunto de erros corriǵıveis de um código CWS, se estes podem

ser identificados medindo-se com um conjunto de observáveis sem que haja perda

de informação, independentemente de quais erros ocorreram, então chamaremos

ambos estes observáveis de Operadores de Decodificação ou Observáveis de

Decodificação.

Um operador A pode então ser usado como Operador de Decodificação se a

informação codificada não é perdida após a medida com A. Temos que garantir

que para cada i e para todo j, EiWj|ψ〉 pertença ao auto-espaço de EiWj associado

aos autovalores 1 ou -1, isto é,

AEiWj|ψ〉 = EiWj|ψ〉, ∀j

ou

AEiWj|ψ〉 = −EiWj|ψ〉, ∀j.
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Tendo isto em vista, temos o seguinte teorema:

Teorema 13. Seja E = {Ei}Ti=1 um conjunto de erros de Pauli corriǵıveis de um

código CWS no formato padrão, Então, um observável do tipo-4 A = SVS(V1,V2)

pode ser usado como operador de decodificação se e somente se para todo i ∈

{1, . . . , T} existe uma solução V′i da Equação. (4.5) com V = V′i + F (Ei).

Demonstração. Suponha que A = SVS(V1,V2) satisfaz V = Vi +F (Ei), para todo

i, onde Vi é uma solução da equação (4.5). Tome SVEi = miEiSV, onde mi = ±1.

Então, pelo Lema 4 temos

(1) se Ei comuta com SV1 e SV2 , então F (Ei) = (0, . . . , 0) (4.4) e

AEiWj|ψ〉 = SVS(V1,V2)EiWj|ψ〉 = SVEiS(V1,V2)Wj|ψ〉

= miEiSVS(V1,V2)Wj|ψ〉 = miEiSV+F (Ei)S(V1,V2)Wj|ψ〉

= miEiSV′
iS(V1,V2)Wj|ψ〉 = miEiWj|ψ〉.

A última igualdade é verdadeira porque SV′
iS(V1,V2) estabiliza o código.

(2) Se Ei não comuta com SV1 ou SV2 , então

AEiWj|ψ〉 = SVS(V1,V2)EiWj|ψ〉 = −SV+F (Ei)EiS(V1,V2)Wj|ψ〉

= −miEiSV′
iS(V1,V2)Wj|ψ〉 = −miEiWj|ψ〉.

De novo, usamos que SV′
iS(V1,V2) estabiliza o código.

Reciprocamente, suponha que A = SVS(V1,V2) pode ser usado como obser-

vável. Usando SVEi = miEiSV, onde mi = ±1, e repetindo as operações de

comutação, temos

(1) se Ei comuta com ambos SV1 e SV2 , então

AEiWj|ψ〉 = SVS(V1,V2)EiWj|ψ〉 = miEiSV+F (Ei)S(V1,V2)Wj|ψ〉

onde F (Ei) = (0, . . . , 0).

65



(2) Se Ei não comuta com SV1 ou SV2 , então

AEiWj|ψ〉 = SVS(V1,V2)EiWj|ψ〉 = −miEiSV+F (Ei)S(V1,V2)Wj|ψ〉.

Estamos assumindo que A pode ser usado como observável, em ambos os casos

temos

AEiWj|ψ〉 = EiWj|ψ〉, ∀j

ou

AEiWj|ψ〉 = −EiWj|ψ〉, ∀j.

isto implica que SV+F (Ei)S(V1,V2) estabiliza o código para todo i, e pela Proposi-

ção 3 existe uma solução V′i para a Equação (4.5) tal que V + F (Ei) = V′i para

todo i.

O Teorema 13 nos permite fazer uma busca exaustiva por observáveis do

tipo-4, usando a expressão A = SVS(V1,V2). Temos que considerar todos os pares

(SV1 ,SV2) em S tal que V1 6= V2 e procurar por soluções da equação (4.5) para

cada par. Este processo pode ser custoso. O próximo corolário fornece uma forma

mais eficiente de procurar estes observáveis restringindo o espaço de busca a ele-

mentos em NS(E), mas, neste caso, algumas soluções podem não ser consideradas.

Corolário 6. Sejam E = {Ei}Ti=1 um conjunto de erros corriǵıveis de um código

CWS no formato padrão e NS(E) o normalizador de E em S. Se A = SVS(V1,V2)

é um observável do tipo-4,onde SV1 ,SV2 ∈ NS(E) e V é uma solução da Equa-

ção (4.5), então A pode ser usado como observável para o código CWS.

Demonstração. Se ambos SV1 e SV2 estão em NS(E), então F (Ei) = (0, . . . , 0)

para todo i, e o Teorema 13 implica que V = Vi, onde Vi é uma solução da

Equação (4.5).
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4.4 Procedimento para determinar os operadores de medida

O Corolário 6 auxilia na construção de um procedimento para achar obser-

váveis do tipo-4.

Procedimento 1. Sejam E = {Ei} o conjunto de erros corriǵıveis e W = {Wj}

o conjunto de operadores-palavras.

(1) Ache geradores independentes de NS(W );

(2) Meça com estes geradores. Para cada śındrome, existe um conjunto E ′, contido

em E, de erros que não foram detectados pelas medidas;

(3) Para cada E ′ faça

(a) Ache todos os elementos do grupo NS(E ′);

(b) Tome pares (SV1 ,SV2) em NS(E ′) tal que V1 6= V2 até achar uma so-

lução V da equação (4.5) que distingue alguns erros em E ′. Este passo

deve dividir E ′ em subconjuntos menores;

(c) Repita os passos (a) e (b) com os subconjuntos menores tantas

vezes necessárias até que possamos distinguir os erros de Pauli em E ′.

Para achar geradores de NS(W ) no passo 1, usamos a relação de comutação

ZCiSOj = (−1)〈Ci,Oj〉SOjZCi , (4.7)

para mostrar que SOj ∈ NS(W ) se e somente se 〈Ci,Oj〉 = 0 para todo i. Isto

implica que Oj está no núcleo da transformação linear descrita pela matriz C na

equação (4.6). Os geradores independentes de NS(W ) são obtidos a partir de uma

base para o núcleo de C.

No passo 3, para achar todos os elementos em NS(E ′), convertemos os erros

em E ′ para palavras clássicas usando a função ClS e constrúımos uma nova ma-

triz. O núcleo desta matriz tem correspondência um para um com os elementos
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de NS(E ′). Cada par (SV1 ,SV2) e uma solução V da equação (4.5) gera um ob-

servável do tipo-4 para erros em E ′. Para aumentar a eficiência do procedimento,

podemos então testar quando cada observável encontrado pode ser utilizado nos

outros conjuntos E ′ gerados no passo 2.

4.5 Implementação das medidas com observáveis do tipo-4

Usando uma notação parecida a S(V1,V2) na equação 4.3, considere o seguinte

operador sobre a matriz de Pauli X ao invés de S:

X (V1,V2) =
1

2

(
−I +XV1 +XV2 +XV1+V2

)
.

Se V1 = (1, 0) e V2 = (0, 1), no caso de 2 qubits, X (V1,V2) é o operador de

Grover, dado por 2|ψ〉〈ψ| − I onde |ψ〉 = 1
2

∑3
i=0 |i〉. O circuito para este operador

é amplamente conhecido Grover (1996); Nielsen e Chuang (2000).

Seja E o conjunto das arestas do grafo representado pela matriz de adjacência

M , e defina

U =
∏

(i,j)∈E

P(i,j),

em que P(i,j) é a porta Z controlada atuando nos qubits i e j. O operador U é

usado no procedimento de codificação dos códigos CWS Cross et al. (2009)

Usando as fórmulas básicas do formalismo dos estabilizadores, obtemos

UXVX (V1,V2) U † = SVS(V1,V2). (4.8)

Também facilmente verifica-se que X (V1,V2) = X (V2,V1) e

X (V,W1+W2) = XVX (V,W1)X (V,W2).
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A fórmula anterior pode ser estendida para mais termos, gerando-se

X (V,W1+···+Wn) = X(n−1)V

n∏
j=1

X (V,Wj). (4.9)

Expandindo V1 e V2 na base canônica ei de Fn2 , obtemos V1 =
∑n

i=1 v
(1)
i ei

e V2 =
∑n

i=1 v
(2)
i ei, em que v

(1)
i e v

(2)
i são coeficientes binários. Usando duas vezes

a equação (4.9), obtemos

XVX (V1,V2) = XV+(n−1)V1

n∏
j=1

X(n−1)v
(2)
j ej

n∏
i=1

X (v
(1)
i ei,v

(2)
j ej). (4.10)

Se v
(1)
i 6= 0 e v

(2)
j 6= 0, o termo X (v

(1)
i ei,v

(2)
j ej) = X (ei,ej) é o operador de grover

atuando nos qubits i e j. O circuito neste caso é conhecido. Se ambos v
(1)
i e v

(2)
j

são zero, este termo é a identidade e se apenas um dos coeficientes é 0, o termo

é a matriz de Pauli X atuando nos qubits i ou j. Em qualquer caso, podemos

construir um circuito para SVS(V1,V2).

Vamos calcular a complexidade do circuito de SVS(V1,V2). O número de

portas de X (v
(1)
i ei,v

(2)
j ej) é, no pior caso, igual ao número de portas do operador

de Grover, que é fixo. O número de portas no circuito de XV é O(n). Como i, j

percorrem de 1 a n, a complexidade do circuito de XV é O(n). Como i, j percorrem

de 1 até n, a complexidade do circuito de XVX (V1,V2) é O(n2). A complexidade

total do circuito para U também é O(n2) Cross et al. (2009). A complexidade total

do circuito para S(V1,V2) é O(n2). A mesma análise de complexidade se aplica ao

se medir com estes observáveis.

Para calcular a complexidade total do procedimento de decodificação, preci-

samos estimar o número de medidas necessárias para achar os erros. Uma estima-

tiva para este número vem dos detalhes do Corolário 6 e procedimento 1.

Suponha que temos um conjunto completo de operadores de decodificação

satisfazendo ao Corolário 6. Seja SVS(V1,V2) um destes observáveis. Seja s a

śındrome de um erro E quando usamos o observável de Pauli SV, isto é, s = ±1
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se E e SV respectivamente comuta ou anti-comuta. Então temos

SVS(V1,V2)E = SVE S(V1,V2) = sE SVS(V1,V2).

Como SVS(V1,V2) estabiliza o código, concluimos que a śındrome de SV

S(V1,V2) é na realidade obtida da śındrome de SV ∈ S. Como o número de gerado-

res independentes de S é n, o número de medidas, tanto com operadores de Pauli

quanto com operadores do tipo-4, não podem ser maiores que n, e a complexidade

total das medidas no procedimento de decodificação é O(n3).

4.6 Exemplos

Nesta seção, empregamos o procedimento 1 para achar os observáveis para os

códigos ((9, 12, 3)) e ((10, 20, 3)); o primeiro é baseado no grafo ćıclico e o segundo

no grafo bićıclico. Estes códigos foram descritos por Cross et al. (2009) e Hu et al.

(2008).

Para o código ((10, 20, 3)), temos os geradores

s1 = XZIIZZIIII s6 = ZIIIIXZIIZ

s2 = ZXZIIIZIII s7 = IZIIIZXZII

s3 = IZXZIIIZII s8 = IIZIIIZXZI

s4 = IIZXZIIIZI s9 = IIIZIIIZXZ

s5 = ZIIZXIIIIZ s10 = IIIIZZIIZX

e palavras clássicas

0000000000 1001100100 1001101111 0101100000

0000101001 1100101101 0111011011 0111010000

1011011111 1110010110 1100000100 1101111110

1111000101 0101101011 0001111010 0010010010

0010111011 1011010100 0011000001 1110111111
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No passo 1 do procedimento 1, temos que achar geradores para NS(W ). Isto

é feito achando uma base (O) para o núcleo da matriz C, descrita na equação (4.6).

Neste exemplo, esta base é mostrada na Tabela 4.1. Então, os geradores de NS(W )

são operadores de Pauli em SO1 , SO2 , SO3 , SO4 . No passo 2, são feitas as medidas

com estes operadores. O resultado é mostrado nos sinais ± no topo das sub-tabelas

da Figura 4.2, Por exemplo, se o resultado da medida é + + +−, apenas dois erros

de Pauli não foram detectados, Y2 e Z1. E ′ é {Y2, Z1} neste caso.

Tabela 4.1: observáveis de Pauli (SOi) para o código ((10,20,3)).

O1 O2 O3 O4

0001110011 0010011001 0100111110 1000000100

Seguindo o passo 3 do procedimento 1, nós obtemos os primeiros observáveis

do tipo-4, A1 na Tabela 4.2, quando E ′ = {Y2, Z1}. Estes são descritos por A =

SVS(V1,V2) (veja Eq. (4.2)). Neste caso, a etapa (a) do passo 3 é usada apenas uma

vez, porque o observável A1 distingue todos os erros em em E ′. Note então que

podemos verificar se A1 pode ser usado para outros conjuntos E ′. Neste exemplo,

A1 pôde ser usado 4 vezes, como pode ser observado na Figura 4.2. O próximo

conjunto será E ′ = {X4, Z3}.

Tabela 4.2: Observáveis do tipo-4 para o código ((10,20,3)).

V V1 V2

A1 0000111001 0000100001 0001000011
A2 0000111001 0000100010 0001000000
A3 0000010001 0000000011 0000010010
A4 0000110000 0000011000 0000100010
A5 0000111001 0000011011 0000101011
A6 0000111001 0000011000 0001000000
A7 0000111001 0000110000 0010000010

No final, obtemos 7 observáveis do tipo-4 que estão listados na Tabela 4.2.

A forma destes observáveis é dada pela expressão SVS(V1,V2), explicada na equa-

ção (4.2). Para decidir qual observável deve ser usado como medida, basta analisar

a Figura 4.2. Note que para este código, é suficiente medir com apenas mais um ob-

servável do tipo-4. A śındrome ++++ não foi considerada porque neste exemplo,
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não existem erros associados a ela, apenas o operador identidade. A seguir, temos

os resultados das medidas dos observáveis. Os sinais no topo de cada sub-tabela

descrevem das medidas dos observáveis de Pauli da Tabela 4.1. As medidas dos

operadores do tipo-4 estão condicionadas pelos resultados das medidas de Pauli.

Figura 4.1: Resultados das medidas dos observáveis para o código ((10, 20, 3)).

+ + +−
Y2 Z1

A1 − +

+ +−+
Y10 Z2

A1 − +

+ +−−
X2 Z8

A1 − +

−−−−
X7 Y5

A1 + −

+−++
X4 Z3

A2 − +

−−−+
X10 Z6

A2 + −

−+ +−
X3 Y7

A3 + −

−−+−
Y9 Y3

A3 − +

+−+−
X5 Y6

A4 + −

−−++
Z10 Y4

A4 + −

−+ ++
X8 Z4

A5 − +

−+−−
X6 Y8

A5 + −

−+−+
Z9 Z5

A6 + −

+−−+
X1 Z7

A7 + −

+−−−
X9 Y1

A7 − +

O código ((9, 12, 3)) tem seu grupo estabilizador S baseado num grafo ćıclico

com geradores si = Zi−1XiZi+1. As palavras clássicas são

000000000 100100100 010001100 110101000

000110001 100010101 011001010 111101110

001010011 101110111 011111111 111011011

De acordo com o procedimento já discutido, primeiramente medimos com

três observáveis de Pauli

Tabela 4.3: Observáveis de Pauli (SOi) para o código ((9,12,3)).

O1 O2 O3

000010001 001000010 010001000

Depois, achamos nove observáveis do tipo-4. Estes são descritos por A =

SVS(V1,V2) (veja Eq. (4.2)).

O procedimento de medida está descrito na Tabela 4.2. Os sinais no topo de

cada sub-tabela descrevem das medidas dos observáveis de Pauli da Tabela 4.4. As
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Tabela 4.4: Observáveis do tipo-4 para o código ((9,12,3)).

V V1 V2

100000111 000000011 000001000
000100110 000000010 000011000
100101001 000000010 000001000
100101010 000000001 000001010
000100110 000000001 000001000
100001101 000000001 000000010
000100110 000001000 000010000
100001101 000000001 001000000
000100110 000000001 010000000

medidas dos operadores do tipo-4 estão condicionadas pelos resultados das medidas

de Pauli.

Figura 4.2: Resultados das medidas dos observáveis para o código ((9, 12, 3))

+ + +
I Z7 Z4 Z1

A1 + − + −
A3 + + − −

+ +−
X5 X3 Z6 Z2

A6 − + − +
A7 − +
A9 − +

+−+
X9 X2 Z8 Z3

A5 − + − +
A6 − +
A8 − +

+−−
X7 Y7 Y3 Y2

A4 + + − −
A5 − +
A8 − +

−+ +
X8 X6 Z9 Z5

A3 − + − +
A5 − +
A7 − +

−+ +
X1 Y6 Y5 Y1

A2 + − − +
A3 − +
A6 + −

−−+
X4 Y9 Y8 Y4

A1 + − − +
A3 + −
A7 − +

Nem sempre conseguimos achar operadores do tipo-4 suficientes para efetuar

a medida, por exemplo, para o código ((10, 18, 3)) também presente em Cross

et al. (2009), pode-se verificar que não há operadores deste tipo suficientes para se

descobrir o erro.
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4.7 Considerações finais

Na Seção 4.1, descrevemos tipos de observáveis que podemos usar para iden-

tificação dos erros em um código quântico geral e a complexidade do procedimento

de medida com estes observáveis. Descrevemos também, especificamente para có-

digos CWS, o ganho em complexidade que os observáveis descritos em Li et al.

(2010) possibilitam no procedimento de detecção e finalmente introduzimos algu-

mas ideias a respeito do nosso conjunto de observáveis propostos para identificação

dos erros.

Na Seção 4.2, definimos um operador que chamamos de observáveis do tipo-4

e caracterizamos algumas de suas propriedades.

Na Seção 4.3 apresentamos as principais contribuições, caracterizando, no

Teorema 4.5 e no Corolário 6 quais as caracteŕısticas que um observável do tipo-4

deve satisfazer para poder ser utilizado como observável de medida para códigos

CWS.

Na Seção 4.4, descrevemos um algoritmo que busca observáveis para identi-

ficar os erros de um código CWS, tanto observáveis que são operadores de Pauli

como observáveis do tipo-4.

Na Seção 4.5, descrevemos como funcionam as portas necessárias para im-

plementar as medidas com os observáveis do tipo-4, mostrando que se o proce-

dimento 1 encontra observáveis que são suficientes para determinar os erros, as

medidas para que esta identificação seja feita são feitas de forma eficiente.

Na Seçao 4.6, descrevemos dois exemplos de códigos CWS explorando o uso

dos observáveis do tipo-4. Nestes dois exemplos, apenas com operadores de Pauli

e observáveis do tipo-4 foi posśıvel identificar o erro.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Acreditamos que este trabalho contribuiu para o desenvolvimento da pesquisa

na área de códigos quânticos de correção de erros de duas formas: a primeira foi

no entendimento mais apurado da relação entre códigos quânticos do tipo CWS

em sistemas de mais de um ńıvel (qudits) e códigos estabilizadores; a segunda

contribuição foi na eficiência na detecção dos erros em códigos CWS em sistemas

de dois ńıveis (qubits).

Nos Caṕıtulos 2 e 3 apresentamos as ferramentas necessárias para entender

os resultados da tese. No Caṕıtulo 4, apresentamos os códigos CWS. Neste ca-

ṕıtulo, tratamos os códigos CWS em sua forma mais geral, sobre qudits, onde d

pode assumir qualquer valor. Quando necessário, evidenciamos os resultados váli-

dos apenas para qupits, quando d é primo, para qubits, quando d = 2 e quando o

código CWS é baseado em um estado-grafo. Na literatura estes resultados não se

encontram facilmente dispońıveis, gerando as vezes confusão sobre quais resultados

são válidos em cada caso. Além disto, apresentamos um novo resultado, contido

no Teorema 10. Este resultado generaliza os resultados presentes na literatura que

relacionam códigos estabilizadores com códigos CWS, que neste trabalho foram

apresentados como Corolários do Teorema 10, respectivamente, o Corolário 4 e o

Corolário 5. O resultado contido no Teorema 10 surge ao se explorar propriedades

dos operadores-palavras W = {w1, . . . , wK}de um código CWS, mais especifica-

mente, surge ao se enxergar estes operadores-palavras através da estrutura de uma
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matriz verificadora R(W ), como definido na Definição 3 e analisar a matriz R(W )Λ

como um homomorfismo entre Zd-módulos.

No Caṕıtulo 5, apresentamos outro resultado desta tese. Baseado-nos princi-

palmente nas ideias contidas em Yu et al. (2008) desenvolvemos uma caracterização

geral de um tipo de operador que pode ser usado para detecção dos erros em um

código CWS. Chamamos este operador de tipo-4, devido ao fato de ser a combina-

ção linear de 4 operadores de Pauli presentes no grupo estabilizador S do código

CWS. O Teorema 13 e o Corolário 6 caracterizam, dado um código CWS, quando

um operador deste tipo pode ser usado como operador de medida para a detecção

dos erros. Nem sempre é posśıvel usar operadores deste tipo para identificar todos

os erros que um código CWS é capaz de corrigir, mas segundo a caracterização

contida no Corolário 6, quando isto é posśıvel, sabendo quais operadores do tipo-4

usar, esta identificação é feita de forma eficiente. Portanto, dado um código CWS,

é interessante descobrir se é posśıvel ou não usar estes tipos de operadores para

identificação de todos os erros que este código promete corrigir. A busca por estes

operadores é descrita no procedimento 1. Este procedimento de busca em si não

é eficiente, sendo também interessante descobrir formas de torná-lo mais eficiente

em trabalhos futuros.
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M. Grassl e M. Rötteler. Quantum goethals-preparata codes. In: Information

Theory, 2008. ISIT 2008. IEEE International Symposium on, páginas
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Y. Lequain e A. Garcia. Álgebra: uma introdução. Monografias de Matemática.

Instituto de Matemática Pura e Aplicada, 1983.

Y. Li, I. Dumer, M. Grassl, e L. P. Pryadko. Structured error recovery for code-

word-stabilized quantum codes. Phys. Rev. A, 81:052337, May 2010.

S. Y. Looi, L. Yu, V. Gheorghiu, e R. B Griffiths. Quantum error correcting

codes using qudit graph states. (arXiv:0712.1979), Dec 2007. Comments: Any

comments are welcome.

F. J. MacWilliams e N. J. A. Sloane. The theory of error correcting codes

/ F.J. MacWilliams, N.J.A. Sloane. North-Holland Pub. Co. ; sole distri-

butors for the U.S.A. and Canada, Elsevier/North-Holland, Amsterdam ; New

York : New York :, 1977. ISBN 0444850090 0444850104 0444850090.

N. Melo, R. Portugal, e D. F. G. Santiago. Decoder for nonbinary cws quantum

codes. arXiv:1204.2218v1 [cs.IT], april 2012.
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Caṕıtulo 6

Apêndice A: Grupos e Anéis

Neste caṕıtulo, faremos uma revisão sore a teoria de grupos. A estrutura de

grupos é importante para entender alguns aspectos da computação quântica e de

forma mais espećıfica, dos códigos quânticos de correção de erros. Neste trabalho

usamos grupos sobre operadores lineares, especificamente sobre os operadores de

Pauli para entender o grupo estabilizador S dos códigos estabilizadores. Como

os códigos CWS são uma generalização dos códigos estabilizadores, eles também

usam a estrutura de um grupo estabilizador. Para estudar a estrutura algébrica dos

grupos, usamos principalmente as referências, Nielsen e Chuang (2000), Gonçalves

(1979), Herstein (1990), Lequain e Garcia (1983) e Milies (1972).

Definição 7. Um conjunto não vazio G com uma operação

G×G −→ G

(a, b) 7−→ a · b

é um grupo se as seguintes condições são satisfeitas:

(1) A operação é associativa, isto é,

a · (b · c) = (a · b) · c
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(2) Existe um elemento neutro, isto é,

∃e ∈ G tal que e · a = a · e = a, ∀a ∈ G

(3) Todo elemento possui um elemento inverso, isto é,

∀a ∈ G, ∃b ∈ G tal que a · b = b · a = e.

A ordem de um grupo G é o seu número de elementos e é denotado por |G|. O

grupo é dito Abeliano se todos os seus elementos comutam. Neste caso é comum

também expressar a operação do grupo pelo śımbolo de adição “+”. Um subgrupo

H de um grupo G é um subconjunto de G que satisfaz todas as propriedades de

grupo. Denotamos então H ≤ G. Um teorema que relaciona a ordem de um

subgrupo com a ordem do grupo é o teorema de Lagrange.

Teorema 14. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. então a ordem de H

divide a ordem de G, isto é |H| divide |G|.

Dado H ≤ G e g ∈ G então uma classe lateral à esquerda de H em G com

representante g é o conjunto

gH = {gh|h ∈ H}

Uma classe lateral à direita é definido de forma similar como Hg = {hg|h ∈ H}.

Um subgrupo N ≤ G é dito normal se

g−1ng = n ∈ N ∀ n ∈ N e g ∈ G

em outras palavras, se g−1Ng ⊂ N . Neste caso, denota-se H / G.

QuandoH/G, então o conjunto das classes lateraisG/H = {H, g1H, . . . , gtH}

também forma um grupo com a operação (g1H)(g2H) = (g1g2H). Este grupo é

chamado de grupo quociente de H em G.
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seguem duas definições importantes para o trabalho. Dados os grupos H ≤

G, podemos definir o centralizador de H em G (CG(H)) e o normalizador de H

em G (NG(H)).

Definição 8. Sejam H ≤ G. O Normalizador de H em G, denotado por NG(H)

é o grupo definido por

NG(H) = {g ∈ G|g−1Hg ∈ H}.

Definição 9. Sejam H ≤ G. O Centralizador de H em G, denotado por CG(H)

é o grupo definido por

CG(H) = {g ∈ G|g−1hg = h ∀ h ∈ H}.

Uma outra estrutura algébrica que será usada é a de anel. Daremos aqui

apenas sua definição.

Definição 10. O conjunto A munido de duas operações (+) e (.) (denotamos

(A,+, .)) é um anel se

(1) (A,+) é um grupo abeliano.

(2) a operação (.) é associativa, isto é

∀a, b, c ∈ A, (a.b).c = a.(b.c)

(3) As operações (.) e (+) são distributivas, isto é

∀a, b, c ∈ A, a.(b+ c) = a.b+ a.c e (b+ c).a = b.a+ c.a.
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Caṕıtulo 7

Apêndice B: Módulos e Álgebra de

Grupos

Neste caṕıtulo, faremos uma revisão sore a teoria de módulos. A estrutura

algébrica de módulos generaliza o conceito de espaço vetorial. Definimos espaço

vetorial como um conjunto que sofre ação de um corpo que normalmente é R, Q

ou C. Um módulo é um conjunto (um grupo abeliano, como nos espaços vetoriais)

que sofre a ação de um anel, uma estrutura algébrica mais geral que a de um corpo.

Neste trabalho consideramos os módulos Znd .Este conjunto sofre a ação do anel Zd,

o anel dos inteiros módulo d. Usamos esta estrutura de módulos principalmente

no Teorema 10 que é um resultado novo que relaciona códigos estabilizadores com

códigos CWS. Para estudar a estrutura algébrica dos módulos, usamos principal-

mente a referência, Ricou e Fernandes (2004), mas também usamos Gonçalves

(1979), Herstein (1990), Lequain e Garcia (1983) e Milies (1972).

Definição 11. Um módulo M sobre um anel unitário A (um A-módulo) é um

grupo abeliano (M,+) que sofre a ação dos elementos de A. Isto é, dados a ∈

A e v ∈ M , existe uma operação (a, v) 7→ av ∈ M satisfazendo as seguintes

propriedades:

(1) a(v1 + v2) = av1 + av2, a ∈ A, v1, v2 ∈M

(2) (a1 + a2)v = a1v + a2v, a1, a2 ∈ A, v ∈M

(3) a1(a2v) = (a1a2)v, a1, a2 ∈ A, v ∈M
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(4) 1v = v, v ∈M

Um submódulo N de um A-módulo M é um subgrupo de (M,+) que é

fechado pela ação do elementos de A. Como exemplo de módulo, tome o anel

A = Zd e o grupo abeliano (M,+) = Znd onde a operação do anel emM é a operação

no anel Zd aplicada em cada entrada dos elementos em Znd . Todos os módulos

considerados neste trabalho serão módulos e submódulos deste tipo. Quando d

é primo, o anel A é um corpo e o módulo M é na verdade um espaço vetorial.

Assim como uma transformação linear é uma operação entre espaços vetoriais

que preservam as operações entre os espaços, um homomorfismo entre módulos é

definido da seguinte forma.

Definição 12. Um homomorfismo de A-módulos, φ : M1 → M2 é uma aplicação

entre A-módulos que satisfaz:

(1) φ(v2 + v2) = φv1 + φv2, v1, v2 ∈M

(2) φ(av) = aφ(v), a ∈ A, v ∈ V

Assim como uma matriz representa uma transformação linear entre espaços

vetoriais, uma matriz T(n×m) com entradas em Zd representa, com a operação usual

de matriz por vetor, um homomorfismo entre módulos T : Zmd → Znd . Dado então o

homomorfismo representado por esta matriz T(n×m), podemos facilmente verificar

que os seguintes três conjuntos na verdade são submódulos:

(1) O núcleo de T , (Ker(T )) é um submódulo de Zmd .

(2) A imagem de T , (Im(T )) é um submódulo de Znd . Im(T ) é na verdade o

submódulo gerado pelas colunas de T e será também designado (Módulo

coluna de T ).

(3) (〈T 〉) designará o submódulo de Zmd gerado pelas linhas de T e será cha-

mado de (Módulo linha de T ).

Seguem então os teoremas do isomorfismo de módulos, que serão usados

futuramente em algumas demonstrações sobre os códigos CWS.
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Teorema 15. (Teoremas do Isomorfismo)

(1) Se φ : M1 → M2 é um homomorfismo de A-módulos, então existe um

isomorfismo de A-módulos:

Im(φ) ' M1

Ker(φ)
.

(2) Se N1, N2 são submódulos de um A-módulo M , então existe um isomor-

fismo de A-módulos:

N1 +N2

N2

' N1

N1 ∩N2

.

(3) Se N,P são submódulos dum A-módulo M e P ⊂ N ⊂ M então P é um

submódulo de N e existe um isomorfismo de A-módulos:

M/N ' M/P

N/P
.

Nosso objetivo é mostrar que, de forma equivalente para uma matriz T ,

representando uma transformação linear entre dois espaços vetoriais, onde a di-

mensão do espaço linha é igual à dimensão do espaço coluna, em uma matriz T

representando um homomorfismo de módulos temos que a cardinalidade do módulo

linha, #〈T 〉 é igual à cardinalidade do módulo coluna, #Im(T ). Para mostrar este

resultado vamos introduzir o conceito de operação elementar.

Definição 13. Uma operação elementar sobre um vetor V = (v1, . . . , vn) em Znd

consiste em uma das duas operações:

(1) Adicionar um múltiplo em Zd de uma entrada do vetor à uma outra en-

trada, isto é, em notação computacional, fazer vi = vi + avj, onde a ∈ Zd.

(2) Trocar duas entradas do vetor.

Lema 5. Dados dois números inteiros 0 ≤ a, b ≤ d − 1 e a 6= 0, então existem

q, r ∈ Zd tal que 0 ≤ r < a e

r = a q + b
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Demonstração. Pelo algoritmo de divisão de Euclides sobre Z, temos que existe q′

e 0 ≤ r < d− 1 tal que

b = a q′ + r

logo

b = a q′ + r

neste caso, como 0 ≤ b < d, temos também 0 ≤ q′ < d. Tome q = d− q′ e temos

r = b+ a q

completando a prova

A próxima proposição diz que, através de operações elementares em um vetor

com entradas em Zd, sempre é posśıvel obter um resultado análogo à eliminação

gaussiana.

Proposição 4. Através de operações elementares, podemos transformar um vetor

V = (v1, . . . , vn) ∈ Znd com 0 ≤ vi < d com pelo menos uma entrada não nula, em

um vetor V ′ = (a, 0, . . . , 0) com apenas a primeira entrada assumindo um valor a

não nulo enquanto os outras entradas assumem valores nulos.

Demonstração. Repita o seguinte processo:

(1) Seja vj um elemento que tem o menor valor absoluto positivo. Troque

a jésima entrada com a primeira. Renomeie as entradas do vetor para

V = (a1, . . . , an).

(2) Para cada j 6= 1 aplique o Lema 5 para obter, na jésima entrada,

rj = aj + qj a1 onde 0 ≤ rj < a1.

(3) Repita os procedimentos 1 e 2 até obter o resultado desejado.
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Operações elementares sobre as colunas de uma matriz T(m×n) em Zd cla-

ramente não alteram o módulo coluna e portanto nem a cardinalidade deste mó-

dulo. Operações elementares sobre as linhas de T claramente não alteram o núcleo

Ker(T ) e consequentemente pelo primeiro teorema do isomorfismo, não alteram

a cardinalidade do módulo Im(T ) que é justamente o módulo coluna. De forma

análoga podemos mostrar que estas operações também não alteram a cardinalidade

do módulo linha.

Proposição 5. Seja T(m×n) uma matriz com entradas em Zd representando um

homomorfismo de módulos. então as cardinalidades dos módulos linha e coluna

são iguais, #Im(T ) = #〈T 〉.

Demonstração. Usando o fato de que operações elementares nas linhas e colunas

de T não alteram a cardinalidade do módulo linha nem do módulo coluna, podemos

seguir o seguinte procedimento:

(1) Considere juntos todos os valores da primeira linha e primeira coluna de T .

Tome o menor deles, e através de operações elementares de troca, coloque

este na posição (1, 1).

(2) Faça agora como na demonstração da Proposição 4, só que considerando

todos os valores juntos da primeira linha e coluna. Após este procedimento,

todos os valores da primeira linha e coluna, tirando possivelmente o valor

na entrada (1, 1) são nulos.

repetindo este procedimento para as outras linhas e colunas, obtemos no final uma

matriz T ′ onde apenas os valores T ′i,i com i variando de 1 até mı́n(n,m) podem

assumir valores diferentes de 0. Claramente esta matriz satisfaz #Im(T ′) = #〈T ′〉

e como operações elementares não mudam a cardinalidade destes módulos, segue

o resultado.

Um conceito também importante para o entendimento do trabalho e que está

relacionado ao conceito de módulos é o de álgebra e álgebra de grupos.
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Definição 14. Seja K um anel comutativo com unidade. Um anel A é chamado

de K-Álgebra (ou álgebra sobre K) se

(1) (A,+) é um K-módulo unitário à esquerda.

(2) K(ab) = (Ka)b = a(Kb) ∀k ∈ K e a, b ∈ A.

Com esta definição podemos então entender o conceito de álgebra de grupos.

Definição 15. Sejam K um anel comutativo com unidade e G um grupo. A álgebra

de grupos K[G] é uma K-álgebra em que o anel A da Definição 14 é o anel onde

os elementos são dados por

α =

|G|∑
i=1

αigi

em que gi percorre todos os elementos do grupo e αi ∈ K.
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Caṕıtulo 8

Apêndice C: Projetores de um Código

Estabilizador

Definição 16. Sejam S = 〈s1, . . . , sm〉 um subgrupo do do grupo de Pauli Gnd e

x ∈ Zmd . defina então o operador P x
S como

P x
S =

1

dr

r∏
i=1

(I + qd−xid si + (qd−xid si)
2 + . . .+ (qd−xid si)

d−1)

Teorema 16. Sejam S = 〈s1, . . . , sm〉 um subgrupo abeliano do grupo de Pauli Gnd

que não contêm múltiplos da identidade que não a identidade propriamente dita,

x ∈ Zmd = (x1, . . . , xr) e V x
S o subespaço de Hn

d definido como a interseção dos

auto-espaços associados aos autovalores qxid de cada gerador si, então o projetor

sobre V x
S é o operador P x

S .

Demonstração. Como os operadores de S são simultaneamente diagonalizáveis,

considere β = {|θj〉} uma base comum de autovetores. Se |θj〉 ∈ V x
S então:

1

dr
(I + qd−xid si + (qd−xid si)

2 + . . .+ (qd−xid si)
d−1)|θj〉

=
1

dr
(|θj〉+ qd−xid qxid |θj〉+ (qd−xid )2(qxid )2|θj〉+ . . .+ (qd−xid )d−1(qxid )d−1)|θj〉 =

1

dr−1
|θj〉

segue então que P x
S |θj〉 = |θj〉. Se |θj〉 /∈ V x

S então existe um si tal que si|θj〉 =
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qxid |θj〉 para algum xi 6= xi, logo para este si temos:

1

dr
(I + qd−xid si + (qd−xid si)

2 + . . .+ (qd−xid si)
d−1)|θj〉

=
1

dr
(|θj〉+ qd−xi+xid |θj〉+ (qd−xi+xid )2|θj〉+ . . .+ (qd−xi+xid )d−1|θj〉)

=
1

dr
(
d−1∑
l=1

(qd−xi+xid )l|θj〉)

e como qd−xi+xid é uma raiz d-ésima da unidade não trivial, o somatório acima é

0 e portanto P x
S |θj〉 = 0. Dáı segue também que (P x

S )2 = P x
S e portanto P x

S é o

projetor sobre V x
S .

Provamos então que P x
S é o projetor de Hn

d no subespaço V x
S que é a inter-

seção dos auto-espaços associados aos autovalores qxid de cada gerador si. Pode-se

verificar que a soma destes projetores é igual a I e que a interseção de quaisquer

dois subespaços V x
S

⋂
V x
S tem apenas o vetor nulo em comum. Os subespaços V x

S

podem ser alguns deles triviais, contendo apenas o vetor nulo. Isto ocorre por

exemplo, quando existir um gerador si que não possui um autovetor associado a

algum autovalor qxid . Para calcular a dimensão de V x
S basta calcular o traço do

projetor tr(P x
S ). O próximo teorema mostra como então saber a dimensão do

auto-espaço associado ao autovalor 1 de todos os geradores si.

Demonstração. A expressão do projetor é dada por

P 0
S =

r∏
i=1

(
I + si + s2

i + . . .+ sd−1
i

d

)

considere o(si) a ordem de si. Como o(si) divide d podemos reescrever a expressão

como

P 0
S =

r∏
i=1

(
d

o(si)

I + si + s2
i + . . .+ s

o(si)−1
i

d

)
=

r∏
i=1

(
I + si + s2

i + . . .+ s
o(si)−1
i

o(si)

)
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usando o fato de S ser abeliano e a distributividade, obtemos

P 0
S =

1

o(s1) . . . o(sr)

o(s1)−1,...,o(sr)−1∑
v1=0,...,vr=0

sv11 . . . svrr

Temos que tr(I) = dn e tr(sv11 . . . svrr ) = 0 se sv11 . . . svrr 6= qkdI. usando o fato de que

S não possui múltiplos da identidade além dela própria e a linearidade do traço,

temos

dim(V 0
S ) = tr(P 0

S) =
tr(I)

|S|
=
dn

|S|
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