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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessé-

rios para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

CODIGOS QUANTICOS DE CORRECAO DE ERROS DO TIPO
CWS

Douglas Frederico Guimaraes Santiago

Fevereiro , 2013

Orientador: Renato Portugal, D.Sc

Em um computador quantico, da mesma forma que em um computador clas-
sico, a informagao estd sujeita a erros que precisam ser detectados e corrigidos, de
onde surge a necessidade dos coédigos quanticos de corregao de erros. Neste trabalho
estudamos os c6édigos CWS (Codeword Stabilized quantum codes) que generalizam
os codigos estabilizadores. Primeiramente, descrevemos detalhadamente os codi-
gos CWS sobre sistemas quanticos de mais de um nivel (qudits) a partir de uma
nova abordagem. Deixamos claro quais resultados valem em geral e quais valem
apenas para qubits, qupits (sistemas com nidmero primo de niveis) e quais valem
no caso do codigo CWS ser baseado em um estado-grafo. Apresentamos também
um novo resultado que relaciona cédigos CWS com cddigos estabilizadores genera-
lizando os resultados presentes na literatura. Posteriormente, caracterizamos um
tipo de operador de medida para cédigos CWS para qubits. Criamos entao um
procedimento para buscar estes operadores, que nem sempre sao suficientes para

identificar o erro ocorrido, mas quando sao, o fazem de forma eficiente.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

CWS QUANTUM ERROR CORRECTING CODES

Douglas Frederico Guimaraes Santiago

February, 2013

Advisor: Renato Portugal, D.Sc

Like a classical computer, a quantum computer would be affected by errors.
Those need to be identified and corrected, so we need quantum error correcting
codes. In this work, we study the Codeword Stabilized Quantum Codes (CWS
codes) a generalization of the stabilizers quantum codes. First, we make a detailed
description, with a new approach of the results about CWS codes on systems with
more than one level (qudits). We make clear what results are correct in general
and what results are correct only for qubits, qupits (prime number of levels) or
what are correct for graph-states. We also show a new result that relates CWS
codes with stabilizer codes generalizing the results found in the literature. After
that, but only for qubits and CWS codes in a standard form, we also show new
results on the kind of observables we may use to identify the errors in a CWS
code. We create than a procedure to find these observables. Those observables not
always suffices to identify the error, but when they do, the procedure to identify

the errors is made in an efficient way.
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Capitulo 1

Introducao

No final do século XIX, ficou claro que a fisica previa fenomenos absurdos,
como a “catastrofe ultravioleta”, envolvendo energias infinitas, ou elétrons espira-
lando para dentro dos nicleos atémicos (Nielsen e Chuang (2000)). A medida que
a compreensao sobre atomos e radiacao avangou, estas teorias eram descartadas, e
foi surgindo a moderna teoria da mecanica quantica. A mecanica quantica tornou-
se indispensavel a ciéncia e tem sido aplicada com sucesso em diversas dreas, desde
o estudo do interior do sol, passando pela estrutura dos atomos, pela fusao nuclear,
supercondutores, estrutura do DNA, até as estruturas elementares da matéria.

Os efeitos quanticos se tornam mais evidentes no universo do “muito pe-
queno”. Com a miniaturizacao dos componentes dos computadores, eventualmente
efeitos quanticos indesejaveis se tornarao presentes. Na tentativa de usar estes efei-
tos para fazer uma computacao mais eficiente, no final da década de 80, surgem
as pesquisas em computacao quantica (Benioff (1980), Deutsch (1985) e Feynman
(1982)). Estas se desenvolveram e atualmente encontramos vasto material sobre o
assunto (Nielsen e Chuang (2000), Kaye et al. (2007), Burda (2005)). Para que a
computacao quantica seja realmente 1til, é preciso desenvolver algoritmos quanti-
cos (Shor (1994), Grover (1996), Mosca (2009) e Childs e van Dam (2010)). Os
algoritmos quanticos em geral exibem a grande vantagem de resolver um problema
de forma mais rapida que os algoritmos cldssicos equivalentes, sendo que alguns

chegam a fazé-lo em tempo polinomial enquanto o equivalente cldssico o faz em



tempo exponencial.

Com o real desenvolvimento da computacao quantica, assim como na com-
putacao classica, o surgimento de mecanismos para detectar e corrigir os eventuais
erros devem ser implementados; segue entao a necessidade da teoria dos codigos
quanticos de corregao de erros (Nielsen e Chuang (2000), Knill e Laflamme (1997)
Staff (2008), Aharonov e Ben-or (1997), Calderbank e Shor (1996), Bennett et al.
(1996) Steane (1996) e Gottesman (1996)). A protecao contra erros quanticos
envolve desafios bem diferentes da protecao contra erros cldssicos, mas, apesar
disso, grande parte da teoria dos cédigos cléssicos de correcao de erros pode ser
aproveitada para os codigos quanticos.

Um cédigo quantico é um subespaco de um espaco de Hilbert e costuma ser
representado pelos parametros ((n, K,¢e))q. O parametro d corresponde a quan-
tidade de niveis quanticos sendo considerados, isto é, a quantidade de estados
linearmente independentes que um tnico qudit pode apresentar. O parametro n é
a dimensao do espaco de Hilbert maior, K é a dimensao do cédigo. O parametro
e representa a quantidade de qudits que o cédigo pode detectar. Um cédigo de
parametro e detecta erros em até e — 1 qudits. Uma forma de se comparar codigos
quanticos com parametros n e e fixos, é mediante o valor do parametro K. Quanto
maior o valor de K, melhor o codigo.

Uma classe de cédigos quanticos muito explorada na literatura ¢é a classe dos
codigos estabilizadores (Gottesman (1997), Calderbank et al. (1997)). Nestes, o
subespago que define o codigo é a interse¢ao dos subespacos associados ao autovalor
1 de um conjunto de operadores que forma um subgrupo do grupo de Pauli. Este
grupo é chamado de grupo estabilizador S.

Em um cédigo CWS (Codeword Stabilized Quantum Codes) de parametros
((n,K,e))q , o grupo estabilizador estabiliza um tnico estado quantico (a menos
de multiplicagao por constantes) e os elementos da base sao construidos aplicando
operadores de Pauli distintos (e que satisfazem algumas condigoes) no estado es-

tabilizado (Chen et al. (2008), Chuang et al. (2009), Cross et al. (2009), Hu et al.



(2008), Yu et al. (2008), Yu et al. (2007) e Yu et al. (2009)). Os cédigos CWS
sao uma generalizagao dos cddigos estabilizadores, pois mostra-se que todo cédigo
estabilizador pode ser visto como um cédigo CWS. Reciprocamente, mostra-se que
um cédigo CWS satisfazendo certas condicoes é na verdade um codigo estabili-
zador. H& véarios resultados na literatura acerca dos cédigos CWS e um destes
resultados permite, fixados os parametros n e e, que o problema de construir bons
c6digos quanticos CWS (com o parametro K grande) se transforme no problema
de construir bons cédigos classicos que corrijam um conjunto especifico de erros.

A maioria dos trabalhos sobre cédigos quanticos exploram a criacao de no-
vos codigos e métodos para isto. A propria teoria dos coédigos CWS funciona neste
sentido, apresentando um método para criar novos codigos quanticos nao estabili-
zadores. Nesta linha também estao os trabalhos envolvendo cédigos concatenados
(Beigi et al. (2011) e Grassl et al. (2009)).

Dado um cédigo quantico, para se identificar o erro ocorrido, precisamos de
um conjunto de operadores de medida que nao destruam a informacao quantica.
Nos cédigos estabilizadores, usa-se nesta identificacao um conjunto de geradores
independentes do grupo estabilizador S, e isto pode ser feito com eficiéncia. Di-
ferentemente dos codigos estabilizadores, a identificacao dos erros em um codigo
quantico geral nao é feita de forma eficiente. Apesar de existir um procedimento
geral para identificar os erros em um cédigo CWS que apresenta ganho na eficién-
cia (Li et al. (2010) e Melo et al. (2012)), este procedimento continua nao sendo
eficiente para coédigos CWS gerais.

Este trabalho trata dos cdédigos CWS seguindo a seguinte estrutura. No
Capitulo 2 apresentamos as ferramentas necessarias para que se compreenda os
cbddigos CWS, apresentando os postulados da mecanica quantica da forma como
¢é utilizado na computacao quantica e apresentando uma introducao aos coédigos
quanticos de correcao de erros. Tal capitulo trata apenas de sistemas de dois
niveis (qubits) mas a generalizagao para sistemas de mais niveis (qudits) é imediata.

No caso de cédigos CWS bindrios (d = 2), os resultados presentes na literatura



sao muito claros, o que nao ocorre no caso em que o parametro d é genérico,
tornando dificil identificar quais resultados sao validos apenas quando d é primo,
quais valem quando d nao é primo ou quais valem quando o cédigo CWS € tal que o
estado estabilizado é um estado-grafo, que representa uma outra possibilidade para
cddigos CWS. Um dos objetivos do trabalho é deixar isto mais claro. Isto é feito
no Capitulo 3. Neste capitulo, também apresentamos o Teorema 10, um resultado
novo e geral que auxilia na determinagao de quando um cédigo CWS é um cédigo
estabilizador. Ainda no Capitulo 3, apresentamos alguns novos codigos, codigos
assimétricos, descobertos usando a metodologia fornecida pelos cédigos CWS. No
Capitulo 4, o trabalho estabelece novos resultados quando d = 2 no sentido de
achar operadores de medida que possam tornar o processo de identificacao do erro
mais eficiente (Santiago et al. (2012a) e Santiago et al. (2012b)). Estes resultados

culminam com o Teorema 13 e o Corolario 6.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo descrevemos o material basico necessario para o entendimento
deste trabalho. Na Secao-2.1 descrevemos os postulados da mecanica quantica. Na
Secao 2.2 explicamos o que sao cddigos quanticos de correcao de erros. Na Secao
2.3 descrevemos as condigoes para que um cddigo quantico corrija e detecte um
conjunto de erros e na Secao 2.4 descrevemos os codigos quanticos estabilizadores.
Decidimos tratar aqui apenas com sistemas quanticos de dois niveis, isto €, sobre
qubits. Isto foi feito por considerarmos que, nesta parte do trabalho, a extensao

para sistemas de mais niveis (qudits) é imediata.

2.1 Postulados da mecéanica quantica

As regras que determinam como funciona a mecanica quantica estao contidas
em 4 postulados (Nielsen e Chuang (2000) e Cosme (2008)) O primeiro postulado
trata de onde se da os fendmenos quanticos, o Postulado 2 explica como evolui de
um sistema quantico. O Postulado 3 trata da questao da medida em um sistema

quantico e o Postulado 4 de sistemas quanticos compostos.

Postulado 1.

A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espago vetorial complexo, com
produto interno completo (espago de Hilbert) conhecido como espago de estados do
sistema. O sistema é descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitdrio no espaco

de estados



Este postulado aplicado & computagao quantica explica o bit quantico (qubit).
Um qubit se localiza no espaco de Hilbert de dimensao 2 sobre os complexos, H.

Na base computacional pode ser descrito por

[¥) = al0) + 5]1)

em que « e beta sao nimeros complexos e

0) = e [1) =

A notacao usada aqui é a notacao de Dirac que é a forma como a computa-
¢ao quantica é estudada. O simbolo |.) (lé-se “Ket”), denota um estado quantico,
enquanto (.| (lé-se “bra”) é o transposto conjugado do estado. O produto interno
¢ denotado por (.||.). Os estados |0) e |1) denotam a base computacional e sdo
os analogos dos bits 0 e 1 da computacao classica, a diferenca é que enquanto na
computacao classica sé ha estas duas possibilidades para um bit, na computacao
quantica um qubit pode estar simultaneamente no estado |0) e |1), situagao re-
presentada pela combinacao linear dos estados, como descrito acima. Para que o

estado seja unitdrio, [¢) deve satisfazer e (¥|[v)) = |af? + 8> = 1.

[0)+[1)
V2

Uma outra base muito usada para representar o qubit é a base |+) =

e|—)= \0>\;§|1)’ isto é:

RN RN
V2| V|

+) =

Postulado 2. A evolucdo de um sistema fechado € descrita por uma transformacao
unitaria. Ou seja, o estado 1)) de um sistema em um tempo t; estd relacionado
ao estado V') do sistema em ty por um operador unitdario U que depende somente

de tl € t2

[¢) = Ul).



O postulado como formulado anteriormente trata do caso discreto, que é o
caso que lidamos na computacao quantica. No caso continuo, o postulado diz que
a evolucao temporal do espago de estados é descrita pela equagao de Schrodinger:
ih% = HJ), onde h é uma constante fisica chamada constante de planck e H é
um operador hermitiano conhecido como Hamiltoniano do sistema.

De acordo com este postulado, podemos apresentar algumas portas quan-
ticas mais importantes sobre um qubit. Todas as portas descritas abaixo sao
transformacoes unitarias descritas na base computacional. As quatro primeiras
sao denominadas operadores de Pauli. Todas tém seu correspondente em siste-
mas generalizados com mais niveis, qudits, como pode ser visto em Hostens et al.
(2005). Algumas destas portas generalizadas serao posteriormente descritas neste

trabalho, quando isto se tornar necessario.

(1) A transformagao Identidade, I|0) = |0) e |1) = |1)

(3) A transformacao mudanca de fase, Z|0) = [0) e Z|1) = —|1)

(4) A transformagao mudanga de bit e fase, Y'|0) = i|1) e Y|1) = —i|0)



5 — [0+ _ 011
(5) A transformagao Hadamard, H|0) = e H|1) = v

O préximo postulado descreve as medidas quanticas. Optamos por nao enun-
ciar a forma geral do postulado das medidas, mas falar apenas de medidas pro-
jetivas que sao as medidas que serao utilizadas neste trabalho. Esta opcao, de
fato, nao é restritiva, pois prova-se que realizar medidas projetivas é equivalente a
realizar medidas no caso geral, desde que se permita o uso de operadores unitarios

como no Postulado 2.

Postulado 3. Uma medida projetiva é descrita por um observdvel M, um ope-
rador no espago de estados do sistema sendo observado, satisfazendo M?* = 1. O

observdavel tem uma decomposicao espectral

M:Zum

em que P, é o projetor sobre o auto-espaco de M com autovalor m. Os possiveis
resultados da medida correspondem aos autovalores m do observavel. Medindo-se

o estado |V), a probabilidade de se obter o resultado m € dada por

p(m) = (| Pnlt)

obtido o resultado m, o estado do sistema logo apds a medida serd




Neste ponto, é interessante introduzir o conceito de fase. Na computacao
quantica, uma fase é um ntimero complexo v com norma 1, isto é, v = €. A
informagao quantica contida em uma fase nao é detectavel por uma medida. Isto
faz com que estados que se diferenciam apenas por uma fase, por exemplo, [¢) e
v|1¥) sejam muitas vezes considerados iguais. Caso se queira dar relevancia a esta

diferenca de fase, muitas vezes é usado o termo “igual a menos de fase”.

1 0
Exemplo 1. Considere o observiavel Z = e o estado |¢) = a|0) + B|1).

0 -1

Medindo este observavel, obtemos uma das duas possibilidades

(1) m =1 com probabilidade |a|* e neste caso o estado apds a medida serd |0)

(a menos de fase).

(2) m = —1 com probabilidade |[)* e neste caso o estado apds a medida serd

11) (a menos de fase).

Postulado 4. O espaco de estados de um sistema composto é o produto tensorial
dos estados dos sistemas fisicos individuais. Se os sistemas forem numerados de 1
atén, e o sistema i for preparado no estado |1;), decorre que o estado do sistema

composto serd [11)®, ..., Q|y,).

O produto tensorial, identificado pelo simbolo ® na verdade é uma forma de
se juntar espacos vetoriais para formar um espago maior. Sejam V' e W espagos

vetoriais. Por definicao, um produto tensorial satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Se z € C, |v) € V e |w) € W entao:
(o) @ [w)) = (2|v)) ® |w) = [v) @ (z|w))
(2) Se |v1),|ve) € V e |w) € W entao:

(1) +[v2)) © [w) = Jo1) @ Jw) + |v2) ® |w)



(3) Se |v) € V e |wy), |wy) € W entao:

[0) © (Jw) + [wz)) = |v) ® [v) + |w) @ |wn)

As vezes, omite-se o simbolo ®, escrevendo apenas |v)|w) ou ainda |vw).

Exemplo 2. Um sistema quantico de dois qubits ¢ modelado em wm espaco de
Hilbert complexo de dimensdo 4, H®?, com base {|00),|01), [10), [11)}. isto €, cada

elemento se escreve como
|77ZJ> = 011|00> + Oz2|01> + Oé3|10> + O{4|11>

Uma caracteristica interessante dos sistemas compostos é a existéncia de
estados emaranhados, isto é, estados que nao podem ser escritos como o produto
tensorial outros estados, por exemplo, o estado [¢)) = \%(|OO> + |01)) pode ser
escrito como [¢) = (0) ® (\%(\O) + |1))) portanto nao é um estado emaranhado, ja
o estado |¢)) = \00)% ¢ um estado emaranhado, pois facilmente verificamos que
este nao pode ser escrito como produto tensorial de dois estados.

Uma representacao concreta do produto tensorial é o produto de Kronecker.
O produto de Kronecker se define sobre matrizes, e portanto serve também para
vetores. Seja A uma matriz m X n e B uma matriz p X ¢, o produto de kronecker

A ® B é uma matriz de tamanho mp x ng dada por:

| AnB ApB ... AyB ]
Ao B = AnB ApB ... AyB
I AmB AneB ... A,.B |
2.2 Cédigos quanticos de correcao de erros

O procedimento de codificacao, deteccao e correcao de erros quanticos apre-

senta grandes diferencas em relacao ao dos codigos classicos, mas possuem tam-
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bém algumas semelhancas. O principal objetivo desta secao é descrever os codigos
quanticos, as ideias em que se baseiam e como funcionam os procedimentos ante-
riormente citados. Com este objetivo, primeiramente descrevemos brevemente os
codigos classicos, para depois fazer uma comparacao com os codigos quanticos.

Em linhas gerais, um codigo classico se baseia no seguinte procedimento
(1) A informacao é codificada, gerando uma redundancia.

(2) A informacao codificada passa por um canal ruidoso, onde podem ocorrer

€rros.

(3) Apds a passagem pelo canal ruidoso, analisa-se a informagao procurando

identificar qual erro ocorreu e corrigir.

Como exemplo de cdodigo classico, considere o céddigo de repeticao contendo
duas palavras-cédigo C' = {(0,0,0),(1,1,1)}. Uma funcao codificadora para este

codigo é:

(0) — (0,0,0)

(1) — (1,1,1)

suponha entdo que enviamos por um canal ruidoso a palavra-cédigo (0,0, 0) e apds
a passagem por este canal, obtemos (1,0,0). Como (1,0,0) nao é uma palavra do
cddigo, sabemos que ocorreu um erro. Se o canal ruidoso s6 admite erros em 1 bit,
sabemos que o erro foi no primeiro bit e portanto corrigimos o erro.

Com este exemplo trivial vimos entao que a correcao classica de erros, ocorre
mediante a geracao de uma redundancia, criando um codigo que pode ser afetado
por erros classicos que sao basicamente erros de troca de bits, e depois a informagao
contendo erros sera decodificada, para que se recupere a informagao inicial. Na

computacao quantica, temos os seguintes problemas:

(1) Teorema da nao-clonagem. A geracgao simples de redundéancia como é
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feito na corregao classica nao é possivel, pois estados quanticos gerais nao

podem ser duplicados.

(2) Continuidade dos erros. Na correcao cléssica, ha apenas erros de inver-
sao de bit, enquanto na correcao quantica podem ocorrer uma infinidade

continua de erros distintos.

(3) Medidas destroem a informagao quantica. Na correcao classica, apds
a passagem pelo canal ruidoso, temos que observar (medir) a informagao.
Na correcao quantica, medir a informacgao geralmente destroi a informacao,

0 que torna a recuperacao impossivel.

Ocorre que apesar destas trés grandes dificuldades apresentadas, a correcao
quantica de erros ainda é possivel. Para exemplificar como isto pode ser feito,
vamos considerar primeiro um dos codigos quanticos mais simples, o codigo de trés
bits para mudanca de bits. O Teorema da nao clonagem diz que nao é possivel, a
partir de um estado |¢) = «|0) + 8|1), produzir um estado |¢) ® 1)), mas podemos
por exemplo, a partir do estado |¢)) = «|0)+|1) construir, usando portas unitarias,

o estado |[¢)) = a|000) 4+ B|111). Isto é feito pelo circuito da Figura 2.1.

Figura 2.1: Circuito Codificador do Cdédigo de trés bits para mudanca de bit

i

0) ——&—

Ocorre que este codigo, que chamaremos aqui de Q, corrige erros de mudanca
de bits em até 1 qubit. Q é um subespaco de dimensao 2 do espago de Hilbert
H®3 de dimensao 8. A acao dos erros de mudanca de bit sobre 1 qubit, envia a
informacgao para subespacos ortogonais a Q, de acordo com a Tabela 2.1

Apos a passagem pelo canal ruidoso deve-se tentar descobrir de alguma

forma, os possiveis erros que possam ter ocorrido. Para isto devemos efetuar me-
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Tabela 2.1: Efeito dos erros em 1 qubit para o cédigo de trés bits para mudanca
de bits

Auséncia de erros «|000) + G111
Mudanca no primeiro qubit | a|100) + 5|011
Mudanca no segundo qubit | a|010) + £|101
Mudanga no terceiro qubit | «|001) + 5110

T~ |~ |~

didas quanticas, mas sem destruir a informagao, para que possamos recupera-la.
Neste exemplo, com medidas consecutivas com os observaveis, ZZ1[ e [ Z 7, conse-
guimos deduzir qual o erro de mudanca de bit ocorreu, pois se o valor da medida
com o observavel ZZ1I é 1, resulta que os estados possiveis sao: Auséncia de erros
ou mudanca de bit no terceiro qubit enquanto se o valor da medida é -1, as possibi-
lidades sao: mudanca no primeiro qubit ou mudanca no segundo qubit. Se o valor
da medida com o observavel IZZ é 1, as possibilidades sao: Auséncia de erros
ou mudanca de bit no primeiro qubit, se for -1, as possibilidades sao: Mudanca
de bit no segundo ou no terceiro qubit. Portanto estas medidas combinadas sao
suficientes para se descobrir o erro.

O cédigo anterior exemplifica como a metodologia dos cédigos quanticos pode
ser bem parecida com a dos cédigos classicos, gerando primeiro uma redundancia
para proteger a informacao e, apos a passagem pelo canal ruidoso, fazendo medidas
que nao alterem a informacao de forma a tentar descobrir o erro ocorrido. O que
o exemplo anterior nao trata é da questao da continuidade dos erros quanticos, ja
que o c6digo apenas corrige, de forma analoga aos codigos classicos, erros discretos
de mudanca de bit. Um cédigo que exemplifica de maneira eficaz a questao da
continuidade de erros é o cédigo de Shor. Este cdédigo codifica 1 qubit |¢) =
al0) + 5|1) no estado |0) = «|0.) + S|1.). Em cada elemento da base a codificagao

é feita da seguinte forma

(]000) + [111))(|000) + [111))(|000) + [111))
22

(|000) — |111))(]000) — [111))(|000) — |[111))
2v/2 ‘

10) —=10L) =

1) —=[1L) =
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Este cédigo corrige erros quaisquer desde que em apenas um qubit. Ocorre
que qualquer operador de erro F; agindo no qubit 4, pode ser escrito como combi-

nacao linear dos operadores de Pauli I, X;, Y; e Z;, por exemplo

Ey = aql + ao Xy + a3Y) + w2y

logo
E1|9> = 011]|6> + OéQX1|9> + 013Y1|0> + 014Z1|0>

para descobrir o erro, podemos medir com os observaveis da Tabela 2.2. Estes
observaveis tem uma caracteristica importante. Todos estabilizam o cédigo, isto
significa que qualquer informagao codificada estd no subespago associado ao auto-
valor 1 de cada um dos observaveis. Portanto se a informacao nao sofreu erros,
medindo qualquer um deles, o resultado sera 1 com probabilidade 1 e a informacao

nao sera perdida.

Tabela 2.2: Observaveis de medida para o cédigo de Shor

22y

ZoZ3

242

Zs Zg

Z7 7y

ZgZy
X1 X X3X4 X5 X6
Xy X5 X6 X7 X5 X9

Suponha entao que o erro E; descrito acima ocorreu. Como os observaveis
estabilizam o cdédigo e o erro foi no primeiro qubit, tirando os observaveis Z;Z,
e X1 XoX3X,X5X6, todos os outros comutam com I, Xy, Y] e Zy, logo E4|0) é
estabilizado por estes observaveis, o que significa que para estes, a medida serd 1
com probabilidade 1 e a informacao nao sera perdida. Em geral, ocorre que se um
observavel estabiliza o cédigo e anti-comuta com um erro, significa que sob a agao
deste erro o estado estd completamente no auto-espago associado ao autovalor -1

do observavel, portanto o resultado da medida serd -1 com probabilidade 1 e se o
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observavel comuta com o erro, o resultado serd 1 com probabilidade 1.

Medindo consecutivamente os observaveis 717, e X1 X9 X3X,X5Xg, as pos-

sibilidades sao:

(1)

Resultado 1 e 1: Dentre os operadores I, X1, Y] e Z;, o inico que comuta
com ambos os observaveis 717, e X1 XoX3X3X5Xg é a identidade; logo

apos este resultado de medida o estado sera |#) e nao ha o que corrigir;

Resultado 1 e -1: Dentre os operadores I, X, Y; e Z1, o iinico que comuta
com /17y e anti-comuta com X; X5 X3X,X5Xg é Z1; logo apds este resul-

tado de medida o estado serd Z;|), e aplicamos Z; para corrigir o estado

1.
)

Resultado -1 e 1: Dentre os operadores I, Xy, Y7 e Z;, o inico que anti-
comuta com Z;Z5 e comuta com X;XoX3X4X5X4 ¢ X1, logo apods este
resultado de medida o estado serd X;|#), e aplicamos X; para corrigir o

estado;

Resultado -1 e -1: Dentre os operadores I, Xy, Y7 e Z;, o Unico que anti-
comuta com Z;Z e anti-comuta com X; X5 X3X,X5Xg € Y7, logo apds este
resultado de medida o estado serd Y;|f), e aplicamos Y] para corrigir o

estado.

O exemplo acima representa bem a forma como um codigo quantico pode

proteger a informacao mesmo tendo em vista a existéncia de uma infinidade con-

tinua de erros.

Um canal ruidoso possui um conjunto de elementos de operacao, ¢ = {F;}

que representam os erros possiveis de ocorrer neste canal. Um Teorema que é bem

conhecido na literatura (Nielsen e Chuang (2000)) é o Teorema da discretizagao

do erro, dado a seguir:

1 Com este resultado de medida, uma outra possibilidade seria Z5|0) mas o efeito de Z; sobre
0 ¢6digo é o mesmo de Z,, donde conseguiriamos corrigir o erro da mesma forma
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Teorema 1. Seja C' um codigo quantico e R a operacao de correcao de erros para
recupera¢ao de um processo de ruido € com elementos de operagao {FE;}. Seja F
uma operacao quantica com elementos de operacao F; que sao combinagoes lineares
dos elementos E;. Resulta que a operagao de erro R também corrige os efeitos do

processo de ruido F sobre o cédigo C

Como os operadores de Pauli sobre o espaco de Hilbert H®" formam uma
base para todos os operadores de erro possiveis, o Teorema anterior sugere que é
interessante escolher nosso conjunto de erros € = {E;} em que E; sdo operadores

de Pauli. Daqui para a frente suporemos que esta condicao seja sempre satisfeita.
2.3 Condicgoes de corregao de erros

Dado um conjunto de erros € = {E;}, e um codigo C, as condigoes que
garantem que o codigo corrija estes erros foram deduzidas por Knill e Laflamme

(1997).

Teorema 2. Considere um conjunto de erros e = {E,} e uma base ortogonal {|i)}

para um cédigo Q. O codigo Q corrige erros em €, se e somente se
(i| BLEy|j) = Capbi

para todo E,, Ey, € € e k), |j) € {|i)} em que C, € uma constante que s depende

dos erros.

Este Teorema significa basicamente que erros atuando em diferentes elemen-
tos da base tem que mandar estes para espacgos ortogonais, caso contrario, nao
haveria como distinguir a informacao posterior a passagem pelo canal ruidoso.
Além disto, dois erros distintos atuando no mesmo elemento da base nao precisam
enviar tais elementos para espagos ortogonais, mas precisam atuar de forma seme-
lhante, de forma que na correcao, independentemente de qual erro ocorreu, E, ou
Ey, seja possivel recuperar a informagao aplicando quaisquer um dos operadores

El ou Eg.
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Nos codigos CWS, em geral, se lida com condigdes que garantam que um
cbédigo detecte um conjunto de erros dados, por isto, decorre do Teorema 2 o

seguinte resultado:

Teorema 3. Considere um conjunto de erros € = {E,} e uma base ortogonal {|i)}

para um codigo Q. O codigo Q detecta erros em € se, e somente se
(1| Ealj) = Caby

para todo E, € € e |k),|j) € {|i)} em que C, é uma constante que sé depende do

erro.

Destes dois Teoremas, fica claro que se um codigo Q corrige erros em um
conjunto € = {£,} entdo o cédigo Q detecta erros no conjunto € = {ElE}}, onde
E,, By € e. Também fica claro que se um codigo detecta erros em até  qubits,

entao ele corrige erros em até § qubits, se y é par e em até 77_1 qubits se v é impar.

24 Cédigos estabilizadores

Uma classe importante de cédigos quanticos sao os codigos estabilizadores.
Estes cédigos foram primeiramente descritos em Gottesman (1997) e sua teoria
se encontra bem resumida em Nielsen e Chuang (2000). O formalismo dos c6di-
gos estabilizadores se aplica tanto em sistemas de dois niveis (qubits) quanto a
sistemas de mais niveis (qudits). As ideias para sistemas de mais niveis sdo uma
generalizacdo do caso de dois niveis (Ketkar et al. (2006)). Nesta parte do tra-
balho explicamos apenas o formalismo sobre qubits. Tratamos no Capitulo 3 do
caso de mais de dois niveis apenas o necessario para descrever os cdédigos CWS,
que representam a parte principal deste trabalho.

Um cédigo quantico sobre o espaco de Hilbert H®" nada mais é do que um
subespaco Q de H®". Nos cédigos estabilizadores, este subespago é a intersegao
dos auto-espagos associados ao autovalor 1 de um grupo estabilizador S, cujos

elementos sao operadores de Pauli. Para um qubit, consideramos o grupo de Pauli
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como sendo o conjunto

G"(ouGy)={I,~-1,72,-72,X,~-X,ZX,-ZX}.

Para varios qubits, consideramos o grupo G4 formado pelo produto tensorial dos

operadores em G".

Exemplo 3. E’fdcil verificar que o codigo de Shor Q, representado pelos estados

a|0L) + B]1L) onde

(]000) + [111))(|000) + |111))(|000) + |111))

2v/2
(]000) — |111))(J000) — |111))(|000) — |111))

2v/2

0) =[0z) =

1) =[11) =

¢ estabilizado pelo subgrupo abeliano S < G" cujos elementos sao eratamente os

observaveis de medida apresentados em 2.2.

O tamanho do subgrupo estabilizador tem relagao com a dimensao do cédigo
estabilizador. Esta relacao se da através de um resultado que serd demonstrado

posteriormente de forma geral e portanto nao sera demonstrado aqui.

Proposicao 1. Seja S = (g1, ..., gn_k) gerado por n —k elementos independentes
e que comutam de G", e suponha que —I ¢ S. Resulta que o espago Q estabilizado

por S possui dimensdo 2F

Além de descrever subespagos vetoriais, podemos utilizar o formalismo dos
estabilizadores para descrever a evolugao desses subespacos. Suponha que uma
operagao unitdria U atue sobre um subespago Q estabilizado por S e seja [¢) um

elemento de Q. Segue-se que para qualquer g € S

Uly) = Ugly) = UgU'U|yp),

isto é, o estado Ul é estabilizado por UgUT. Temos entao que o subespago UQ
é estabilizado por USUT = {UgU'|g € S} e se {g;} gera S entdao {Ug;U'} gera
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USUT .

Uma grande vantagem do formalismo dos estabilizadores é fornecer um meio
mais compacto de descrever um sistema quantico e sua evolugao. O estado |0)®"
por exemplo é o estado estabilizado por Z®". Aplicando a porta Hadamard em

cada qubit H®", temos o estado |[+)®", que é o estado estabilizado por

(H®™) Z®™(H®™)T = X",

Em geral, para descrever um estado de n qubits, precisamos de 2" amplitudes, mas
de acordo com o formalismo dos estabilizadores o estado |[4+)®" pode ser descrito
por n operadores, { X7, ..., X, }. Esta forma mais compacta de descrever um estado
e sua evolucao é uma propriedade interessante dentro deste formalismo.

Seguindo as ideias presentes no formalismo dos estabilizadores, a evolugao
de um estado quantico estabilizado por operadores de Pauli é descrita por uma
operacao de conjugagao, é interessante entao definir e tentar caracterizar quais
operadores agem por conjugacao sobre operadores de Pauli de forma que o resul-

tado desta acao continue sendo um operador de Pauli.

Definicao 1. O grupo de Clifford sobre n qudits, denotado por C} é o grupo
normalizador de G em U(d"), isto é, o grupo das matrizes unitdrias U de dimen-
sdo d" que satisfazem UGIUT = G7. O grupo local de Clifford, denotado por
LC}, € o subgrupo de C}j consistindo de elementos que sao descritos como o produto

tensorial de n elementos de Cé.

Ocorre que para qubits o grupo de Clifford CJ, além de conter elementos de
G é gerado pelas portas Hadamard, Fase e Nao-controlado. A agao destas portas
sobre os elementos de GI' é dada pela Tabela 2.3.

Uma porta importante para os cdédigos CWS é a porta Z-duplamente con-
trolada, que denotaremos por CCZ (Figura 2.2). Esta porta nao pertence a Cy e
estd presente na codificacao dos codigos CWS.

A acao da porta C'C'Z sobre os operadores de Pauli pode ser deduzida das
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Tabela 2.3: Acao dos geradores do grupo de Clifford C sobre os operadores de
Pauli

Operacao Entrada Saida
Nao-controlado X, X1X5

X5 Xy
Zy A
Zg 21Z2
H X Z
A X
S X Y
A A
X X X
A -7
Y X -X
A -7
A X -X
A A

Figura 2.2: Porta Z duplamente controlada (CCZ)

relagoes na Tabela 2.4

Tabela 2.4: Ag¢ao da porta C'C'Z sobre os operadores de Pauli

Operacao Entrada Saida
ccz A A
Zs Zy
Z3 Z3
Xl Xl ® I+Zz+Z23—Z2Z3
X2 X2 ® I+Z1+ 232123
XS Xl ® I+Z1+Z22*Z122

Medidas quanticas também podem ser descritas usando o formalismo dos

estabilizadores, mas esta descricao nao sera necessaria neste trabalho.
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Capitulo 3

Cédigos CWS

Neste capitulo estudamos os cédigos CWS (Codeword Stabilized Quantum
Codes). Os codigos CWS podem ser tratados em seu formato mais simples, o
bindario, quando se lida com qubits, ou ainda em formatos mais gerais, quando se
lida com qupits (sistema quanticos com numero primo de niveis) ou qudits (sis-
temas quanticos com numero qualquer de niveis). Além disso, podemos estudar
os codigos CWS em seu formato de estados-grafos. Embora grande parte dos
resultados obtidos neste trabalho estar relacionado aos cédigos CWS binarios, op-
tamos tratar o caso mais geral, isto é, trabalhando com qudits e, quando necessario,
particularizaremos os resultados para o caso binario. Desta decisao de tratar os
cédigos CWS de forma geral, surgiram novas demonstragoes de alguns resultados
nao facilmente encontrados e nao claros na literatura. Conseguimos diferenciar
claramente quando um resultado é valido em um formato mas porém nao é valido
em outro, tornando claro quais resultados sao validos considerando estas diversas
formas de tratar os codigos CWS.

A maior novidade deste capitulo quando comparado com os resultados sobre
cddigos CWS contidos na literatura consiste na forma de alguns destes resultados
foram demonstrados. Para isto, utilizamos uma generalizacao do conceito de ma-
triz verificadora, usada nos codigos estabilizadores (Nielsen e Chuang (2000)). Esta
matriz e sua interpretacao como uma transformagao linear entre espagos vetoriais

permite a demonstracao de alguns resultados quando estamos lidando com qubits
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ou qupits. No caso geral, sobre qudits, a matriz verificadora representa um homo-
morfismo de Z;-moédulos. Usamos esta estrutura para refazer algumas demonstra-
¢oes de resultados ja existentes. Incluindo um novo resultado (Teorema 10) que
generaliza resultados existentes na literatura.

Um cédigo quantico é um subespaco de um espaco de Hilbert H]}. Este
subespago pode ser construido de diversas formas. Nos codigos estabilizadores, um
c6digo de parametros [[n, k]]4 é construido por meio de um subgrupo abeliano do
grupo de Pauli G, Neste caso, o cddigo é entao a intersegao dos subespacos de H[?
associados ao autovalor 1 de todos os geradores deste subgrupo.

Os cddigos CWS surgiram nos trabalhos de Smolin et al. (2007); Yu et al.
(2008); Cross et al. (2009); Chen et al. (2008); Chuang et al. (2009); Hu et al.
(2008) e representam uma extensao natural desta estrutura estabilizadora, no caso
dos codigos CWS o grupo estabilizador, que chamaremos de S, estabiliza, a menos
de uma fase, apenas um estado [¢). Os outros estados de uma base associada
ao subespaco que representa o cédigo sao obtidos por meio de K operadores de
Pauli, {W;}, chamados de operadores-palavras (Codewords Operators), formando
K estados linearmente independentes que chamaremos de palavras (Codewords)
B ={Wi|),..., Wkl{)}.

Na primeira secao, explicamos em mais detalhes a estrutura dos cédigos
CWS, baseado principalmente em Chen et al. (2008). Nesta segao, introduzimos
a no¢ao de matriz verificadora. Na segunda secao, apresentamos uma forma par-
ticular de estudar os cédigos CWS, por meio de estados-grafos. Para d primo,
mostraremos que todo cdédigo CWS é, de fato, equivalente a um cédigo CWS de-
rivado de estados-grafos. Na terceira secao, demonstramos o que talvez seja o
teorema principal relacionado aos codigos CWS, que permite relacionar estes com
cddigos classicos. Na quarta secao, fazemos uma relacao entre codigos quanticos
estabilizadores e cédigos CWS e introduzimos um novo teorema (Teorema 10). Os
Corolarios 4 e 5 relativos a este teorema representam resultados bem conhecidos

na literatura, apesar de nao termos encontrado uma demonstracao sobre qudits
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para tais resultados. Na quinta secao, explicamos como reduzir o problema de
achar bons cédigos CWS ao problema de achar bons cédigos classicos que corrijam
um certo conjunto de erros, apresentando algoritmos para isto. Esta reducao se
baseia em Chuang et al. (2009). Nesta referéncia os algoritmos estao apenas sobre
qubits; generalizamos tais algoritmos para qudits. Na sexta secao explicamos o que
sao codigos assimétricos e utilizamos os algoritmos da secao anterior sobre estes,

descobrindo, assim, novos codigos assimétricos com bons parametros.

3.1 Estrutura dos cédigos CWS

Para um qudit, o grupo de Pauli G} é gerado por X, Z, em que a relagao de
comutacao é dada por

7ZX = X7

onde g4 = T Repare que definindo desta forma, para um qubit (d = 2) o grupo

de Pauli G2, que no caso bindrio também vamos representar por G, ¢ dado por
Gy={I,-1,2,-7,X,-X,ZX,-ZX}.
Existe uma representagao de G e uma base {|k)}{_} tal que
Z|k) = ¢5|k), X|k) = |k + 1), para todo k € Z,.

Por exemplo, para d = 4 e g; = i, temos a representacao

10 0 O 0 001

02 0 O 1 000
Z - X =

00 -1 0 0100

00 0 —2 0010
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1 0 0 0

0 1 0 0
0) = = 2) = 3) =

0 0 1 0

0 0 0 1

Segue que Z/XF = qékX k77 e a relacdo geral de comutatividade (Ketkar et al.
(2006)) é dada por

(g5 2" X)) (g 272 X*) = g1 (g 272 X ") (g3 2 X ™). (3.1)

Ainda considerando estas relagoes de comutacao, temos que um elemento do
grupo de Pauli G7 = G ®...,® G} pode ser escrito como
~— ~—

1 n

azV XY

em que a = g% e V e U representam vetores em Z% indicando a poténcia de Z e

X em cada qudit respectivamente. Estendendo a relacao de comutacao 3.1, temos
(ZUlXU2>(ZV1XV2) _ qC(ZUl,Vz)—<U2,V1> (ZleV2)<ZU1XU2> (32)

em que (.,.) denota o produto interno canénico restrito a Z, que nao é necessari-
amente um espago vetorial (se d for primo Z} é espago vetorial, pois, neste caso,
Z4 é corpo). Isto sé ocorre se d for primo.

Podemos representar a menos de fase, um operador de Pauli £ = aZY X'V2
em G¢ por um vetor expandido em Z2". Isto é feito por meio da aplicagdo R

definida a seguir:

Definicao 2. Considere G} o grupo de Pauli de n entradas sobre qudits e o Z4-
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mddulo Z2". A aplicagao R € definida por

R: Gy — 2

aZ9r XY — (U|U,).

Claramente a fungao R esta bem definida, é sobrejetiva, mas nao ¢é injetiva,
pois a informacao contida na fase o é perdida. Utilizando a representacao dos
elementos de G dado pela fungao R, podemos representar a fase que aparece na
relagao de comutagao geral (3.2) por meio do operador de dimensao 2n x 2n definido

por

A= , (3.3)

em que 0 e [ se referem a submatrizes nula e identidade, respectivamente, de dimen-
sao n x n. Utilizando este operador, notamos que para quaisquer dois operadores

de Pauli P, e P, obedecem a relagao de comutacao
P1P2 = qf(Pl)ART(P2)P2P1.1 (34)

A operacao R(P)ART(P,) que aparece na equacio 3.4 tem importancia fun-
damental nao somente para o entendimento do processo que permitird futuramente,
neste trabalho, transformar o problema de achar bons cédigos quanticos CWS no
problema de achar bons cédigos classicos, mas também na confeccao de varias de-
monstragoes apresentadas neste trabalho de tese. Esta operacao é conhecida como
produto simplético (Ketkar et al. (2006)).

Com o que foi discutido até entao, podemos, de acordo com Chen et al.

(2008), definir um cédigo CWS nao binario por meio de dois conjuntos:

(1) Um grupo abeliano S = (sy,...,s,) de ordem |S| = d" e que nao contém

miultiplos da identidade com excegao da identidade propriamente dita (Ve-

1 R(P) estd sendo considerado como um vetor linha enquanto R? (P) é a transposta do vetor.
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remos que este grupo estabiliza, a menos de uma fase, um tnico estado

[¥) € Hy);

(2) Um conjunto W = {w;}X, em que {w;} sdo operadores de Pauli e 3 =

{w;|1)} representando a base do c6digo.

A exigéncia do grupo S ser abeliano e nao conter multiplos da identidade
além dela prépria vem do fato de que, se assim nao fosse, o tinico estado estabilizado

por S seria o vetor nulo, pois:

(1) Se S nao é abeliano e |¢)) é um estado estabilizado, existem g1, go € S e

¢k # 1 tal que:

V) = g192|0) = qfigzgllw = QS|¢>7

e assim, [¢) s6 pode ser o vetor nulo.

(2) Se existe um miiltiplo da identidade que nao a prépria em S, digamos &1,

com ¢% # 1, entao da mesma forma:

) = qsIv) = qsv),

donde conclui-se da mesma forma que |t¢) s6 pode ser o vetor nulo.

Além disto, pode-se verificar que estas condig¢oes garantem que todos os operadores
de S sejam simultaneamente diagonalizaveis, isto é, existe uma base de autovetores
comum a todos os operadores de S. Se a ordem de |S| é d", veremos que o espago
estabilizado por S tem dimensao 1. Se |S| < d", verificaremos que S estabiliza um
espago de dimensao maior que 1. Independentemente de S estabilizar um tnico
estado ou nao, vamos chamar este grupo de grupo estabilizador.

Para facilitar o entendimento, como exemplo de estabilizador e estado esta-

bilizado, considere n=1, d=6, S = (X3, Z?%) e |[¢) = M S estabiliza |¢),

V2
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pois:

o X |0>J§X 3) _ '3>J§'0> )

Py Z2\O>Jizzrs> _ <q6>or2>j§<q6>6\o> )

Como exemplo mais completo, podemos considerar o cédigo CWS de parametros
((5,4))4, apresentado em Hu et al. (2008). Este cédigo é baseado em um grupo

estabilizador S com os seguintes geradores:

s$1=XZ117 s9=7XZI1 s3=1ZX7Z1 s,=11ZX7 s5=711ZX.

Para caracterizar completamente o cddigo, temos que informar os operadores-
palavras, que neste exemplo sdo 4: w; = ZVEXYr wy, = ZVR XVUr g =

ZVrs XYrs ¢ wy = ZVRa X YR em que Ug, = (0,0,0,0,0) Vi e:

VRl = (07070707 0) VRz = (17 17 17 17 1) VR3 = (273737273) VR4 = (37272737 2) .

Este cédigo corrige erros de Pauli E de peso 1 (wt(E) = 1). Para verificar porque
isto ocorre precisamos adentrar mais na teoria dos cédigos CWS.

J& vimos que podemos utilizar a a aplicacdo R(FE) para representar ope-
radores de Pauli segundo palavras cldssicas em Z2". Da mesma forma podemos
representar uma colecao de operadores de Pauli através de uma matriz. Apro-
veitando a terminologia dos cddigos cléssicos de corregao de erros (MacWilliams
e Sloane (1977), Vermani (1996)), denominaremos esta matriz por matriz verifi-
cadora. Esta terminologia ja é usada no formalismo dos cédigos estabilizadores
(Nielsen e Chuang (2000)) apenas usando os geradores do grupo estabilizador, mas

a definiremos aqui de forma geral, para qualquer conjunto de operadores de Pauli.
Definigao 3. Dada uma cole¢io de operadores de Pauli C = {py,...,p,} em G},
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denominamos matriz verificadora de C, R(C), a matriz de tamanho r X 2n em

que cada linha da matriz € o vetor R(p;).

A matriz verificadora sera til na demonstracao de diversos resultados. Dado
um grupo estabilizador S com geradores S = {si,...,s,.}, R(S) é a matriz veri-
ficadora de tamanho r x 2n sobre a colecao de geradores de S. O Zg-mddulo
gerado pelas linhas da matriz verificadora sobre S serd denotado por (R(S)). E
facil verificar que |S| = #(R(S)), em que o simbolo # denota a cardinalidade do
conjunto. O conceito de matriz verificadora também serd usado sobre a colecao
de operadores-palavras W = {w;}K,, gerando uma matriz verificadora R(W) de
tamanho K X 2n.

Uma primeira questao que surge é se o fato do grupo estabilizador S ser
abeliano, nao conter multiplos da identidade além da prépria identidade e possuir
ordem |S| = d" sao condigdes necessarias e suficientes para que S estabilize a
menos de fase um unico estado [1)). A resposta para esta pergunta é positiva.
Para o caso bindrio o resultado estd demonstrado em Nielsen e Chuang (2000) e
faz uso da matriz verificadora R(S). Podemos estender esta demonstracdo para
o caso d primo. Podemos também demonstrar que o resultado é valido para um
d qualquer usando ideias contidas em Arvind et al. (2002). Optamos por fazer
uma demonstracao similar a feita para qubits, usando a matriz verificadora R(S)
e a interpretacdo da matriz R(S)A como um homomorfismo de Z;-médulos. Para
fazer esta e outras demonstragoes, iremos utilizar constantemente que, dado um
homomorfismo entre Z;-mddulos representado por uma matriz 7, a cardinalidade
do médulo gerado pelas linhas de T, que denotamos por (7°) é igual a cardinalidade
do modulo gerado pelas colunas de 7T, que pode ser representado pelo médulo
Im(T). De forma resumida faremos referéncia a estes médulos como médulos-linha
e modulos-coluna, respectivamente. O resultado que que demonstra a igualdade
esta no apéndice B deste trabalho, no Teorema 5.

Queremos primeiramente estabelecer uma relagao entre a ordem do grupo

estabilizador |S| e a dimensao do cddigo estabilizado Q. Para isto, primeiramente
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estabelecemos o seguinte Lema:

Lema 1. Sejam S = (sq,...,8,) um subgrupo abeliano do grupo de Pauli G} que
nao contém multiplos da identidade que ndao a identidade propriamente dita. Se
|S| < d", entdo podemos acrescentar um elemento P € Gi\S de forma que S =

(S1,..., 8, P) continue abeliano e sem maultiplos da identidade além da propria.

Demonstracao. O operador A nao muda a cardinalidade do médulo linha, logo
temos |S| = #(R(S)) = #(R(S)A) < d", e como a cardinalidade do mdédulo
linha é igual & do médulo coluna, segue-se que #Im(R(S)A) < d". Pelo primeiro
Teorema do isomorfismo de médulos,

2n
Zd

Im(RE)N) ~ B S

o que faz com que #Ker(R(S)A) > d*, donde existe P € G?\\S que comuta com
todos os elementos de S. Seja o o primeiro nimero natural tal que P = af. Tome

B € C tal que f°a = 1. Portanto P = 8P comuta com todos os elementos de S e

P° =1, assim S = (s1,..., 5, P) é um grupo abeliano que ndo contém multiplos
da identidade que nao a proépria. O
Lema 2. Sejam S = (sq,...,8,) um subgrupo abeliano do grupo de Pauli G} que

nao contém maultiplos da identidade que nao a identidade propriamente dita. Entao

S| < dm.

Demonstracdo. A demonstragao segue passos analogos a demonstracao do Lema 1.
Suponha que |S| > d". Pelo primeiro Teorema do Isomorfismo de médulos temos

que
72

Im(R(S)A) ~ Ker(RO)A)’

donde #Ker(R(S)A) < d", o que é uma contradigdo pois todos os elementos de

(R(S)) pertencem a Ker(R(S)A). O

O préximo teorema relaciona a ordem do grupo estabilizador com a dimen-

sao do codigo quantico estabilizado Q. Para entendé-lo, vamos iniciar toda uma
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argumentagao que culminard no teorema em questao.

Todo operador de Pauli P é um isomorfismo, assim se Q é um codigo quan-
tico, PQ é um cédigo quantico com a mesma dimensao de Q. Se Q ¢ estabilizado
por S = (s1,...,s,) entdao de acordo com o formalismo dos estabilizadores, PQ é

estabilizado por S’ = PSPT. Os geradores de S’ sdo

S =gy s1,- 47" Sr)

onde o vetor (o ...,a,) é obtido usando a equacao 3.4 de acordo com a operacao
a seguir

R(S)ART(P).

Se Q é estabilizado por S, entao Q é o auto-espaco associado ao autovalor 1 de
cada operador S = {s;}, logo PQ é o auto-espago associado aos autovalores {qj_ai}
de cada operador em S. Considerando entao o homomorfismo entre moédulos re-

presentado pela matriz

R(S)A

temos que cada elemento x da imagem deste homomorfismo, x € Im(R(S)A), re-
presenta um subespaco distinto de H;. Sabemos que sao distintos pois subespagos
associados a autovalores distintos tem apenas intersecao trivial. O projetor sobre
este subespago é dado na Definigao 16 do apéndice C.

Pelos lemas 1 e 2 sabemos que podemos completar o grupo estabilizador S =
(s1,...,8.) de tal forma que S" = (s1,...,,, P,..., Py) é um grupo estabilizador
e tem ordem |S’| = d". Seja S’ = {s1,...,8, P1,..., Pn}. Como |S'| = #(R(Y)) =

#(R(S')A) e a cardinalidade do médulo coluna é igual a do médulo linha, logo

£Im(R(S)) = d".

Como cada elemento x = (o, ..., B1,..., 0Bn) de Im(R(S')) representa um su-

bespago distinto de mesma dimensao, e a dimensao do espago todo é dim(H}) = d",
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segue que cada subespaco Vy estabilizado por 8" = (¢3"s1, ..., 45" S, qgl P, .. ,qg’” P,)
tem dimensao 1 e a uniao destes cobre todo H};. Como cada Vi é um subespaco
do espago estabilizado por S = (gj"s1,...,q5"s,), estes também cobrem M}, tem

intersecao trivial e mesma dimensao, donde o subespaco Q estabilizado por S tem

dimensao dim(Q) = %. Desta forma, acabamos de demonstrar o teorema dado a
seguir:
Teorema 4. Seja S = (s1,...,5,) um subgrupo abeliano do grupo de Pauli G} em

que {s;}i_, sdo geradores independentes, que nao contenha miltiplos da identidade
que nao a identidade propriamente dita. Entao o subespaco estabilizado por S tem

. ~ mn
dimensao %‘.

Como Corolarios do teorema anterior, seguem trés resultados importantes.
Os dois primeiros serao usados na demonstracao do Teorema 9 que, provavelmente,
seja o resultado mais importante sobre cdédigos CWS. O terceiro resultado estabe-

lece a quantidade de geradores de S no caso d primo.

Corolario 1. Seja S = (s1,...,S,) um subgrupo abeliano do grupo de Pauli G}
que nao contém maltiplos da identidade que nao a identidade propriamente dita.
Se |S| = d™ entdao S é um conjunto maximal de operadores de Pauli que estabiliza

um unico estado |1).

Este Coroldrio diz que todo operador de Pauli P € G} que estabiliza [i) estd

em S. A demonstracao é dada a seguir.

Demonstragao. Pelo Teorema 4 temos que S estabiliza a menos de fase um tnico
estado |¢). Suponha que exista P € G} e P ¢ S que estabilize [¢)). Claramente P*
também estabiliza |¢)) para qualquer t € N; logo nio existe £ € N tal que P! = ol
com « # 1. Além disto, P comuta com todos os elementos de .S pois caso contrario,

existiria s € S e § # 1 tal que

[¥) = Pl) = Psly) = BsPly) = Bl¢)
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o que nao pode ocorrer. Consequentemente, S = (sq,...,s,, P) é um grupo abe-
liano que nao contém multiplos da identidade além da prépria com [S| > d" e

estabiliza |¢), uma contradigdo com o Teorema 4. O

Corolario 2. Sob as mesmas hipdteses, a menos de fase, S é um conjunto maximal

de operadores abelianos.

Demonstragao. Suponha que P € G seja um operador de Pauli que comuta com
todos os elementos de S. Segue-se entdo que S estabiliza |¢)) e P|y), mas estes
vetores nao podem ser linearmente independentes pelo Teorema 4. Logo Pli) =
alt), isto é, o operador af P estabiliza |1)). Pelo Coroldrio anterior, segue-se que

afPes. O]

Corolario 3. Sejam S = (s1,...,s,) um subgrupo abeliano do grupo de Pauli G}
que nao contém maultiplos da identidade que nao a identidade propriamente dita e
d primo. Entao S estabiliza a menos de fase um tnico estado 1) se e somente se

r=nmn.

Demonstragao. Se d é primo, entao a ordem de cada gerador é o(s;) = d Vi e segue
que |S| = d". Entao S estabiliza a menos de fase um tunico estado se e somente se

r=n. O

Para d nao primo, pode ocorrer de um gerador s; de S ter ordem menor
que d, sendo assim necessario que a quantidade r de geradores seja maior que n.
A quantidade méxima de geradores é 2n, de forma que, como citado em Hostens

et al. (2005), n <r < 2n.
3.2 Codigos CWS baseados em estados-grafos

Uma forma de estudar os cédigos CWS é por meio da Teoria de Grafos. O
papel dos grafos estd relacionado com o grupo estabilizador S da seguinte forma.
Considere um grafo G(V,I') composto de um conjunto V' de vértices e um conjunto
de arestas definido por uma matriz de adjacéncia I' com entradas em Z,. Conside-

rando I'; como sendo as linhas da matriz I' e X; o operador X atuando no i-ésimo
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qudit, os geradores de S sao entao construidos segundo a férmula:
S; = )(IZF2

Fazendo desta forma, é simples verificar que automaticamente {s;} é um conjunto
comutativo e S nao possui miultiplos da identidade além dela propria. Além disto,
a ordem de cada gerador s; é d, o que faz com que, independentemente de d
ser primo ou nao, |S| = d" e portanto, de acordo com o Corolario 1 o grupo
estabilizador estabiliza, a menos de uma fase um tnico estado [¢). Devido a forma
como este estado é construido, ele costuma ser denominado “graphstate” (estado-
grafo). Varios exemplos de c6digos nao bindrios e até mesmo familias de c6digos
envolvendo grafos sdo explorados em Hu et al. (2008). A matriz verificadora de S

neste caso é dada por
R(S) = { r ‘ I ]

Ocorre que no caso de d ser primo, todo cédigo CWS é equivalente a um
cédigo CWS na forma padrao. A nocao de equivaléncia usada aqui é a de existir
um operador local de Clifford levando um cédigo CWS qualquer em um codigo

CWS na forma padrao. Esta forma padrao é explicada na préxima definicao.

Definicao 4. Um codigo CWS € dito estar na forma padrao se o grupo estabili-
zador S € baseado num grafo (i.e, o estado estabilizado |¢) é um estado-grafo) e
0s operadores-palavras W = {w;}, sio operadores apenas em Z, isto é w; = Z°

comw; =1 (oucy =(0,...,0)).

Para mostrar que para d primo, todo cédigo CWS é equivalente a um na
forma padrao, a primeira coisa a se fazer é mostrar que existe um operador local
de Clifford que por conjugacao leva o grupo estabilizador S = (s1, ..., s,) para um
grupo estabilizador S’ baseado em um grafo. A demonstragao deste resultado se
encontra em Schlingemann (2002) e Grassl e Rétteler (2002), mas de uma forma
muito geral e numa terminologia que nao é a usual e de dificil compreensao. No

caso especifico de qubits, a demonstragao se encontra de forma muito mais simples

33



em Van den Nest et al. (2004) e Elliott et al. (2007). Em tais referéncias, usa-se
especificamente uma forma padrao da matriz verificadora R(S), e as portas fase
e Hadamard para qubits. Optamos entao por generalizar a demonstracao deste
ultimo artigo usando para isto as portas fase e Hadamard generalizadas para qudits,
que sdo descritas em Hostens et al. (2005). Como as demonstragoes se baseiam

fortemente na matriz verificadora R(S), vamos estabelecer o seguinte resultado

Teorema 5. Sejam d primo, S = (S1,...,8m) um subgrupo abeliano do grupo
de Pauli G que nao contém maltiplos da identidade que nao a identidade pro-
priamente dita e R(S) a matriz verificadora.O conjunto de geradores de S sao
independentes se e somente se as linhas da matriz R(S) sdo linearmente indepen-

dentes.

Demonstracdo. Considere R(ayZV1XV?) = (V1|Vy) a representacao de um ope-
rador de Pauli na forma de vetores em F2" (como d é primo, Z; é o corpo Fy).

Temos que o produto de dois operadores de Pauli se reflete na soma médulo d

R(sisj) = R(s;) + R(s;).

Suponha entao que os geradores nao sejam independentes. Isto significa que exis-

tem constantes «; € Fy nem todas nulas tal que [[_, si = I isto é, existem

i=1 5
constantes nem todas nulas tal que Y, _, a;R(s;) = 0 o que significa que as linhas
de G sao L.D.

Reciprocamente, se as linhas de G sao L.D, entao existem constantes nem

todas nulas tal que []_, s

i—15;" = al mas a tem que ser 1, pois nao ha multiplos da

identidade senao a propria identidade em S, isto é, os geradores sao L.D. O

Agora vamos estabelecer uma forma padrao da matriz verificadora quando d
é primo. Isto é feito fazendo troca de qudits e operagoes de eliminagao gaussiana
em R(S). Estas operagoes podem ser feitas pois equivalem a modificar os geradores
{s;}. Como ja vimos, uma matriz verificadora se divide em dois blocos, o bloco

da esquerda que representa os operadores Z e o bloco da direita que representa os
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operadores X. Entao a simples troca de colunas de R(S) nao é permitida; o que
podemos fazer é trocar qudits. Ao trocar o qudit ¢ com o qudit 7, as colunas 7 e j
de R(S) sao trocadas juntamente com as colunas i +n e j + n.

O posto de R(S) é n, pois S possui n geradores independentes. Seja P. o
posto da submatriz n xn de R(S) do bloco a direita e fazendo eliminagao gaussiana
nesta submatriz obtemos:

B C |1 A
RY(S) = ;
D E | 00
em que I é a matriz identidade P,.xP,. Olhando agora para o bloco esquerdo,

considerando s o posto de E e fazendo a eliminagao gaussiana em F, obtemos:

B C Cy | I A
Dy I E | 00|,
D, 0 0 | 00

em que Dy teria dimensao s x P,. Entretanto, procedendo deste modo, a tnica
forma dos ultimos s geradores comutarem com os P, primeiros é fazendo com que

D, ser a matriz nula, o que ndao pode ocorrer pois o posto de R(S) é n, logo temos:

) B C | 1A
RE(S) =
D I | 00
Assim, conseguimos por meio da eliminagao gaussiana, zerar todas as entradas

de C, depois, multiplicando as ultimas n — P, linhas por -1 e renomeando as

submatrizes, obtemos:

B 0 | I A
R3(S) =
C -1 100

Como os geradores devem comutar entre si, temos por um lado que R3*(S)A(R3(S))”
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deve ser a matriz nula e por outro lado este produto resulta em

-BT+B -CT+A
C - AT 0

Portanto, segue-se que B = BT ¢ C = AT, demostrando o seguinte teorema, que

define uma forma padrao para R(S) no caso de d primo:

Teorema 6. Sejam S = (s1,...,5,) um subgrupo abeliano do grupo de Pauli G}
que nao contém maultiplos da identidade que nao a identidade propriamente dita,
{s;} um conjunto de geradores independentes e d primo. Entao existem operagoes

de troca de qudits e mudanga de geradores tal que R(S) assuma uma forma padrdo

B 0 |1 A
R(S) =
AT T |0 0

Considere agora os operadores locais de Clifford generalizados fase (P) e

Hadamard (H), como descritos em Hostens et al. (2005)

H|Z‘ Z kx’k P’JI xz+d)|x>

(d+1)mi
em que ( =e @ . Podemos mostrar que

HXH' =27 HZH'=X', PXP'=(ZX, PZP'=2Z.

De acordo com as consideracoes anteriores, demonstramos o seguinte teo-

rema:

Teorema 7. Sejam S = (s1,...,5,) um subgrupo abeliano do grupo de Pauli G}
que nao contém maltiplos da identidade que ndao a identidade propriamente dita,
{s:;} um conjunto de geradores independentes e d primo. Entao, trocando-se qudits
e mudando geradores, S € equivalente por operagoes locais de Clifford a S’, em que

R(S") = [ r | I ] e I' é a matriz de adjacéncia de algum grafo.

36



Demonstracao. Trocando qudits e mudando geradores, de acordo com o Teorema 6

podemos considerar

em que B de tamanho P, x P, é uma matriz simétrica. Aplicando por conjugacao

H nos tdltimos n — P, qudits, obtemos

B A |10
R(SII>:
AT 0 | 0 1

Podemos zerar os valores B;; da diagonal de B aplicando P¢~5i nos primeiros P,

qudits para obter

REM =1 | 1]
O

Resta entao demostrar que para d primo todo cédigo CWS é equivalente a

um c6édigo CWS em um formato padrao:

Teorema 8. Sejam S = (s1,...,5,) um subgrupo abeliano do grupo de Pauli G}
que nao contém maltiplos da identidade que ndo a identidade propriamente dita,
{s;} um conjunto de operadores independentes, d primo, |1b) o estado estabilizado
por S e W = {w;}E, os operadores-palavras que definem um cddigo CWS Q.
Entao Q € equivalente a um codigo CWS Q' baseado em um estado-grafo com um
conjunto de operadores-palavras W' = {w}}, formado apenas por operadores Z

com w) = 1.

Demonstracao. Segundo o Teorema 7, trocando qudits e geradores de S, existe
um operador local de Clifford C tal que CQ = @', §' = (s},...,s.) = CSCT e
tal que R(S") = [ r | I } Uma base para o novo cédigo Q' equivalente a Q é
{Cwr Yy, ..., Cwkl|)}. {Cw;|v)}. C|v) é estabilizado por S’. Considerando os
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vetores Vi e U’ € F” satisfazendo Cw;CT = ZV' XU’ temos que
Curlp) = CwiCTCl) = 2V XY Cly).

Podemos entao transformar (a menos de fase), o operador Cw; em um operador

apenas em Z fazendo

X n
1d—U?%
Sk

n
Cuily) = 2V XY Ol = a2V [[ 24 Cl)
k=1 k=1
onde d é o vetor com as n entradas assumindo o valor d. Entao mostramos que Q'
é um cédigo CWS com operadores-palavras w, = AL [Ti, Z4 " e estado-grafo
Cl¢) estabilizado por S’. Podemos considerar w} = I aplicando em acréscimo a

operacao local de Clifford w!. O

3.3 Codigos CWS e codigos classicos

Uma das grandes vantagens dos cédigos CWS consiste em transformar o
problema de achar bons cédigos quanticos no problema de achar bons cédigos
classicos. Codigos CWS no formato padrao oferecem vantagens neste processo
que ainda serao discutidas neste capitulo, mas esta passagem do quantico para o
classico pode ser feita em um cédigo CWS qualquer, independentemente do valor
d. Para entender como isto é feito, primeiramente temos que analisar como tanto
0s erros quanticos como os operadores-palavras podem ser encarados como palavras
classicas em Z};, em que r é a quantidade de geradores de S.

Como o conjunto de dos operadores de erros de Pauli formam uma base para
todos os possiveis erros que a informacao quantica pode sofrer, consideraremos aqui
apenas erros de Pauli {E;} € G¢. Os operadores-palavras também pertencem a G¢ e
a passagem do quantico para o cldssico na verdade pode ser feita para um operador
de Pauli P qualquer, abrangendo assim tanto os erros como os operadores-palavras.

Seja S = (s1,...,5,) o grupo estabilizador de um cédigo CWS. Um operador

de Pauli P em G¢ pode entdo através de uma fungio que chamaremos de Clg, ser
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transformado em um vetor Clg(P) € Z}. Para cada entrada Clg(P); de Clg(P)

esta funcao é definida da seguinte forma

Definicao 5. Seja P € G e {s;}/_, os geradores do grupo estabilizador S entdo
Cls(P); =t, se Ps;P'=q}s (3.5)

Repare que o valor t estd associado a fase que aparece na comutacao de dois
operadores de Pauli que por sua vez estd associado ao operador A na defini¢ao da
equacao 3.3 e a equacao 3.4. Estendendo esta equacgao para matrizes e considerando
a matriz verificadora R(S) = { A | B 1 e a representacao em Z2" de P, R(P),

podemos também escrever
Cls(P) = R(S)ART(P) (3.6)

isto é, considerando a representagao em Z2" dos erros e operadores-palavras, a
fungao Clg é calculada através de um operador linear de Z2" para Z/,. Este fato
junto com o fato de que, dado dois operadores de Pauli P, e Py, temos R(P, P,) =

R(P)) + R(P,) faz com que Clg satisfaga
Cls(Pl.PQ) == Cls(Pl) + Cls(Pg)

Consideraremos, entao € = {E} o conjunto de erros que desejamos que o
codigo CWS detecte. W = {wi}f{:1 ¢ o conjunto de operadores-palavras. Considere
também respectivamente os conjuntos Clg(e) e Clg(W) = {¢;},. Observe que
Cls nao precisa ser injetiva, isto é, podem existir mais de um erro quantico tendo
por imagem o mesmo erro classico, por isto a cardinalidade de Clg(€) pode ser

menor que a cardinalidade de €. Quanto aos operadores-palavras, a exigéncia de

que {wZWJ)}JK:l forme um conjunto linearmente independente implica na condigao

.I.

de que wjw; # as, com s € S, para todo ¢,j e segundo o Corolario 2 o fato de

S a menos de fase ser um conjunto abeliano maximal implica que Clg(w;-wi) =
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Cls(wj) — Cls(w;) # 0 para todo i # j, donde a cardinalidade de W e Clg(W) é
a mesma.

A condicao de detecgao de erros para codigos quanticos quaisquer, deduzida
em Knill e Laflamme (1997) e adaptada para os cédigos CWS diz que, dado o
conjunto € = {E} de erros quanticos e uma base ortonormal {w;|¢)}/<, para o

cédigo Q, entao Q detecta os erros em € se e somente se para todo os possiveis

trios (E,4,j), E€e€ 1,7=(1...,K)
(Ww! Bw;|p) = Crdyj, (3.7)

em que C'g é uma constante que depende apenas do erro (ndo depende dos operadores-
palavras wy).

Temos entao duas possibilidades:

(1) Se w!Ew; = as, onde s € S entdo

(W|w] Bw;|v) = a;

(2) Se szwj # as, em que s € S pelo Corolario 2 ijwj anti-comuta com

algum 5 € S donde

(W] Bwsl) = (Wlwl Bwslp) = ($lgfw Bwlb) = gf (|w] Bw;|v)

com qss # 1. Entéao, decorre que

(¥|w! Ew;lp) = 0.

Segue que para i # j a condicao 3.7 é satisfeita se e somente se, para todos

os possiveis trios (E,1,7), wiTij # as onde s € S. Isto ocorre se e somente se
0 # Cls(w] Bw;) = Clg(w;) + Cls(E) — Clg(w;)
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para todos os possiveis trios (E,1,7), isto é, se e somente se Clg(w,) + Clg(E) #
Clg(w;), Vi # j e FE € €, o que equivale a dizer que o cédigo classico Clg(W)
detecta os erros classicos Clg(e).

Tudo o que foi discutido acima é valido para ¢ # j. Se quisermos que o
c6ddigo quantico detecte os erros em € temos ainda que considerar, para todas as
possiveis duplas (E,i) que

<¢|w3Ewi|¢> =Cg

em que Cg é uma constante que s6 depende do erro. Se wj Fw; # as em que
s € S, caso em que Clg(w! Ew;) # 0, temos (1h|w! Ew;|ih) = 0 e a condicao 3.7
estd automaticamente satisfeita, caso contrario, isto é, quando C’ZS(w;r Ew;) =0,

ou, em outras palavras, quando wg Fw; = a;s, onde s € S temos

(W|w! Bw;|ip) = a;

e para que a condicao de detectabilidade 3.7 seja satisfeita, é preciso que as cons-
tantes o; sejam a mesma, independente de . Como podemos considerar sem perda
de generalidade que wy = I, as equagoes a; = (1| E|1)) precisam ser satisfeitas para
todo i, e isto ocorre se e somente se Fw; = w; F para todo 1.

Do que foi discutido anteriormente, estd provado Teorema 9, dado a seguir:

Teorema 9. Sejam Q um cédigo CWS com operadores-palavras W = {w;} X,
wy = I e e = {E} um conjunto de erros de Pauli. Q detecta erros em € se e

somente se Clg(W) detecta erros em Clg(€) e além disto, se Clg(E) = 0 entdo

para todo i.

O Teorema 9 cumpre o prometido de transformar o problema de achar bons
c6digos quanticos no problema de achar bons codigos classicos, desde que a condi-

cao 3.8 seja satisfeita. Chamaremos esta condigao a partir deste ponto de condigao
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quantica de correcao de erros em oposicao a condicao classica que também tem de
ser satisfeita.

Uma outra importante caracteristica dos codigos CWS diz respeito a fungao
Clg. Nestes cédigos, esta funcao separa os erros em classes de degenerescéncia.
Dois erros E; e E5 estao na mesma classe de degenerescéncia se possuem o mesmo
efeito no cédigo, isto 6, (v;|EIFolih;) = o, onde {]1;)} é uma base para o cédigo
e a # 0. Mas como ja discutido, neste caso temos que EIEQ =as,com s € Se
Cls(Ey) — Clg(E7) = 0 logo Clg(Ey) = Clg(Es).

Nesta se¢ao, vimos que ha uma relacao entre cédigos quanticos CWS e c¢6-
digos cléassicos. A grande utilidade dos cédigos CWS estda em fornecer uma me-
todologia para encontrar novos codigos quanticos. Para isto usa-se a reciproca do
Teorema 9. Na Secao 3.5 discutiremos em mais detalhes o algoritmo usado para
isto, mas resumidamente, dado um grupo estabilizador S e um conjunto de erros
de Pauli e = { £} que desejamos que nosso cédigo detecte, determinamos Clg(e) e
por meio de um cddigo cldssico C' = {¢;}£, que detecte os erros em Clg(e), con-
seguimos nosso coédigo quantico descobrindo um conjunto de operadores de Pauli
W = {w;}£, tal que Clg(W) = C. Uma grande vantagem dos cédigos no formato
padrao (baseado em estados-grafos), esta justamente nesta etapa, pois se o codigo
estd neste formato, encontrando-se o cédigo classico C' = {¢;} que detecte erros em
Cls(e), facilmente encontraremos os operadores-palavras W fazendo simplesmente
w; = Z%. Se o cbdigo nao estd no formato padrao, encontrar tais operadores
pode ser dificil, podendo mesmo nao existir um conjunto de operadores W tais que

Cls(W) =C.
3.4 Codigos CWS e codigos estabilizadores

Esta secao pretende estabelecer relacoes entre codigos CWS e cédigos esta-
bilizadores. Existem varios exemplos de coédigos que nao sao construidos com o
formalismo CWS, como vemos em Grassl e Beth (1997), Grassl e Rotteler (2008a),

Grassl e Rotteler (2008b) e Smolin et al. (2007). Existem também vérios cddigos
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CWS que nao sao estabilizadores, como podemos conferir em Chen et al. (2008),
Cross et al. (2009), Yu et al. (2008), Yu et al. (2007), Yu et al. (2009). Ocorre
que todo cédigo estabilizador é na verdade um cédigo CWS e todo cédigo CWS
com operadores-palavras W formando um grupo, é um cédigo estabilizador. Es-
tes resultados encontram-se demonstrados no caso bindrio em Cross et al. (2009);
o caso mais geral de estados-grafos para d qualquer encontra-se demonstrado em
Looi et al. (2007), mas ndo encontramos na literatura uma demonstracao geral, vé-
lida para qualquer d, e nao estando baseada em estados-grafos, assim fizemos uma
demonstragao baseada na estrutura da matriz verificadora (Definigdo 3). Dado um
conjunto de operadores de Pauli C, definiremos a matriz verificadora com coefi-
cientes em Zg, R(C). Se a quantidade de operadores em C é I, R(C) representa
um homomorfismo entre os Zg-mddulos, Z2* — Z! portanto faz sentido falar dos
modulos nicleo e imagem, respectivamente Ker(R(C)) e Im(R(C)). O médulo
Im(R(C)) é o médulo gerado pelas colunas de R(C) enquanto para denotar o mo-

dulo gerado pelas linhas de R(C), escolheremos a notacao (R(C)).

Lema 3. Seja Q um cédigo CWS com estabilizador S gerado por S = {s1,...,s.}
e operadores-palavras W = {w;}X . Entdo hd uma relagio de igualdade entre as

cardinalidades do centralizador de W em S, Cs(W) e a cardinalidade do Z4-mddulo

(R(S)YyN Ker(R(W)A), isto é

#Cs(W) = #(R(S)) [ | Ker(R(W)A)
Demonstracdao. Basta mostrar que a funcao

f: Cs(W) — R(S))NKer(R(W)A)

g R(g)
esta bem definida, e ¢é bijetiva.

(1) f é bem definida pois pois tome gi, g2 € Cs(W). Se R(g1) # R(g2) entao
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R(glg2) # 0 2 segue que g; # ga.

(2) f é injetiva, pois tome g1, go € Cs(W). Se R(g1) = R(g2) entio R(glgs) =
0, logo gI g2 = al e a =1 pois nao existe multiplos da identidade que nao

a propria em S.

(3) f ¢é sobrejetiva pois tome v € (R(S)) () Ker(R(W)A). Existe g € G tal
que R(g) = v. Como v € (R(S)) e a menos de fase (R(S)) é um conjunto

abeliano maximal, existe g = ag com g € S e R(g) = v.

Como v € Ker(R(W)A), R(W)ART(g) = 0 segue que g comuta com

todos elementos de W, logo g € Cs(W).

]

Teorema 10. Seja Q um cddigo CWS com estabilizador S gerado porS = {s1,...,,}.
e operadores-palavras W = {w;}, com wy = I 3 . Entao Q é um cddigo estabi-

, ; #RW)
lizador se e somente se satisfaz ERONNRE) — K.

Demonstracio. Seja |1b) o estado estabilizado por S e 8 = {w;|¢)}E, uma base
para Q. Temos que Q é um codigo estabilizador se e somente se existe um subgrupo
H < G} abeliano, que nao contém multiplos da identidade que nao a prépria e que
estabiliza Q. Em particular H precisa estabilizar [¢)) e como S é um subgrupo
maximal que estabiliza |¢)) (Corolédrio 1), logo H < S. Além disso, todo elemento
h € H precisa satisfazer hw; = w;h para todo 7, logo o subgrupo H ¢ o centralizador

mn

b b — = _ _ #RW))
de Wem S, isto é H = Cg(W). Resta entao mostrar que G| ~ FRODIARE)

assim de acordo com o Teorema 4 garantimos que Cs(W) estabiliza Q se e somente

HREW) g

S€ ZROV)HNRE) —

De acordo com o Lema 3, temos que

#Cs(W) = #(R(S)) [ | Ker(R(W)A)

2 Nesta secao, 0 representa o vetor nulo em Zzn
3 Esta condicdo ndo é restritiva pois todo cédigo CWS ¢é equivalente a um com w;, = I. Basta
fazer w] = wiwi.

44



Como S representa a menos de fase um conjunto abeliano maximal em G}

(Coroldrio 2), temos que (R(S)) = Ker(R(S)A), donde segue-se que
(R(S)) () Ker(ROW)A) = Ker(R(S)A) [ Ker(R(W)A) = Ker(M)

o e 1 R(S)A R(S)

A. Estimaremos entao #Ker(M).
R(W)A R(W)

Temos que (M) = (R(S)A) + (R(W)A). Pelo segundo Teorema do isomor-

fismo para moédulos, temos que

e como o operador A nao altera a cardinalidade do mddulo linha, temos que

_ #BRE)HRON) #ROW) g —
#(M) = Zrinre) © Portanto como gy = K e #(R(S)) = |5] = d7,

temos que #(M) = Kd". Como visto anteriormente, a cardinalidade do médulo li-

nha é igual a cardinalidade do médulo coluna, assim #Im(M) = Kd". Finalmente,
B d?n o
 Kdr K-

pelo primeiro Teorema do isomorfismo, temos que #Ker(M)

Exemplo 4. Tome o cédigo ((3,3,2))s com estabilizador S = (si, 89, 83) onde
s1=XZI, s9 =ZXZ e s3 =1ZX e operadores-palavras W = {I,(XZ) ® Z ®

73 (XZ?) ® Z ® Z}. Temos respectivamente:

010100 000000
RS)=|1101010|e¢eRW)=]112 100
01000 1 211100
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o mddulo linha de R(W'), (R(W)) € representado pelos sequintes vetores:

000000 | 112100

010100 | 211100

020200 | 221200

122200

201000

102000

onde a esquerda estdo aqueles pertencentes a (R(S)) N (R(W)). Vemos entdao que
% = K e logo o codigo é estabilizador pelo Teorema 10. Na verdade
consequimos ver que através da transformacao local de Clifford sy = XZ1 € S este

codigo € equivalente ao codigo [[3,1,2]]3 presente em Hu et al. (2008) com mesmo

estabilizador e operadores-palavras W' = {I, Z17* Z*17}.

Deste teorema, resultam dois Corolarios que representam resultados mais

utilizados na literatura.

Corolério 4. Seja Q um codigo CWS com estabilizador S = (s1, ..., s.) € operadores-

palavras W = {w;}£ | formando um grupo. Entio Q é um cddigo estabilizador.

Demonstragao. Se W é um grupo, entao as linhas de R(W) também formam um

grupo aditivo, logo #(R(W)) = #W = K. Além disto, pela construcao dos

cédigos CWS, (R(W)) N (R(S)) = {0}, portanto gt = K O
Corolario 5. Seja Q um cédigo CWS com estabilizador S = (s1, ..., s,), operadores-

palavras W = {w;}£, com w; = I e estado estabilizado |¢). Se as palavras clds-

sicas Clg(W) formam um grupo, entdo o cédigo € estabilizador.

Demonstracao. Para mostrar que oy #(ROV)) = K basta mostrar que todo ele-

R(W))N(R(S))
mento r,, € (R(W)) é daformar,, = R(w;)+rs, comrs € (R(S)). A transformacao
Cls estd definida em G7. cada elemento de G7 tem uma representacio em Z2".

Como j4 visto (equagdo 3.6), podemos descrever a transformagao Clg sobre Z2"

como um homomorfismo de médulos representado pela matriz T = R(S)A.
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Tome entao r, € (R(W)). Logo 7, = a1 R(wy) + ... + apR(wy) e

T(re) =aqT(R(w;)) + ...+ o T (R(wg))

=11 + ...+ ek

Como Clg(W) forma um grupo, temos que o ltimo somatério é T(R(w;)) = ¢; €

Cls(W), isto é, T (ry,) = T (R(w;)) logo

ry = R(w;) + 1y

onde r, € Ker(T) = (R(S)). O

Segue também que todo cédigo estabilizador pode ser visto como um cédigo

CWS, como mostrado no préximo teorema
Teorema 11. Todo codigo estabilizador Q pode ser visto como um codigo CWS.

Demonstragao. Seja S" = (s1,...,8n) 0 grupo estabilizador do cédigo Q e seja
dim(Q) = K. Como ja discutido, S pode entao ser estendido para um grupo
maximal S = (sq1,...,8m,91,.-.,q) com cardinalidade |S| = d". Este grupo esta-
biliza a menos de fase um tnico estado |1)) € Q. Considere a matriz verificadora
R(S). Temos que #(R(S)) = d". Como a cardinalidade do médulo linha é a
mesma do moédulo coluna, temos que #Im(R(S)) = d" e por sua vez também
#Im(R(S)A) = d". Esta igualdade implica que para cada x € Im(R(S)A), existe
um operador de Pauli Py tal que HY} = € Px|v) e cada estado Px|y) é a intersegao
dos auto-espagos associados aos autovalores qle“ de cada gerador de S. Como Q é
um cédigo estabilizador e dim(Q) = K sabemos que existem K destes operadores
de Pauli formando um conjunto W = {P,. }X, que formam uma base para Q.

Basta entao tomar o conjunto W como os operadores-palavras. O]
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3.5 Algoritmos para encontrar cédigos CWS

Podemos utilizar o Teorema 9 para descobrir cédigos quanticos baseados no
formalismo CWS. A referéncia Chuang et al. (2009) explicita algoritmos que podem
ser usados com este proposito, mas faz apenas para o caso binario e no formato
padrao. Neste trabalho optamos por descrever algoritmos que tratam o caso geral.
No final, o problema de achar bons codigos quanticos se transforma no problema
de achar o clique maximo em um grafo, que é NP-completo.

Como parametros de entrada teremos R(S) a matriz verificadora de tamanho
d x 2n sobre os geradores de S e R(e), a matriz verificadora sobre o conjunto de
erros que se quer detectar. Como saida, sera fornecido o conjunto de K operadores-
palavras W, representado pela matriz verificadora R(W') de tal forma que Clg(W)
detecte os erros em Clg(€) e satisfaga a condi¢ao 3.8 do Teorema 9. Nos algoritmos,
os elementos de uma matriz (considerado também um conjunto de vetores) serao
acessados por colchetes, Ex: R(e)[i] e vamos representar um vetor coluna como o
transposto de um vetor linha, Ex: R”(¢)[i] ou (R(e)[])*.

O primeiro algoritmo guarda na varidvel ErrosS os erros em R(€) que per-
tencem a S e na varidvel ErrosClassicos a representacao classica dos erros que
nao pertencem a S. Precisaremos do primeiro conjunto para tratar a condicao 3.8

do Teorema 9 e do segundo conjunto para tratar a parte classica do teorema.

Entrada: R(e), R(S)
Saida : ErrosClassicos, ErrosS

J=1kK:=1;

para i = 1 : #R(e) faga

se R(S)ART(¢)[i] = 0" entao

| ErrosS[j] :== R(e)[i]; j :==j + 1;

fim

se R(S)ART(¢)[i] # 0" e R(S)AR(¢)[i] ¢ ErrosClassicos entao
| ErrosClassicos[k] := R(S)ART (¢)[i]; k := k + 1;

fim

fim

Algoritmo 1: Procedimento que separa os erros que pertencem ou nao a
S e transforma os que nao pertencem em erros classicos.

O segundo algoritmo usa os erros que pertencem a S, guardados em ErrosS
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e percorre todos os vetores em Z2", de (0,...,0) até (d—1,...,d—1) identificando
quais operadores-palavras que satisfazem a condi¢do quantica do teorema (caso
em que a variavel sinal assume o valor 1), guardando um representante de cada
classe de degenerescéncia na variavel Palavras e sua representagao classica em
vetores pertencentes a Z]; é guardado em PalavrasClassicas. O segundo conjunto
serd usado para achar um cédigo classico C' que detecte os erros classicos em
ErrosClassicos e, achando C, o primeiro conjunto sera usado para associar cada
palavra classica em C' a um operador-palavra em Palavras. E importante frisar
que este algoritmo é desnecessario caso o codigo CWS esteja no formato padrao e

nao existam erros em € = { £} que pertencam a S.

Entrada: ErrosS

Saida : Palavras, PalavrasClassicas
J=1
parav=(0,...,0): (d—1,...,d—1) faga
stnal == 1;
para i =1:#FErrosS faga
| se vA(ErrosS[i])T # 0 entao sinal := 0;
fim
se (sinal =1 e R(S)AvT ¢ PalavrasClassicas) entao
Palavras[j] = v;
PalavrasClassicas|j| := R(S)Av;
J=7+1
fim
fim

Algoritmo 2: Procedimento que cria o conjunto de operadores de Pauli
que podem ser candidatos a operadores-palavras e sua representacao clas-
sica.

Com o Algoritmo 2, temos armazenado na varidavel Palavras todas as pa-
lavras cléssicas que satisfazem a condicao quantica do Teorema 9 e na variavel
PalavrasClassicas um representante classico de cada palavra em Palavras. O
que precisamos agora é achar um codigo com palavras pertencentes ao conjunto
PalavrasClassicas que detectem os erros classicos em ErrosClassicos.

Para achar entao o cddigo quantico com o maior K possivel, usaremos a
seguinte estratégia. Construiremos um super-grafo em que os vértices sao todas

as palavras em PalavrasClassicas e dois vértices (i, j) estardao conectados se nao
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existir erro classico em ErrosClassicos que leve a palavra PalavrasClassicas]i
na palavra PalavrasClassicas[j] ou vice-versa. Conseguiremos entao o nosso co6-
digo quantico otimal achando o clique maximo neste super-grafo. O Algoritmo 3

explicita o Algoritmo de construgao da matriz de adjacéncia M deste super-grafo.

Entrada: PalavrasClassicas

Saida :: M

Faga M[i, j] = OV, j;

para ¢ = 1 : #PalavrasClassicas faga

para j =i+ 1: #PalavrasClassicas faga
se
(PalavrasClassicas[i|— PalavrasClassicas[j]) ¢ ErrosClassicos
e
(PalavrasClassicas|j]— PalavrasClassicas[i]) ¢ ErrosClassicos
entao
| Mli,j]=1; M[j,i] :=1;
fim
fim

fim

Algoritmo 3: Procedimento que cria a matriz de adjacéncia do super-
grafo, onde se ird procurar o clique maximo.

Apos o Algoritmo 3, resta acionar uma rotina para encontrar o clique maximo
do super-grafo representado pela matriz de adjacéncia M. Tendo encontrado este
clique maximo, usamos entao o conteido armazenado em Palavras para exibir os
operadores-palavras que definem o cédigo. O problema de achar um clique maximo
de um grafo é um problema muito estudado na computacao e ha varios algoritmos
conhecidos que fazem esta tarefa, por isso nao sera descrito aqui neste trabalho,
mas seu custo, como citado em Chuang et al. (2009) é aproximadamente de d", por

causa da representacao em Z), de PalavrasClassicas.

3.6 Cédigos CWS assimétricos

Os Algoritmos 1, 2 e 3 descritos na se¢ao anterior podem ser usados da se-
guinte forma. Dados o grupo estabilizador S, um conjunto de erros quanticos que
se deseja detectar e = { E'} e n fixos, podemos entao achar um cédigo CWS otimal,

isto é, com maior parametro K possivel que detecte os erros em e. Normalmente
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os erros que se deseja detectar sao erros dados por um parametro ¢ de forma que
0s erros em € representam erros quanticos de peso até d — 1 e o cédigo quantico en-
contrado tenha parametros ((n, K,0))s. A maior parte dos exemplos encontrados
na literatura se encaixam neste padrao, mas isto nao é necessario, podendo os erros
em € serem descritos de forma diferente. Nesta secao iremos explorar a aplicacao
dos algoritmos no caso bindrio (d = 2) e buscando cédigos CWS que detectem erros
quanticos de Pauli compostos separadamente de operadores Z em até d; — 1 qubits
e X em até dx — 1 qubits. Estes codigos sao chamados de assimétricos e seus para-
metros sao dados por ((n, K,dz/dx))q. Familias de cédigos CWS apresentando n
e K crescentes sao raros na literatura. Nesta secao apresentaremos o resultado da
aplicacao dos algoritmos para cédigos assimétricos, tentando encontrar familias de
cddigos com n e K crescentes. Para isto, usaremos uma metodologia interessante,
encontrando-se deste modo, alguns cédigos novos. A metodologia é interessante
pois de certa forma ataca um problema ainda em aberto dentro do formalismo dos
cddigos CWS, que é o problema de determinar a forma que o grupo estabilizador
S precisa ter para se encontrar codigos quanticos com bons parametros K.

A metodologia utilizada consiste basicamente em buscar grupos estabiliza-
dores baseados em grafos satisfazendo a propriedade S()e = 0, isto é, sem erros
detectdveis em S. A grande maioria dos exemplos de codigos CWS encontrados na
literatura satisfazem esta restricao. A auséncia desta restricao, isto é, a existéncia
de erros detectaveis em S, exige considerarmos a condicao quantica 3.8 do Teo-
rema 9, e consequentemente, ha a necessidade de aplicacao do Algoritmo 2, que
tem por incumbencia identificar as palavras que podem ser usadas na procura do
cédigo.

Para esclarecer a metodologia usada, vamos pensar em d; = dx = 3. Pri-
meiramente, temos que escolher os geradores s; de S de forma que nenhum deles
possua erros Z e X atuando, ao mesmo tempo em uma quantidade menor que 3
qubits, pois desta forma os geradores pertenceriam a S. Duas formas sistematicas

de se fazer isto mantendo a estrutura baseada em grafo do cdédigo CWS consistem
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e11l:

(1) Escolher os geradores de forma parecida com uma estrutura ciclica, fazendo

8i = Li2li 1 XiZig1 42

onde 1 < 7 < n e as somas e subtracoes representadas no indice dos

operadores sao operacoes em Z,;

(2) Nao obedecer uma estrutura ciclica escolhendo os geradores no formato

Si = ZLi32i9Zi 1 XiZi1ZivoZit3

para 3 < i < n — 3. Para i = 1,2,3, fazer, respectivamente X;757374,
I Xo 3y lis, Z149X374 757 € para @ = n — 2,n — 1,n, fazer de forma

andloga.

Computacionalmente a segunda estrutura se mostrou mais rapida na procura
dos cédigos, portanto os exemplos encontrados com os parametros dy = dx =
3 seguem esta estrutura. Para n = 10,11,12,13 os grafos associados exibem o

formato mostrado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Grafos associados aos cddigos ((n, K,3/3)), 10 <n < 13
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Mas nao basta que os geradores nao pertencam a e, isto é, que os geradores
nao sejam erros detectaveis; requer-se ainda que nao exista nenhum elemento de S
em €, por isso precisamos verificar todas as combinacoes dos geradores de S. Neste
sentido, o segundo passo consiste em fazer n crescer e descobrir se existem valores
de n de tal forma que S()e = (. Como estamos lidando com grupos estabilizadores
no formato padrao, para dz; = dx = 3 basta verificarmos todos os elementos de S
que sao o produto de 2 geradores apenas, pois elementos de S que sao produtos
de mais geradores automaticamente nao satisfazem a condi¢ao dy = 3. Podemos
verificar, no caso deste exemplo, isto é, dz = dx = 3 e geradores de S no formato
nao ciclico que para qualquer n > 4, a condi¢ao S[)e = ) serd sempre satisfeita.

Tendo concluido os passos 1 e 2, agora usamos os algoritmos para testar
se realmente existem cdédigos com os parametros n encontrados. Fazendo isto

encontramos codigos com os seguintes parametros.

Tabela 3.1: Parametros n e K para cédigos ((n, K,3/3)) com 10 <n <13

Cédigos ((n, K,3/3))
n K
10 2
11 4
12 8
13 16

Para n > 13, por motivos de eficiéncia computacional, nao foi possivel ve-
rificar se o padrao observado na tabela seria mantido, isto é, se conseguiriamos
cédigos com parametro K = 32,64, .... Apesar disso, sabemos que o padrao nao
pode perdurar para sempre, pois com esta metodologia, os cédigos sempre satis-
fazem €S = (), isto é, Clg(FE) # 0 para qualquer erro E no conjunto de erros
detectaveis €, o que faz com que estes cdédigos sejam nao degenerados, satisfazendo
desta forma, a versao assimétrica do limitante quantico de Hamming facilmente
computavel. O conjunto de erros corrigiveis é composto de erros X e Z atuando

cada um separadamente em 1 qubit, isto €, podemos ter:

(1) Auséncia de erros: quantidade - 1.
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(2) Um erro X e nenhum erro Z: quantidade - n.

(3) Um erro X e um erro Z: quantidade - n?.

(4) Nenhum erro X e um erro Z: quantidade - n.
No total a quantidade de erros corrigiveis é (n + 1)?. Um cédigo nao degenerado
de parametros ((n, K, 3/3)) satisfaz a seguinte desigualdade:

2" > (n+1)*K.

Podemos verificar que neste exemplo, ja para n > 22 a permanéncia deste padrao
se torna impossivel. Resta entao descobrir se o padrao é satisfeito até n = 21
ou nao. Mesmo que o padrao nao seja observado até este valor, ainda assim
seria interessante tentar descobrir o quao perto do limite de Hamming esta familia
alcanca.

Utilizando-se a mesma metodologia, encontramos os seguintes codigos.

Tabela 3.3: Cédigos

o ((n, K, 3/2)) .
Tabela 3.2: Codigos Tabela 3.4: Cédigos
((n, K,2/2)) Cédigos ((n, K,3/2)) | ((n, K,4/2))
n K

Cédigos ((n, K,2/2)) 7 5 Cédigos ((n, K,4/2))

n K 3 1 n K

6 8 9 ] 9 4

7 16 10 16 10 8

8 32 11 8

9 64 12 32

3.7 Consideragoes finais

Na Se¢ao 3.1, demonstramos para qudits, que um grupo estabilizador S de

ordem |S| estabiliza um subespago de H} de dimensao |‘£ Apesar de ja existir

S|*
uma demonstracao deste resultado, criamos uma que generaliza a demonstracao

sobre qubits contida em Nielsen e Chuang (2000) e faz uso da matriz verificadora
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da Definicdo 3 e da interpretacdo da matriz R(S)A como um homomorfismo de
Zg-modulos.

Na Segao 3.2 demonstramos que todo codigo CWS sobre qupits é equivalente
a um codigo CWS no formato padrao. Apesar de algumas referéncias fazerem
menc¢ao a esta demonstracao, nao a achamos na literatura e optamos entao por
fazer uma que também generaliza a demonstracao sobre qubits e que também faz
uso da matriz verificadora sobre os geradores do grupo estabilizador R(S) e das
portas generalizadas descritas em Hostens et al. (2005).

Na Secao 3.3, demonstramos o resultado que permite a busca por bons codi-
gos CWS tendo por base cédigos classicos que corrijam um conjunto determinado
de erros. Usamos a demonstragao usual encontrada na literatura.

Na Segao 3.4 utilizamos novamente a matriz verificadora R(S) e a interpreta-
¢ao da matriz R(S)A como um homomorfismo entre Z;-médulos para demonstrar
o Teorema 10 que generaliza os resultados contidos nos Corolarios (4 e 5). Estes
ultimos, resultados aceitos na literatura, mas dificeis de se encontrar para qudits.

Na Secao 3.5, descrevemos para qudits, os algoritmos necessarios para se
encontrar bons codigos quanticos do tipo CWS. Estes estao descritos em Chuang
et al. (2009) mas apenas para qubits.

Na Secao 3.6, mostramos para qubits, alguns novos cédigos CWS assimétricos

que foram descobertos usando os algoritmos da Segao 3.5.
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Capitulo 4

Observaveis para identificacao de erros

em codigos CWS binarios

Neste capitulo, estabelecemos uma condicao para a existéncia de observaveis
que nao sao operadores de Pauli mas podem ser usados como observaveis de medida
para codigos CWS e que podem ser escritos em termos dos geradores do grupo
estabilizador associado ao codigo CWS. Também descrevemos um procedimento
para achar estes observaveis. Este procedimento é especialmente 1itil para cédigos
CWS que sao “proximos” aos codigos estabilizadores. Esta nogao de proximidade
serd discutida mais adiante.

Poucos artigos discutem métodos de decodificacao para cdédigos CWS; a prin-
cipal excecao é o trabalho de Li et al. (2010), que descreve um método geral baseado
numa algebra de medidas complexa, exigindo a definicao de uma nova estrutura
chamada de cédigos USt (Union-Stabilizers Codes), primeiramente descrita em
Grassl e Rotteler (2008a). Neste capitulo, descrevemos um procedimento para
achar um conjunto alternativo de observaveis que podem ser usados para deteccao
dos erros. Estes sao mais simples e quando suficientes para identificacao dos erros,

reduz o nimero de medidas necessarias.

4.1 Observaveis para identificagao de erros em cédigos quanticos

Nesta secao explicamos de forma geral como a identificacao dos erros em um

cbédigo quantico pode ser feita, isto é, quais observaveis podemos usar para iden-
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tificar o erro ocorrido e assim tentar corrigi-lo. Depois explicamos, para coédigos
CWS, o ganho que medir com os observaveis do procedimento usado em Li et al.
(2010) fornece quando comparado ao procedimento geral. Depois explicamos bre-
vemente os observaveis que usamos para medida, discutindo algumas ideias que
serao usadas no trabalho. Diferentemente do conjunto de observaveis descritos
em Li et al. (2010) que sempre conseguem identificar o erro, nosso conjunto de
observaveis nem sempre € suficiente para identificar o erro em um coédigo CWS,
mas quando é, a complexidade do procedimento de identificacao do erro é feito de
forma mais eficiente.

De acordo com Li et al. (2010), dado um cédigo quantico Q e um conjunto
de erros corrigiveis € = { £}, podemos determinar um conjunto suficiente de obser-

vaveis para detectar o erro ocorrido utilizando o seguinte procedimento:
(1) Considere {|w;)}X, uma base ortonormal para o cédigo Q. Primeiramente

construimos o projetor Py sobre o cédigo fazendo:

K

Po =" w){wi;

=1

(2) A partir deste projetor, construimos o observavel

Mg =2Pg—1I.

Este observavel mede 1 se o estado pertence ao codigo e -1 caso contrario;
portanto é capaz de detectar os erros em €, mas nao é capaz de identifica-

los.

(3) Finalmente, para construir nosso conjunto de observaveis capazes de iden-
tificar os erros, fazemos para cada erro de Pauli E € € de classes de dege-
)

nerescéncia diferentes,

My = EMgE".

De acordo com o descrito, a complexidade do procedimento de identificacao
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dos erros depende da complexidade de realizar a medida com o observavel Mg e
da quantidade de classes de degenerescéncia distintas considerando os erros em e.
Como um cédigo de distancia d pode corrigir erros em até t = [(d — 1)/2] qubits,

a quantidade de erros de Pauli distintos em € é

B(n,t) =) _ 3

Para codigos CWS, segundo Li et al. (2010), a complexidade ao medir com
o observavel Mg é (1 + K)O(n?), portanto se o c6digo ¢ nao degenerado, isto &,
a quantidade de classes de degenerescéncia diferentes dos erros é exatamente a

quantidade de erros em €, a complexidade total do procedimento de medida sera
B(n,t)(1+ K)O(n?).

Na referéncia Li et al. (2010), para cdédigos CWS gerais, conseguiu-se um

procedimento de identificacao dos erros cuja complexidade é

! +2t — 1| 2K (n® +n).
?

Nesta referéncia, o maior ganho representa a quantidade total de medidas
que precisam ser feitas. No caso geral eram B(n,t) e para o método apresentado
em Li et al. (2010) é N(n,t) = [(2) 4+ 2t — 1]. Ainda assim, para ¢t e K grandes,
o método ainda nao é eficiente.

Nosso método tem como primeiro resultado analisar quais operadores de
Pauli podem ser usados como observaveis para coédigos CWS. Seja S o grupo
estabilizador e W o conjunto de operadores-palavras. Se g € Ng(W), isto é, se

g é um elemento do normalizador de W em S, entao g pode ser usado como um
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operador Pauli de medida. Isto segue das igualdades
gEW;[v) = miEigW; ) = miEsW;g|v) = m EW;|),

onde m; = £1. A partir da expressao anterior, segue-se que E;W;|1) pertence ao
auto-espagco associado ao autovalor m; de g, entao nao ha perda de informacao apos
a medida. Quando um coédigo CWS é um codigo estabilizador, o procedimento de
decodificagdo usa um conjunto gerador de Ng(W) como observaveis e o nimero
de geradores é n — log,(K). Se o cédigo CWS nao é um cédigo estabilizador,
podemos usar a ordem do grupo normalizador Ng(W') como parametro para medir
o quao perto o codigo CWS estd de ser um codigo estabilizador. Se a ordem
¢ 1 (no caso Ng(W) = {I}), o cédigo CWS esta longe de ser estabilizador e
podemos usar apenas observaveis que nao sao operadores de Pauli no procedimento
de decodificagao.

Se o cbédigo CWS é também estabilizador, utilizamos apenas operadores de
Pauli para identificar erros. No caso geral, precisamos completar o conjunto de
observaveis com operadores que nao sao operadores de Pauli. Neste capitulo, ainda
estabelecemos resultados sobre a existéncia e forma de observaveis de medida para

codigos CWS que pertencem a algebra de grupo sobre R gerada por S, R[S].

4.2 Caracterizagao dos observaveis do tipo-4

Um operador A € R[S] pode ser escrito como

A= Z OévSV,

VeFy

em que usamos a notagao SY para representar um elemento de S = (s1,...,s,)

da forma
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onde V = (v;,...,v,) é um vetor binario. Nos vamos definir um “tipo” ao operador

A e funcao do numero de coeficientes ay; nao nulos.

Definigao 6. Um observdvel do tipo-i é um operador A € R[S] que satisfaz A*> = I

e € exatamente uma combinacao linear de i diferentes elementos de S.

Note que esta definicao faz sentido por que o grupo S é um subconjunto de
uma base para o espaco de Hilbert H", e logo A = Z avSY é escrito de forma
VeF?
unica.
Observaveis do tipo-1 sao operadores de Pauli. Nao ha observaveis do tipo-2,

porque se A = oy SY + auSY2 com U, # U, e oy, ay diferentes de 0, entdo
A? = (2 + ad)] + 20,058V T2

nao pode ser igual a I. De forma analoga, podemos mostrar que nao ha observaveis
do tipo-3. Neste trabalho consideraremos apenas operadores do tipo-4.
Se um operador unitdrio A é um observavel, entao A2 = I. Como estamos

lidando com observaveis em R[S], temos as seguintes proposigoes:

Proposigao 2. Sejam S o grupo estabilizador de um codigo CWS na forma padrao
e A= Z avSY um elemento de R[S]. Entdo A% = I se e somente se
VeFy
Y aiy=1e ) avaviy=0YUEeF;\{0}. (4.1)
VeFy VeFy

Demonstracao. Tome

A? = Z oyl + Z avayvSYSY'.

VeFy VAV

Todos os termos SY € S\ {I} estdao presentes no segundo somatério, cada um

tantas vezes quanto V + V' = U, isto é, 2". Entao, podemos reescrever esta
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equacao como

A? = Z OéV]—l- Z Z OévOéV/S

VeFy UeF\{0} V+V'=U
B S TRED S pr
VeFy UeF2\{0} VeFy
donde segue o resultado (4.1). O

Os Observaveis do tipo-4 podem ser restringidos pelo teorema que segue.

Teorema 12. A é um operador do tipo-/ se e somente se

\4
A= i‘% (=1 4+ 8V +8V2 4 8V1HV2) (4.2)

com Vi #Vy e Fy\ {0} e V € F3.

Demonstragdo. Se A é dado pela equacao (4.2), entao é simples verificar que A? =
I. logo, A é um observavel do tipo-4.
Reciprocamente, tome um observéavel do tipo-4 A = a1 SV +a,SV2 +a3SV3 +

a,SY4. Temos:

4
(Z a?) I+ 2a;058YY2 4 20,058V Y3 4+ 200, SU Y

20(20[38U2+U3 —f- 20[20(4SU2+U4 + 20430[4SU3+U4.

0s a’s nao sao zero, logo, A? = I implica que

e a soma dos ultimos 6 termos é zero, o que implica que U; + Uy = Uz + Uy,
U1+U3:U2+U4 6U1+U4:U2+U3.
Podemos reescrever A tomando V = Uy, V; = U; + Uy e V, = U; + Us,

61



entao Vi + Vo =U; + U, e

SV
A= - (oq[ + SV 4+ a3 SV + a4SV1+V2) )

Note que Vi # Vy e Vy # 0 # Vy porque se ¢ # j, U; # U;. As solucoes

obedecendo as restrigoes (4.1)pertencem ao conjunto
(o, 00, 03,04) € £3{ (—1,1,1,1),(1,-1,1,1),(1,1,-1,1),(1,1,1, -1)}.

As dltimas trés solucdes podem ser obtidas da primeira tomando SYV', SV2 e

SV1+V2, respectivamente e absorvendo estes termos em SV. ]
4.3 Condicoes para a medida com observaveis do tipo-4

Agora vamos introduzir a seguinte notagao:

SViVe) = = (] 4 §Vr 4 8V 4 SViHVe) (4.3)

N | —

Note que para qualquer Vi, Vy € F2, SV1:V2) estabiliza |¢). No préximo
Lema, uma fungao F': G, — F que depende implicitamente de V; e V é definida

por

p

Vi + Vy se G anti-comuta com SV' e SV2;
Vi se G anti-comuta apenas com SV2;
F(G) = (4.4)
V, e G anti-comuta apenas com SV!;
0 comuta com ambos.

Lema 4. Seja G um operador de Pauli. Se G ndo comuta com SYV' ou SV2, entdo

SViVo)ir — _QF(@) (7 §(V1,V2) — _ 7 SF(G) Q(V1,V2) — _ (7 §(V1,V2) GF(G)
Demonstracao. A verificacao é imediata. n

As condicoes que garantem que possamos usar um operador A como um

observavel para um cédigo CWS estao intimamente relacionadas com as condi¢oes
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que garantem que A estabilize o cédigo.

Proposigao 3. Seja C; = (c},...,c"), i = 1,...,K as palavras cldssicas de um
codigo CWS no formato padrao. Sejam Vy, Vo, V € F4 e p; = (C;, V1) V(C;, Va),
onde V € o operador de disjunc¢ao logica. Entao, um operador do tipo-4 A estabiliza

o cédigo se e somente se A =SYSV1V2) ¢ (C;, V) = p; para todo 1.
Demonstragio. Suponha que A = SYSV1:V2) ¢ (C;, V) = p; para todo i. entdo,

(1) se Z€ comuta com SV' e §V2, entdao Z€ também comuta com SV and
SV1:V2) Higto ¢,

SVS(VhVQ)ZCi w) — ZCz

¥),

(2) se Z€ nio comuta com SV' ou SV2, entdo ZC anti-comuta com SV.

assim, o Lema 4 implica que

SVs(Vl,Vg) ZCi

¢> _ SV(—SF(ZCi))ZCiS(Vl’VQ)|¢> — _SVZcZ-SF(ZCi)

).

¥) =
o SVzCi

Yy =29SVy) = 2%

em qualquer caso, A estabiliza o cédigo.
Reciprocamente, seja A um observavel do tipo-4. Pelo Teorema 12, A =
+SVSIViVal donde, Aly) = £SVSIVLVel|yh) = £]3). Por hipétese, A estabiliza

o cédigo, assim, A = SVSIV1:V2} Jogo, para estabilizar o cédigo, temos:

(1) Se um operador-palavra W; = Z€ comuta com SV' e SV2 entdo

SVS(Vl ,Va) Zci

v) = SYZUSYIy) = SYZ% ) = 2€

).

A tltima igualdade implica que SV comuta com Z€:. logo, (C;, V) = 0.

(2) Se W; = Z€ nao comuta com SV ou V2, o Lema 4 implica que

SVs(Vl ,Va) Zci

v) = SV (=87 2OV = —§V 2O Ey)

=\ V).

V) =2
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A ltima igualdade implica que SV anti-comuta com Z€, e assim, (C;, V) =

1.

]

Tomando V = (vy,...,v,) € F} e p; = (C;, V1) V (C;, Vy), as equagdes

(C;, V) = p; podem ser colocadas em notagao matricial

a o
C = (4.6)
Cic C

Dado um conjunto de erros corrigiveis de um cédigo CWS, se estes podem
ser identificados medindo-se com um conjunto de observaveis sem que haja perda
de informacao, independentemente de quais erros ocorreram, entao chamaremos
ambos estes observaveis de Operadores de Decodificagao ou Observaveis de
Decodificagao.

Um operador A pode entao ser usado como Operador de Decodificacao se a
informacao codificada nao é perdida apds a medida com A. Temos que garantir
que para cada i e para todo j, E;W;|1) pertenca ao auto-espaco de E;W; associado

aos autovalores 1 ou -1, isto é,

AEWj|b) = EW;lY), Vi

ou

AEW;l¢) = —EW;[¥), V.
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Tendo isto em vista, temos o seguinte teorema:

Teorema 13. Seja & = {E;}L, um conjunto de erros de Pauli corrigiveis de um
cédigo CWS no formato padrao, Entio, um observdvel do tipo-4 A = SYSV1:V2)
pode ser usado como operador de decodifica¢do se e somente se para todo i €

{1,...,T} existe uma solu¢ao V' da Equagao. (4.5) com V =V + F(E;).

Demonstragio. Suponha que A = SYS(V1:V2) satisfaz V = V,; + F(E;), para todo
i, onde V; é uma solugao da equacao (4.5). Tome SV E; = m; E;SY, onde m; = +1.

Entao, pelo Lema 4 temos

(1) se E; comuta com SV e §V2, entdo F(E;) = (0,...,0) (4.4) e

AEW;[p) = SYSVVYEW,Y) = SVESVVIW, )
= miEiSVS(V17V2)Wj|w> = miEiSVJFF(Ei)S(VI’VQ)Wj|¢>

= miEiSV”ES(Vl’VQ)Wﬂw) = szzVV]|1/1>

A ltima igualdade é verdadeira porque SYiS(V1:V2) estabiliza o c6digo.

(2) Se E; nao comuta com SV ou §V2, entdo

AEW;|¢) = SYSVrVIEW,|p) = —SYH(E) B,sViVaTy|y))

= —mESViSVIVIW, ) = —my; E;W;|).

/ .1 7 .
De novo, usamos que SViS(V1:V2) estabiliza o codigo.

Reciprocamente, suponha que A = SYSV1:V2) pode ser usado como obser-
vavel. Usando SVE;, = m;E;SY, onde m; = =+1, e repetindo as operacoes de

comutacao, temos

(1) se E; comuta com ambos SV! e SV2, entdo
AEzW]|w> _ SVS(VI’VZ)Ein|¢> _ miEiSV+F(Ei)S(V1,V2)Wj|w>

onde F(E;) = (0,...,0).
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(2) Se E; nao comuta com SV ou SV2, entdo

AEW;|¢) = SVSVIVIEW|y) = —m; E,SVHEISVIVIW ).

Estamos assumindo que A pode ser usado como observavel, em ambos os casos

temos
AEW;|0) = E;W|4), Vj
ou
AEW;|¢) = —EW;[), V.

isto implica que SVHF(E)SV1:V2) estabiliza o cédigo para todo 4, e pela Proposi-
¢ao 3 existe uma solucao V| para a Equacao (4.5) tal que V + F(E;) = V! para
todo . O]

O Teorema 13 nos permite fazer uma busca exaustiva por observaveis do

tipo-4, usando a expressdo A = SYSV1:V2)

. Temos que considerar todos os pares
(8V1,8V2) em S tal que V| # V, e procurar por solucoes da equacio (4.5) para
cada par. Este processo pode ser custoso. O préximo corolario fornece uma forma

mais eficiente de procurar estes observaveis restringindo o espago de busca a ele-

mentos em Ng(£), mas, neste caso, algumas solugdes podem nao ser consideradas.

Corolario 6. Sejam & = {E;}L_, um conjunto de erros corrigiveis de um cddigo
CWS no formato padrao e Ns(E) o normalizador de & em S. Se A = SVSV1:V2)
é um observdvel do tipo-4,onde SV*,8V? € Ng(€) e V é uma solucio da Equa-

¢ao (4.5), entdo A pode ser usado como observdvel para o cédigo CWS.

Demonstragdo. Se ambos SY! e §V2 estao em Ng(€), entdo F(E;) = (0,...,0)
para todo ¢, e o Teorema 13 implica que V = V;, onde V; é uma solucao da

Equacao (4.5). O
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4.4 Procedimento para determinar os operadores de medida

O Corolario 6 auxilia na construgao de um procedimento para achar obser-

vaveis do tipo-4.

Procedimento 1. Sejam €& = {E;} o conjunto de erros corrigiveis e W = {W;}

o conjunto de operadores-palavras.

(1) Ache geradores independentes de Ng(W);

(2) Mega com estes geradores. Para cada sindrome, existe um conjunto £, contido

em &, de erros que nao foram detectados pelas medidas;
(8) Para cada & faga

(a) Ache todos os elementos do grupo Ng(E');

(b) Tome pares (SV',8V2) em Ng(&') tal que Vi # Vo até achar uma so-
lugao V da equacao (4.5) que distingue alguns erros em E'. FEste passo

deve dividir £ em subconjuntos menores;

(¢) Repita os passos (a) e (b) com os subconjuntos menores tantas

vezes necessdrias até que possamos distinguir os erros de Pauli em E'.

Para achar geradores de Ng(W) no passo 1, usamos a relagao de comutagao

7€1§95 = (—1)(€1:0,) 59 7€, (4.7)

para mostrar que S% € Ng(W) se e somente se (C;, O;) = 0 para todo i. Isto
implica que O; estd no nicleo da transformagao linear descrita pela matriz C' na
equagao (4.6). Os geradores independentes de Ng(IV) sao obtidos a partir de uma
base para o nucleo de C.

No passo 3, para achar todos os elementos em Ng(E'), convertemos os erros
em &' para palavras classicas usando a funcao Clg e construimos uma nova ma-

triz. O nucleo desta matriz tem correspondéncia um para um com os elementos
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de Ng(&'). Cada par (SV',8V2) e uma solugao V da equacdo (4.5) gera um ob-
servavel do tipo-4 para erros em £’. Para aumentar a eficiéncia do procedimento,
podemos entao testar quando cada observavel encontrado pode ser utilizado nos

outros conjuntos & gerados no passo 2.

4.5 Implementagao das medidas com observaveis do tipo-4

V1,Vs)

Usando uma notacao parecida a S¢ na equagao 4.3, considere o seguinte

operador sobre a matriz de Pauli X ao invés de S:

X(VLVQ) _ (_[ + XV1 =+ XV2 + XV1+V2) ]

DO | —

Se V; = (1,0) e V4 = (0,1), no caso de 2 qubits, XV:V2) é o operador de
Grover, dado por 2[¢)(¢| — I onde |¢) = 1 S, |i). O circuito para este operador
¢ amplamente conhecido Grover (1996); Nielsen e Chuang (2000).

Seja [E o conjunto das arestas do grafo representado pela matriz de adjacéncia

M, e defina

em que P ;) ¢ a porta Z controlada atuando nos qubits i e j. O operador U ¢
usado no procedimento de codificagao dos cdédigos CWS Cross et al. (2009)

Usando as formulas basicas do formalismo dos estabilizadores, obtemos
UXVxVVelyt = sV§Vive), (4.8)

Também facilmente verifica-se que XV1:V2) = y(V2,V1) ¢

X(V,W1+W2) — XVX(V,Wl)X(V,Wg).
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A férmula anterior pode ser estendida para mais termos, gerando-se

j=1

Expandindo V; e V3 na base canonica e; de F}, obtemos V; = Z?:l vi(l)ei

2 1 2) - : -
eVa=>" vPe;, em que vi( Ve vi( ) sdo coeficientes binarios. Usando duas vezes

=1 "1

a equagao (4.9), obtemos

XVX(Vl,VQ) — XVJr(nfl)Vl HX(n_l)Uj(?)ej H X(Ugl)ei,y;mej). (410)

j=1 i=1

®,. @2,
Se vl(l) #0e v](-Q) # 0, 0 termo 2@ eve) — yleie) ¢ g operador de grover

(1)

atuando nos qubits ¢ e j. O circuito neste caso é conhecido. Se ambos v; ’ e v](?)
sao zero, este termo ¢ a identidade e se apenas um dos coeficientes é 0, o termo
é a matriz de Pauli X atuando nos qubits 2 ou 5. Em qualquer caso, podemos
construir um circuito para SYSV1:V2),

Vamos calcular a complexidade do circuito de SYSV:V2). O ndmero de

portas de X (0 iy es) é, no pior caso, igual ao numero de portas do operador
de Grover, que é fixo. O ntimero de portas no circuito de XV ¢ O(n). Como i, j
percorrem de 1 a n, a complexidade do circuito de XV ¢ O(n). Como i, j percorrem
de 1 até n, a complexidade do circuito de XVXV1:V2) ¢ O(n?). A complexidade
total do circuito para U também é O(n?) Cross et al. (2009). A complexidade total
do circuito para SV1:V2) ¢ O(n?). A mesma anélise de complexidade se aplica ao
se medir com estes observaveis.

Para calcular a complexidade total do procedimento de decodificagao, preci-
samos estimar o nimero de medidas necessarias para achar os erros. Uma estima-
tiva para este nimero vem dos detalhes do Corolario 6 e procedimento 1.

Suponha que temos um conjunto completo de operadores de decodificagao

satisfazendo ao Coroldrio 6. Seja SYSV1:V2) um destes observaveis. Seja s a

sindrome de um erro E quando usamos o observavel de Pauli SV, isto é, s = +1
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se B e SV respectivamente comuta ou anti-comuta. Entdo temos

SVSViVap = SVESV1V2) = s pSVSVV2),

Como SVS(V1:V2) estabiliza o cdédigo, concluimos que a sindrome de SV
SV1:V2) & na realidade obtida da sindrome de SV € S. Como o nimero de gerado-
res independentes de S é n, o nimero de medidas, tanto com operadores de Pauli
quanto com operadores do tipo-4, nao podem ser maiores que n, e a complexidade

total das medidas no procedimento de decodificagao é O(n?).

4.6 Exemplos

Nesta secao, empregamos o procedimento 1 para achar os observaveis para os
codigos ((9,12,3)) e ((10, 20, 3)); o primeiro ¢ baseado no grafo ciclico e o segundo
no grafo biciclico. Estes cdigos foram descritos por Cross et al. (2009) e Hu et al.
(2008).

Para o cddigo ((10,20, 3)), temos os geradores

s1=XZI11ZZII1] s¢ =Z1ITIXZIIZ

So=LXZIIIZIII st =1Z1T11ZXZI1I
s3=1ZXZII1Z1] s =11ZI11ZXZ1
sy =11ZXZIIIZ] sg=I1I1TZI1IZXZ

s5 =411ZXIIIIZ  s10=1111ZZ11ZX

e palavras classicas

0000000000
0000101001
1011011111
1111000101
0010111011

1001100100
1100101101
1110010110
0101101011
1011010100
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0111011011
1100000100
0001111010
0011000001

0101100000
0111010000
1101111110
0010010010
1110111111



No passo 1 do procedimento 1, temos que achar geradores para Ng(W). Isto
é feito achando uma base (O) para o nicleo da matriz C, descrita na equagao (4.6).
Neste exemplo, esta base é mostrada na Tabela 4.1. Entdo, os geradores de Ng(W)
sao operadores de Pauli em S©1, §92, §93 SO+ No passo 2, sdo feitas as medidas
com estes operadores. O resultado é mostrado nos sinais 4+ no topo das sub-tabelas
da Figura 4.2, Por exemplo, se o resultado da medida é + + +—, apenas dois erros

de Pauli nao foram detectados, Ys e Z;. £ é {Y3, Z1} neste caso.

Tabela 4.1: observaveis de Pauli (§97) para o cédigo ((10,20,3)).

0,
0001110011

0,
0010011001

Os
0100111110

o
1000000100

Seguindo o passo 3 do procedimento 1, nés obtemos os primeiros observaveis
do tipo-4, A; na Tabela 4.2, quando & = {Y5, Z;}. Estes sao descritos por A =
SVSV1:V2) (veja Eq. (4.2)). Neste caso, a etapa (a) do passo 3 é usada apenas uma
vez, porque o observavel A; distingue todos os erros em em £’. Note entao que
podemos verificar se A; pode ser usado para outros conjuntos £’. Neste exemplo,
Aq pode ser usado 4 vezes, como pode ser observado na Figura 4.2. O préximo

conjunto serd & = { Xy, Z3}.

Tabela 4.2: Observaveis do tipo-4 para o c6digo ((10,20,3)).

A% Vi V,
A, | 0000111001 | 0000100001 | 0001000011
A, | 0000111001 | 0000100010 | 0001000000
As | 0000010001 | 0000000011 | 0000010010
A, | 0000110000 | 0000011000 | 0000100010
As | 0000111001 | 0000011011 | 0000101011
Ag | 0000111001 | 0000011000 | 0001000000
Az | 0000111001 | 0000110000 | 0010000010

No final, obtemos 7 observaveis do tipo-4 que estao listados na Tabela 4.2.
A forma destes observéveis é dada pela expressao SYSV1:V2) explicada na equa-
¢ao (4.2). Para decidir qual observével deve ser usado como medida, basta analisar
a Figura 4.2. Note que para este codigo, é suficiente medir com apenas mais um ob-

servavel do tipo-4. A sindrome ++++ nao foi considerada porque neste exemplo,
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nao existem erros associados a ela, apenas o operador identidade. A seguir, temos
os resultados das medidas dos observaveis. Os sinais no topo de cada sub-tabela
descrevem das medidas dos observaveis de Pauli da Tabela 4.1. As medidas dos

operadores do tipo-4 estao condicionadas pelos resultados das medidas de Pauli.

Figura 4.1: Resultados das medidas dos observaveis para o cédigo ((10, 20, 3)).

44— ++—+ ++-—— ———= +— 4+
Y, Zy Yio 2o Xy Zg X7 Y5 X4 Zs
Al- +| [A] = F| [4A- +] [A+ —| [4]- +
———+ —++- ——+- +— 4= - —++
X10 Zs X3 Y7 Yy Y3 X5 Ys Zw Yy
Al + — | (A + —| [A] - +] [A]+ —| [A] + -
—+++ —+-—= —+—+ +-—+ +-—
Xs Zy X Y3 Zy Zs X1 Zr X9 Vi

A | — +| [+ =] [4|+ —| [A& |+ — ] [4] - +

O cddigo ((9,12,3)) tem seu grupo estabilizador S baseado num grafo ciclico

com geradores s; = Z;_1X;Z;11. As palavras classicas sao

000000000 100100100 010001100 110101000
000110001 100010101 011001010 111101110
001010011 101110111 011111111 111011011

De acordo com o procedimento ja discutido, primeiramente medimos com

trés observaveis de Pauli

Tabela 4.3: Observéveis de Pauli (§97) para o cédigo ((9,12,3)).

O Os Os
000010001 | 001000010 | 010001000

Depois, achamos nove observaveis do tipo-4. Estes sao descritos por A =
SVSVi1V2) (veja Eq. (4.2)).
O procedimento de medida esté descrito na Tabela 4.2. Os sinais no topo de

cada sub-tabela descrevem das medidas dos observaveis de Pauli da Tabela 4.4. As
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Tabela 4.4: Observaveis do tipo-4 para o cédigo ((9,12,3)).

medidas dos operadores do tipo-4 estao condicionadas pelos resultados das medidas

de Pauli.

Figura 4.2: Resultados das medidas dos observaveis para o cédigo ((9,12,3))

\'%

Vi

Vs

100000111

000000011

000001000

000100110

000000010

000011000

100101001

000000010

000001000

100101010

000000001

000001010

000100110

000000001

000001000

100001101

000000001

000000010

000100110

000001000

000010000

100001101

000000001

001000000

000100110

000000001

010000000

++ + ++ - + -+
I Z; Zy Zy X5 X3 Zg Zo Xg Xo Zg Zs
A+ = + =4 - + = + |4l - + - +
As |+ + — — || A — + || As — +
+__
X7 Y7 Y3 Y
Ayl + + — —
As - +
Ag | — +
—++ -+ + - —+
Xs Xo Zy Zs X1 Y5 Y5 V) Xy Yy Vs Y
Azl — 4+ — + || A+ — — 4+ |||+ - — +
A7 | — + Ag + - A7 - +

Nem sempre conseguimos achar operadores do tipo-4 suficientes para efetuar
a medida, por exemplo, para o cdédigo ((10,18,3)) também presente em Cross

et al. (2009), pode-se verificar que nao ha operadores deste tipo suficientes para se

descobrir o erro.
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4.7 Consideracgoes finais

Na Secao 4.1, descrevemos tipos de observaveis que podemos usar para iden-
tificagao dos erros em um cédigo quantico geral e a complexidade do procedimento
de medida com estes observaveis. Descrevemos também, especificamente para cé-
digos CWS, o ganho em complexidade que os observaveis descritos em Li et al.
(2010) possibilitam no procedimento de deteccao e finalmente introduzimos algu-
mas ideias a respeito do nosso conjunto de observaveis propostos para identificacao
dos erros.

Na Secao 4.2, definimos um operador que chamamos de observaveis do tipo-4
e caracterizamos algumas de suas propriedades.

Na Secao 4.3 apresentamos as principais contribuigoes, caracterizando, no
Teorema 4.5 e no Corolario 6 quais as caracteristicas que um observavel do tipo-4
deve satisfazer para poder ser utilizado como observavel de medida para codigos
CWS.

Na Secao 4.4, descrevemos um algoritmo que busca observaveis para identi-
ficar os erros de um coédigo CWS, tanto observaveis que sao operadores de Pauli
como observaveis do tipo-4.

Na Secao 4.5, descrevemos como funcionam as portas necessarias para im-
plementar as medidas com os observaveis do tipo-4, mostrando que se o proce-
dimento 1 encontra observaveis que sao suficientes para determinar os erros, as
medidas para que esta identificacao seja feita sao feitas de forma eficiente.

Na Secao 4.6, descrevemos dois exemplos de cédigos CWS explorando o uso
dos observaveis do tipo-4. Nestes dois exemplos, apenas com operadores de Pauli

e observaveis do tipo-4 foi possivel identificar o erro.
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Capitulo 5

Conclusao

Acreditamos que este trabalho contribuiu para o desenvolvimento da pesquisa
na area de codigos quanticos de correcao de erros de duas formas: a primeira foi
no entendimento mais apurado da relagao entre codigos quanticos do tipo CWS
em sistemas de mais de um nivel (qudits) e ciodigos estabilizadores; a segunda
contribuicao foi na eficiéncia na detecgao dos erros em cédigos CWS em sistemas
de dois niveis (qubits).

Nos Capitulos 2 e 3 apresentamos as ferramentas necessarias para entender
os resultados da tese. No Capitulo 4, apresentamos os cédigos CWS. Neste ca-
pitulo, tratamos os codigos CWS em sua forma mais geral, sobre qudits, onde d
pode assumir qualquer valor. Quando necessario, evidenciamos os resultados vali-
dos apenas para qupits, quando d é primo, para qubits, quando d = 2 e quando o
cbédigo CWS é baseado em um estado-grafo. Na literatura estes resultados nao se
encontram facilmente disponiveis, gerando as vezes confusao sobre quais resultados
sao validos em cada caso. Além disto, apresentamos um novo resultado, contido
no Teorema 10. Este resultado generaliza os resultados presentes na literatura que
relacionam cédigos estabilizadores com cédigos CWS, que neste trabalho foram
apresentados como Corolédrios do Teorema 10, respectivamente, o Corolario 4 e o
Corolario 5. O resultado contido no Teorema 10 surge ao se explorar propriedades
dos operadores-palavras W = {wy, ..., wg}de um cédigo CWS, mais especifica-

mente, surge ao se enxergar estes operadores-palavras através da estrutura de uma
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matriz verificadora R(W), como definido na Defini¢ao 3 e analisar a matriz R(W)A
como um homomorfismo entre Z;-mddulos.

No Capitulo 5, apresentamos outro resultado desta tese. Baseado-nos princi-
palmente nas ideias contidas em Yu et al. (2008) desenvolvemos uma caracterizacao
geral de um tipo de operador que pode ser usado para deteccao dos erros em um
cédigo CWS. Chamamos este operador de tipo-4, devido ao fato de ser a combina-
cao linear de 4 operadores de Pauli presentes no grupo estabilizador .S do cédigo
CWS. O Teorema 13 e o Corolario 6 caracterizam, dado um cédigo CWS, quando
um operador deste tipo pode ser usado como operador de medida para a deteccao
dos erros. Nem sempre é possivel usar operadores deste tipo para identificar todos
os erros que um coédigo CWS é capaz de corrigir, mas segundo a caracterizacao
contida no Corolario 6, quando isto é possivel, sabendo quais operadores do tipo-4
usar, esta identificacao é feita de forma eficiente. Portanto, dado um cédigo CWS,
¢é interessante descobrir se é possivel ou nao usar estes tipos de operadores para
identificacao de todos os erros que este cédigo promete corrigir. A busca por estes
operadores é descrita no procedimento 1. Este procedimento de busca em si nao
¢ eficiente, sendo também interessante descobrir formas de torna-lo mais eficiente

em trabalhos futuros.
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Capitulo 6
Apéndice A: Grupos e Anéis

Neste capitulo, faremos uma revisao sore a teoria de grupos. A estrutura de
grupos ¢ importante para entender alguns aspectos da computacao quantica e de
forma mais especifica, dos codigos quanticos de correcao de erros. Neste trabalho
usamos grupos sobre operadores lineares, especificamente sobre os operadores de
Pauli para entender o grupo estabilizador S dos cddigos estabilizadores. Como
os codigos CWS sao uma generalizacao dos cédigos estabilizadores, eles também
usam a estrutura de um grupo estabilizador. Para estudar a estrutura algébrica dos
grupos, usamos principalmente as referéncias, Nielsen e Chuang (2000), Gongalves
(1979), Herstein (1990), Lequain e Garcia (1983) e Milies (1972).

Definicao 7. Um conjunto nao vazio G com uma operagao

GxG—G

(a,b) —> a-b

¢ um grupo se as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(1) A operagdo é associativa, isto €,
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(2) Eziste um elemento neutro, isto €,

Jde € Gtal quee-a=a-e=a,Va € G

(3) Todo elemento possui um elemento inverso, isto €,

Va € G, 3b € G tal quea-b=">b-a=e.

A ordem de um grupo G é o seu niimero de elementos e é denotado por |G|. O
grupo é dito Abeliano se todos os seus elementos comutam. Neste caso é comum
também expressar a operacao do grupo pelo simbolo de adicao “+”. Um subgrupo
H de um grupo G é um subconjunto de GG que satisfaz todas as propriedades de
grupo. Denotamos entao H < (. Um teorema que relaciona a ordem de um

subgrupo com a ordem do grupo é o teorema de Lagrange.

Teorema 14. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. entdo a ordem de H

divide a ordem de G, isto é |H| divide |G)|.

Dado H < G e g € G entao uma classe lateral a esquerda de H em G com

representante g é o conjunto

gH = {gh|lh € H}

Uma classe lateral a direita é definido de forma similar como Hg = {hg|lh € H}.

Um subgrupo N < G ¢ dito normal se

g'ng=meNVYneENegeclG

em outras palavras, se "' Ng C N. Neste caso, denota-se H < G.
Quando H<G, entao o conjunto das classes laterais G/H = {H, 1 H, ..., g H}
também forma um grupo com a operagao (g1H)(g2H) = (g192H). Este grupo é

chamado de grupo quociente de H em G.
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seguem duas defini¢oes importantes para o trabalho. Dados os grupos H <
G, podemos definir o centralizador de H em G (Cg(H)) e o normalizador de H
em G (Ng(H)).

Definigao 8. Sejam H < G. O Normalizador de H em G, denotado por Ng(H)

¢ o grupo definido por

Ng(H)={g9€ Glg"'Hg € H}.

Defini¢ao 9. Sejam H < G. O Centralizador de H em G, denotado por Ce(H)

¢ o grupo definido por

Co(H)={ge€Glgthg=hV hec H}.

Uma outra estrutura algébrica que sera usada é a de anel. Daremos aqui

apenas sua defini¢ao.

Definigao 10. O conjunto A munido de duas operacoes (+) e (.) (denotamos

(A, +,.)) € um anel se
(1) (A,+) € um grupo abeliano.

(2) a operacao (.) € associativa, isto é

Va,b,c € A, (a.b).c=a.(b.c)

(3) As operacoes (.) e (+) sao distributivas, isto é

Va,b,c € A, a.(b+c¢)=ab+ace(b+c).a=b.a+ca.
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Capitulo 7

Apéndice B: Mdédulos e Algebra de

Grupos

Neste capitulo, faremos uma revisao sore a teoria de modulos. A estrutura
algébrica de moédulos generaliza o conceito de espaco vetorial. Definimos espago
vetorial como um conjunto que sofre acao de um corpo que normalmente é R, Q
ou C. Um mdédulo é um conjunto (um grupo abeliano, como nos espagos vetoriais)
que sofre a agao de um anel, uma estrutura algébrica mais geral que a de um corpo.
Neste trabalho consideramos os médulos Z].Este conjunto sofre a acao do anel Zg,
o anel dos inteiros modulo d. Usamos esta estrutura de moédulos principalmente
no Teorema 10 que é um resultado novo que relaciona codigos estabilizadores com
coédigos CWS. Para estudar a estrutura algébrica dos modulos, usamos principal-
mente a referéncia, Ricou e Fernandes (2004), mas também usamos Gongalves
(1979), Herstein (1990), Lequain e Garcia (1983) e Milies (1972).

Definigao 11. Um mddulo M sobre um anel unitirio A (um A-mddulo) é um
grupo abeliano (M, +) que sofre a agdo dos elementos de A. Isto €, dados a €
A ev € M, existe uma operagio (a,v) — av € M satisfazendo as sequintes

propriedades:
(1) a(vy + v9) = avy + avy, a € A, vy, v9 € M
(2) (a1 + a2)v = a1v + agv, aj,as € A, v e M

(3) ai(agv) = (a1a2)v, a1,as € A, v €M
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(4) lv=v,veM

Um submédulo N de um A-médulo M é um subgrupo de (M,+) que é
fechado pela acao do elementos de A. Como exemplo de moédulo, tome o anel
A = Zg e o grupo abeliano (M, +) = Z; onde a operagao do anel em M ¢é a operagao
no anel Z,; aplicada em cada entrada dos elementos em Z. Todos os mdédulos
considerados neste trabalho serao mddulos e submddulos deste tipo. Quando d
é primo, o anel A é um corpo e o médulo M é na verdade um espaco vetorial.
Assim como uma transformacao linear é uma operacao entre espacgos vetoriais
que preservam as operagoes entre os espacos, um homomorfismo entre modulos é

definido da seguinte forma.

Definicao 12. Um homomorfismo de A-maodulos, ¢ : My — My é uma aplicacao

entre A-modulos que satisfaz:
(1) ¢(v2 + v2) = vy + Pva, v1,v2 € M
(2) ¢(av) = ap(v), a € A,veV

Assim como uma matriz representa uma transformacao linear entre espagos
vetoriais, uma matriz T, ) com entradas em Z4 representa, com a operagao usual
de matriz por vetor, um homomorfismo entre médulos 7" : Z}}' — Z};. Dado entao o
homomorfismo representado por esta matriz T(,x), podemos facilmente verificar

que os seguintes trés conjuntos na verdade sao submaédulos:

(1) O niicleo de T, (Ker(T)) é um submdédulo de Z'.

(2) A imagem de T, (Im(T")) é um submédulo de Z%. Im(T) é na verdade o
submédulo gerado pelas colunas de T e serd também designado (Mdédulo

coluna de 7).

(3) ((T")) designara o submédulo de Z7' gerado pelas linhas de T" e sera cha-
mado de (Médulo linha de T).

Seguem entao os teoremas do isomorfismo de moddulos, que serao usados

futuramente em algumas demonstracoes sobre os codigos CWS.
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Teorema 15. (Teoremas do Isomorfismo)

(1) Se ¢ : My — My é um homomorfismo de A-mddulos, entao ezxiste um

isomorfismo de A-mddulos:

Im(¢) ~ #@5).

(2) Se N1, Ny sao submddulos de um A-mddulo M, entao existe um isomor-

fismo de A-mddulos:
Ni+Ny Ny
Ny — NiNNy

(3) Se N, P sao submddulos dum A-mddulo M e P C N C M entao P é um
submaddulo de N e existe um isomorfismo de A-maddulos:

M/p

M/N ~ NP

Nosso objetivo é mostrar que, de forma equivalente para uma matriz T,
representando uma transformagao linear entre dois espacos vetoriais, onde a di-
mensao do espaco linha ¢ igual a dimensao do espaco coluna, em uma matriz T
representando um homomorfismo de médulos temos que a cardinalidade do médulo
linha, #(T') é igual a cardinalidade do médulo coluna, #Im(T'). Para mostrar este

resultado vamos introduzir o conceito de operacao elementar.

Definicao 13. Uma operagdo elementar sobre um vetor V. = (vy,...,v,) em Z}

consiste em uma das duas operacoes:

(1) Adicionar um mailtiplo em Z4 de uma entrada do vetor a uma outra en-

trada, isto €, em notacao computacional, fazer v; = v; +av;, onde a € Zg.

(2) Trocar duas entradas do vetor.

Lema 5. Dados dois nimeros inteiros 0 < a,b < d—1 e a # 0, entao existem

q, 7 € Zg tal que 0 <r <a e

=3l
I
S
|
_l’_
SH



Demonstracao. Pelo algoritmo de divisao de Euclides sobre Z, temos que existe ¢
e0<r<d-1tal que

b=aq +r

logo

>
Il
Q|
+
=

neste caso, como 0 < b < d, temos também 0 < ¢ < d. Tome g = d — ¢ e temos

=3
I
SH
_l’_
f
|

completando a prova O

A préxima proposicao diz que, através de operagoes elementares em um vetor
com entradas em Zg4, sempre é possivel obter um resultado analogo a eliminacao

gaussiana.

Proposicao 4. Através de operagoes elementares, podemos transformar um vetor
V= (t1,...,0,) €Z} com 0 <v; <d com pelo menos uma entrada nao nula, em

um vetor V' = (a@,0,...,0) com apenas a primeira entrada assumindo um valor @

nao nulo enquanto os outras entradas assumem valores nulos.
Demonstragcao. Repita o seguinte processo:

(1) Seja v; um elemento que tem o menor valor absoluto positivo. Troque

a jésima entrada com a primeira. Renomeie as entradas do vetor para

V=(a,...,a,).
(2) Para cada j # 1 aplique o Lema 5 para obter, na jésima entrada,

T;=a; +¢qja; onde 0<r; <a.

(3) Repita os procedimentos 1 e 2 até obter o resultado desejado.
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Operacoes elementares sobre as colunas de uma matriz T{,,xn) em Zg cla-
ramente nao alteram o moédulo coluna e portanto nem a cardinalidade deste mo-
dulo. Operagoes elementares sobre as linhas de T' claramente nao alteram o ntcleo
Ker(T) e consequentemente pelo primeiro teorema do isomorfismo, nao alteram
a cardinalidade do médulo I'm(T') que é justamente o médulo coluna. De forma
analoga podemos mostrar que estas operacoes também nao alteram a cardinalidade

do mdédulo linha.

Proposicao 5. Seja T(yxn)y uma matriz com entradas em Zq representando um
homomorfismo de mddulos. entdo as cardinalidades dos mddulos linha e coluna

sao iguais, #Im(T) = #(T).

Demonstracao. Usando o fato de que operagoes elementares nas linhas e colunas
de T nao alteram a cardinalidade do médulo linha nem do médulo coluna, podemos

seguir o seguinte procedimento:

(1) Considere juntos todos os valores da primeira linha e primeira coluna de 7.
Tome o menor deles, e através de operacoes elementares de troca, coloque

este na posicao (1,1).

(2) Faga agora como na demonstragao da Proposi¢ao 4, sé que considerando
todos os valores juntos da primeira linha e coluna. Apds este procedimento,
todos os valores da primeira linha e coluna, tirando possivelmente o valor

na entrada (1,1) sdo nulos.

repetindo este procedimento para as outras linhas e colunas, obtemos no final uma
matriz 1" onde apenas os valores T}; com 7 variando de 1 até min(n,m) podem
assumir valores diferentes de 0. Claramente esta matriz satisfaz #Im(T") = #(1")

e como operagoes elementares nao mudam a cardinalidade destes modulos, segue

o resultado. O

Um conceito também importante para o entendimento do trabalho e que esta

relacionado ao conceito de modulos é o de algebra e algebra de grupos.
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Definigao 14. Seja K um anel comutativo com unidade. Um anel A é chamado

de K-Algebra (ou dlgebra sobre K ) se
(1) (A,+) € um K-mddulo unitdrio a esquerda.
(2) K(ab) = (Ka)b=a(Kb)Vk € K ea,be A.
Com esta definicao podemos entao entender o conceito de algebra de grupos.

Definigao 15. Sejam K um anel comutativo com unidade e G um grupo. A dlgebra

de grupos K|G] é uma K-dlgebra em que o anel A da Defini¢ao 14 € o anel onde

0s elementos sao dados por
|G

a = E Q;g;
i=1

em que g; percorre todos os elementos do grupo e a; € K.
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Capitulo 8

Apéndice C: Projetores de um Cdbdigo

Estabilizador

Definicao 16. Sejam S = (s1,...,Sy) um subgrupo do do grupo de Pauli G} e

X € 2. defina entao o operador P¥ como

r

X 1 T4 T X; —
Py = drH(Iqud si (g Ts)? A 4 (g Ts) ™Y
=1
Teorema 16. Sejam S = (s1,...,Sm) um subgrupo abeliano do grupo de Pauli G}

que nao contém maultiplos da identidade que nao a identidade propriamente dita,
x € 2 = (x1,...,x,.) e V& o subespaco de H!} definido como a interse¢io dos
auto-espagos associados aos autovalores ¢ de cada gerador s;, entdo o projetor

X 4 X
sobre VI € o operador P¥.

Demonstracao. Como os operadores de S sao simultaneamente diagonalizaveis,

considere 8 = {|6;)} uma base comum de autovetores. Se |0;) € V& entao:

1 z x; —zy _

dr<f+qd i (g ) o () I0)
—§(|9j> da"qq'10) + (da")*(aa)*10;) + -+ (gq )M e )T II0) = 5= 1|9>
segue entao que P¥|0;) = |0;). Se |0;) ¢ V& entdo existe um s; tal que s;0;) =
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quﬁ' 6;) para algum T; # z;, logo para este s; temos:

1 —T; —I; —x; —

I+ gy™ s+ (g7 ™s:)" + -+ (ag )" )I6y)

1 —Ti 4T —Ti+T; —Ti+T;\d—
== (105 + @705 + (a0 + -+ (@) 6)

d—1

= (O 6)

=1

d—x: 477 » . , . . ~ .. , . . ,
e como ¢, TitTi & uma raiz d-ésima da unidade ndo trivial, o somatério acima é

0 e portanto P¥|6;) = 0. Daf segue também que (PZ)? = PZ¥ e portanto P¥ é o

projetor sobre V. O

Provamos entao que PZ é o projetor de H]; no subespago V3 que é a inter-
secao dos auto-espagos associados aos autovalores ¢j° de cada gerador s;. Pode-se
verificar que a soma destes projetores é igual a I e que a intersecao de quaisquer
dois subespagos VI (V& tem apenas o vetor nulo em comum. Os subespagos V&
podem ser alguns deles triviais, contendo apenas o vetor nulo. Isto ocorre por
exemplo, quando existir um gerador s; que nao possui um autovetor associado a
algum autovalor ¢j'. Para calcular a dimensdo de V& basta calcular o traco do
projetor tr(P¥). O préximo teorema mostra como entdao saber a dimensao do

auto-espago associado ao autovalor 1 de todos os geradores s;.

Demonstracdo. A expressao do projetor é dada por

g Ty [(I+si+si4.. +si!
P§:H< y

=1

considere o(s;) a ordem de s;. Como o(s;) divide d podemos reescrever a expressao

como

o(si)—1

S d T+s;+s24.. . +s0t)1 (T4, 4824+ .. . +s
POZ 1 7 7 — ? 7 3
s H(o(si) d H o(s;)
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usando o fato de .S ser abeliano e a distributividade, obtemos

o(s1)—1,...,0(sr)—1

= 1
0 1 Uy
Py= ——7——— E sih...sy

O(Sl> e O(Sr) v1=0,...,0,=0

Temos que tr(I) = d™ e tr(si*...su) = 0se si* ... s # ¢51. usando o fato de que

S nao possui multiplos da identidade além dela propria e a linearidade do traco,

temos
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