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Demerson Nunes Gongalves

Margo,/2005

Orientador: Renato Portugal

Modelagem Computacional

Descrevemos a transformada de Fourier em grupos nao abelianos motivado por
suas aplicacoes em algoritmos quanticos para a computacao quantica. A transfor-
mada de Fourier em grupos ¢ descrita em termos das representacoes irredutiveis da
teoria da representacao de grupos finitos. Essa teoria é a peca chave para atacar
o famoso Problema do Subgrupo Escondido (PSE), que consiste na determinagao
de geradores de um subgrupo, uma vez dada um “ordculo” que diz se um elemento
pertence ou nao a esse subgrupo.

Neste trabalho, nds apresentamos um algoritmo quantico para o PSE Diedral
(Dy). A complexidade de tempo do nosso algoritmo é O(N log? N). Ele é baseado
no método padrao de solucao: a transformada de Fourier de um estado quantico [))
¢ calculada e medida. O objetivo do nosso algoritmo é reconstruir o subgrupo H de
Dy gerado por uma reflexao, uma vez dado uma funcao f em Dy, constante nas

classes laterais de H e distinta em cada classe lateral.
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requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

QUANTUM FOURIER TRANSFORM ON THE DIHEDRAL GROUP

Demerson Nunes Gongalves
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Advisor: Renato Portugal

Computational Modelling

We describe the Fourier transform in non-abelian groups motivated by its ap-
plication in quantum algorithms for quantum computation. The Fourier transform
is described in terms of the irreducible representation of finite representation group
theory. This theory is the main tool to solve the famous Hidden Subgroup Problem
(HSP), which consists to find generators of a subgroup once given an “oracle”; that
tell us if an element belongs to this subgroup.

In this work, we present a quantum algorithm for the Dihedral (Dy) HSP. The
time complexity of our algorithm is O(N log? N). It is based on the standard method
of solution: the Fourier transform of quantum state |1)) is computed and measured.
The objective of our algorithm is reconstruct the subgroup H of Dy generated by
a reflection, once given a function f in Dy, constant in the lefts cosets of H, and

distinct in each coset.

vi



Sumario

1 Introducao 1
1.1 Notacao . . . . . . . . . e 4
1.2 Q-bits . . . . . 5
1.3 Computacao Quantica . . . . . . . . . . . ... ... ... 6

2 Teoria da Representacao de Grupos Finitos 9
2.1 Teoria de Grupos . . . . . . . . . ... 9
2.2 Teoria da Representacao . . . . . .. . .. ... ... ... 13

2.2.1 Exemplos de Representagoes . . . . . . . . . .. ... ... .. 15
2.2.2  Subrepresentagoes . . . . . .. ... 17
2.3 Representacoes Unitarias . . . . . . . . . ... ... ... ... .... 18
2.4 Analises de Representacoes; Redutibilidade; Representagoes Irredutiveis 20
2.4.1 Critério de Redutibilidade . . . . . . .. ... ... ... ... 22
2.5 Teoriade Carater . . . . . . . . . ... ... ... 26
2.6 Grupos Abelianos . . . . . . . .. 33

3 Transformada de Fourier Quantica e o Problema do Subgrupo Es-
condido em Grupos Abelianos 36
3.1 Problema do Subgrupo Escondido . . . . . . . ... ... L. 38
3.2 O Problema de Simon . . . ... ... ... ... .. ... ...... 39
3.3 A Transformada de Fourier em Grupos Abelianos . . . . .. ... .. 41
3.4 O Subgrupo Ortogonal . . . . .. ... ... ... ... ........ 43
3.5 O Algoritmo de Shor . . . . . .. ... oL 48

4 Representagoes Irredutiveis do Grupo Diedral 50
4.1 Representacoes Uni-Dimensionais do Grupo Dy . . . . . . . . . . .. 51
4.2 Representacoes Induzidas . . . . . . . ... . ... 54
4.3 Representacoes Bi-Dimensionais para Dy Induzidas por Cy . . . . . 56

5 Transformada de Fourier no Grupo Diedral 63
5.1 Transformada de Fourier em Grupos Genéricos . . . . . . . . . . . .. 63
5.2 O Método Padrao de Solugao . . . . . . . . ... ... 67

5.2.1 A Probabilidade de Medir p . . . . . . . ... ... 71
5.3 O Método Padrao de Solugao (MPS) Aplicado ao Grupo Diedral . . 73
6 Conclusao 80

Vil



Referéncias Bibliograficas 82
Apéndice 84

A Demonstragoes do Lema de Schur e das Relacgoes de Ortogonalidade
de Carateres 84

viil



Capitulo 1

Introducao

A motivagao para estudar a transformada de Fourier em grupos nao abelianos
vem da aplicagao em algoritmos quanticos para a computacao quantica. A trans-
formada de Fourier quantica é a peca chave de algoritmos quanticos com ganho
exponencial em relacao ao seus equivalentes cléssicos, como por exemplo, o algo-
ritmo de Shor para fatoragao. Neste trabalho, estaremos particularizando o calculo
da transformada de Fourier para o grupo Diedral por dois motivos: O primeiro é
que a transformada de Fourier pode ser calculada eficientemente neste grupo (ROT-
TELER & BETH, 1998). O segundo motivo, é que uma vez entendido o calculo
da transformada de Fourier no grupo Diedral, estaremos aptos para encarar um
problema mais dificil, que é a extensao para grupos genéricos. Faremos agora uma

breve revisao do contexto histérico para localizar a importancia desse problema.

A computagao quantica teve inicio na década de 80 com os trabalhos de (FEYN-
MAN, 1982) e (BENIOFF, 1985). Feynman argumentou que um computador clds-
sico pode simular com eficiéncia a fisica classica, mas o mesmo nao ocorre com a fisica

quantica, uma vez que a dimensao do espaco de Hilbert cresce exponencialmente em



funcao do nimero de particulas acrescentadas ao sistema. Feynman perguntou se
um dispositivo que usasse as leis da mecanica quantica para realizar calculos nao
poderia simular eficientemente a prépria mecanica quantica. Os argumentos de
Feynman estimularam David Deutsch a generalizar o modelo mais fundamental da
computacao classica, a saber a maquina de Turing, para o seu equivalente quan-
tico num trabalho histérico de 1985 (DEUTSCH, 1985). Posteriormente generalizou
também o modelo de circuitos baseado em portas légicas. Operadores unitarios
tomaram o lugar das usuais portas 16gicas AND, OR e NOT. O modelo de circuitos
¢ o modelo adequado para o desenvolvimento de novos algoritmos. Baseado nele,
(SHOR, 1997) elaborou um algoritmo exponencialmente mais réapido para fatoragao
de ntmeros inteiros e cdlculo de logaritmo discreto. Esses algoritmos permitem a
quebra dos principais codigos de criptografia usado atualmente, como RSA, Diffie-
Hellman e ElGamal (KOBLITZ, 1998), caso um computador quantico de tamanho

razoavel esteja disponivel.

Varios novos algoritmos quanticos mais rapidos que os equivalentes cléssicos tém
sido desenvolvidos, porém sao os algoritmos exponencialmente mais rapidos que
justificam investimento na dificil tarefa de construcao de um computador quantico.

Esta ultima classe tem crescido muito lentamente.

Uma importante conquista neste contexto de algoritmos quanticos exponencial-
mente mais rapidos, seria a extensao para grupos arbitrarios. A extensao para
grupos comutativos e grupos nao comutativos com subgrupos normais ja foi feita
(veja (JOZSA, 1998) e (HALLGREN et al, 2003)). O fato de que a transformada de
Fourier quantica pode ser calculada eficientemente em grupos abelianos é o ponto

chave da solugao do problema do subgrupo escondido abeliano, do qual o algoritmo



de Shor para fatoragao é um caso particular, como veremos no Capitulo 3.

O problema do subgrupo escondido (PSE) consiste de uma fun¢ao f : G — S
de um grupo G finitamente gerado, para um conjunto S qualquer, de modo que se
H é um subgrupo de G entao f serd constante nas classes laterais (a esquerda) de
H e distinta em cada classe lateral. O problema é achar um conjunto gerador para
H. Para grupos abelianos, uma solucao eficiente desse problema implica em algo-
ritmos quanticos eficientes para fatoragao, como dissemos agora a pouco, e também
para o cdlculo de logaritmo discreto (AHN, 2002). Mas para o caso nao abeliano
o PSE é considerado um dos mais importantes desafios presentes na computagao
quantica atualmente. A principal ferramenta usada por algoritmos quéanticos em
tempo polinomial para o PSE é a transformada de Fourier. A transformada de
Fourier em grupos nao abelianos foi desenvolvida na década de 90 com os trabalhos
de (MASLEN & ROCKMORE, 1997) e (MASLEN, 1998). A descrigdo matemaética
¢ bem mais complexa do que a transformada de Fourier de funcoes de variaveis
complexas, pois em grupos ela é descrita em termos das representacoes irredutiveis
da teoria da representacdo de grupos finitos (veja Capitulo 5). Assim para que
computadores quanticos possam resolver o PSE eficientemente em grupos genéri-
cos ¢é necessario que existam algoritmos quanticos eficientes para a transformada de
Fourier. Uma boa aplicagao, caso tenhamos algoritmos quanticos com complexidade
polinomial para o PSE, é a resolucao de problemas da classe NP, como por exemplo

a determinacao de isomorfismos de grafos (para maiores detalhes veja (AHN, 2002)).

As proximas subsegoes destinam-se a dar algum subsidio sobre computacao quan-
tica. Entretanto, gostariamos de alertar o leitor que nao se trata de uma revisao,

pois o objetivo desta dissertacao é abordar um contexto que nao foi introduzido nos



cursos de Computagao Quantica I e II ministrados no LNCC. Para uma boa revisao
sobre estes topicos consulte as referéncias (LAVOR et al, 2003a), (LAVOR et al,

2003b) e (CHUANG & NIELSEN, 2000).

1.1 Notacao

Seja H,, um espaco vetorial complexo de dimensao n com produto interno

() ) = D v, (1.1)

onde |z), |y) € H, e x} é o complexo conjugado de z;. Os elementos de H,, sao
cadeias de bits de tamanho n formados por 0 e 1, ou seja, uma sequénica numérica de
n termos formada pelos elementos do conjunto {0, 1}. Note que usamos a notagao de
Dirac para representar os vetores em H,,. Esta notacao ¢ muito usada na mecanica

quantica e agora na computagao quantica.

O espago 'H,, ¢ um espaco de Hilbert com o produto interno definido acima. Se
|z) é um vetor no espaco de Hilbert de dimensao finita, denotamos o dual de |z)
como sendo (z| = |z)', onde o simbolo t indica o transposto conjugado. Isto nos

motiva a redenotar o produto interno dado em (1.1) como

(|2}, ly)) = (z[y) -

Assim a norma de um vetor |z) associado a este produto interno é || |z) | = \/{(x|z).

Chamaremos de base computacional para o espaco de Hilbert a base formada
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pelos vetores

1 0 0
0 1 0

0) = ;) = y o =1) = (1.2)
0 0 1

Note a que base computacional é ortonormal ja que (i[j) = J;;, para todo i,j =

0,...,n.

1.2 Q-bits

Um g-bit é uma abstracao de uma particula quantica de dois niveis, da mesma
forma que um bit é uma abstracao de um dispositivo classico que pode armazenar
uma de duas posicoes, 0 ou 1. Enquanto um dispositivo classico armazena sempre
ou na posicao 0 ou na posicao 1, uma particula quantica pode assumir uma “super-
posicao” dos dois niveis, e esta superposicao pode ser descrita por um vetor unitario

em Ho, isto é, um vetor

[¥) = al0) + 51) (1.3)

onde «, # sao nimeros complexos satisfazendo

la* + 18] = 1. (1.4)

Por sua vez, um sistema quantico de n g-bits é descrito por um vetor unitario no
espago Hon.

Uma medida é a abstracao de um procedimento fisico que obtém informacoes



sobre o estado de uma particula quantica. Uma medida é representada matem-
aticamente como a projecao de um estado quantico (vetor) num par de subspagos
ortogonais. Por exemplo, uma medida do estado (1.3) na base computacional pro-
jeta o estado [¢) nos subspagos gerados por |0) e |1) respectivamente, produzindo o

estado |0) com probabilidade |a|? e |1) com probabilidade |3]2.

1.3 Computacao Quantica

Usando um computador classico, o que seria possivel fazer com apenas um bit?
A resposta para esta pergunta é bem simples. Num modelo de circuitos clédssicos,
podemos ver que existem apenas duas possibilidades. A primeira é descrita pela
porta légica NOT. A figura (1.1) mostra que se a entrada do computador for o bit i,
a saida serd o bit NOT(i). Se i = 0 entao a saida é 1, se i = 1 entdo a saida é 0. A
segunda possibilidade é ter como saida a prépria entrada. Neste caso a representagao
é simplesmente um fio ligando a entrada 7 na saida i.

i %>% NOT(i)

F1cUura 1.1: A porta légica classica NOT.

Num computador quantico de apenas 1 g-bit, a entrada é um estado quantico
|ty = 0 ou [1p) = 1. As leis da mecénica quantica determinam que se o computador
estiver isolado, a diregao de |¢)) pode mudar mas ndo a sua norma. Na Algebra Linear
isso ¢é descrito pela acao de um operador unitario U, que é uma matriz complexa
2 x 2 satisfazendo

Uut =1.

Veja na figura (1.2) um modelo de circuito quantico. Assim a saida do computador
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quantico é o estado U [¢). Este estado pode estar em superposigao, entretanto, pre-
cisamos observa-lo para obtermos informagoes tteis. Essa medida faz o estado U [))

ser projetado em |0) ou em |1) de acordo com as suas respectivas probabilidades.

) U Ul

FiGurA 1.2: Um circuito quantico de 1 g-bit.

Para considerarmos um computador quantico com mais de 1 g-bit é necessario
introduzirmos os conceitos de produto tensorial e emaranhamento quantico, mas nao
faremos isto aqui.

Em linhas gerais podemos definir a computacao quantica como estados quanticos
que sao transformados pelas aplicagoes de operadores unitarios. Assim, da mesma
forma que computadores cldssicos podem ser vistos como uma transformacao num
sistema de n bits, o computador quantico pode ser visto como uma maquina de n
g-bits, onde sao aplicados operadores unitarios até que algum estado desejado seja
encontrado, e entao o resultado é medido.

Este trabalho estd organizado como segue. No Capitulo 2, introduziremos de
forma rapida o conceito de grupos finitos e daremos mais énfase ao conceito de
representacoes de grupos. Daremos também alguns exemplos de representacoes e
exploraremos a relacao entre representacoes e carateres. No Capitulo 3, definiremos
a transformada de Fourier em grupos abelianos e a relacao com o problema do
subgrupo escondido. Veremos que os algoritmos de Simon e Shor para fatoracgao
sao casos particulares do PSE abeliano. O Capitulo 4 é voltado para o estudo das
representacoes irredutiveis do grupo Diedral. Mostraremos neste capitulo que as
representacoes irredutiveis de Dy possuem graus no maximo igual a 2. No Capitulo
5, faremos uso destas representagoes quando aplicarmos a transformada de Fourier
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no grupo Diedral, e apresentaremos um algoritmo quantico para o PSE Diedral com
complexidade de tempo exponencial. Finalizaremos o capitulo indicando o que esta
feito na literatura no sentido da resolucao PSE Diedral. Finalmente, no Capitulo
6, coligimos as conclusoes obtidas neste trabalho. Apresentaremos no apéndice as

demonstracoes do Lema de Schur e das relagoes de ortogonalidades de carateres.



Capitulo 2

Teoria da Representacao de

Grupos Finitos

2.1 Teoria de Grupos

Nesta se¢ao, daremos alguns conceitos basicos sobre a teoria de grupos finitos

e a notacao necessaria para o entendimento deste capitulo. Para um estudo mais

detalhado sobre teoria de grupos veja (GARCIA & LEAQUAIN, 1998).

Dado um conjunto nao vazio GG e uma operacao binaria x : G x G — @, dizemos
que G é um Grupo com respeito a operacao x se as seguintes propriedades forem
satisfeitas:

(1) Associatividade: dados a,b,c € G

ax(bxc)=(axb)*c.



(2) Elemento Neutro: existe um elemento e € G tal que para todo a € G temos

axe=e*xaq=a.

(3) Elemento Inverso: dado um elemento a € G qualquer, existe um elemento o’ € G
(o inverso de a) tal que

axa =d xa=e.

Por simplicidade denotaremos a * b por ab para todo a,b € G.

Dizemos que um grupo G é finito se G possui uma quantidade finita de elementos
e denotaremos esta quantidade (ordem de G) por |G|. Daqui por diante assumiremos

sempre G finito.

Sabemos que um subgrupo H de G (denotamos H < (), é um subconjunto de
G que é fechado com respeito a operagao do grupo. Uma classe lateral (a esquerda)
de H em G é um conjunto da forma gH = {gh : h € H}, com g € G. Note que
|H| = |gH| (pois a aplicacao h —— gh é uma bijecao). Para quaisquer g1, g2 € G,
g1H e go H ou sao idénticas ou disjuntas. De fato, sejam z, y elementos em H tais que
g1x = gay (isto é, g1 H e goH possuem pelo menos um elemento em comum). Dai
vem ¢, = goyx~'. Mas yx~! é elemento de H. Se g;2’ é um elemento arbitrério de
g1H, com 2’ € H, entao g1’ = go(yx~1)2’. Como (yz~1)a’ pertence a H, concluimos
que ¢g1x’ pertence a goH. Dessa forma, g; H esta contido em ¢goH. Analogamente,
goH esta contido em g1 H, e assim gtH = ¢,H. Em particular, para qualquer
subgrupo H de G podemos decompor GG como uma uniao disjunta de classes laterais
de H, isto é, qualquer elemento de G pertence a uma, e somente uma, classe lateral
de H (veja figura 2.1 abaixo). Temos também, que o nimero total de diferentes
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classes laterais de H em G, denotado por [G : H], é dado por [G : H] = %

Para g € G e H um subgrupo de G, usaremos o simbolo ¢Hg~! para denotar o
conjunto gHg™' = {ghg™" : h € H}. Recordamos também que um subgrupo H de
G ¢é dito normal se H = gHg ! para todo g € G. Se H é um subgrupo normal de
um grupo G, entao o conjunto formado pelas classes laterais (a esquerda) de H em

G forma um grupo com respeito a operacao em G. Este grupo, denotado por G/H,

¢ chamado de grupo quociente.

FiGurA 2.1: Decomposicao de G em classes laterais disjuntas de H.

Um conceito importante (principalmente quando tratamos grupos em ciéncia da
computacao) é o de conjunto de geradores. Em qualquer grupo G, um subconjunto
S de G, com a propriedade de que todo elemento de G pode ser escrito como um

produto de elementos de S e seus inversos, é chamado um conjunto de geradores de

G, e indicaremos por G = (S). Também, dados elementos g1, ..., gr de um grupo
G, denotaremos por (gi, ..., gg) 0 subgrupo gerado por ¢i, ..., gk, isto é, o subgrupo
que resulta se tomarmos todos os possiveis produtos dos elementos de {gi,...,gx}

e seus inversos. Se tomarmos G como sendo o conjunto dos inteiros sob a operagao
de adigao, podemos ver facilmente que G = (1). O seguinte teorema é importante,
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pois ele tém implicacoes em algoritmos quanticos, como veremos no Capitulo 3.

Teorema 2.1 Todo grupo G de tamanho |G| > 1 tem um conjunto gerador de

tamanho no mdzimo |log, |G|].

Prova. Seja g; € G tal que g; # e. Entao |(g1)| > 2, pois, pelo menos g; e g7 estao
em (g1). Se G # (g;) entdo seja go € G—(g1). Agora temos que |(g1, g2)| > 2%, pois,
91, 9%, 9291, € gag3 sao todos diferentes. Se (g1, go) # G entao seja g3 € G — (g1, ga)-
Agora temos que |{gi, g2, g3)| > 23. Continuando este procedimente vemos que

g1y - -+ s Glogy )| = 2'°821¢1 = |G|. Assim concluimos nossa prova.
|

Outro conceito que vem da teoria de grupos e que é de grande importancia na
computacao quantica é o de classes de conjugagao.

Seja G um grupo, vamos definir uma relacao de equivaléncia em G da seguinte
forma:

x,y € G, xgy@ElgEGtalquey:g_lxg.

Proposicao 2.1 Seja G um grupo. A relagao £ define uma relagao de equivaléncia

em G.

Prova.

(i) zfaVazeQ, pois x = e lze, Vr €G.

(i) se x £ y entao y Sa Sex X y existe ¢ € G tal que y = ¢ lwg. Assim, se
u =g~ temos r = u"lyu, isto 6, y < .

(iii) Se x £ yey £ 2 entdao x < 2. De fato, se y = g 'zg e 2 = h~'yh onde g,h € G

temos z = u'zu onde u = gh, e isto demonstra a proposigao (2.1).

12



G . - . .
Se © ~ y dizemos que = e y sao elementos conjugados em G. Assim podemos

definir a classe de conjugacao (em G) determinada pelo elemento z € G como sendo

Co={y:ax <y}

2.2 Teoria da Representacao

A principal ferramenta usada por algoritmos quanticos em tempo polinomial
para o Problema do Subgrupo Escondido é a transformada de Fourier. Para definir
a transformada de Fourier em grupos, nds necessitamos de um conhecimento basico
de teoria da representacao, que daremos logo a seguir. Nesta secao, introduziremos
o conceito de representacao, e mais tarde o conceito de cardteres, e a fundamental

correspondéncia entre estes. Um estudo mais completo desses topicos podem ser

encontrados em (SERRE, 1997).

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo C dos nimeros complexos e seja GL(V)
o grupo dos isomorfismos de V em V. Assumiremos que V é de dimensao finita.
Um elemento a € GL(V) é, por defini¢do, uma fungao linear de V em V que tem

!+ esta inversa ¢ linear. Como assuminos V' de dimensao finita, temos

um inverso a~
que V possui uma base finita (e;) de n elementos, cada aplicagao linear a : V. — V é

definida por uma matriz quadrada (a;;) de ordem n. Os coeficientes a;; sao ntimeros

complexos e eles sao obtidos expressando as imagens a(e;) em fungao da base (e;):

a(ej) = Z Q;5€;.

i

Assim identificamos GL(V') como o grupo das matrizes invertiveis (com a opera-
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¢ao do grupo sendo a multiplica¢ao ususal de matrizes) de ordem n com coeficientes
complexos. Antes de darmos a definicao formal de uma representagao, consider-

aremos a seguinte deficao de homomorfismo de grupos.

Definicao 2.1 Sejam G e H grupos. Uma aplicacao p : G — H que satisfaz

Y(zy) = p(z)p(y) para todo x,y € G é chamada de homomorfismo.

Definicao 2.2 Seja G um grupo finito e V- um espaco vetorial de dimensao finita
sobre C. Uma representacao linear de G em V é um homomorfismo p de G em
GL(V). Em outras palavras, associamos com cada elemento g € G um elemento
p(g) de GL(V) de modo que p(gh) = p(g)p(h) para todo g,h € G ( escreveremos
freqiientemente p, em vez de p(g)). Se a dimensao de V € n, entdo dizemos que p

¢ uma representacao de grau n.

Segue das propriedades de homomorfismo que

ple) = 1. (2.1)

onde I denota a matriz identidade em GL(V'). Uma consequéncia imediata de (2.1)

e o fato p(gh) = p(g)p(h) ¢ que

plg™") = plg)~". (2.2)

Quando p ¢é dado, dizemos que V é um espaco representacao de (. Na maior
parte do tempo, contudo, usaremos um abuso de linguagem e diremos que V' é uma
representacao de G.

Se um homomorfismo de G em GL(V') é um isomorfismo, entao a representacao
é dita ser fiel. Neste caso teremos |G| = |GL(V)|. Em geral muitos elementos em G
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sa0 levados na matriz identidade. E um resultado conhecido da teoria de grupos que
o nucleo deste homomorfismo, que denotaremos por H, forma um subgrupo normal
de G, e o grupo de matrizes p(G) é uma representacao fiel do grupo quociente G/H.
Logo, se temos uma representacao para o grupo quociente G/ H relativa ao subgrupo
normal H, automaticamente temos uma representacao para todo o grupo G. Nesta
representacao todos os elementos numa classe lateral sao levados na mesma matriz.

Agora introduziremos o conceito de isomorfismo de representacgoes.

Definigao 2.3 Sejam p e p' duas representagoes do mesmo grupo G nos espacos
vetoriais V e V' respectivamente. Estas representacies sao ditas isomorfas se existe
um isomorfismo linear 7 : V. — V' que “transforma” p em p', isto €, que satisfaz a

identidade T o p(g) = p'(g) o T para todo g € G.

Considere agora R, e R como sendo as matrizes das respectivas representagoes
pg € py numa base (e;) de V. Dizer que p e p’ sao representagoes isomorfas equivale
a dizer que existe uma matriz invertivel T' tal que TR, = RT para todo g € G.

Isto é,

R, =TR,T"".

2.2.1 Exemplos de Representacoes

Exemplo 2.1 A Representacdao Trivial.

A representacao trivial 15 leva cada elemento do grupo g € G no elemento
identidade 1 € C* (neste contexto C* denota o grupo multiplicativo dos niimeros
complexos nao nulos). De forma equivalente, 14 leva todo elemento do grupo g € G
na matriz (1);x;.
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Exemplo 2.2 Representagcao Permutagao.

Suponha que o grupo G atua num conjunto X = {1,2,...,n} de modo que para

cada g € G temos uma permutacao de X da forma

1 =3, com1<14,5<n.

Agora seja V um espago n-dimensional com base B = {ey,...,e,}. Paracadag € G

definimos p(g) tal que

eip(g) = e =ej, coml<i j<n.

Entao p(g) permuta os elementos da base de V' da mesma maneira que G atua no
conjunto X.
Vamos mostrar que a representacao permutacao é uma representagao de GG. Com

efeito,

eip(gh) = eian = €liayh = eisp(h) = eip(g)p(h).

Portanto, a aplicacao pg ¢ um homomorfismo definindo uma representacao para G.

Vamos mostrar agora que esse homomorfismo é bijetivo, i.e.

g="h<splg) =ph), g,h €G.

(=) Trivial.
(<) p(g) = p(h) = eip(g) = eip(h) = eis = e
=i =i"=g=nh, Vi
Portanto, p definido acima é um isomorfismo. O exemplo a seguir é um caso
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particular da representacao permutacao.
Exemplo 2.3 A Representacdo Regular.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao |G|, com base {e;}rec indexada pelos
elementos h de G. A representacao regular reg, : G — GL(V) resulta se mapearmos
reg,(g) : V — V de modo que e, — ey, YV g,h €G.

De fato reg; : G — GL(V) é um homomorfismo, pois reg,(gh)e; = egni =

€g(hi) = reg;(g)en: = regg(g)regg(h)e;.

2.2.2 Subrepresentacoes

Seja p : G — GL(V) uma representagao linear e seja W o subspaco de V.
Suponha que W seja invariante pela acao de G, isto é Vo € W eV g € G temos
pgx € W. A restrigao ng de p, para W é um isomorfismo de W em W, e temos
pg[,/l = pgvp};v. Assim p" : G — GL(W) é uma representacio linear de G em W.

Dizemos que W é uma subrepresentacdao de V.

Exemplo 2.4 Neste exemplo determinaremos uma subrepresentacao para a repre-

sentacao reqular.

Seja p = reg, uma representacao regular de G e seja W um subspago de di-
mensao 1 de V' gerado por z = ), e, Entdo temos que py(z) =  para todo
g € G. Consequentemente temos que pW ¢ uma subrepresentagao de p isomorfa a
representacao trivial.

Antes de encerrarmos esta secao, vamos recordar alguns conceitos da &algebra
linear necessdrios para o nosso trabalho. Sejam W e W’ dois subspacos de V.
Dizemos que V' é uma soma direta de W e W' (escrevemos V.= W @& W’) se para

17



cada x € V podemos escrever de forma unica x = w + w’, com w € W e w' € W',

Neste caso dizemos que W’ é um complemento de W em V.

2.3 Representacoes Unitarias

Definicao 2.4 Se os operadores da representacao de um grupo G sao operadores
unitdrios (ou as matrizes da representacdo sdo unitdrias), entao dizemos que a

representacao € unitdria.

Vimos que toda representacao de G admite muitas (infinitas em geral) represen-
tacoes equivalentes. O teorema que vamos enunciar logo abaixo, nos diz que para

grupos finitos, toda representagao é equivalente a uma representacao unitaria.

Teorema 2.2 Dada p : G — GL(V) uma representacao. FEziste pelo menos uma

representacao p' - G — GL(V) que € unitdria e equivalente a p.

Prova. Considere o espaco V = C". Logo para todo z,y € V definimos o produto

escalar

i=1

Para quaisquer pares de vetores x,y € C", construimos a expressao

{2y} = ,—; S (0y(), p6()). (2.3)

geG

Podemos ver facilmente que a expressdo (2.3) acima define um produto interno.

Assim, note que V h € G temos:
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{pnz, pry} = |Zpgph  Porn(y))

geG

= Z Pgn () gn(y

gEG

Mas para h fixo, g percorre todos os elementos do grupo G, logo

@ Z pe(2), pg(y)) =3l Z o (%) pen(y

geG geG

e portanto,

{on, pry} = {z,y}.

Agora, consideremos as bases u; e v; de V tais que:

(ui,uj) = 65 = {vi,v;}.

Definimos o operador 1" tal que

V; = TUZ

Ja que Tx = Tx;u; = x;Tu; = x;v;, temos entao que

{Tx, Ty} = {zvvi, yjv;} = xjy{vi, v;}

= zjy; = (z,y).

Agora consideremos a representacao equivalente definida por

R, =T"'R,T.
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Segue que

(T7'R,Tx, T 'R,Ty) =

{R,Tx,R,Ty}

[de 2.5]
{Tz, Ty} [de 2.4]
(x,y) [de 2.5]

e, R, = T-'R,T é unitéria. Entdo para grupos finitos, podemos sem perda de

generalidade escolher nossa representacao como sendo unitaria. Isto finaliza a prova.

2.4 Analises de Representacoes; Redutibilidade;

Representacoes Irredutiveis

Dada uma representagao p : G — GL(V), serd que é possivel escrevé-la numa

representacao mais simples? Imagine que todas as matrizes da representacao tri-

dimensional p sao da forma

¢ d;

entao o produto tera a seguinte forma

aias + bicy
C109 -+ d1C2

0

albg + bldg
C1b2 + d1d2

0
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Vemos que a matriz no canto superior esquerdo ¢ oriunda da representagao bi-

dimensional:

enquanto o canto inferior direito vem da representacao uni-dimensional:

Al »

Entretanto, as matrizes da representacao podem nao ter a forma (2.6), mas se puder-
mos achar uma transformacao de base que tras todas as matrizes da representagao
para forma (equivalente) (2.6), dizemos que a representacao é redutivel. Em geral, se
acharmos uma base em que todas as matrizes R, (esta é a matriz correspondente a

py para g € G) da representacao n-dimensional podem ser convertidas para a forma

R S,
R, = , (2.10)
0 RY

1 : 2) . ) .
onde Ré ) ¢ uma matriz m x m, R )¢ (n—m) x (n—m), S, é uma matriz retangular
m x (n—m), e 0 denota uma matriz (n —m) X m, entdo dizemos que a representacao

R, ¢ redutivel.

Note que a matriz produto

RYRY RS, + S,RYY
Ry, = RyRy, =

0 RYRY

tem a mesma forma de (2.10), e portanto as matrizes R_E;L) = Rél)R,(ll) fornecem uma
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representacao m-dimensional, e as matrizes R;Q) = R§2)R,(12) dao uma representacao
(n — m)-dimensional.
Agora nés transformaremos a base num espaco m-dimensinal de R e tentare-

mos converter todas as matrizes Rg(,l) para a forma (2.10), i.e.,

Ry s
RV = , (2.11)
0 RY

onde R® é p-dimensional e R® ¢ (m — p)-dimensional, e aplicamos o mesmo pro-

. . 2 ~
cedimento para a matriz Ré ). Este processo claramente chega a um fim, e entao

temos todas as matrizes da representacao p expressas na forma

(1) 1)
I o s
SR ) B } 2)
B : g
o’y S
Ry = 3 — .
G
| : : e
o . o | o | o | L®
L | : o0 By |
onde o conjunto Rgl), e ,Rék) sao representacoes irredutiveis de G de dimensao

m; (n = Zle m;).

2.4.1 Critério de Redutibilidade

Voltando a (2.6), e considerando todos os vetores que estao no subspago bi-
dimensional das 2 primeiras componentes, temos que se aplicarmos a matrix (2.6)
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em qualquer um destes vetores obtemos

a b e 1 axq + bxs
c d f To = cry +drs |
0 0 g 0 0

que ainda estd no subspago 3 = 0. Em outras palavras, o subspago bi-dimensional
¢ invariante sob todas as transformacgoes do grupo. Por outro lado, os vetores com

as componentes r; = o = 0 sao transformados em

a b e 0 ers
c d f 0 = filj'g )
00y T3 g3

entao o espago (complementar) uni-dimensional da terceira componente é variante.

No caso de (2.10), o subspago das m primeiras componentes é invariante:

Rgl) Sy x R_((,l)x
0 RY 0 0

R s, 0 S,z
0 RE,Q) x R§2)x

Em geral, se existe um subspago de dimensao m < n que é invariante sob todas
as tranformacoes do grupo, a representacao ¢é redutivel. Podemos escolher m novos
vetores base neste subspago, e completar o conjunto com (n — m) outros vetores
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base, de modo que obtenhamos n vetores base para todo o espago n-dimensional.
Nesta base, as matrizes da representagao assumirao a forma (2.6).
Se nao existe um subspaco proprio que € invariante, a representacao é irredutivel.

Vamos resumir toda essa nocao de redutibilidade com a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.5 Seja p : G — GL(V) uma representa¢ao de G. Dizemos que p €
wrredutivel se nao existe nenhum subspaco invariante por G além do espago nulo e

do proprio V.

Agora, suponhamos que seja possivel achar uma base onde todas as matrizes da

representagao assumem a forma (2.10), mas com S, =0, i.e.,

R, = , (2.12)

neste caso dizemos que a representacao é completamente redutivel. Note ainda,

) . 1 ) . 2)
que ambos os subspacos m-dimensional de RE, ) e (n — m)-dimensional de Ré ) sio
invariantes.

O espaco V' é decomposto numa soma direta de W) e W),

V=w®ew®,

e a representacao R, numa soma direta de Rél) e Réz),

R, =R & RY. (2.13)

Agora vamos verificar se as representagoes Rél) e RE,Q) na equacao (2.13) também
sao redutiveis. Note que podemos estudar Rgl) e RE,Q) separadamente, ja que podemos
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tratar os espacos independentemente um do outro. Assim, uma transformacao de

coordenadas da forma

M, 0} m
M=

0 1}n_m

transforma somente o subs d io RV i
pacgo da representagao Ry’ e permanece com as matrizes
2) . . .
de Ré ) inalteradas. Continuando com este processo, podemos finalmente exibir R,

na forma

@ S J
By 0o 0
S @
0 I P === 4 0
o Ry
el
0 | 0 \7?777: |
: Ll
iiiiiii I
0 | |
: 0 : 0 :Rg

isto é, Ry = R(gl)@R(f) D.. .@Rék), onde todas as ng) sao representagoes irredutiveis.

Dentre todas as representagoes irredutiveis R_((,l), Réz), e R(gk), podem existir re-

presentacgoes que sao equivalentes a uma determinada representacao irredutivel deste
conjunto. Representacoes irredutiveis equivalentes nao podem ser consideradas dis-
tintas (representagoes equivalentes possuem o mesmo carater - veja coroldrio 2.7.2),
logo é provavel que uma certa representacao R, possa conter em sua decomposigao
uma dada representacao irredutivel ng) inimeras vezes. Desta forma, obtemos a
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seguinte expressao

onde os a, sao inteiros positivos.

Na sec¢ao (2.4), nés mostramos que para grupos finitos, sem perda de generali-
dade, as representacoes serao assumidas unitarias, portanto normais. Entao segue do
teorema Espectral da Algebra Linear, que estas representacoes sao diagonalizaveis
por bloco, e portanto, completamente redutiveis. Assim concluimos que para grupos
finitos, sempre € possivel decompor representacoes como uma soma de representacoes
irredutiveis.

Podemos resumir o que tratamos nesta secao com o seguinte teorema.

Teorema 2.3 Toda representacio de G € uma soma direta de representacoes irre-

dutiveis de G.

Na proxima secao, introduziremos um conceito fundamental em teoria da repre-
sentacao, o conceito de carater de uma representacao. Cardteres sao fundamentais,
pois o estudo de uma representacao pode ser completamente reduzido ao estudo de

seus carateres, como veremos a seguir.

2.5 Teoria de Carater

Seja V' um espago vetorial dotado da base (e;) de n elementos, e seja a uma
aplicacao linear de V' em V, com representacao matricial (a;;). Definimos o trago de

a como sendo

Tr(a) = Z i

i
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Definigao 2.6 Seja p : G — GL(V) uma representa¢do. Para cada g € G, seja
Xp(9) = Tr(py). O walor da funcdo complexa x, em G assim obtido é chamado de

cardter da representacao p.

As préximas duas proposicoes nos fornecem alguns fatos bésicos sobre carateres.

Proposicao 2.2 Se x € o cardter de uma representacao p de grau m, entao nos
temos:

(i) x(e) =

(it) x(97') = x(9)" Vg € G.

(iii) x(hgh™") = x(9) ¥ 9, € G.

Prova. (i) é trivial, pois p(e) é a matriz identidade. Para (ii), assumiremos sem

perda de generalidade que p, é uma matriz unitaria, logo

lpgll* = Il=]* (2.14)

para todo vetor x pertencente ao espaco V.

Sejam Aq, ..., A, os autovalores da representacao p, com respectivos autovetores
T1,. .., Tm. Noteque ||pyxil| = |\i|||zi]|. Assim segue da equagao (2.14) que |\ |* = 1,

mas como 1 = |\ = M ¥, segue que X = A\ *. Logo,

x(9)" = Tr(p,)" ZA* ZA b =Tr[(pg) ] = Tr(pg) = x(g7")-
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(7i1) Sabemos que Tr(ab) = Tr(ba) é valido para duas aplicagoes lineares a e b

quaisquer no espaco V. Assim temos

Xp<hgh71) = Tr(pngn—1) = Tr(pnpgn-1)
= Tr(pgh-1pn) = Tr(pgn-1n)

= Tr(py) = x,(9)- (2.15)

Note que isto implica que duas representacoes isomorfas possuem o mesmo

carater. De fato, para uma matriz unitaria v qualquer, nés temos

Xu-1pu(9) = Tr(u™ p(g)u) = Tr(p(g)uu™") = Tr(p(g)) = x,(9)-

Observagao 2.1 Uma fungao f em G satisfazendo (iii) é chamada fungdo de classe.

Proposigao 2.3 Sejam p' : G — GL(Vy) e p* : G — GL(Vy) duas representa-
coes de G, e sejam X1 € X2 0S seus respectivos cardteres. Entao o cardter x da

representacao Vi ® Vo € igual a x1 + X2.

Prova. Sejam R, e R? as representacoes matriciais de p' e p?, respectivamente. A

representacao V) & V5 é dada por

Entao Tr(R,) = Tr(R}) 4+ Tr(R?), isto ¢, x(g9) = x1(9) + x2(9)-
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Exemplo 2.5 O Cardter da Representacao Regular.
O carater r¢ da representagao regular é dado por

|G| se g=e
ra(g) =
0 se g#e.
De fato, se g € G é tal que g # e, entao gh # h ¥ h € G. Isto mostra que os termos

da diagonal da matriz reg,(g) sao nulos, em particular temos Tr(reg,(g)) = 0. Por

outro lado, se g = e, temos

Tr(regg(e)) = Tr(1) = |G-

O préoximo teorema define um produto interno que é de extrema importancia
em teoria de carateres. Varias relacoes importantes de carateres que usaremos no

decorrer do nosso trabalho seguem deste teorema.

Teorema 2.4 Se ¢ e 1 sao duas fungoes complezas em G, definimos (p|)) =

ﬁ > gec ©(9)¥(g)*. Entao (.|.) € um produto interno.

Prova. Temos que verificar as trés propriedades de produto interno:

e (.|.) é linear no primeiro argumento: (ci¢1 + caghe,®)) = ﬁzgec(clﬁbl +

c2d2(9))V(9)" = 1o Xgec 01(9)V(9)* + 167 Cgeq 202(9)¥(9)" = cr(dnldh) +
ca(@2|).

o (6l0) = (¥]9), trivial,
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e (¢|p) > 0, com (¢|p) = 0 se, e somente se, ¢ = 0 : note que aa™ > 0 para

qualquer nimero complexo a, sendo aa* = 0 se, e somente se, a = 0.

O teorema a seguir nos ajudara na demonstracao das relacoes de ortogonalidade

dadas no teorema 2.6.

Teorema 2.5 (Lema de Schur) .
1. Sejam R, e R, duas representagoes irredutiveis de um grupo G nos espagos V' e
W de dimensoes n,m respectivamente. Suponha que exista uma matriz retangular

Pwn satisfazendo

PR,=R,P,V g €G. (2.16)

Entao P =0 oun=m e P € nao singular.
2. Se uma representacao P comuta com todas as representacoes irredutiveis R, de

G, entao P € um maltiplo escalar NI da matriz identidade.
Prova. Veja o apéndice.

Teorema 2.6 (Relagoes de ortogonalidade de carateres ) .
1. Se x € o cardter de uma representagao irredutivel, entio (x|x) = 1.
2. Se x e X' sdo os cardteres de duas representacoes irredutiveis nao isomorfas,

entao (x|x") = 0.
Prova. Veja também o apéndice.

Teorema 2.7 Seja V uma representacao de G com cardter ¢, e suponha que V
se decomponha como uma soma direta de representagoes irredutiveis, i.e., V =
Wy @ ... ® Wy. Entao, se W é uma representacao irredutivel com cardter x, o
nimero de W; isomorfos a W € igual a (¢|x).
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Prova. Seja x; o cardter de W;. Pela proposicao (2.3), nés temos que ¢ = ;1 +
oo+ xk. Logo, (|x) = (xalx) + ...+ (x|x). Mas, de acordo com o teorema (2.6),

temos

1, se W, ~W
(Xi’X) =
0 caso contrario.

Isto prova o teorema.

Corolario 2.7.1 O numero de W; isomorfos a W nao depende da decomposi¢ao

escolhida.

Prova. De fato, (¢|x) s6 depende do grupo G e nao da decomposigao escolhida.

O préximo corolario mostra a correspondéncia fundamental entre representacoes
e seus carateres, isto é, o estudo de um pode ser completamente reduzido ao estudo

do outro.

Corolario 2.7.2 Duas representacoes com mesmo cardter sao isomorfas.

Prova. Vimos no coroldrio (2.7.1), que se duas representagoes possuem 0 mesmo
carater, entao elas possuem a mesma decomposicao em representacoes irredutiveis.

Logo, se elas possuem a mesma decomposicao entao elas sao iguais.

Agora nés voltaremos a representacao regular e mostraremos que ela é uma
representacao interessante pois contém todas as representacoes irredutiveis de um
grupo finito G.
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Lema 2.1 Toda representacao W; irredutivel de G estd contida na representa¢ao

reqular de G com multiplicidade igual ao proprio grau n;.

Prova. Seja W; uma representagao irredutivel de G' com cardter y,;. Sabemos que

a quantidade de vezes que W; estd contido na representacao regular é dada por

1 _ 1
(xilre) = ?ZTG(Q)M(Q )= ?|G|X¢(6) = Ni.
0] 2 G
[ |
Teorema 2.8 Sejam Wi, Ws, ... Wy todas as representacoes irredutiveis nao iso-
morfas de G e ny,...,ng 0s seus respectivos graus. Entao

1. O grau n; satisfaz a relacao Zle nf =|G|.

2. Se g € G € diferente de e, entao Zle n;xi(g) = 0.

Prova. Pelo lema (2.1), nés temos r¢(g) = >_ cqnixi(9) ¥V g € G. Tomando g = e

obtemos 1, e tomando g # e, obtemos 2.

[

Lembrando que uma funcao f em G é chamada funcao de classe se f(ghg™') =
f(h)¥ g,h € G, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.9 Seja H o espaco das funcgoes de classes em G. Os cardteres X1, ..., Xk

das representacoes irredutiveis de G formam uma base ortonormal de H.

Prova. Veja (SERRE, 1997).
O teorema a seguir faz uma interessante relacao entre as classes de conjugacao
de um grupo G e seus carateres irredutiveis.
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Teorema 2.10 O numero de representagoes irredutiveis de G (a menos de isomor-

fismos) € igual ao nimero de classes de conjugacdio de G.

Prova. Sejam Cy, . ..,C; as distintas classes de conjugagao de G. Se f é uma fungao
de classe em G, entao f é constante em cada classe de conjugacao C1,...,Cy, de
modo que f é determinada por um representante \; de C; escolhido arbitrariamente.
Temos entao que a dimensao do espago H das funcoes classes é igual a k. Mas
pelo teorema (2.9), k é o nimero de representagoes irredutiveis de G (a menos dos

isomorfismos), logo temos o resultado desejado.

2.6 Grupos Abelianos

O problema de achar representacoes irredutivies para grupos abelianos é simples.
De fato, seja G um grupo abeliano, isto é, V h, g € G temos hg = gh. Isto implica
que cada classe de conjugacao de G possui um unico elemento. Assim o numero de
classes em G é igual a ordem |G|, mas isto implica que as representagoes irredutiveis
de G devem ser uni-dimensionais. Entao quando G é abeliano, a matriz represen-
tagao coincide com o carater, e dai temos uma simples multiplicacao de nimeros
complexos. Podemos definir os carateres de G como um homomorfismo y : G — C*,
isto é, cada carater de G satisfaz a condi¢ao x(g192) = x(g1)x(g2) para quaisquer
elementos g, e g2 € G. Note que x(e) = 1 e como G é finito temos que qualquer
elemento g € G satisfaz a condicdo ¢l = e. Logo x(9)/' = x(¢!“l) = x(e) = 1,

entao qualquer carater de G é uma raiz |G|—ésima da unidade®. Note que se G for

'Uma raiz |G|—ésima da unidade é um ntimero complexo z satisfando z!¢l = 1.
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ciclico, entdo algum elemento g € G gera todo o grupo, ¢/¢/ = 1, logo

Xk(g>:6‘G‘ (k:1,...,|G|),

e o carater de qualquer outro elemento de G pode ser obtido tomando poténcias de

2nkm

X(g). Por exemplo, xx(¢g™) = e 6.

Um fato que nos ajudara a encontrar os carateres de um grupo abeliano finito
genérico, € que qualquer grupo abeliano finito pode ser decomposto como uma soma
direta de grupos ciclicos de ordens ty, o, . .., ty (veja (LANG & ADISAN-WESLEY,
1993)), isto é,

GZZtl@ZtQ@...ZtN.

Por simplicidade assumiremos que G ¢ igual a esta soma direta.

Denotemos os elementos de G como N-uplas g = (g1,...,9n), onde podemos

encarar os ¢g; ou como um inteiro médulo ¢; ou como um inteiro no conjunto
{0,1,...,t;—1}. Pensando na estrutura de G como sendo aditiva, e a estrutura de C*
multiplicativa, podemos denotar o elemento identidade de G por e = (0,0,...,0),ea
identidade de C* por 1. Assim se x : G — C* é um caréter de G e 3; = (1,0,...,0),

fBo = (0,1,...,0),...,68xy = (0,0,...,1) sado elementos de G. Entao para qualquer

elemento g = (g1, ...,9n) de G nés temos
N N N
x(9) =xOQ9i8) = [ [ x(9:8) = [ [ x(8)* (2.17)
=1 j=1 j=1

ou seja, x ¢ completamente determinado pelos valores em (3;. Como 3; tem ordem

tj, devemos ter



onde g, é t;-ésima raiz primitiva da unidade, ¢, = e% e h; € {0,1,...,t; — 1}

Assim qualquer carater x : G — C* é determinado por uma N-upla (hy, ha, ..., hy),
que pode ser vista como um elemento h de GG. Logo podemos definir os carateres de

G pondo para cada g € G o cardter x, : G — C* tal que
N
Xo(h) =[], vhea. (2.18)
j=1

Podemos verificar facilmente que x, : G — C* definido por (2.18) é um homomor-

fismo. De fato,

N N N N N
no_ gi(hi+hj) gihitgihi _ gihi _9ih; __ iR ihi /
Xg(h+h') = Hfti = Heti = H%Z ey = H% ' Hgti = Xg(h)x4(R).
i=1 =1

i=1 i=1 i=1
Lema 2.2 Para quaisquer g,h € G, x4(h) = xn(9).

Prova. Trivial, pois G é Abeliano.

Terminamos este capitulo mostrando a tabela de carateres de um grupo finito G
de ordem N. A tabela pode ser organizada como segue. As colunas correspondem
as classes de conjugagao de G e as linhas correspondem aos carateres y; das repre-
sentacoes irredutiveis nao equivalentes de G. A j-ésima classe de conjugagao C; é

indicada mostrando um representante ¢; € C;. Na (4, j)-ésima entrada colocamos

Xz'(cj)-
C1 Co cen CN
X1 X1(61) Xl(Cz) cee Xl(CN)
X2 | x2(c1)  xa(c) ... xelew)
X~ | xwvl(er) xw(e2) ... xnl(en)

TABELA 2.1: Tabela de carateres do grupo G.
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Capitulo 3

Transformada de Fourier Quantica
e o Problema do Subgrupo

Escondido em Grupos Abelianos

Sejam Z% a soma direta de Zo @ Zo @ ... ® Zy com n termos, onde Zy = {0,1} é
o grupo aditivo dos inteiros médulo 2 e ‘H o espaco de Hilbert com base ortonormal

{lzy 1z € Z}}. Sex = (x1,...,2n) ey = (Y1, .- .,Yn) € Z} entdo escrevemos

@Y = (T1DY1,.. T DYn) € Ly

vy = (@ ... DTuYn) € Ly,

onde @ : Z5 X Zy — Ziy também denota a adi¢ao em Zj.
Consideremos agora a porta de Hadamard de um g-bit como sendo uma matriz

unitaria 2 x 2 dada por



Pela aplicacao direta do operador H nos estados |0) e |1) temos que

0) +[1)
V2

H|1) = %

HI0) =

Se a entrada do computador quéantico é |0), a porta de Hadamard cria uma
superposicao dos estados com a mesma amplitude. Esta é uma caracteristica geral,
valida para dois ou mais g-bits. Vamos analisar o caso com 2 g-bits. Devemos fazer

o produto tensorial H |0) ® H |0). Assim temos'

HE2[0)|0) = (H @ H)(|0) ®10)) = H[0) ® H |0)

00+ 11, . 10 +11)
7 )@ ( 7 )

_ %(\o)|0>+!0>!1>+\1>\O>+|1>!1>)

= (

= %(\00>+\01>+\10>+\11>)

= 20)+ 1)+ 12) +13)) (3.1)

O resultado é uma superposicao de todos os estados com amplitudes iguais. De

forma mais geral, o operador de Hadamard aplicado a n g-bits no estado |0) é

H®"[0...0 \@Zw

yeLy

Assim o produto tensorial de n operadores de Hadamard produz uma superposicao

com amplitudes iguais para todos os estados da base computacional, quando a en-

1Usamos a base decimal para escrever os ntimeros dentro do | ). Esta notagdo é um abuso de
linguagem, porém bastante til em computagao quantica.
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trada é o estado |0).

Para um elemento qualquer x € Z7, o operador de Hadamard aplicado ao estado

|z) é

H®n T xy
) ﬁ > (=1 y).

YLy

3.1 Problema do Subgrupo Escondido

O problema do subgupo escondido (PSE) definido imediatamente abaixo, tem
muitas aplicacoes uteis. Para grupos abelianos, uma solucao eficiente para este
problema implica em algoritmos eficientes para o calculo de fatoracao e logaritmo
discreto. Ja para grupos nao abelianos, uma solucao eficiente implicara num algo-

ritmo polinomial para decidir se dois grafos sao isomorfos ou nao.

Definicao 3.1 : Dada uma funcao eficientemente computdvel f : G — X, de um
grupo finito G para um conjunto X , que € constante nas classes laterais (a esquerda)
de algum subgrupo H de G e que toma valores distintos nas distintas classes laterais

de G, o problema do subgrupo escondido € achar um conjunto gerador para H.

FicUuraA 3.1: A fungao f é constante nas classes laterais de H e distinta em cada
classe lateral.
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3.2 O Problema de Simon

(SIMON;, 1994) apresentou um algoritmo quéantico em tempo polinomial para o
seguinte problema.
Dada: Uma fungao f : Z§ — Z% dois para um, ou seja, a cada par de valores distintos
no dominio corresponde a uma unica imagem no contradominio e com periodicidade
€ € L5, ie.,

fl)=flyy ey=axde Yur,ycl.

=

Determine: e eficientemente ( isto é, com probabilidade maior que 3 e com

2

poucas chamadas ao ordculo?).

Vamos assumir que seja possivel construir um operador linear unitario depen-

dendo de f, Uy, tal que Uy : |z) |y) — |z) |y & f(x)). Uy é chamado de ordculo.
Este é 0 nosso primeiro exemplo de um problema de subgrupo escondido. A funcao
f é definida no grupo Z} e constante nas classes laterais de um subgrupo H = {0, ¢}
nao conhecido. O objetivo é reconstruir este subgrupo. O algoritmo requer o uso
de dois registradores, um com n = [log, |Z45|] q-bits e outro com m > n g-bits. O
algoritmo ¢é o seguinte:

Passo 1. Inicialize o computador quantico no estado |0™)|0™), e aplique H®" no

primeiro registrador para obter o estado

2Um oraculo é uma funcao que pode ser avaliada em qualquer nimero de pontos, porém a sua
férmula nao é conhecida. Classicamente, o tinico jeito de revelar o ordculo é testar sequencialmente
um grande numero de pontos até que a férmula fique evidente. Quanticamente, podemos fazer o
uso do paralelismo quantico que permite a avaliagao simultanea de um nimero exponencial de
pontos com uma unica consulta
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Passo 2. Aplique U; no estado final do passo 1 para obter

jg_n S 1) I ()

T €Ly

Passo 3. Meca o segundo registrador e continue com o estado do primeiro regis-
trador inalterado. Assim depois da medida o estado do primeiro registrador terd a

forma:

1
ﬁum ® |zo + €)) [y) (3:2)

onde zo € Z% foi escolhido equiprobabilisticamente (observe que depois da me-
dida, a constante é renormalizada para \/Li ja que sobraram apenas dois termos na
soma (3.2), i.e., os termos cuja imagem é um elemento randémico y do conjunto
Im(f)). Podemos ainda escrever o estado do primeiro registrador na forma mais
geral ﬁ Y ohen w0+ h) .

Observacao 3.1 Note que agora temos um estado de superposi¢ao envolvendo |xo)
e |xo + €). Este estado contém a informagao desejada € junto com o nimero randémico
xo. Uma medida direta no primeiro registrador pode ndo trazer a informacgao dese-

jada sobre €.

Passo 4. Aplique a transformagdao de Hadamard na superposicao envolvendo o

primeiro registrador do estado final do passo 3 para obter

e (|$o> tlro®e))ly) = —=(H" |xo) + H" 2o © €)) |y)

— T (zoe).
- \/WZZ Oy+ 1) 0 )|y>
yeLy

1 . §
- v/ 92n—1 Z (_1)( oY) ‘y> , com y, €€ Z2'
yiy.e=0

%I
il
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Note que:

e Se e.y = 1 entao

(_1)130-'!! + (_1)(10@6).]; — (_1)330.@/ + (_1)$o.y@€.y — (_1>Io.y + (_1)1‘0.y+1 — 0

e Se €.y = 0 entao

(=170 () = (10 (1 = 21,

Passo 5. Mega o primeiro registrador para achar um valor y; tal que e.y; = 0 (a
probabilidade de se obter um y; especifico é QH%I)

Passo 6. Repetir o processo acima para achar suficientes y; s tal que € possa ser
determinado resolvendo um sistema de equacoes lineares y;.€, . .., y,..€ = 0. Veremos
na segao (3.4) que a quantidade de y; s necessarios para encontrar € é no maximo
[Z3 - H], onde H = {0,€e}. O algoritmo de Simon consiste essencialmente de O(n)
repetigoes da sub-rotina descrita acima (SIMON, 1994). J4 que o nosso valor procu-
rado € é uma cadeia de bits de tamanho n, serao necessarios n y;’s para determinar
€ resolvendo um sistema de equacoes lineares . O nimero de passos para resolver
este sistema é O(n?). Portanto serdo necessarios O(n +n?) = O(n?) repetigoes para

determinar € com probabilidade maior que %

3.3 A Transformada de Fourier em Grupos Abelianos

Seja G um grupo abeliano finito e seja H o espago de Hilbert com base ortonor-
mal {|g) : ¢ € G} indexada pelos elementos de G. Suponhamos que temos um
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computador quantico atuando em H (sabemos que quando o numero de g-bits au-
menta linearmente, a dimensdo do espaco de Hilbert aumenta exponencialmente),
logo para implementarmos isto fisicamente precisamos de n = [log, |G|] g-bits. O
estado de um computador quantico com n g-bits é um vetor num espago vetorial
complexo de dimensao 2".

Agora vamos contruir uma matriz |G| x |G|, cujas colunas sdo vetores |v,)

definidos como

Xg(h1)
(0,) 1 Xg(h2)
v _
"V
Xq(hic))
onde g € G, e hy,...,hg € uma lista completa dos elementos de G' . Segue das

relagoes de ortogonalidade (definidas no Capitulo 2) que esta matriz é unitaria. Logo
o operador definido por esta matriz que denotaremos por Fg é unitario. Dizemos
entao que Fg é a transformada de Fourier em grupos Abelianos. Podemos também

defini-la por sua atuagao nos vetores da base como:

(3.3)

G|g> \/‘?ZXQ

heG

Note que a saida de Fg |g) é o estado quantico correspondente ao vetor |v,), que
toma a forma acima quando escrito na notacao usual para um estado. Ja que o

operador é unitario ele pode ser implementado em um computador quantico.

Exemplo 3.1 Neste exemplo podemos verificar que a transformada de Fourier no

grupo G = Lo @ Ly ® ... ® Ly € a transformagao de Hadamard H®™ utilizada no

algoritmo de Simon.
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Vimos no inicio deste capitulo que este é o grupo cujos elementos sao cadeias de
bits de tamanho n e operagao do grupo como sendo adi¢gdo médulo 2 (essa operagao
é também conhecida como XOR na computacao). Temos entao que t; =ty = ... =
th=2= ¢y =...=¢gy, = —1 (vejasecao 2.6 do Capitulo 2). Os elementos g,h € G
sao n-uplas ¢ = (g1,---,9n), h = (h1,..., h,) com g;, h; tomando os valores 0 ou 1.

Assim, temos que x,(h) = [][_,(—1)%". Substituindo isto na equagdo (3.3) acima,

obtemos:

Py lo) = <= S (L0 10 = == 30 (=12 i) = 1 ).

3.4 O Subgrupo Ortogonal

Para qualquer subgrupo H de um grupo finito GG, podemos definir o subgrupo

ortogonal H+, como

H*={g€G|xy(h)=1Vhe H}.

Como @ é finito, para mostrar que H+ é um subgrupo de G, basta mostrarmos
que a operacao do grupo é fechada em H+. De fato, se a,b € H* entao para qualquer
h € H nés temos xx(ab) = xn(a)xn(b) =1 x 1 =1, isto é, ab € H*, logo H+ < G.

22 = 1 ie.,

No caso particular onde G = Zy @ . . . ® Z,, dizemos que z € H*+ se (—1)
zx =0V x € H. Se olharmos para z, x como vetores num espaco n-dimensional
sobre um corpo P qualquer com 2 elementos, entdo H é um subspaco e H* é o
complemento de H. Esta é a motivacdo para a terminologia H+. No entanto essa

propriedade nao ¢ preservada no caso geral.
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O teorema a seguir mostra uma importante relacao entre H e H+.
Teorema 3.1 Temos H+ ~ G/H , em particular |H*| = |G|/|H]|.

Prova. Ver (LOMONT, 2004).

Voltando novamente ao caso particular G = Zo @ ... @ Zo, e H = {0, €}, i.e., a0
algoritmo de Simon, podemos enxergar o estado quantico depois do passo 3 como
uma superposicao sobre uma classe lateral de H. Entao aplicamos Fg, e de fato
esta produz uma superposicao sobre todos os z’s com z.e = 0, isto é, z’s em H» .
Agora mostraremos que para um grupo Abeliano genérico (finito) G, Fg produz

uma superposicio sobre os elementos em H*, qualquer que seja H < G.

Lema 3.1 Para qualquer classe lateral H; de H em G, temos

1
FG(\/W; 19)) \/|H—l‘ h;{% Xu(gi) |h)

onde g; € um elemento fizo representante da classe lateral H;.

Prova. Aplicando a definicao de Fg e invertendo a ordem da soma, obtemos

Z\g \/szxg

gEH heG geH;

Seja g; um representante para a classe lateral H;, de modo que g € H; pode ser

escrito como g = g;7 para algum 7 € H. Para a soma interna acima, nés temos

> xgh) = D xulg)

geH; geH;

= ) xulgim)

TeEH

= xn(9:) ZXh(T)

TeEH
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Se h € H*, entao y,(7) = 1,V7 € H. Entdo a soma interna resulta y(g;)|H]|.
X

Assim

H
T 2 = g 2 e

heG geH; heHi
) VLH D1k,
heHL

(3.4)

o que nos da a amplitude de |h) apds aplicar Fg como sendo Tlelxh(gi) |h). Por-
S

tanto, cada h possui a probabilidade de medida | \/_Xh(gl)| 18]

‘ al Pelo teorema

3.1) temos que 12 ——, e como existem |H*| elementos em H*, qualquer outro
IGI — [HE|

elemento em G deve ter amplitude 0. Isso prova o lema (3.1).
[

Agora apresentaremos um algoritmo eficiente para o PSE, i.e., um algoritmo
que rode em tempo polinomial em log, |G|. Antes mostraremos que um algoritmo
eficiente para o PSE implica num algoritmo eficiente para o problema de Simon.

De fato, seja f : Z3 — 7Z% uma fungao 2 para 1 com periodicidade € como no
problema de Simon. Note que f é constante nas classes laterais do subgrupo {0, ¢}
de Z% e distinta em cada classe lateral. O problema de Simon ¢é achar €, que ¢ o tinico
gerador de {0, e}. O problema de Simon, entao, é justamente um PSE com G = Z,
X =7% e f como dada acima. Entao, uma solugao eficiente para o PSE produzira
f em tempo menor que O(log2™) = O(n) passos. Agora voltemos ao algoritmo para
o PSE.

Como no algoritmo de Simon, assumiremos que temos dois registradores: um
registrador com n = [log, |G|] g-bits e o segundo registrador com m g-bits, onde m
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¢ um inteiro positivo maior ou igual que n. O algoritmo usa a seguinte sub-rotina:
Passo 1. Inicialize o computador quantico no estado |0g) [0™), onde |0g) é o es-
tado base correspondente ao elemento neutro de GG. Depois aplique Fz no primeiro

registrador para obter

1 m
wZ!gHO )

geG

Passo 2. Aplique Uy no estado final do passo anterior e obtenha

Este é um estado quantico notével. Como Uy ¢ linear, ele atua em todos os |g) [0™)
para |G| valores de g, entao isto gera todos os f(g) simultaneamente. Este fenémeno
é o que chamamos de paralelismo quantico.

Passo 3. Mega o segundo registrador do estado final do passo 2. A medida, segundo
um postulado da mecanica quantica, provoca um disturbio no estado original. Este

estado por sua vez é levado no estado

ﬁ S Jg0) 1£(90))

onde H; é alguma classe lateral de H. Note que a constante foi renormalizada para

\/TFI ja que apds a medida sobraram apenas | H| elementos na soma. Estes elementos

sao aqueles cuja imagem é f(go).

Passo 4. Aplique Fg no primeiro registrador e obtenha entdao uma superposicao
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sobre H*. Pelo lema (3.1) teremos

\/“1[]—” > xulgi) 1h) .
heH-+

Passo 5. Mecga agora o primeiro registrador. A medida produz um elemento
randomico em H*.
Passo 6. Segue do teorema (2.1) que se repetirmos esta sub-rotina quantica um
nimero de vezes logaritmico em |G| (e portanto polinomial em n) obtemos um con-
junto de geradores para H+. Mostraremos agora que apartir desse conjunto gerador
podemos calcular um elemento randémico em H em tempo polinomial (i.e., poli-
nomial no tamanho da entrada). Em particular, podemos calcular um conjunto de
elementos geradores em H em tempo polinomial (DAMGARD, 2004).

De fato, no caso geral onde G =Z;, @& ... ® Zy,, seja 0 o menor multiplo comum
de todos os t;’s. Note que qualquer raiz da unidade ¢;, pode ser escrita como uma
poténcia de €y. Realmente, ¢, = et = 5;% . Entao temos que para quaisquer ele-

mentos ¢ = (g1,...,9n5), h = (h1,...,hy) e usando a férmula (2.18) do Capitulo 2,

’ adhi+...+agh . ~ . )
temos o cardter y,(h) =¢g," " "™ onde os coeficientes o sao tais que of = 09
7
Portanto, assumamos que {g" (@} seja um conjunto de geradores para H~+
, q g9 J J g P g

assim sabemos que h estd em H se, e somente se, forem satisfeitas as seguintes
equacoes lineares

Osz(i)hl + ...+ a%mhn = Omod 8

parai = 1,...,d. Assim um elemento randomico em H pode ser obtido selecionando

uma solucao qualquer deste sistema de equacgoes lineares. Sabemos que isto pode ser
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feito eficientemente desde que a solugao exista. Usando novamente o teorema (2.1),
vemos que se selecionarmos log, |G| solugoes deste sistema de equagoes acharemos
um conjunto gerador para H com probabilidade préxima de 1 (LOMONT, 2004).
Na tultima secao deste capitulo, mostraremos que o algoritmo de Shor para fa-
toragao é um caso particular do PSE. Veja também em (AHN, 2002) que o problema

do logaritmo discreto também resume-se ao PSE.

3.5 O Algoritmo de Shor

Queremos achar um fator de um numero composto N. Classicamente sé sao
conhecidos algoritmos ineficientes. Quanticamente, Peter Shor desenvolveu um al-
goritmo eficiente com caracteristicas bastantes interessantes (SHOR, 1997).

Nesta secao mostraremos que o algoritmo de Shor é um caso particular do PSE,
i.e., o problema de fatoracao é um PSE. Para fazermos isto, basta mostrarmos que
uma solucgao eficiente do PSE implica num algoritmo eficiente para achar a ordem
de elementos em Z% (onde Z}% ¢é o grupo dos inteiros nao nulos coprimos com N,

com respeito a multiplicagao de classes de Zy ).

Definicao 3.2 Seja n um nimero natural e y coprimo com n. A ordem de y € o

menor inteiro positivo r tal que y" =1 mod n.

Seja f : Z — Z, uma fungao definida por f(z) = y*modn V x € Z. Note
que Z é finitamente gerado. Note também que f é constante em cada classe lateral
do subgrupo H = {...,—=2r,—r,0,7,2r,...} de Z e distinta em cada classe lateral
(aqui 7 é o menor inteiro positivo tal que " = 1 mod n). O problema de achar a
ordem ¢ achar r. Isto é equivalente a achar —r. Como r e —r sao os unicos geradores

48



de H em Z, vemos que achar a ordem ¢é justamente um PSE com G =7Z, X = Z,
e f como definida acima. Portanto, uma solucao eficiente para o PSE produzira
uma solucao eficiente para o problema de achar ordem, i.e., um algoritmo que rode
em tempo polinomial em log, n passos (onde n é um limite superior do nimero de
classes laterais de H em Z, ja que existem r classes laterais e temos sempre r < n).

Podemos conferir em (SHOR, 1997) que o problema de achar a ordem se reduz
ao problema de fatoracao e vice-versa, assim vemos facilmente que uma solugao
eficiente para o problema de achar a ordem implica num algoritmo eficiente para

fatoracao.
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Capitulo 4

Representacoes Irredutiveis do

Grupo Diedral

O grupo Simétrico pode ser definido como se segue.

Considere um conjunto nao vazio S e seja G = {f : S — S | f bijetiva}. Se
o é a operagao composigao de fungoes, entao {G, o} é claramente um grupo tendo
I : S — S definido por I (z) =z, V & € S como identidade. Se S = {1,2,...,N}

denotaremos esse grupo por Sy, e temos que o nimero de elementos de Sy é N!.

Agora veremos um subgrupo de Sy, nao abeliano, contendo exatamente 2N ele-
mentos. Este subgrupo é formado pelas rotacoes e reflexdes do plano que preservam
um poligono regular com N vértices. Chamaremos este subgrupo de grupo Diedral
ou grupo de simetrias do poligono reqular de N wvértices e o denotaremos por Dy.
O conjunto formado pelas rotagoes formam um subgrupo abeliano de Dy que deno-

taremos por Cly.

Se denotarmos por r as rotagoes do angulo QW” e por s qualquer uma das reflexoes,
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entao temos

rV = e, s? = €, 8rs = r L.

Note que cada elemento de Dy pode ser escrito unicamente, ou na forma r*, com

0 <k < N —1 (se o elemento pertence a Cy), ou na forma srf com 0 < k< N-1

(se o elemento nao pertence a Cy). Temos ainda que a relagdo srs = r~! implica

que sr*s = r=*. De fato, usando inducao sobre k temos que para k = 1, srs = r~L.

Supondo que srFs = %, vamos mostrar que sr**tls = r~*+D_ Com efeito,

k+ k,—1

sritls = srfrs = r%srs = rFp~ k1)

= .

4.1 Representacoes Uni-Dimensionais do Grupo
Dy

Nesta secao daremos todas as representacoes uni-dimensionais de Dy, e veremos
que a quantidade de representacoes uni-dimensionais varia conforme N seja par ou
impar. As duas representagoes uni-dimensionais de Dy que daremos a seguir sao

validas tanto para N par como N impar.

1. Representacao Trivial

2. Podemos definir uma segunda representacao para Dy da seguinte forma
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1 se geCy
—1 se g¢ Cy.
Note que Cy é um subgrupo normal de Dy (Cy < D,,), e sabemos da teoria de
grupos que podemos olhar para C'y como sendo o nicleo de um homomorfismo
com dominio Dy. Logo esta aplicagao é um homomorfismo que define o grupo

quociente Dy /Cy isomorfo a Ss.

. A proposicao a seguir é a peca chave para acharmos outra representacao uni-

dimensional para Dy, se considerarmos N como sendo par.

Proposicao 4.1 Seja Dy o grupo Diedral de ordem 2N e seja Cy I Dy. Se

N for par, entdo considere os subconjuntos de Dy,

C’% ~ {r*} e SC% = {sr?},

com s € {Dy — Cn} eizO,...,%—l. SejaTN:C%USC’%. Entao Ty €

um subgrupo proprio normal de Dy .

Prova. Primeiro mostraremos que Ty < Dy. Para isso devemos mostrar que

se o, 3 € Ty entdao a8 € T. De fato, sejam a = s¥r%, 3 = s'r% com k,

tomados médulo 2 e 4,5 =0,..., % — 1. Entao
af = shrigpd = ghl(glp2igl)y
= 202 kL 2GHCDY) ¢ y (4.1)
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onde k — [ sao inteiros tais que 0 < k — [ < 1. Por construgao temos que
T é um subgrupo préprio de Dy. O fato de que Ty < Dy é trivial, pois,

|Dy| = [Tw| + |tTw| = 2|Tw|, ¥ t € {Dy — T}

Entao acabamos de mostrar que Tx é o nicleo de um homomorfismo com
dominio Dy. Logo podemos definir uma terceira representacao de grau 1 para

Dy como sendo

1 se gely

-1 se g¢Ty.
Note que este homomorfismo define o grupo quociente Dy /Ty isomorfo a Ss.

. A forma como acharemos a quarta representacao uni-dimensional para Dy é

analoga ao do item 3. Aqui também consideraremos N sendo par.

Proposicao 4.2 Dados o grupo Dy, com N um inteiro positivo par, Cy 1Dy

e 0s subconjuntos de Dy,

Cy {r*} e srCy = {sr® ™1},

com sr € {Dy — Cyn} ei:O,...,%—l. SCjGVN:C%USTC%. Entao Vy

¢ um subgrupo proprio normal de D).

Prova. Com efeito, os elementos de Vi sdo da forma 7% ou sr?*! com i,i =

(),...,%—I.Assim7 se a, 3 € Vi entao
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a=1r% f=r¥ = af=rt) e Vy.

a=r1r% B=r¥t = af = rZsp¥tl = 5p72ip2y = gp20=0F ¢ Yy,

o =¥t B=r¥ = af = st c V.

o a= st B =Pt = qf = sr¥tleptl = 2070 ¢ V.

Portanto, Viy < Dy e pelo mesmo argumento do caso anterior, temos que Vy

¢ um subgrupo proprio normal de Dy.

Assim, obtemos uma quarta representacao uni-dimensional para Dy dada por

pW: Dy — GL(C)

@ 1 se geVy
g == pg =

—1 se g¢ V.
Claramente este homomorfismo define o grupo quociente Dy /Vy que também

¢é isomorfo a S,.

4.2 Representacoes Induzidas

Seja p : G — GL(V) uma representacao de G, e seja py (H < G) a restrigdo para
H (isto é, p: H — GL(V)). Seja W uma subrepresentagao de py, i.e., um subspago
de V invariante por p;, t € H. Denotemos por p" : H — GL(W) a restri¢ao de H
em W. Seja s um elemento qualquer em G, assim o espaco vetorial p,/W depende
somente da classe lateral (a esquerda) sH de G. De fato, se substituirmos s por st,
com t € H, teremos que pgW = pspW = p;W, pois p,W = W. Assim, se ¢ é uma
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classe lateral (a esquerda) de H, podemos definir um subspago W, de V' como sendo
psW Vs € o. Agora, tome s’ € G = UF_,0; tal que s’ ¢ o, para algum 1 < j <k,

onde k é o nimero de classes laterais de H em G. Entao temos

)Os’Wcr]- = ps’psW = ps’sW - Woia

Vseco;el <1<k Emoutras palavras, os subspacos W, sao permutados entre
si, por ps. Portanto, o subspago formado pela soma ) . JH W, ¢ invariante por pg,

com g € (G. Logo a soma ZoeG/H W, é uma subrepresentacao de V.

Definicao 4.1 Dizemos que a representacao p de G em V € induzida pela repre-

sentacio p de H em W se V = @oeq/uW,.

Exemplo 4.1 Mostre que a representagao permutagdao p : S3 — GL(V') é induzida

pela representacio permutagdao p"V : Sy — GL(W).

Para fins de visualizaciao facamos V = R®. Na notacao ciclical temos S3 =
{0, (12),(13),(23),(123), (132)} e Sy = {(),(12)}. Seja {ey, €2, €3} uma base para
R3 e 0y = Sy, 09 = (23)5,, 03 = (13)S, as classes laterais de Sy em S;. Note que
o subspaco W = Kes, com K constante arbitraria é invariante por ,OEV, g € Sy. De

fato, Pg/eg = €()3 = €3, ng)ezs = e(12)3 = e3. Logo,
o W, = P(12)W = K/)(12)€3 = Kes,
o Ws, = pasyW = Kppzes = Kea,

o Woy = panW = Kpazjes = Key.

'Maiores detalhes sobre a notacdo ciclica para permutacio veja (GARCIA & LEAQUAIN,
1998).
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Portanto, W,, & W,, & W,, = R3, ou seja, a representacao permutacao p de S3 em

V 6 induzida pela representacao permutacao p"” de Sy em W.

4.3 Representacoes Bi-Dimensionais para Dy In-

duzidas por Cy

Nesta secao construiremos representacoes para Dy de grau 2.

Sabemos que o grupo C'y de ordem N consiste das poténcias r*, 72, ..., r"Y de um
elemento  de ordem N, 7" = e. Como Cy é abeliano, as representacoes irredutiveis
sao de grau 1. De acordo com a sec¢ao (2.6) do Capitulo 2, os carédteres de Cy sao

raizes N-ésimas da unidade, dadas por

2mihk

() =e~¥ , comh=0,1,...,N — 1.

Fazendo ¢ = ¢~ podemos organizar os carateres de Cy na tabela (4.1).

e T r2 L V-1
o 11 1 1
i |1 € g2 g1
o |1 & o S2AN-1)
Ynoi |1 eN-1 20 S(N-1)(N-1)

TABELA 4.1: Tabela de cardteres do grupo Cy.

Seja p : Dy — GL(V) uma representagdo bi-dimensional para Dy. Vamos
mostrar que p é induzida pela representagao 6 : Cy — GL(W), onde W é um
subspaco de V. De fato, como a representacao W de C'y é uni-dimensional, temos
que W é gerado por um tnico vetor w. Tome w = (1,0) e considere a seguinte base
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para V' dada pelos vetores w = (1,0) e v = (0, 1). Tomamos esses valores particulares

para obtermos adiante uma representacao matricial explicita para GL(V).

Agora nés calculamos a agdo 0,, g € Cy em W. Pela tabela (4.1), vemos que

existem N representacoes de C'y dadas por Héh) = xn(g),com 0 <h < N—1. Assim

Hﬁfj)w = eQﬂJ@khw, 0<k,h<N-1.

Como Cy possui a metade dos elementos de Dy, as classes laterais sao duas, a

saber
or={e,r,r? eV og = {s,sr, 0%, sV

Sabemos que

2mikh

Walzﬁgf)w:e Now, com0<kh<N-—1.

Por outro lado,

h h 2mikh
W, = 0w = 0 = 2 o0,

Note que pgh)w = v. Com efeito, W ¢ invariante somente por p,, V g € o1, mas

. 2mikh
neste caso g = s € 0y, logo a igualdade segue. Portanto, W,, = e"~ v, e conse-

quentemente

V=W, &W,,.

O nosso objetivo agora é obter representacoes matriciais para p. Podemos fazer
isso atuando o grupo Dy nos elementos da base de V. Como ja fizemos Dy atuar

em w, entao basta fazermos Dy atuar em v. Desta forma temos

o 00 = oD = o = )10 = PP = Py = o,
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o PS,L;)CU = piiiﬂgh)w = piﬁisw = p@kw = g Fhy.

Assim, as matrizes do operador pgh), com g € Dy na base {w,v} de V sao dadas

por

0 —hk hk 0

Estas matrizes definem uma representacdo p™ de Dy. De fato, para elementos

a=1r"e(=sr?de Dy, comm,p=0,...,N — 1, temos
—h(p—m) hm —hp
W W w 0 € B € 0 0 ¢
paﬁ = Prmgrp = Pgpp—m = -
ghlp=m) 0 0 ghm gv 0
h) (h h
= putpl = p ™.

Um célculo analogo, mostra que pgg = p&h) p™ 3 para todo «, 3 € Dy.

O proximo passo € mostrar que as representacoes de graus 1 e 2 definidas para Dy
sao as Unicas representacoes irredutiveis de Dy a menos de isomorfismos. Recorde-

Dy . . ~
mos que g ~ h se os elementos de g, h de Dy estao na mesma classe de conjugacao.

Proposicao 4.3 Se Dy € o grupo Diedral de ordem 2N, N > 2 um inteiro, entdo
para i,j =10,...,N —1 nos temos:

(i) ri Dy rN=i,

(ii) s 2 sr?,

(111) sr Ry gp2itt

(iv) DY srd.

Prova. Para provarmos (i), (ii) e (iii) basta tomarmos g = r € Dy. Assim para
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(i) temos r* = gr¥ =g~ Para (ii), temos g(sr¥)g=t = ri(sr¥)r=¢ = risrt = s. Para

-1 _ +1

2i+1) — s

(iii), g(sr¥*1)g ri(sr¥ )=t = pigrt
iv) Suponha que existam inteiros 0 < m < 1, ep = 0,...,N — 1 tais que r* =
iv) S h ist intei 0 < <1 0 N — 1 tai !
s™rP(srd)r~Ps™. Assim,

A A - sri=? se m =0
S"rPsrlyTPg™ = g8 PplrTPg™ = ggMypI T M = . (4.2)

s se m=1
Logo, é um absurdo termos r* = s/ =2 ou r* = sr?’=J . Portanto, r* nao é conjugado

com sr7.

Desta proposicao temos o seguinte corolario.

Corolario 4.0.1 O grupo Dy, para um dado inteiro N > 2, possui % + 3 classes

de conjugacao se N for par, e % se N for impar.

Prova. De fato, para N par, segue da proposigao (4.3) que as classes de conjugagao

de Dy sao:

. N , N
(e, {rrN 1 e et 2 ) (s, i = 0, =1 s i =0,

"2
E para N impar, temos

N+1

{e},{r,erl},...,{r%,rT},{srj, j=0,...,N —1}.
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Voltando a representacao p® de Dy, note que p depende somente da classe de

residuos de N médulo h. Considerando ainda N par, podemos assumir 0 < h < %,

N

(N—h) N
2

(h) ~ . Os casos extremos h = 0 e h = % sao descartados, pois as

ja que p
representagoes correspondentes sao redutiveis, com carateres Wy, + Wy e W3 + Wy,

respectivamente?. Por outro lado, para todo h satisfazendo 0 < h < %, a represen-

h

tacao p™ é irredutivel. De fato, como " # e~", os tinicos subspacos invariantes por

pﬁh) sao os subspacos da forma <z> ou (Z) V x € C, mas estes subspagos nao sao

. . h ~ ~ . s s 7
Invariantes por pg ), Logo as representagoes p(h) sao irredutiveis. Os carateres das

representacoes irredutiveis de Dy sao dados por

Corolario 4.0.2 As representagoes p™, com 0 < h < sao duas a duas nao

N
2
isomorfas.

Prova. Suponhamos por absurdo, que p ~ p® com h # p e tal que h +p < N,

logo estas representacoes possuem o mesmo carater, i.e.,

2mhk 2mpk
) = cos(

)=h=pouh=N —p,

Xn (") = xp(r*) = cos(

mas isto é um absurdo, portanto x4 (1%) # x,(r*) e as representacoes p™ e p® sdo

nao isomorfas.
[ |

Agora nés mostraremos que as representacoes irredutiveis que definimos neste

capitulo s@o as tnicas representagoes irredutiveis (a menos de isomorfismos) de Dy.

2Veja tabela 4.2.
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De fato, segue do corolario (4.0.1) que para N par, Dy possui % + 3 classes de
conjugacao (ou representagoes irredutiveis). Se Dy possui quatro representagoes
uni-dimensionais®, entdo a soma dos quadrados dos seus graus deve ser igual a 2N
(teorema 2.8). De fato, 4 x 12 + (§ — 1) x 22 = 2N, que ¢ a ordem de Dy. Isto
mostra que para N par, Dy possui 4 representacoes de grau 1 e % — 1 representagoes
de grau 2.

Podemos visualizar os carateres de Dy na tabela abaixo.
T k STk

Uy 1
1

1

-1
Uy | (-DF (=D)F
\114 (_1)k (_1)k+1

Wl | 2 cos( L) 0

TABELA 4.2: Tabela de carateres do grupo Dy para N par, 0 < k < N,0< h < %

Agora, analisaremos as representacoes irredutiveis de Dy para N impar.
Segue do coroldrio (4.0.1) que para N fmpar, Dy possui X2 representacoes
; 2
irredutiveis, assim existem apenas duas representagoes de grau 1, a saber ¥y e W,
dada pela tabela (4.3), e Y=L representaces de grau 2 dadas como no caso de N
) 2 S
par. Estas representacoes sao as tunicas representacoes irredutiveis de Dy. De fato,a

soma dos quadrados dos seus graus ¢ igual a 2 x 1 + %(n —1) x4 =2N, que é a

ordem de Dy.

3Note que (% +3)—4= % — 1 é o nimero de representacoes de grau 2 de Dy.
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”I“k S?"k
T, 1 1
0, 1 -1
Uh | 2cos(ZLE) 0

TABELA 4.3: Tabela de carédteres do grupo Dy para N fmpar, 0 < k< N,0< h <
N-1
T2
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Capitulo 5

Transformada de Fourier no

Grupo Diedral

5.1 Transformada de Fourier em Grupos Genéri-

COSs

Agora consideraremos o problema do subgrupo escondido numa situagao em que
tanto o grupo G quanto o seu subgrupo H podem nao ser abelianos.

Sabemos que para grupos abelianos as representagoes irredutiveis sao sempre
uni-dimensionais, mas para grupos nao abelianos as representagoes irredutiveis sao
homomorfismos p : G — GL(V') tomando valores no conjunto GL(V') das matrizes
unitarias de dimensao d,. Considere G = {p1,--.,pr} como sendo o conjunto de
todas as representacoes irredutiveis de G, a menos de isomorfismo. Assim podemos

definir a transformada de Fourier sobre G da seguinte forma.

Definigao 5.1 (Transformada de Fourier sobre Grupos Finitos) Seja G um
grupo finito, f : G — C uma aplicagao qualquer entre os conjuntos G e C. Para
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uma representacao irredutivel p de G de dimensao d,, definimos a transformada de

Fourier de f na representag¢ao p como sendo

. d,
1) =\/1ar > F@)elg).

geG

-~

Nos referimos a colecao (f(p)>p6@ como a transformada de Fourier de f.

Esta definicao nos diz que f é mapeada em |@ | matrizes podendo ter diferentes
dimensoes. O ntmero total de entradas nestas matrizes é S°F | d? = |G| (teorema
2.8).

Podemos enxergar a transformada de Fourier como um mapeamento de C[G]
(C[G] é o espaco das combinacdes lineares complexas de G) em CI¢!, de modo que,
para cada g € G temos um vetor %pzj(g) de tamanho |G| (p;;(g) indica a ij-ésima
entrada de p(g)). Agora se F' é a matriz deste mapeamento, entao é facil mostrar
que I’ é uma matriz unitaria. De fato, se cada coluna de F' corresponde aos valores

%”' pi;(g) de um tnico elemento g € G, e se ¢4, ¢, sao duas colunas distintas de F,

entao nos temos

* 1 *
CgCh = |_G|depij<g)pij(h)

psid

_ l—é’Zd,}ZZPw(Q)PU(h)*
p i

= |—(1;|de2;0@‘¢(9}5_1>
) i

1 -
= @dexp(gh D)
o

_ ralgh™) _
= =0 (5.1)

Analogamente temos, ¢,c; = 1.
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Outra propriedade da transformada de Fourier é a linearidade em f. Realmente,

Xijﬁ(p) - ZZL ZZfZ

_ z\fzfz @) =S Fin)
geqG i=1

Agora consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 5.1 Calcularemos a sequir a transformada de Fourier no grupo D, e

explicitaremos a matriz desta transformacao.

Sabemos que D4 é o grupo Diedral de ordem 8, e os seus elementos sao dados
por Dy = {e,r,r? 13 s,sr, sr% sr3}. De acordo com o capitulo 4 as representacoes

irredutiveis de D, sao as seguintes:

U, = {1,1,1,1,1,1,1,1}
U, = {1,1,1,1,-1,—-1,-1,—1}
Uy = {1,-1,1,-1,1,—1,1,—1}

Y )

U, = {1,-1,1,-1,-1,1,-1,1}

juxs
2

onde e = e2 = i. Aplicando a transformada de Fourier definida em (5.1) no conjunto

das representacoes irredutiveis de Dy, obtemos
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fo) = ?[f(e) + )+ )+ F(F) + F(2) + flsr) + [(sr%) + f(s7)]
Fws) = YEIRE) + )+ 107 + F67) — F2) - Flsr) — Flsr®) = f(sr)]

Logo a matriz da transformada de Fourier no grupo D, é dada por

v2ooov2 o V2 V2 W2 v2 o v2 V2
4 4 4 4 4 4 4 4
V2oov2 o V2 V2 V2 V2 V2 2
4 4 4 4 4 4 4 4
V2o v2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
4 4 4 4 4 4 4 4
V2o _v2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
F _ 4 4 4 4 4 4 4 4 (52)

1 7 —1 —1
5 5 = 5 0 0 0 0

1 1 —1 —1
0 0 0 0 5 5 = 5

1 7 —1 —1
o o o o Lt i o =

Lol g 0 0 0

o=
o

IS

|

Definicao 5.2 Seja f : G — C uma fungdo. A transformada de Fourier inversa de
f ¢ definida por

f@ZéZﬂW%mW-

pea
Note que esta definicao realmente faz sentido. Com efeito, se substituirmos a

definicao de fna definicao para a inversa, lembrando que o carater da representacao
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regular de G é

0 seg#e
ra(g) =Y dpxo(9) = (lema 2.1),
ped |G| seg=ce
e trocando a ordem da soma, obtemos
1 _ 0 seg#g
G 2 F6) Y (ol ™) =
g'eCG peG f(g) se g = g/

Assim a igualdade segue para g = ¢'.
A transformada de Fourier pode ser aplicada tanto numa funcdo quanto num
estado da base computacional. Como a transformada de Fourier é um operador linear

unitario, entao sabemos como ela atua num estado genérico da base computacional

> fg)lg)- (5.3)

geG

Assim aplicando a transformada de Fourier no estado dado pela expressao (5.3)

temos

ST 3T Fle)ileing)-

e 1<i4<d,

Esta é a definicao da transformada de Fourier quantica para grupos finitos.

5.2 O Método Padrao de Solucao

Muitos algoritmos quanticos, incluindo o algoritmo de Shor para fatoragao e
logaritmo discreto reduzem-se ao PSE, onde um subgrupo H de um grupo G deve
ser determinado de um estado quantico [¢)), sendo este uma superposi¢do numa
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classe lateral (a esquerda) de H. Estes PSEg sao resolvidos pela amostragem de
Fourier: a transformada de Fourier do estado |¢) é calculada e medida. Quando o
grupo for nao abeliano duas importantes variacoes da amostragem de Foureir sao
identificadas: o método padrao fraco, onde somente o “nome” da representacao é
medido deixando os indices matriciais inobservaveis, e o método padrao forte, onde
a medida é completa, i.e., tanto a representacao quanto os indices matricias sao

medidos. Usaremos no nosso trabalho as duas versoes do método padrao de solugao.

O algoritmo que apresentaremos agora, o qual chamaremos de algoritmo padrao,
¢ uma generalizacao do PSE em grupos Abelianos. Este foi primeiramente intro-

duzido por (HALLGREN et al, 2003).

O algoritmo é o seguinte:
Passo 1. Inicialize o computador quantico numa superposicao uniforme sobre os

elementos do grupo:

\/‘?Zlg,

geG

o o~ . 1
Passo 2. Calcule f sobre esta superposigao para obter: 7a > gec 19, £(9)) -
Passo 3. Meca o segundo registrador. Como f assume valores distintos nas classes

laterais (& esquerda) de H, o estado resultante serd a superposigao

Z]ch f(ch))

hEH

para alguma classe lateral cH de H. Além disso, ¢ esta uniformemente distribuido
sobre G.

Passo 4. Aplique a transformada de Fourier no primeiro registrador do estado do
passo 3 e desconsidere o segundo registrador que tem o mesmo valor para todos os
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termos da soma, para obter

> Aicl |G |H (S plem)isloiiy =5 S Fp)aglosisi)
G1<Z]<d d

heH @ 1<4,5<d,
lembrando que f(p);; é um nimero complexo.
Passo 5. Meca o primeiro registrador e observe uma representagao p.

Agora usaremos a versao fraca do método padrao para observar a representacao

Comegamos medindo a primeira parte da tripla |p,,j). Assim, nés observamos

p € G com probabilidade

S 1Tl =170

1<4,j<dp

2

onde || M]| denota a norma matricial Euclidiana dada por [|M|]* =37, - [M;

Agora seja f uma fun¢do indicadora de uma classe lateral (& esquerda) de H,

i.e., para algum c € G,

ﬁ seg€c€cH, e

flg) = (5.4)

0 caso contrario.

Nosso objetivo é encontrar a transformada de Fourier de f e mostrar que isto
equivale a calcular a transformada de Fourier do estado ﬁ > hen ch), dado no

final do passo 3 do algoritmo padrao. De fato, a transformada de Fourier de f é

H\G \HZ p(ch).
heH
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Como vimos no final da secao anterior, se aplicarmos a transformada de Fourier num

estado quantico genérico Y | gec (9) |g), nés obtemos

Yo D Fsleind) = \/|G ‘H (> pleh))iglpiis g)
p€G1<2]<d

e 1<i,j<d, heH

que é a transformada de Fourier do estado ﬁ > nem lch, f(ch)), visto no passo 4
do algoritmo padrao.

Agora abriremos um paréntese na nossa discussao para introduzirmos uma no-
tagao que sera util na préxima secao.

Considere um subconjunto S de G, e defina |S) = \/‘?des lg) e p(S) =

p(|S)) = \/‘? EgGS p(g). Sendo 14 a representagao trivial, temos que

16(G) = \/IFZ \/@21

geG geG

N G
- v

Como a representacao trivial é irredutivel, nés temos que para qualquer outra re-
presentacao p, p(G) = 0. De fato, p(G) = \/ﬁ >gec P9) = (plle) = 0.

Como vimos anteriormente, a probabilidade de observar p é >, <ij<d, |f( p)ijl? =
Hf(p)H2 A vantagem de observar somente a representacao p deixando de lado os

indices matriciais vem do seguinte fato chave sobre a transformada de Fourier.

Lema 5.1 A probabilidade de observar p € a mesma para uma Superposicao uni-

forme sobre uma classe lateral cH ou (Hc), como para uma superposicio em H.

Prova. f ./‘GHH Y nen P(ch) |GHH p( ¢) > hen (), e como p(c) é uma
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matriz unitaria,

1FOIP = llp(e) >~ o> =11 o).

heH heH

Dado este lema, podemos assumir, sem perda de generalidade, que nossa funcao f

é \/‘1?| no subgrupo H, e zero caso contrario.

5.2.1 A Probabilidade de Medir p

Vimos na demonstragao do lema (5.1) que a probabilidade de observar p de-
pende apenas da soma ), , p(h). Esta soma é um operador linear, pois, trata-se

de uma soma de transformacoes lineares. Iniciaremos esta secao mostrando que

ﬁ > hen P(h) é uma projecao.

Lema 5.2 Seja p uma representacao irredutivel de G. Para qualquer subgrupo H <
G, p(H) = =", p(h) é \/|H| vezes uma matriz projecdo, e o posto(p(H)) =
’ \/ﬁ heH ’

(XP|X1H)H

Prova. Considere a restricao Resgp. Esta pode ser decomposta numa soma direta
de representacoes irredutiveis oy, . . ., 0, e escrevemos Resgp = 01@. .. Hoy. Assim,
considerando uma base apropriada, temos que ﬁ > hen P(h) é composta por blo-
cos, cada bloco correspondendo a cada ;. Em particular, a matriz ﬁ Y onen P(R)
é

ﬁ > her 01(h) 0

1
0 ﬁzhEHo-Q(h) 0 UT

71



para alguma transformagao unitaria U e representagoes irredutiveis o; de H (com

oi(g) ¢é diferente de zero

. _— L
possiveis repeti¢oes). Sabemos que a soma \/ﬁz ekl

somente quando a representagao irredutivel for a representacao trivial, neste caso, a
soma é \/|H|. Assim obtemos uma matriz onde cada autovalor ou é 0 ou é 1. Note
que s6 aparece 1 na matriz quando a representacao ¢ trivial. Portanto, a quantidade
de colunas linearmente independentes na matriz é igual ao niimero de representacoes

triviais contidas em Res,H, i.e., (X,|X14)0

Portanto, considerando f : G — C uma fungao tal que

1

flg) = Vil

0  caso contrario,

sege H, e

temos que a probabilidade de medir p no passo 4 do algoritmo padrao é

170 = ||\f IR = (S P | Y )

heH heH heH
dyp 2
= HI*(Xplx14 )1
|G||H| re
_ IHI
- |G| (XP|X1H)

Assim finalizamos esta secdo com o seguinte teorema.

Teorema 5.1 Para qualquer subgrupo H < G, a probabilidade de medir p no passo

4 do algoritmo padrao, com subgrupo escondido H, é

~ H
172 = % 00 )i
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5.3 O Método Padrao de Solugao (MPS) Apli-

cado ao Grupo Diedral

O objetivo principal do nosso trabalho é obter um algoritmo quantico para
o PSE Diedral. Para isso faremos uma restricao do MPS para o grupo Diedral,
isto é, verificaremos se existe uma solugao eficiente para o PSE no grupo Diedral
usando este método. (HALLGREN et al, 2003) mostraram que existe um algoritmo
quantico eficiente para o PSE quando o subgrupo escondido é normal. Os autores
fazem uso do método padrao de solucao. O primeiro algoritmo quantico para o PSE
num grupo nao Abeliano foi apresentado por (ETTINGER & HOYER, 2000). O
principal resultado do trabalho deles é que existe um algoritmo quantico que resolve
o problema do subgrupo Diedral usando apenas um numero linear de consultas ao
oraculo. Entretanto, o algoritmo nao roda em tempo polinomial, mesmo usando
poucas avaliagoes do ordculo. A ineficiéncia do algoritmo dado por (ETTINGER &
HOYER, 2000) é devido ao fato de que o algoritmo aplica um certo nimero linear
de vezes uma subrotina quantica, cada vez produzindo algum dado de saida, e cada
vez usando uma unica aplicacao do ordculo. A colecao de todos os dados de saida
determinam o subgrupo escondido com alta probabilidade. Os autores sabem como
achar o subgrupo deste conjunto de dados em tempo exponencial, mas nao se sabe
se existe um algoritmo em tempo polinomial (quantico ou cléssico) que faz o pos-
processamento dos dados de saida provenientes da subrotina quantica. (ETTINGER
& HOYER, 2000) mostraram também, que sem perda de generalidade, o problema
de achar o subgrupo escondido no grupo Diedral pode ser reduzido ao caso especial
de achar subgrupos escondidos triviais ou gerados por uma reflexao.
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Sabemos que o grupo Diedral de ordem 2N, denotado por Dy, é o grupo das
simetrias de um poligono regular de N lados (ver capitulo 4) consistindo de N
rotacoes e N reflexdes. Assumiremos no algoritmo descrito logo abaixo para o pro-
blema do subgrupo Diedral, que o subgrupo escondido H = {e, s} é gerado por uma

reflexao s.
De forma suscinta, o nosso problema é o seguinte:

Dado uma func¢ao f : Dy — R do grupo Diedral para um conjunto arbitrario R.
A funcdo f é constante nas classes laterais do subgrupo H = {e, s} de Dy e distinta

em cada classe lateral. O nosso objetivo é reconstruir o subgrupo H, ou seja, achar

O algoritmo é o seguinte:
Passo 1. Inicialize o computador quantico numa superposicao uniforme sobre os

elementos de Dy:

= 2 10,

geEDN
Passo 2. Calcule f sobre esta superposigao para obter: \/%Tv > geny 19 f(9)) -

Passo 3. Mega o segundo registrador. O estado resultante sera a superposicao

% S eh, f(ch),

heH

para alguma classe lateral cH de H. Além disso, ¢ estda uniformemente distribuido
sobre Dy.
Passo 4. Aplique a transformada de Fourier no primeiro registrador do estado do

passo 3 para obter

SN F)igleig)

peDy 1<i.3<d,
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Passo 5. Meca o primeiro registrador e observe uma representagao p.

Vimos na se¢ao anterior que a probabilidade de observar p utilizando o método

padrao fraco é

2

HJ?(P)||2 = ﬁdp<Xp|X1H)H

= S X, (07

heH

dp
= ON Z Xp(h)-

heH

De acordo com a tabela de carateres do grupo Diedral dada no Capitulo 4, temos

e Se d, =1 entao

IF0* = 575 (xe(e) +x,(5))

e Se d, = 2 entao

2

2 <
v =

N | —

T = 5 0le) + () =

Para sabermos se nosso algoritmo é eficiente, teremos que calcular o ntimero de
vezes que devemos repetir o algoritmo acima para obter p com probabilidade maior
que %

Suponhamos que executamos o nosso algoritmo um ntmero X de vezes. A

probabilidade de obter p na primeira rodada do algoritmo é % Assim temos que
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apos X rodadas, a probabilidade de obter p pelo menos uma vez é

2
1—(1--)% 5.5
(- )%, (55)
onde (1 — %)X ¢ a probabilidade de nao obter p todas as X vezes que rodamos o

algoritmo.

Agora, usando o binémio de Newton, nés aproximamos o termo (1 — %)X da

expressdo (5.5) por 1 — 2 com erro de aproximacdo da ordem O(55). Suponhamos
~ 2Xy\ 1 N . ;N .o~
entdao que 1 —(1—-%+) = 3 = X = . Isto quer dizer que apds 7 repeticdes do nosso

algoritmo obtemos p com probabilidade em torno de % Sabemos que um algoritmo
eficiente para o PSE faz log, |G| chamadas ao ordculo, quando o grupo em questao é
G. Para maiores detalhes veja (ETTINGER et al, 1999). Note que o nosso algoritmo
nao é eficiente, pois ele usa % chamadas do oraculo, que é exponencialmente maior
que log, |[Dy| = log, 2N.

De acordo com os trabalhos de (ROTTELER & BETH, 1998), a complexidade
do célculo da transformada de Fourier em Dy é O(log® N). Assim a complexidade
de tempo total do nosso algoritmo para reconstruir o subgrupo H com probabilidade
em torno de % 6 O(Nlog* N ). Note que precisamos de um algoritmo que reconstrua

1

o subgrupo escondido H com probabilidade maior ou igual que 3, para aplicarmos

o limite de Chernoff (CHUANG & NIELSEN, 2000).

Como nao obtivemos sucesso usando a versao fraca do método padrao de solucao,
voltaremos entao ao passo 5 do algoritmo padrao para o grupo Diedral. Desta vez,
faremos uma medida completa, i.e., vamos medir uma representacao p juntamente
com os indices matriciais (este é o método padrao forte). Assim, a probabilidade de
medir um dado estado |p, 7, j) depois do passo 4 do algoritmo padrao (assumindo
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que o elemento escolhido aleatoriamente no passo 3 foi ¢) é:

Prc(|p,z,]>) |D ||H||pr Ch

heH

Como c esta uniformemente distribuido sobre Dy no passo 3, temos que a pro-

babilidade de medir estado qualquer |p,1,j) é

(|p727] |D | Z Prg |p727j

geDN

Portanto, assumindo H = {e, s} como no caso anterior, e levando em conta o

grau da representacao p, nos temos

e Se d, =1 entao

o 1 9 2 1
Pry(|p,4,5)) 4N|Pw<g)+f723(95)| !i + 17 < N
logo,
1 1 1 1
P i :—g P ,7)) < — (2N —) = —.
r(|pﬂl7.]>) 2Ng€D rg(|p’7’7.]>)—2 ( N) N
N

e Se d, = 2 entao

1
—|pii(9) + pij(99)|?

Pry (1o, i) = 5

Neste caso ainda temos duas possibilidades:

1. Se g = r* entdo

hk|2 1
o svle” P = g5, ou
Pr,(|p,i, 7)) =
W‘E_hk‘Q — ﬁ
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2. Se g = sr* entdo

L|€hkz‘2 - 1 o0
.. 2N 2N
Prg(|p>zaj>) -

L|5*hk|2 _ 1

2N 2N
portanto,

1 1 1

Pr(|p,i,j)) = —(2N—) = —.

Note entao que no caso do grupo Diedral, a probabilidade de observar p usando
o método padrao forte é tao pequena quanto a probabilidade de observar p usando
o método anterior. Este resultado vem descartar todas as possibilidades de obter
um algoritmo quantico eficiente para o problema do subgrupo Diedral usando este
método.

Muitas tentativas tém sido feitas para achar um algoritmo eficiente para o PSE
no grupo Diedral. Uma razao para isto é que o grupo Diedral é o mais simples
dos grupos nao abelianos, e portanto, mais facil de ser estudado. Outra razao para
resolver o PSE Diedral é a aplicacao em sistemas de criptografia, como pode ser visto
em (REGEV, 2004b). Agora daremos uma visao geral dos resultados conhecidos
sobre o PSE no grupo Diedral.

(ETTINGER & HOYER, 2000) mostraram um algoritmo quantico que produz
dados suficientes para encontrar qualquer subgrupo escondido H no grupo Diedral
Dy, contudo nao se sabe se estes dados podem ser pods-processados em tempo
O(poly(log N)) para reconstruir o subgrupo H. Resumidamente, o algoritmo deles
explora a simplicidade do grupo ciclico Zy < Dy, e usa a transformada de Fourier
para grupos abelianos para coletar informagoes que serao usadas para reconstruir o
subgrupo H. Ettinger e Hoyer reduziram o problema original para o caso particular
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de achar um subgrupo H gerado por uma reflexao. O principal resultado deles esta

no seguinte teorema.

Teorema 5.2 Seja f : Dy — R uma funcao constante nas classes laterais do
subgrupo H e distinta em cada classe lateral. Eziste um algoritmo quantico que
dado f, usa O(log N) avaliagoes de f e resulta um subconjunto X C H tal que X é

2

um conjunto gerador para H com probabilidade no minimo 1 —

Mais tarde, (KUPERBERG, 2003) deu o primeiro algoritmo quantico em tempo
subexponencial para o PSE Diedral, com tempo e complexidade de consulta
O(exp(C+/Tog N)). Isto é bem melhor do que O(v/N) que é a complexidade classica
para o PSE Diedral. Este é atualmente o melhor algoritmo quéantico conhecido para
este problema. Contudo, este algoritmo requer um espaco de solucao superpolino-
mial.

O principal resultado do trabalho de Kuperberg esta no seguinte teorema.

Teorema 5.3 Existe um algoritmo quantico que determina uma reflexao escondida

no grupo Diedral com tempo e complexidade de consulta O(exp(C+/log N)).

Num trabalho ainda mais recente, (REGEV, 2004a) descreveu uma versao do algo-
ritmo de Kuperberg para resolver o PSE Diedral. O algoritmo de Regev também
roda em tempo superpolinomial, mas a novidade é que o espaco requerido pelo

algoritmo é apenas polinomial, isto é, polinomial na ordem O(log V).
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Capitulo 6

Conclusao

No6s mostramos no Capitulo 3, omitindo alguns detalhes, que para qualquer grupo
finito abeliano G, o problema do subgrupo escondido pode ser resolvido eficiente-
mente usando um computador quantico. Vimos também que uma solugao eficiente
do PSE abeliano é a base do algoritmo de Shor para fatoragao. O ponto chave na
resolucao do PSE abeliano é a amostragem de Fourier, isto é, a transformada de
Fourier é calculada nos estados que contém alguma informagcao sobre o subgrupo
escondido, e entao os estados resultantes sao medidos afim de obter informacoes

suficientes para determinar os geradores do subgrupo escondido.

Nos descrevemos no Capitulo 5 o caso nao abeliano, usando a teoria da re-
presentacao para definir a transformada de Fourier em grupos arbitrarios. Entao,
particularizamos o PSE para o grupo Diedral e propusemos um algoritmo quantico
para este problema, cujo ingrediente bésico foi a amostragem de Fourier. Conclui-
mos que nosso algoritmo € ineficiente pois ele reconstroi o subgrupo escondido com

complexidade exponencial no tempo O(N log® N).

No final do Capitulo 5, nés descrevemos os resultados atuais sobre o PSE Diedral
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e constatamos que nenhuma solugao eficiente para este problema é conhecida.

Sao as aplicagoes praticas que nos incentivam a continuar nesta area tao in-
teressante. Vimos que ja existem algoritmos quanticos para fatoragao e logaritmo
discreto, e que estes algoritmos permitem a quebra dos principais cédigos de crip-
tografia usados atualmente.

Como proposta para trabalhos futuros, investigaremos em quais familias de gru-
pos a transformada de Fourier pode ser calculada eficientemente, e a partir dai
analizaremos a extensao para grupos mais complexos, com vista na construcao de

algoritmos quanticos para o PSE.
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Apéndice A

Demonstracoes do Lema de Schur
e das Relacoes de Ortogonalidade

de Carateres

Teorema A.1 (Lema de Schur) .
1. Sejam Ry e R’g duas representacoes irredutiveis de um grupo G nos espacos V e
W de dimensoes n,m respectivamente. Suponha que exista wma matriz retangular

P.wn satisfazendo

PR,=R,P, V¥ g€QG. (A1)

Entao P =0 ou P € nao singular .
2. Se uma representagao P comuta com todas as representacoes irredutiveis R, de

G, entao P é um maltiplo escalar NI da matriz identidade.

Prova. Para provarmos 1, considere v como sendo o posto de P. A imagem Px, x €
V' forma um subspago w de W de dimensao v. Fixemos as bases {vi,...,v,} e
{wy,...,wy,} correspondentes aos espagos V' e W respectivamente, e suponhamos
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que os vy primeiros vetores da base de W (v < m) forme uma base para w. Como
Pz € w podemos escrever Px =Y | ayw;, o; € C. Entao segue da equagao (A.1)
que

R,Pr = PRyx = P(Z asv;) = Za;ij, o € C. (A.2)
j=1

j=1
Note que a ltima igualdade da equagao (A.2) é um elemento de w. Isto implica que
w ¢é invariante por R;. Mas como R; é irredutivel temos ou w =0 (y =0e P =0)
ouw=W (y=mem <n).

Agora considere todos os vetores x € V tais que Px = 0. Isto constitui um
subspaco v de V' (ntcleo de P) de dimensao n — v, e como PR,z = R;P:c =0
temos que v ¢ invariante por R,. Como R, é irredutivel, ou v =V (e neste caso vy =
OeP=0)ouv=0(y=nen<m). Assim temos,ou P=0ouy=n=me P é
nao singular.

Para 2, temos que a matriz identidade / comuta com todas as matrizes R, de G,
assim também todos os multiplos A/, e portanto, todas as matrizes (P — AI). De
acordo com a parte 1 do teorema (A.2), temos que para cada A, ou (P — AI) =0
ou det(P — AI) # 0. Como o corpo de escalares é o corpo dos nimeros complexos
(e sendo este algebricamente fechado) sempre existird uma solu¢do para a equagao

algébrica det(P — AI) = 0, logo devemos ter (P — AI) = 0, ou seja, P = \I.

Teorema A.2 (Relagoes de Ortogonalidade de Carateres ) .
1. Se x € o cardter de uma representa¢ao irredutivel, entao (x|x) = 1.
2. Se x e X' sao os cardteres de duas representacoes irredutiveis nao isomorfas,

entao (x|x") = 0.
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Observacao A.1 Para um melhor entendimento da prova do teorema (A.2) acima,
distinguiremos diferentes representacoes usando superscripts, para maiores detalhes

da prova consulte (HAMERMESH, 1962).

Prova. Seja Go conjunto de todas as representacoes irredutiveis de um grupo finito
(G. Para uma dada matriz X arbitraria e um elemento qualquer R € G de dimensio

n, construimos a matriz

A=Y "R(9)XR(g™"). (A.3)

geG

Temos claramente que A satisfaz as condi¢oes da parte 2 do teorema A.1. De fato,

R(h)A = > R(h)R(g)XR(g™")

geG

= Y R(h)R(9)XR(g)" (R(h"")R(h))

geG

= [)_ R(hg)XR({hg} ")IR(h). (A.4)

geG

Do fato de que G ¢ finito, e lembrando da tabela de multiplicacao de G, temos

> R(hg)XR({hg}™)=> R(g)XR(g™") (A.5)

geG geqG

e portanto, R(h)A = AR(h) para todo h € G. Logo, pela parte 2 do teorema A.1,
temos A = A\, onde o valor da constante A\ dependera da nossa escolha da matriz
arbitraria X.

Suponhamos que escolhemos a matrix X tendo todos os seus elementos nulos,

exceto Xp, = 1, e a constante A como sendo \,,. Entao da equacao (A.3) temos
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Ay = O_R@XRg™)ij =Y Rulg)XimRmj(g™")

9eG geq

— Z Ri(9)Rmi(g7") = A\im6ij, paratodol <i,j,l,m<mn, (A.6)

geG

onde o simbolo ¢;; é chamado delta de Kronecker, e é definido por

1 seit=3
51’]‘:

0 sei#j

No caso de R ser unitaria temos,

Z Ril(Q)R;m<g) = )\lm(sij-

geG

Afim de avaliarmos ), facamos 7 = j, e somamos sobre ¢:

> ) Rulg)Runilg™) = nim.

geG 1=1
Por outro lado, temos

n n

(A.7)

Z Z Ra(9)Rmi(97") = Z Z Rini(g ") Ru(g) = Z Rou(g~'g) = Z R.u(e).

geqG i=1 geqG i=1 geqG

Logo, das equagoes (A.7) e (A.8) temos

n)\lm = Zle(e) = del = |G|5ml

geG geqG
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Entao,

_ G
3" Rulg) Baslo™) = Dt

geG

ou, se R for unitaria,

) G
> Rulg)R;;(9) = |—n|5lm5z‘j-

geG

(A.10)

(A.11)

(A.12)

Agora vamos construir de forma similar uma matriz A que satisfaca a parte 1 do

teorema A.1. Sejam RM e R® duas representacoes arbitrarias em G de dimensdes

ny e ng, respectivamente. Entao fagamos

A= RO()XED (),

geG

onde X é uma matriz arbitraria. Assim

RP(h)A = Y RP ()R (9)XRM (g™

geG

= Y RPM)RP(9)XRY (g (R (W) RD (1))

geG

= > RO(hg)XRW({hg} HRM(h) = ARV (h).

geG

Portanto, de acordo com a parte 1 do teorema A.1, temos A = 0.

Escolhendo X como antes, temos

> RP(9)RN (g7 =0,

geG
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ou, se RM e R® forem unitérias,

Z Rzl

geG

Agora consideremos duas representacoes genéricas R

(g) = 0. (A.16)

e R¥ em CA} Partindo

das duas ultimas equagoes dada acima, e fazendo i =1 e j = m em (A.15), obtemos

Z R(M

gEG

Agora somando sobre i e j:

ZX

geG

]

ou, se R™ e R™ forem unitdrias

ZX

gEG

(9) =

89

gh) = ! —68,,0ij- (A.17)
Ny

g ") =6, (A.18)

O = (X(“)]X(”)). (A.19)
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