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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessarios

para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

ALGORITMOS QUANTICOS PARA PROBLEMAS EM TEORIA
DE GRUPO COMPUTACIONAL

Demerson Nunes Gongalves

Agosto , 2009

Orientador: Renato Portugal, D.Sc

Neste trabalho apresentamos um novo algoritmo quantico eficiente para o
Problema do Subgrupo Oculto (PSO) sobre uma classe especial de grupos metacicli-
08, Zyp X ZLys, com q | (p — 1) e p/q = poli(logp), onde p, ¢ sdo nimeros primos
impares distintos e s um inteiro positivo qualquer. Em um contexto mais geral, sem
impor uma relacao entre p e ¢, obtemos um algoritmo quantico com complexidade
de tempo 20VIeP)  Em qualquer caso, esses resultados sao melhores que qualquer
algoritmo cldssico para o mesmo fim, cuja complexidade é Q(,/p). Apresentamos
também, algoritmos quanticos para o PSO sobre grupos nao abelianos de ordem
271 que possuem subgrupos ciclicos de indice 2 e para certos produtos semidiretos

de grupos ZY% X Z,, com m, N inteiros positivos e N fatorado de forma especial.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

QUANTUM ALGORITHMS FOR PROBLEMS IN
COMPUTATIONAL GROUP THEORY

Demerson Nunes Gongalves

August, 2009

Advisor: Renato Portugal, D.Sc

We present a new polynomial-time quantum algorithm that solves the hidden
subgroup problem (HSP) for a special class of metacyclic groups, namely Z, X Zs,
with ¢ | (p—1) and p/q = poly(log p), where p, ¢ are any odd prime numbers and s
is any positive integer. This solution generalizes previous algorithms presented in
the literature. In a more general setting, without imposing a relation between p and
g, we obtain a quantum algorithm with time and query complexity 20(vVIgp)  In
any case, those results improve the classical algorithm, which needs Q(,/p) queries.
We also present quantum algorithms for the HSP over non-abelian groups of order
2"t which have a cyclic subgroup of index 2 and for some semidirect product

2 % Zy,, where N has a special prime factorization.
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Capitulo 1

Introducao

A Computagao Quantica é uma area de pesquisa nova, que esta em ascensao,
e que utiliza elementos de varias outras areas do conhecimento, como Matematica,
Fisica e Ciéncia da Computacao. Um computador quantico é um dispositivo de
computacao que faz uso direto dos fenomenos da Mecanica Quéantica, tais como so-
breposicao (ou superposicao) de estados e emaranhamento, para realizar operagoes
sobre dados.

O inicio da computacao quantica deu-se nos anos 80 com os trabalhos de
Benioff (1980) e Feynman (1982). Feynman foi o primeiro a propor a utilizagao
de fendmenos quanticos para executar rotinas computacionais. Ele mostrou que
um computador tradicional levaria um tempo extremamente longo para simular
um simples experimento de fisica quantica. Isso deve ao fato de que a dimensao
do espaco de Hilbert associado ao sistema cresce exponencialmente em funcao do
niumero de particulas acrescentadas ao mesmo. Por outro lado, sistemas quanticos
podem executar enormes quantidades de célculos num curto espaco de tempo. E
possivel utilizar essa capacidade para se calcular algo 1til?

Os argumentos de Feynman estimularam David Deutsch a generalizar o mo-
delo mais fundamental da computacao classica, a saber, a maquina de Turing, para
o seu equivalente quantico num trabalho histérico de 1985, Deutsch (1985). Ele
mostrou que da mesma forma que uma Mdquina de Turing pode simular outra

maquina de Turing eficientemente, um computador quantico universal é capaz de



simular o funcionamento de outro computador quantico com complexidade, no
maximo, polinomial. Isso fez crescer a esperanca de que um dispositivo simples
seja capaz de executar muitos algoritmos quanticos diferentes. Posteriormente, o
autor também generalizou o modelo de circuitos baseado em portas logicas. Nesse
novo contexto, operadores unitarios tomaram o lugar das usuais portas logicas
AND, OR e NOT, Deutsch (1989).

O primeiro exemplo do uso de operacoes quanticas para realizar uma com-
putacao foi o algoritmo quantico conhecido como algoritmo de Deutsch, Deutsch
(1985). O autor apresentou um algoritmo, utilizando apenas operagdes quanticas,
capaz de resolver um determinado problema matemaéatico de maneira mais eficiente
que qualquer algoritmo classico. Especificamente, Deutsch demonstrou que uti-
lizando um computador quantico, basta fazer uma unica chamada a uma fungao
f:{0,1} — {0,1} para decidir se f é balanceada,! enquanto, em um computa-
dor classico deterministico sao necessarias duas chamadas. Mais tarde, Deutsch
e Jozsa (1992) generalizaram o algoritmo de Deutsch para fungoes booleanas da
forma f:{0,1}" — {0,1}.

E na década de 90 que a computacao quantica ganha um forte impulso. Shor
(1994, 1997), baseado no modelo de circuitos, apresentou um algoritmo quantico
eficiente para cdlculo de ordem de um nimero inteiro? . O autor mostrou que os
problemas de fatoracao de inteiros e de um caso particular do logaritmo discreto
podem ser reduzidos ao problema de célculo de ordem. Em outras palavras, Shor
demonstrou que existem algoritmos de complexidade de tempo polinomial, que
usam como sub-rotina o célculo de ordem para fatorar um ntimero composto e
realizar cdlculos de logaritmo discreto. Estes algoritmos sao exponencialmente mais
rapidos que qualquer algoritmo classico conhecido. Eles permitem a quebra dos
principais codigos de criptografia usados atualmente, como RSA, Diffie-Hellman
e ElGamal, Koblitz (1998), caso um computador quantico de tamanho razodvel

esteja disponivel.

! Uma funcao f:{0,1} — {0,1} é dita balanceada se f(0) # f(1).
2 A ordem de um inteiro y coprimo com N é o menor inteiro positivo r tal que 3™ = 1mod N.



O algoritmo de Shor foi uma generalizagao do algoritmo de Simon (1994). Tal
algoritmo resolve de forma eficiente e com probabilidade 1/2 o seguinte problema:

dada uma funcao f : Z7 — ZY tal que existe um elemento s € ZI satisfazendo

f@)=fly) ez=yas, (1.1)

determinar o valor de s. Este problema é conhecido como o problema de Simon.
Por exemplo, para n = 3 e s = 110, a funcao a seguir é um exemplo de uma

funcao que satisfaz a propriedade requerida pelo problema de Simon:

x | f(x)
000 | 101
001 | 010
010 | 000
011 | 110
100 | 000
101 | 110
110 | 101
111 | 010

Tabela 1.1: A funcao f satisfaz f(z) = f(y) & 2 = y ® 110, para todo x,y € Z3.

Classicamente, o melhor algoritmo para o problema de Simon tem comple-
xidade de tempo Q(\/Q_”) Quanticamente, o algoritmo de Simon resolve este pro-
blema fazendo apenas um numero linear de consultas ao oraculo, isto é, O(n).

Outro algoritmo quantico que também demonstra o poder da computacao
quantica € o algoritmo de Grover. Este algoritmo faz uma busca por um elemento
marcado em uma lista ndo ordenada, Grover (1997); Lavor et al. (2003a). Apesar
do algoritmo de Grover nao apresentar um ganho exponencial, ele possui um ganho
de eficiencia quadratico sobre o melhor algoritmo classico conhecido.

Da mesma forma que o nimero de algoritmos quanticos crescia, os esforcos
na tentativa de produzir o hardware do computador quantico também aumen-
tavam. Técnicas como ressonancia magnética nuclear (RMN) e armadilha de fons
sao usadas com sucesso no desenvolvimento de sistemas com 7 g-bits. Embora

grande esforgo esteja sendo feito nessa direcao, a busca pela construgao do hard-



ware quantico tem se mostrado cada vez mais, uma tarefa ardua e desafiadora.

No tocante a elaboragao de algoritmos quanticos, nota-se que a maior parte
dos algoritmos quanticos com ganho exponencial em relagao aos seus equivalentes
classicos, tais como o algoritmo de Simon e o algoritmo de Shor, apresenta um
determinado padrao em sua construcao. Na realidade, os problemas que tais al-
goritmos resolvem podem ser vistos como instancias de um problema mais geral,
denominado Problema do Subgrupo Oculto (PSO). Podemos descrever o PSO da
seguinte forma. Dado um grupo finito G' e uma funcao f que é constante nas classes
laterais de um subgrupo H de G e distinta em cada classe lateral, o problema do
subgrupo oculto consiste em determinar um conjunto gerador para H, a partir de
informagoes obtidas da funcao f. Dizemos que a fungao f oculta o subgrupo H
em (G, ou ainda que f separa as classes laterais de H em . Assim, o subgrupo H
¢ dito o subgrupo oculto em G por f.

Um algoritmo quantico para o PSO é dito eficiente (ou roda em tempo poli-
nomial), quando a complexidade computacional do algoritmo é polilogaritmo na
ordem do grupo, isto é, O(poli(log|G|)). Para grupos finitos abelianos, o PSO
pode ser resolvido eficientemente em um computador quantico. A solucao é uma
generalizagao do algoritmo de Shor, para fatoracao de niimeros inteiros e célculo de
logaritmo discreto, veja Kitaev (1995); Jozsa (2001); Lomont (2004). A principal
ferramenta usada pelo algoritmo para o PSO abeliano é a transformada de Fourier
em grupos.

A transformada de Fourier em grupos foi desenvolvida na década de 90 por
Maslen e Rockmore (1997). A descrigdo matemaética é dada em termos das repre-
sentagoes irredutiveis da Teoria da Representacao de Grupos Finitos, e ¢ bem mais
complexa que a transformada de Fourier de funcoes de varias variaveis complexas.

E natural perguntar se computadores quanticos podem resolver eficiente-
mente o PSO em grupos arbitrarios. Esta questao tem sido discutida regularmente
pela comunidade cientifica devido a importantes aplicagoes, como por exemplo, no

problema de isomorfismo de grafos, onde o grupo em questao é o grupo simétrico,



veja Ettinger et al. (2004); Beals (1997); Ahn (2002); Dalcumune (2008). Ou-
tro problema que vem ganhando destaque, principalmente por suas aplicagoes, é o
PSO no grupo diedral, Kuperberg (2005). Regev (2004¢) mostrou que uma solugao
eficiente do PSO no grupo Diedral implica um algoritmo eficiente para o problema
de determinar o menor vetor em um reticulado, ou pelo menos para uma classe de
reticulados para o qual nenhum algoritmo classico eficiente é conhecido. Infeliz-
mente, esses dois casos do PSO continuam em aberto, mostrando serem problemas
bem desafiadores.

Embora nao exista um algoritmo quéntico eficiente (nem cléssico) para o PSO
sobre grupos arbitrarios, alguns sucessos foram alcancados para algumas classes
particulares de grupos, como podemos ver em Puschel et al. (1999); Hallgren et al.
(2000); Grigni et al. (2004); Gavinsky (2004); Friedl et al. (2003); Ivanyos et al.
(2003a); Moore et al. (2004); Inui e Le Gall (2007); Chi et al. (2006); Cosme e
Portugal (2007a); Cosme (2008); Bacon et al. (2005); Radhakrishnan et al. (2005);
Bacon (2007); Krovi e Rotteler (2008); Ivanyos et al. (2007a,b).

Nesta tese de doutorado apresentamos nossa contribuicao no que diz respeito
ao incremento do nimero de grupos onde o PSO pode ser resolvido eficientemente
por um computador quantico. Apresentamos duas classes de algoritmos quanticos
para o PSO, uma subexponencial® e outra polinomial. Resolvemos o PSO sobre 2-
grupos de ordem 2"*! que possuem subgrupos ciclicos de ordem 2" e sobre grupos
da forma Z, x Z4, onde p e ¢ sao numeros primos impares distintos e s um
inteiro positivo qualquer. Em ambos os casos os algoritmos possuem complexidade
subexponencial em relacao aos dados de entrada do algoritmo. Mostramos também
que o PSO pode ser resolvido eficientemente sobre grupos da forma ZY x Z,,
onde N, m sao inteiros positivos, N com uma fatoragao especial e p primo impar.
Mostramos que o grupo Zy X Z, pertence a familia dos grupos nilpotentes de

classe 2, logo pode ser resolvido eficientemente utilizando as técnicas apresentadas

3 Seja G um grupo finito e denotamos por |G| o niimero de elementos do grupo. Dizemos que
um algoritmo quantico para o PSO tem complexidade subexponencial, se o tempo de execucao
do algoritmo é 90(v/10g[G])



em Ivanyos et al. (2007b). Por fim, apresentamos o resultado principal da tese, um
algoritmo quantico eficiente para uma classe de produtos semidiretos de grupos da
forma Z, x Z,s, onde p e ¢ sao nimeros primos impares distintos com g | p—1 e
p/q = poli(log p).

A tese estd organizada como segue. No Capitulo 2, apresentamos um apa-
nhado histérico do PSO através de uma revisao bibliografica. Definimos o PSO
e tratamos o formalismo quantico que envolve o problema, analisando os casos
abeliano e nao abeliano.

No Capitulo 3, apresentamos algoritmos quanticos para o PSO sobre cer-
tos 2-grupos. Reunindo as idéias apresentadas em Kuperberg (2005), para o PSO
no grupo diedral, com o conhecimento da estrutura dos subgrupos, exibimos um
algoritmo quantico que resolve o PSO sobre esta classe de grupos em tempo subex-
ponencial.

O Capitulo 4 inicia com uma breve revisao de alguns conceitos importantes
sobre produtos semidiretos de grupos, homomorfismo de grupos e grupos de au-
tomorfismos. Mostramos que existe um algoritmo quantico em tempo polinomial
para o PSO sobre o produto semidireto de grupos Z% x4 Z,, onde p é um ntimero
primo fmpar, m, N inteiros positivos, e N fatorado como N = pi'...p/», com
1<rm<...<r,ondepf{pf—1paratodoi=1,....nek=1,...,m.

No Capitulo 5, estudamos os grupos metaciclicos* Z, x Z,s. Apresenta-
mos, no Teorema 5.2.2, a classificacao dos subgrupos do grupo abordado. Esta
classificacao é fundamental na solucao do PSO, pois, permite reduzir o PSO sobre
Zip, X ZLgs a0 problema de encontrar subgrupos ciclicos. No Capitulo 6, apresenta-
mos nossos resultados principais. Exibimos um algoritmo quantico para o PSO no
grupo em estudo, com complexidade de tempo 2°V18P)  Egta classe de complexi-
dade é subexponencial, mostrando ser melhor que qualquer algoritmo classico para
o mesmo fim, cuja classe de complexidade é Q(,/p). Finalmente, apresentamos

nosso resultado mais importante, um algoritmo quantico eficiente para o PSO so-

4 Um grupo G é dito metaciclico se ele possui um subgrupo ciclico normal H tal que o grupo
quociente G/H é também ciclico.



bre o grupo Z, X Zys, com p/q = poli(log p), onde p, ¢ sdo niimeros primos distintos
impares e s um inteiro positivo qualquer.

Finalmente, no Capitulo 7, coligimos as conclusoes obtidas neste trabalho e
fazemos alguns apontamentos da solugao do PSO em classes de produtos semidi-
retos de grupos mais gerais.

No Apéndice A, apresentamos uma breve revisao de alguns conceitos fun-
damentais sobre Teoria de Grupos e Teoria da Representagao. No Apéndice B,
apresentamos o algoritmo quantico que decompoe grupos abelianos em uma soma
direta de grupos ciclicos com ordens poténcias de ntimeros primos. Este algoritmo
é peca fundamental na solucao do PSO abeliano, apresentado no Capitulo 2. En-
tretanto, gostariamos de chamar a atencao do leitor ao fato de que a nao leitura
deste apéndice nao implica no entendimento do algoritmo para o PSO abeliano e
também no entendimento dos demais capitulos da tese. O motivo pelo qual inseri-
mos tal apéndice é que acreditamos que a versao aqui apresentada é mais didatica
e compreensivel do que a versao original descrita em Cheung e Mosca (2001). Fi-
nalmente, no Apéndice C apresentamos um apanhado geral sobre Computagao

Quantica.



Capitulo 2

O Problema do Subgrupo Oculto

Vérios problemas em computagao quantica podem ser descritos em termos
da Teoria de Grupos Finitos. A teoria de grupos fornece uma estrutura simples
para varios algoritmos quanticos, tornando mais facil a tarefa de compreender a
razao pela qual, em certas situagoes, os algoritmos quanticos sao mais eficientes do
que os melhores algoritmos classicos conhecidos.

Um dos problemas mais importantes em teoria de grupos com vista ao desen-
volvimento de algoritmos quanticos, é o chamado, Problema do Subgrupo Oculto

(PSO). Este problema pode ser definido da seguinte forma.

Definicao 2.0.1 Dado um grupo finito G e uma funcao f que é constante nas
classes laterais de um subgrupo H de G e distinta em cada classe lateral, determinar
um conjunto gerador para H, a partir de informagoes obtidas da funcao f. O

problema de determinar H chama-se o Problema do Subgrupo Oculto (PSO).

Dizemos que a funcao f oculta o subgrupo H em G, ou ainda que f separa
as classes laterais de H em (. Assim, o subgrupo H é dito o subgrupo oculto em
G por f.

Um algoritmo ingénuo para o PSO em qualquer grupo finito G, consiste em
chamar a fungao separadora de classes laterais varias vezes, cada vez, calculando
f(g) e verificando se f(g) = f(e), para todo g € G. Sempre que encontramos um

elemento g com a propriedade f(g) = f(e), nés acrescentamos este elemento ao



f(a) f @) f@

Figura 2.1: A funcao f é constante nas classes laterais de H e distinta em cada
classe lateral.

conjunto H. Assim, ap6s |G| chamadas a fungao f seremos capazes de determinar o

subgrupo H. Claramente este algoritmo ¢ ineficiente, e sua complexidade é O(|G|).

Definicao 2.0.2 Um algoritmo quantico para o PSO ¢ dito eficiente, quando a
complexidade computacional do algoritmo é polilogaritmo na ordem do grupo, isto

¢, O(poli(log |G])).

Sao exemplos de algoritmos quanticos eficientes para o PSO, o algoritmo de
Simon (1994) e o algoritmo de Shor (1997) para fatoracdo de ndmeros inteiros
e calculo de logaritmo discreto. No problema de Simon, temos G' = Zj, com
a promessa de que existe um elemento y € Z§ tal que f(x) = f(z + y) para
todo x € ZY; neste caso, o subgrupo oculto é dado por H = {0,y}, onde y é o
parametro a ser determinado. No algoritmo de Shor, G = Zy, onde N é o nimero
que desejamos fatorar, f é dada por f(x) = y" mod N, com y € Z} satisfazendo
y" =1 mod N. Neste caso, H é o subgrupo de Zy gerado pelo elemento r.

Observamos que em ambos os algoritmos de Shor e Simon os grupos em
questao sao abelianos. Como veremos na Secao 2.2, o PSO pode ser resolvido efi-
cientemente por um computador quantico quando G é abeliano (veja também Hgyer
(1999)). Esta solucao tem como principal ferramenta a transformada de Fourier
em grupos além de um fato importante que vem da teoria de grupos que diz que
qualquer grupo finito abeliano pode ser decomposto como uma soma direta de
subgrupos ciclicos. Nao é conhecido na literatura algoritmo classico eficiente para

decompor grupos abelianos, no entanto, Cheung e Mosca (2001) descobriram um
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algoritmo quantico que faz essa decomposi¢ao em tempo polinomial. Para uma
descricao mais detalhada do algoritmo para decompor grupos abelianos veja o
Apéndice B. Veja também a referéncia Portugal et al. (2006).

Infelizmente, nao é conhecida nenhuma solugao geral para o caso de grupos
nao abelianos. Uma solugao eficiente para o PSO em grupos arbitrarios tem sido
um topico bastante estudado na ultima década devido a importantes aplicagoes,
como no problema de isomorfismo de grafos.

Sejam Gy = (V4, Ey) e Gy = (Va, E5) dois grafos, onde V; e E; denotam o
conjunto de vértices e arestas, respectivamente, para todo ¢ = 1,2. Dizemos que
G1 e G4 sao isomorfos se existe uma permutagao 7 tal que 7G; = G, ou seja,
(T(u), 7(v)) € By < (u,v) € Ey. Neste caso, escrevemos G ~ G, e 7 é chamado
um isomorfismo de grafos entre G; e GG3. Entao o problema de isomorfismo de

grafos é o seguinte:

Definigao 2.0.3 (Problema de Isomorfismo de Grafos) Dados dois grafos Gy e Ga,

com o mesmo numero de vértices, determinar se G; e G5 sao isomorfos.

Um algoritmo eficiente para o PSO no grupo simétrico! implica um algoritmo
eficiente para o problema de isomorfismo de grafos, Ettinger et al. (2004); Beals

(1997); Ahn (2002); Dalcumune (2008).

u V1
/ ® o, o
V. Vy Vs
® ® ® 3 \ /
us u4 us .
Vo

Figura 2.2: Os grafos G; e G5 sao isomorfos pois a funcao 7 : G; — G5 definida
por 7(u;) = v;, para todo i = 1,...,5 é um isomorfismo.

Outro problema importante é o PSO no grupo diedral, Kuperberg (2005).

O grupo diedral, denotado por D,,, é o grupo formado pelas simetrias (rotagoes

1O grupo simétrico é o grupo das permutacoes de n elementos, e denotado por S,,.
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e reflexdes) de um poligono regular de n vértices. Uma solucao eficiente para o
PSO no grupo diedral implica um algoritmo eficiente para o Problema do Menor
Vetor em um Reticulado? , Regev (2004c,a,b). Este problema possui aplicagoes
importantes na drea de criptografia, Ajtai (1996); Ajtai e Dwork (1997); Ajtai
(1998).

Nas Secoes 2.1 e 2.2 discutimos o problema do subgrupo oculto abeliano.
Exibimos a transformada de Fourier em grupos e mostramos a sua importancia na
solugao do PSO abeliano. Na Secao 2.3, apresentamos a transformada de Fourier
em grupos nao abelianos e discutimos a dificuldade no avango de novos algoritmos

quanticos eficientes para o PSO nao abeliano.

2.1 Representacgoes Irredutiveis de Grupos Abelianos

A principal ferramenta usada por algoritmos quanticos para o PSO ¢ a trans-
formada de Fourier em grupos. A transformada de Fourier em grupos foi desen-
volvida na década de 90 com os trabalhos de Maslen e Rockmore (1997) e Maslen
(1998). A descri¢ao matemaética é bem mais complexa do que a transformada de
Fourier de funcoes de variaveis complexas, pois em grupos, ela é descrita em ter-
mos das representacoes irredutiveis da Teoria da Representacao de Grupos Finitos.
Para uma breve revisao sobre Teoria da Representacao veja o Apéndice A.2. Um
estudo mais detalhado pode ser encontrado nas referéncias Serre (1997); Hamer-
mesh (1962); Reiner e Curtis (1962); Gongalves (2005).

O problema de achar representacoes irredutiveis para grupos abelianos é
bastante simples. De fato, seja G um grupo abeliano, entao nao é dificil mostrar
que cada classe de conjugacao de G possui um tinico elemento® . Assim, o niimero
de classes de conjugacao em G ¢é igual a ordem do grupo GG. Segue dos Teoremas

A.2.1e A.2.5 (ver Apéndice A.2) que as representagoes irredutiveis de G sdo todas

2 Um reticulado n-dimensional é um conjunto de vetores R = {> I a;b;;a; € Z}, onde
bi,...,b, € R™ é um conjunto de vetores L.I., chamado uma base do reticulado, Khot (2005).
O Problema do Menor Vetor em um Reticulado consiste em, dado um reticulado R, determinar
o menor vetor pertencente a R.

3 Veja o Apéndice A para uma rapida revisio sobre alguns tépicos da teoria de grupos.
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unidimensionais. Entao quando G é abeliano, as entradas da matriz representagao
coincidem com o carateres de GG e dai temos uma simples multiplicacao de niimeros
complexos.

Um cardter de um elemento ¢ € G é um homomorfismo g — x(g) € C*.
Note que x(e) =1 e como G é finito, qualquer elemento g € G satisfaz a condigao
g%l = e. Logo x(9)'“! = x(¢!“") = x(e) = 1, entdo qualquer carater de G é uma
raiz |G|—ésima da unidade® . Se G for ciclico entao existe um elemento g € G tal

que G = {(g). Assim ¢/®/ =1, e entdo

Segue do Teorema Fundamental para grupos abelianos finitos (Teorema A.1.3)

que G é isomorfo a uma soma direta de grupos ciclicos, de ordens tq,%s,...,tN,

Gl Ly, ® ... D Ls,. (2.1)

Por simplicidade assumimos que G € igual a esta soma direta. Os elementos de

G sao n-uplas (g1, ..., gn), onde cada g; € Z;,. Pensando em G' como um grupo
aditivo, o elemento identidade de G sera denotado por e = (0,0,...,0). Assim,
para cada g = (g1,...,9n) € G definimos o cardter do elemento g como sendo
N N N
x(9) =xOQ_9i8) = [[ x(9:8) = [ x(8)*. (2.2)
j=1 j=1 j=1
onde 3; € G possui 1 na j-ésima entrada e 0 nas demais entradas.
Agora, note que para cada j = 1,...,n, a ordem de 3; é t;. Assim,
hij
X(B5) = w), (2.3)

4 Uma raiz |G|—ésima da unidade é um niimero complexo x satisfazendo z!¢l = 1.
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27

onde w;, € a t;-ésima raiz primitiva da unidade, wy, = e's, com h; € Zy,. Logo,
podemos definir os carateres de G fazendo corresponder cada elemento g € G, um

nimero complexo
n

Xo(h) = [[wi™. vhea. (2.4)

j=1
Verifica-se facilmente que y, : G — C* definido por (2.4) é de fato um

homomorfismo de grupos.
Lema 2.1.1 Para quaisquer g,h € G, x4(h) = xn(9).

Demonstracao: Trivial, pois G é abeliano.
u
Os carateres de um grupo finito abeliano G' podem ser organizados em uma
tabela, como mostra a Tabela 2.1. As colunas na tabela correspondem as classes
de conjugacao de G e as linhas correspondem aos carateres y; das representacoes
irredutiveis nao equivalentes de G. A j-ésima classe de conjugacao C; é indicada

mostrando um representante ¢; € C;. Na (i, j)-ésima entrada colocamos x;(c;).

C1 Co C\G\
xi | xale)  xile2) -0 xalqg)
x2 | xa(a)  xela) ... XQ(C|G\)
X|.G| Xje(c1)  Xxja(c2) X|G|<C|G|)

Tabela 2.1: Tabela de carateres de um grupo finito abeliano G.

2.2 O Problema do Subgrupo Oculto Abeliano

Sejam G um grupo finito (ndo necessariamente abeliano) e X um conjunto
finito tal como na Defini¢ao 2.0.1. Definimos B,, e B,, como sendo os conjuntos de
todas as palavras bindrias de n e m digitos, respectivamente, onde n = [log |G|] e
m = [log|X]|]. Para cada elemento do grupo G associamos uma palavra bindria
em B,. Analogamente, para cada elemento em X associamos uma palavra binaria

em B,,. Como exemplo de tal codificacao, considere o grupo Zy, o grupo aditivo
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dos inteiros modulo N. Para cada g € Zy associamos uma palavra bindria que
representa o inteiro g na base 2.

Uma vez estabelecida a associagao entre G e B, (analogamente, entre X
e B), sejam H, e H,, espagos de Hilbert gerados por bases ortonormais cujos
elementos sao indexados pelos elementos de B,, e B,,, respectivamente. O espaco
de estados do computador quantico sera B, ® B,,,. Note que, através da associagao
feita entre os elementos de G e X com elementos de B,, e B,,, podemos considerar
os subespacos

He={(9);9€G) e Hx =(|z);2z € X). (2.5)

Se |G| < 2™ e/ou | X| < 2™, entdo o subespaco H = Hg ® Hx é um subespago
préprio de B, ® B,,. Neste caso, ignoraremos o restante do espacgo aplicando o
operador identidade nos elementos que niao pertencem ao subespaco H° .

Agora que sabemos como os elementos do grupo sao representados no com-
putador quantico, vamos definir a principal ferramenta utilizada por algoritmos
quanticos com ganho exponencial, a saber, a transformada de Fourier em grupos
abelianos.

Seja G um grupo finito abeliano e seja F; uma matriz quadrada de dimensao

|G| x |G]. As colunas de Fi s@o os vetores |v,) tais que

Xg(h1)
1 Xg(h2)
v) = —— 2.6
)= | 2:6)
Xg(Picy)
onde g € G, e hy,..., hg é uma lista completa dos elementos de G .

Segue das relagoes de ortogonalidade de cardteres (Teorema A.2.3 ) que a

matriz F; ¢ unitaria. Dizemos entao que Fg é a transformada de Fourier em

® Note que se |G| < 2" entdo alguns vetores da base computacional niao tem correspondéncia
com os elementos do grupo de forma que um subespaco do espaco de Hilbert nao é utilizado.
Nesse subespaco assumimos que todos os operadores tem atuacao trivial, isto é, atuam como
operador identidade.
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grupos abelianos. Fg também pode ser definida por sua atuacao nos vetores da

base como:

(2.7)

Felg) = \/IF > xg(h)

heG
Definicao 2.2.1 (Subgrupo Ortogonal) Para qualquer subgrupo H de um grupo

finito abeliano G, definimos o subgrupo ortogonal H+, como

t={g€G|x,(h)=1Vhe H}. (2.8)

Como G ¢ finito, H+ é um subgrupo de G, se e somente se, a operacao do
grupo é fechada em H~. Assim, se a,b € H* entdo para qualquer h € H nés
temos xp,(ab) = xn(a)xn(b) =1, isto é, ab € H*, logo H+ < G.

O teorema a seguir mostra uma importante relacao entre H e H-.
Teorema 2.2.1 Temos H* ~ G/H , em particular |H*| = |G|/|H|.

Demonstracao: Ver Lomont (2004).

Lema 2.2.1 Para qualquer classe lateral H; de H em G, temos

( gezl; l9) ) \/|H_i| h;i Xn(9:)

onde g; é um elemento fixo representante da classe lateral H;.

Demonstracao: Aplicando a definicio de Fg e invertendo a ordem da soma,

obtemos

(i 2 ) = v S 5 v

Seja g; um representante para a classe lateral H;, de modo que g € H; pode ser
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escrito como g = ¢;7 para algum 7 € H. Para a soma interna acima, nés temos

ZXQ(h) = ZXh(g)

geH,; gEH;

= Z Xr(9iT)

TEH

= xn(9:) ZXh(T)

TeEH

Se h € H*, entao x;(7) = 1, V7 € H. Entao a soma interna resulta x(g;)|H|.

Assim

H
T 2.2 ) = 2 e

heG geH; heHL

= |H Zthl |h

heHL

= \/\H_i| > xale) ) (2.9)

u
A seguir, apresentamos um algoritmo quantico eficiente para o PSO abeliano,
chamado M¢étodo Padrao de Solu¢do. A descricao do algoritmo é baseada nas
referéncias Lomont (2004); Damgard (2004); Gongalves (2005).
Antes, faremos algumas suposi¢oes necessarias a solugao do PSO em G.
Suponhamos que temos a nossa disposi¢ao dois registradores, um registrador com
= [log|G|] g-bits e outro com m = [log|X|] g-bits. Assumimos também que a
operagao dos elementos do grupo é feita de forma eficiente, ou seja, fixado |g) € Hg,

existe um operador unitario Uy, tal que

Ug |h) = lgh) , (2.10)

para todo |h) € H¢. Por fim, assumimos a existéncia de um operador unitario V7,
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tal que, |g) € Hg, |2) € Hx, temos

Vilg)l2) = lg) [z @ f(9)), (2.11)

onde @ denota a soma binaria em B,,, e f é a funcao separadora de classes laterais.

O algoritmo é o seguinte:

(1)

(4)

Inicialize o computador quantico no estado |0g) [0™), onde |0g) é o estado
base correspondente ao elemento neutro de GG. Depois aplique o operador

Fo® 1. O estado resultante é

W) = —— 3" Jg) [0™). (2.12)

geG

Aplique o operador unitério V; ao estado |Uy) e obtenha

(2.13)

Uy) \/EZ’Q | f(9)

geG

Este ¢ um estado quantico notdvel. Como Vy ¢ linear, cle atua em to-
dos os estados |g) |0™), para todo g € G, gerando todos os valores f(g)

simultaneamente. Este fendmeno é conhecido como paralelismo quantico.

Mega o segundo registrador do estado |W;). Como a funcdo f é constante

nas classes laterais do subgrupo H, o estado apds a medida fica

W \/— > 1g0) 1f(90)) (2.14)

go€H;

1G]

foi renormalizada para ﬁ Isso acontece porque apos a medida sobram

apenas os elementos cuja imagem é f(go).

onde H; é alguma classe lateral de H em G. Observe que a constante \/;_

Aplique Fg ao primeiro registrador do estado |W3). Pelo Lema 2.2.1, o
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estado resultante é uma superposicao sobre os elementos em H*, i.e.,

1

Us) = w(gi) [h) - 2.15
|3) \/WZX(Q)H (2.15)

heH+

(5) Agora, mega o primeiro registrador do estado |¥3). A medida produz um

elemento randémico em H-*.

(6) Segue do Teorema A.1.1, que repetindo os passos (1) - (5), O(log|G|)
vezes, obtemos um conjunto gerador para H*. Usando as relacoes entre H
e H+ é possivel achar um conjunto gerador para H com alta probabilidade,

Damgard (2004); Gongalves (2005).

2.3 O Problema do Subgrupo Oculto Nao Abeliano

O problema do subgrupo oculto (PSO) é atualmente um dos maiores desafios
para a computacao quantica. Apds a descoberta do algoritmo de Shor (1994)
para fatoracao e cdlculo de logaritmo discreto (que resolve basicamente o PSO em
grupos abelianos, Kitaev (1995)), tem-se focado a atenc¢ao na seguinte questao:
quais problemas computacionais podem ser resolvidos eficientemente utilizando
computadores quanticos? Em particular, gostarfamos de saber para quais classes
de grupos nao abelianos o PSO admite uma solugao eficiente.

O ponto chave da maioria dos algoritmos quanticos conhecidos para o PSO é
a transformada de Fourier em grupos. Em grupos genéricos, ela é definida em ter-
mos das representacoes irredutiveis da Teoria da Representacao de Grupos Finitos.
Para qualquer grupo finito GG, denotamos por @, o conjunto de todas as represen-
tacoes irredutiveis de GG. Seja Hg um espaco de Hilbert munido de duas bases
ortonormais, uma base indexada pelos elementos de G (denotada por |g) para
todo g € ) e a outra dada pelos coeficientes matriciais das representagoes irre-

dutiveis de G (denotado por |p,i,7), onde p € CA;, et,j=1,...,d,, onde d, denota
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a dimensao de p). A transformada de Fourier sobre G, escrevemos F, é

FG |g Z Z pz] |107'La] (2'16)

pGG ,j=1

Uma descri¢ao mais completa da transformada de Fourier quantica em grupos pode
ser encontrada em Grigni et al. (2004); Gongalves (2005).

E conhecido que uma solucgao eficiente do PSO no grupo simétrico implica
um algoritmo eficiente para o problema de isomorfismo de grafos, Ettinger et al.
(2004); Beals (1997); Ahn (2002). N&ao é conhecido nenhum algoritmo eficiente
para o problema de isomorfismo de grafos, embora grande esforco tenha sido feito
para resolver este problema, tanto classicamente, veja Kobler et al. (1993), quanto
quanticamente, Hallgren et al. (2006); Moore e Russel (2006).

Adicionando ainda mais interesse na busca por novos algoritmos quanticos
para o PSO nao abeliano, Regev (2004a,c) mostrou que um algoritmo quantico
eficiente para o PSO no grupo diedral resolve instancias do problema de determinar
o menor vetor em um reticulado.

O grupo diedral foi o primeiro grupo nao abeliano para o qual o PSO foi
estudado. Em parte, essa iniciativa deu-se pela simplicidade da estrutura de seus
subgrupos e pelo grande nimero de subgrupos de ordem 2. O grupo diedral de
ordem 2n é formado pelas rotacoes e reflexoes do plano que preservam um poligono
regular com n vértices. Algebricamente, ele pode ser representado como o produto
semidireto de grupos D,, = Z,, X, Zy, onde o homomorfismo ¢ : Zy — Aut(Z,)
é tal que ¢(b)(a) = (—1)ba para todo b € Zy ¢ a € Z,, e Aut(Z,) denota o
grupo de automorfismos de Z,. Para resolver o PSO sobre D,,, Ettinger e Hagyer
(2000) mostraram que é suficiente resolver o caso onde o subgrupo oculto possui
ordem 2. Ao invés de olhar para D, como um grupo nao abeliano, os autores
aplicam a transformada de Fourier abeliana ao produto direto de grupos Z,, X Zo,
e com isso eles conseguem obter informacoes sobre o subgrupo oculto, fazendo

O(logn) chamadas & funcao separadora de classes laterais . Entretanto, o pds-
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processamento do algoritmo, que consiste em obter um conjunto de geradores para
o subgrupo oculto a partir das informagoes obtidas pela funcao separadora de
classes laterais, toma tempo exponencial. Isto torna o algoritmo de Ettinger e
Hgyer (2000) ineficiente.

Embora nao seja conhecida nenhuma solugao eficiente para o PSO diedral, Ku-
perberg (2005) descobriu um algoritmo quantico com complexidade 20(V187) Pos-
teriormente, Regev (2004a) apresentou uma versao melhorada do algoritmo de Ku-
perberg, onde o tempo de processamento do algoritmo é ainda subexponencial, mas
a quantidade de memoéria necessaria para o processamento é apenas polinomial em
logn. Recentemente, Alagic et al. (2006) descobriram um algoritmo quéntico em
tempo subexponencial para o PSO sobre certos produtos diretos de grupos. Ainda
nesta dire¢do, Gongalves et al. (2009) apresentaram um algoritmo quantico com
complexidade de tempo 2°0(VI°eP) para resolver PSO sobre grupos metaciclicos da
forma 7, x Z,s, onde p e g sao primos impares distintos e s um inteiro positivo. A
classe de complexidade 2°0(V18P) ¢ subexponencial, mostrando ser melhor que qual-
quer algoritmo classico para o mesmo fim, cuja classe de complexidade é Q(,/p).
Este algoritmo estd descrito no Capitulo 5.

Alguns sucessos foram alcangados na busca por novos algoritmos quanticos
para o PSO nao abeliano. Por exemplo, Puschel et al. (1999) apresentaram um
algoritmo quantico eficiente para o PSO sobre o produto wreath Z§ ! Z,. Mais
tarde, Hallgren et al. (2000) mostraram que existe um algoritmo quantico eficiente
para o PSO em qualquer grupo finito GG, desde que a transformada de Fourier seja
implementada eficientemente no grupo e que o subgrupo oculto H seja normal. Em
particular eles resolveram o PSO sobre grupos Hamiltonianos® . Em seguida, Grigni
et al. (2004) descobriram uma solugao eficiente para o PSO em grupos que sao
“quase Abelianos”, no sentido de que a intersecao dos normalizadores de todos os
subgrupos do grupo é grande. Mais tarde, este resultado foi estendido por Gavinsky

(2004), que resolveu o PSO de forma eficiente sobre grupos “quase Hamiltonianos”.”

6 Um grupo G é dito Hamiltoniano se ele possui apenas subgrupos normais.
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Continuando a busca por novos algoritmos quéanticos, Friedl et al. (2003)
mostraram como resolver eficientemente o PSO sobre o produto semidireto de
grupos ng X Zs, onde a poténcia p¥, p primo e k inteiro positivo, é um ndmero
fixo. Os autores também mostraram que o PSO pode ser resolvido eficientemente
em grupos soluveis de expoente limitado e séries derivadas limitadas. Um algoritmo
quantico eficiente para o PSO sobre grupos cuja ordem do subgrupo de comutadores
é pequena, isto é, |G'| =log |G|, é apresentado por Ivanyos et al. (2003a).

Moore et al. (2004) deram um algoritmo quantico eficiente, baseado na trans-
formada de Fourier nao abeliana, para resolver o PSO sobre os grupos g-edrais
Z, x Z, onde p e ¢ sao primos distintos tais que p/q = poli(log p). Mais recente-
mente, Gongalves et al. (2009) apresentaram um algoritmo quantico eficiente para
o PSO sobre certos grupos metaciclicos da forma Z, x Z,, com p/q = poli(logp),
onde p, ¢ sao nimeros primos distintos impares e s um inteiro positivo qualquer.
A partir da classificacao dos subgrupos de Z, x Zs, os autores mostraram que o
PSO se reduz ao problema de encontrar subgrupos ciclicos da forma (x%y), onde
a € Zy, v = (1,0) e y = (0,1). Existem na verdade §(p) subgrupos da forma
(xy). Isto implica que uma busca exaustiva pelo valor a é ineficiente. Por outro
lado, preparando o computador quantico numa superposicao de todos os elementos
do grupo e em seguida aplicando a transformada de Fourier (abeliana), é possivel
construir um estado quantico |¥) tal que a fidelidade® quantica entre |¥) e o
estado

-1

@) =% ]Z:;wif‘ 5 (2.17)

onde w, = exp(2mi/p), é \/g. Medindo o estado |¥) na base computacional,

" Para qualquer subgrupo H de G, N(H) = {g € G;g 'Hg = H} é o normalizador de
H. Definimos Mg como sendo a interse¢ao de todos os normalizadores: Mg = (o N(H).
Definimos k¢ = [G : M¢] e n = log|G|. Entao G é: N

e Quase abeliano (Grigni et al. (2004)) se kg € exp(O(log'/? n));
e Quase Hamiltoniano (Gavinsky (2004)) se kg € poli(n).

8 Na Teoria da Informacio Quéantica, fidelidade é uma medida que diz quao préximos sao dois
estados quanticos.
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é possivel encontrar o valor de a com probabilidade ¢/p. Rodando o algoritmo
O(poli(log p)) vezes, obtém-se o valor de a com probabilidade 1/2. Isto generaliza
um resultado de Moore et al. (2004) para grupos g-edrais, que requer s = 1. Este
algoritmo esta descrito no Capitulo 6.

Uma forma alternativa de tratar o PSO nao abeliano, é investigar a estru-
tura de todos os subgrupos de um dado grupo, e entao determinar um algoritmo
quantico que se aplique a estes subgrupos utilizando a transformada de Fourier
abeliana. Esta estratégia foi primeiramente adotada por Ettinger e Hgyer (2000),
que mostrou que o PSO no grupo diedral pode ser reduzido ao problema de en-
contrar subgrupos de ordem 2. Mais tarde, também fazendo uso da estrutura dos
subgrupos, Inui e Le Gall (2007) apresentaram um algoritmo quantico eficiente
para o PSO em grupos da forma Z,- x Z, com p primo. No mesmo trabalho, os au-
tores estenderam seu resultado para grupos da forma Z;; X Z,, onde m é qualquer
inteiro positivo.

Baseado nos resultados de Inui e Le Gall (2007), Chi et al. (2006) apresenta-
ram um algoritmo quantico eficiente para o PSO em Zy x Z,, onde N é fatorado
como N = pi'py* -+ - pi» e p um primo impar que nao divide cada p; — 1. Seguindo
esta diregao, Cosme e Portugal (2007a) apresentaram um algoritmo quantico em
tempo polinomial para o PSO sobre o produto semidireto Z,» X Z,s, com p um
primo fmpar e r, s inteiros satisfazendo algumas restricoes. Como consequéncia, os
autores mostraram que ¢é possivel resolver eficientemente o PSO no grupo Zy X Zys,
onde N é um inteiro positivo com uma fatoragao especial (veja também Cosme e
Portugal (2007b) e Cosme (2008)). Na mesma linha, Gongalves et al. (2008) apre-
sentaram um algoritmo quantico eficiente para o PSO no produto semidireto de
grupos Zjy X Z,, onde p é um numero primo {mpar, m, N inteiros positivos, e N
fatorado como N = pi*..p, com 1 < r; < ... < r, onde p { p¥ — 1 para todo
1=1,....,nek=1,...,m. Este algoritmo esta descrito no Capitulo 4.

Os métodos apresentados até aqui para solugao do PSO fazem uso do Método

Padrao de Solugao (veja Se¢ao 2.2). Em linhas gerais, o método consiste em aplicar
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um operador unitario V¢ |g) |2) = |g) |z ® f(g)), onde g € G e z € X em uma super-
posicao de todos os elementos do grupo, ﬁ > e lg,0). Esta aplicagdo produz
um estado da forma ﬁ > gec 19, f(g)). Em seguida, um operador de medida
é aplicado ao segundo registrador produzindo o estado |gH) := ﬁ > onen lgh).
Este estado é uma superposicao uniforme sobre os elementos de uma classe lateral
arbitraria do subgrupo oculto H. O desafio é determinar H a partir do estado
|gH).

Quanta informacao sobre o subgrupo oculto pode ser extraida do estado
|lgH)? A forma mais comum de extrair informagoes classicas de estados quéanticos é
através das medidas POVM, Nielsen e Chuang (2003)(Veja também o Apéndice C).
Baseado nessas medidas, Bacon et al. (2005) encontraram um algoritmo quantico
eficiente para o PSO sobre grupos da forma A xZ,, com A abeliano e p um ntimero
primo. O método utilizado pelos autores é fundamentalmente diferente daqueles
apresentados até agora para o PSO: o método é baseado num tipo de medida
emaranhada, chamada pretty good measurement. Enquanto o método padrao de
solugdo usa uma medida projetiva no estado |gH) para obter informagoes sobre
H, diferentemente, o método de Bacon et al. (2005), usa medidas POVM para
identificar o subgrupo oculto a partir do estado |gH >®k, onde k£ ¢ um inteiro posi-
tivo. Os autores mostram que dado um POVM, é possivel obter maior informagao
sobre o subgrupo oculto aplicando o POVM em k estados da forma |gH) de uma
unica vez, ao invés de aplicar o POVM em cada estado separadamente. Por exem-
plo, nenhuma medida que trata cada estado |gH) individualmente, é capaz de
resolver eficientemente o PSO sobre o grupo S,,, Moore et al. (2005). Por outro
lado, Hallgren et al. (2006) mostraram que utilizando medidas emaranhadas, ¢ su-
ficiente utilizar £ = O(nlogn) estados |gH ), para obter informacao suficiente para
identificar o subgrupo oculto em S,,.

Duas questoes surgem de forma bem natural. A primeira é, qual o menor

valor de k necessario para identificar o subgrupo oculto H aplicando um POVM no

estado |gH >®k? A segunda questao diz respeito a implementagao desses operadores
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de medida, isto é, é sempre possivel implementar esses POVMs eficientemente
em um computador quantico? Ettinger et al. (2004) mostraram que é possivel
identificar o subgrupo oculto em qualquer grupo finito G' aplicando um operador
POVM no produto tensorial de estados [gH)®*, onde k = O(log |G|) . Infelizmente,
nao se sabe como implementar tal operador eficientemente em um computador
quantico.

Em particular, considerando k = 1, Bacon et al. (2005) resolveram em tempo
polinomial o PSO sobre grupos da forma Z,, x Z,, para todo inteiro n e primo p
tal que n/p = poli(logn), melhorando o resultado de Moore et al. (2004). Eles
também apresentaram um algoritmo quantico eficiente para o PSO sobre o produto
semidireto Z;, X Zy, com r fixo e tomando k = r. Para o caso particular r = 2, os
autores mostram que existe um algoritmo quantico eficiente que resolve PSO no
grupo de Heisenberg, um problema cuja complexidade classica é exponencial. Isto
generaliza o resulto de Radhakrishnan et al. (2005).

Em um trabalho mais recente, Bacon (2007) mostrou que o PSO no grupo de
Heisenberg também pode ser resolvido eficientemente utilizando uma nova estraté-
gia, chamada transformacdao de Clebsch-Gordan. Mais tarde, também fazendo uso
da transformacao de Clebsch-Gordan, Krovi e Rotteler (2008) apresentaram um
algoritmo quantico eficiente para o PSO sobre Weyl-Heisenberg grupos de ordem

n+1 com p primo e n inteiro positivo. Neste trabalho, os autores utilizam apenas

p
k = 2 estados da forma |gH), mostrando ser melhor que um resultado em Ivanyos
et al. (2007a), que requer no minimo k = 4.

No trabalho de Ivanyos et al. (2007b), é apresentado um algoritmo quantico
eficiente para o PSO sobre grupos nilpotentes de classe 2. Os autores utilizam a
estrutura desses grupos para mostrar que o PSO nestas classes de grupos pode ser
reduzido ao PSO abeliano. Isto generaliza o método apresentado em Ivanyos et al.
(2007a), para o PSO em grupos extra-especiais. Para uma leitura mais detalhada

sobre estes dois ultimos problemas veja Fernandes (2008).

Esta revisao bibliografica apesar de nao cobrir todos os trabalhos realizados
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nesta area, versa o que de mais importante e representativo tem sido feito até o
momento para a solucao do PSO. Entre os resultados mais expressivos, temos a
existéncia de um algoritmo quantico eficiente para a solugao do PSO em grupos
abelianos arbitrarios. O PSO abeliano foi uma generalizagao do algoritmo de Shor
para fatoracao de numeros inteiros e céalculo de logaritmo discreto, tendo como
ponto chave o algoritmo padrao de solugao. Este possui como um dos pontos
principais a transformada de Fourier em grupos abelianos.

Também, nds apresentamos o PSO no contexto de grupos nao abelianos e
descrevemos a transformada de Fourier utilizando elementos da teoria da represen-
tagao de grupos finitos. Surge entao um grande desafio, a solucao do PSO sobre
grupos arbitrarios. Apesar do problema no caso geral parecer bem mais compli-
cado, alguns resultados parciais foram surgindo, dos quais muitos foram listados
neste capitulo.

Discutimos problemas de enorme interesse pratico, como o PSO no grupo
S, que implica um algoritmo quantico eficiente para o problema de isomorfismo
de grafos. Vimos também, que uma solucao eficiente do PSO no grupo diedral
implica uma solucao eficiente para o problema de determinar o menor vetor em
um reticulado. Estes dois problemas possuem implicacoes interessantes, como em
problemas relacionados a biologia molecular e criptografia. Embora grande esforco
tenha sido feito na tentativa de solucionar tais PSOs, os mesmos continuam em
aberto e desafiando a comunidade cientifica.

Existem varias outras areas onde algoritmos quanticos demonstram ser mais
eficientes do que os seus equivalentes classicos. Por exemplo, o algoritmo de busca
de Grover (1997), que reduz a complexidade classica da busca em uma lista nao
ordenada contendo N elementos, de O(N) para O(v/N), veja também Lavor
et al. (2003a). Outro exemplo é o trabalho de Watrous (2001); neste trabalho o
autor apresenta um algoritmo quantico eficiente para o célculo de ordem de grupos
soluveis. Como consequéncia, varios outros problemas em grupos soliveis, como

teste de pertinéncia, teste de igualdade de subgrupos e teste de normalidade podem
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ser resolvidos de forma eficiente em um computador quantico.

Por fim, referimo-nos aos algoritmos de busca baseados em caminhos aleatérios
quanticos. Estes por sua vez tém demonstrado ter um ganho quadratico em re-
lagao aos seus equivalentes cldssicos, Shenvi et al. (2003); Ambainis et al. (2005);
Ambainis (2007).

Nesta tese de doutoramento trataremos apenas de algoritmos quanticos para

o PSO nao abeliano.
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Capitulo 3

Algoritmos Quanticos para o PSO sobre

2-(GGrupos

Neste capitulo apresentamos algoritmos quanticos para o PSO sobre uma

I de ordem

familia de grupos nao abelianos. Especificamente, estudamos 2-grupos
2"t que possuem um subgrupo ciclico de ordem 27, para qualquer inteiro positivo
n maior ou igual que 3.

O teorema a seguir nos diz que para qualquer inteiro positivo n maior ou igual

que 3, existem exatamente quatro classes nao isomorfas de grupos nao abelianos

de ordem 2"*! que tém um subgrupo ciclico de ordem 2". Vamos ao teorema.

Teorema 3.0.1 Seja G um grupo tal que |G| = 2" onde n > 3 e tal que G
possui um subgrupo ciclico maximal (x) (isto ¢, | (z) | = 2"). Entao G é isomorfo

a um dos seguintes grupos:

Classe 1. O grupo Qo» dos quatérnios generalizados:
an — <x,y | :132n —1, yz — l,Qn—l7 y_lxy _ $_1>.
Classe 2. O grupo diedral:

Don =,y |2 =y =1, y lay=a"").

L Para qualquer ntimero primo p, um grupo G' (nao necessariamente finito) é dito um p-grupo
se todo elemento em G tem sua ordem uma poténcia de p.
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Classe 3. O grupo quasi-diedral:
ODyn — <:L“,y |2 =y =1, y lay = xgn—1,1> _

Classe 4.

Py = <l’,y |2 =y? =1, y lay = IQn_1+1> '

Demonstracao: Veja ref. Kwak e Xu (2005).
|
Primeiro, comegamos investigando os grupos P»,. Este grupo pode ser en-

carado como um produto semidireto da forma
Pg,n ~ ZQn A a ZQ, (31)

onde o homomorfismo « é definido por a = 2"~! + 1. O grupo P, é nilpotente
de classe 2 (veja Sec. 4.3); assim, o PSO nesta classe de grupos pode ser resolvido
eficientemente em um computador quantico, Ivanyos et al. (2007b).

Na classe 2, temos o grupo diedral, podendo também ser representado por

um produto semidireto

DQn ~ Zzn Nd) ZQ, (32)

onde ¢ = 2" — 1. Neste caso, o melhor algoritmo quantico conhecido para o PSO
é devido a Kuperberg (2005), e possui complexidade subexponencial, 20(vn)

Por fim, consideremos o PSO sobre os grupos das classes 1 e 3. Estes grupos
sao nilpotentes de classe n (veja Apéndice A, Exemplo A.1.1), logo ndo podemos
aplicar os resultados de Ivanyos et al. (2007b), para grupos nilpotentes de classe
de nilpoténcia constante, nestas classes de grupos.

Neste capitulo, apresentamos algoritmos quanticos com complexidade de
tempo subexponencial para o PSO sobre os grupos das classes 1 e 3. Nossa abor-
dagem retine as idéias apresentadas por Kuperberg (2005), para o PSO diedral,

com um critério de reducao primeiramente utilizado por Ettinger e Hayer (2000).
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Este critério consiste basicamente em conhecer a estrutura dos subgrupos de um
determinado grupo e utilizar a transformada de Fourier abeliana para obter in-
formacoes sobre o subgrupo oculto. Através do conhecimento da estrutura dos
subgrupos, mostramos que o PSO pode ser reduzido ao problema de encontrar

subgrupos ciclicos.

3.1 O Algoritmo Peneira

Em Regev (2004a), Regev apresenta uma versao simplificada do algoritmo de
Kuperberg para o PSO diedral, com espaco de solugao polinomial. O autor descreve
um algoritmo classico para um determinado problema de busca e mostra que este
algoritmo corresponde exatamente ao algoritmo de Kuperberg. Nesta secao, nos
descrevemos em detalhes este algoritmo, pois, o entendimento do mesmo serd de
extrema importancia na compreensao dos algoritmos quanticos apresentados nas
secoes subsequentes.

Suponhamos que exista um procedimento (caixa preta) que cria objetos rotu-
lados com nimeros no conjunto {0, ..., N —1}, onde N é qualquer inteiro positivo.
Por simplicidade, facamos N = 2", n = k? 4+ 1,k € Z. Suponhamos que a saida do
procedimento seja um objeto e seu rotulo. Nosso objetivo é obter um objeto com
rétulo 277! ou em bindrio 10...0. Esse problema pode ser facilmente resolvido
chamando repetidas vezes o procedimento que cria os objetos até obtermos como
safda um objeto com rétulo 27!, Este algoritmo ¢ simples e resolve nosso pro-
blema, contudo, é ineficiente, pois possui complexidade O(2"). Nossa intengao é
obter um algoritmo, cujo tempo de execucao seja 2°0V™) | isto é, um algoritmo com
complexidade de tempo subexponencial.

Suponhamos que os objetos criados pela nossa caixa preta tenham a seguinte
propriedade: dados dois objetos, com rétulos a e b, respectivamente, podemos
combinar estes objetos de modo a obter um novo objeto com rétulo a — b. Entao
os dois objetos originais sdo descartados. Com probabilidade 1/2 nds obtemos o

novo objeto com rétulo a — b, e com probabilidade 1/2 a operacao falha, isto é,
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ambos o novo objeto e os objetos originais sao perdidos? .

A descrigao geral do algoritmo, como mostra a Figura 3.1.1, é a seguinte.
Imagine que temos um conjunto formado por k rotinas, tal que a entrada da rotina
1+ 1 é a saida da rotina i. A entrada da rotina 1, sao os objetos que acabaram
de ser produzidos pela caixa preta. Os objetos que entram na rotina ¢, para todo
1=1,...,k, sao objetos cujos rétulos possuem os ik bits menos significativos todos
iguais a zero. Os n — 1k bits restantes sao bits aleatérios. A partir desse processo,

a k-ésima rotina resulta com probabilidade 1/2 o objeto com rétulo 271

Caixa

Preta khkkkkkkkkhk 1 *xxxxx*(000 2 **** (00000 3 * (000000000

_— =

Figura 3.1: Caso particular com n = 10 e k = 3 do procedimento que produz ao
final da k-ésima rotina o elemento procurado com probabilidade 1/2 .

Para entendermos como essas rotinas sao de fato implementadas, fixe uma
rotina ¢, para algum ¢ = 1,...,k. A rotina ¢« mantém uma pilha objetos, que sao
produzidos pela caixa preta. Inicialmente esta pilha estd vazia, contudo, novos
objetos vao surgindo na pilha. Quando um novo objeto surge, a rotina compara os
k bits do rétulo do objeto enviado, nas posigoes (i — 1)k + 1, ..., ik, com o mesmo
conjunto de bits dos rétulos dos objetos armazenados na pilha. Quando um par
de objetos, cujos rétulos possuem o mesmo conjunto de k bits, é encontrado, a
rotina zera esse conjunto de bits. Esse procedimento resulta num novo objeto
com probabilidade 1/2. Caso a rotina nao encontre um par de objetos com a
propriedade descrita acima, um novo objeto é adicionado a pilha.

A seguir, mostraremos que a complexidade do algoritmo que acabamos de
descrever é 200V Esse algoritmo é também chamado de algoritmo Peneira, devido
a similaridade com a peneira de Eratostenes, que é um algoritmo para formar uma

tabela de nimeros primos.

2 0 motivo pelo qual supomos os objetos produzidos pela caixa preta terem tal propriedade
é explicado na Secao 3.2.2. L& esses objetos sao trocados por g-bits.
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3.1.1 Analise do Algoritmo

Nesta secao, mostramos que, dado um conjunto com elementos rotulados
com nimeros de 0 a 2" — 1, o algoritmo Peneira determina em tempo 2°V™ e com
alta probabilidade, um elemento com rétulo 2771,

Comecamos observando que para cada i = 1,...,k, a rotina ¢ mantém uma
pilha de objetos. Sempre que um novo objeto chega na rotina, ela procura em sua
pilha um elemento que tenha o mesmo conjunto de k bits nas posic¢oes (i — 1)k +
1,...,72k. Quando a rotina encontra tal elemento dizemos que temos um match.
Note que, se a pilha tiver poucos elementos armazenados esse match raramente
ocorre. Por outro lado, se cada rotina tiver um total de 2* objetos armazenados,
um match ocorre com alta probabilidade. Com isso, fazemos a combinacao entre os
elementos que compoem o match e com probabilidade 1/2 essa combinagao gera um
novo objeto. Esse novo objeto, agora com os k bits nas posigoes (i —1)k+1,... ik
zerados, é entao enviado para préxima rotina.

Observe que cada rotina precisa em média de 4 objetos para produzir um novo
objeto com alta probabilidade. De fato, suponha que um match seja encontrado.
Com probabilidade 1/2 a combinacao falha e a pilha perde um objeto. Entao um
novo objeto é enviado para a rotina para completar o conjunto de 2* objetos esto-
cados. Outro match é encontrado; a probabilidade de falha de duas combinacoes
sucessivas é 1/4, portanto, a probabilidade de sucesso da segunda combinagao é
3/4, uma boa probabilidade em termos computacionais. Apds a combinagao (seja
ela bem sucedida ou nao) a rotina sempre perde um objeto. Assim, um ultimo
objeto é enviado & rotina para completar o conjunto de 2* elementos guardados.
Com isso, cada rotina precisa em média de 4 objetos para produzir um novo objeto
de saida com alta probabilidade. Logo, o niimero total de objetos provenientes da
caixa preta, necessarios para que o algoritmo Peneira resulte o elemento desejado,
6 4k = 20/,

Vamos repetir esse argumento de maneira mais formal. Para isso considere

o seguinte teorema:
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i i+1

— ***0...0
2k 2k

Figura 3.2: Numero de objetos necessarios para a rotina ¢ produzir um objeto de
saida com alta probabilidade.

Teorema 3.1.1 Suponha que uma rotina i receba I2* objetos, com | > 8. Entéo,
com alta probabilidade, a rotina resulta pelo menos éZk objetos, para todo ¢ =

1.k

Demonstracao: De fato, suponha que [2* objetos sejam enviados para a rotina
i, qualquer que seja i = 1,..., k. Temos que (I — 1)2* destes objetos sao usados
pela rotina para efeito de combinacao, enquanto, os objetos restantes, cerca de
2% permanecem na pilha. Agora, para cada par de objetos combinados, defina a
varidvel aleatéria® x;, tal que, x; = 1, se a combinagdo entre o par de objetos for
bem sucedida, e x; = 0, caso contrario. O nimero esperado de varidveis aleatorias
que resultam sucesso é %2’“. Assim, aplicando o limite de Chernoff a este conjunto
de variaveis aleatérias, obtemos

=15k
T2

-1 -
Pl X ws g e (33)
j=1

Isto mostra que com alta probabilidade, o nimero de objetos resultados da i-ésima

rotina ¢, no minimo £2*.

Agora, segue do Teorema 3.1.1, que iniciando o algoritmo Peneira com
gk.2k = 20V (3.4)

objetos, a k-ésima rotina resulta com alta probabilidade, pelo menos um objeto

3 Uma varidvel aleatéria y representa um valor numérico associado a cada um dos resultados
de um experimento probabilistico.
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com rétulo 277 L
3.2 O grupo Dsn

O grupo quasi-diedral, denotado por QDa», possui 2""! elementos e tem a

seguinte apresentacao
QDyn = <:B,y | 22" =y® =e, yr = z2n71_1y> . (3.5)
O grupo Q) Ds» também pode ser representando pelo produto semidireto
QDan = Zgn Xy Lo, (3.6)

onde o homomorfismo ¢ : Zy — Aut(Zan) é tal que ¢(1)(1) = 2"~! — 1. Denotamos
por x = (1,0) e y = (0, 1) os geradores do Q Dan nesta nova notagao. Assim, cada
elemento x%° de @ Dsn pode ser representado como (a,b) com a € Zon € b € Zo.
A proposicao seguinte classifica todos os subgrupos de @D,,. Veremos na
Secao 3.2.1 que o conhecimento da estrutura dos subgrupos de D,, é fundamental

na construcao do algoritmo quantico para o PSO no grupo QD,,.

Proposicao 3.2.1 Os subgrupos de () Ds» sao da forma <$2> ou <$2i, a:“y> para

todo0<i<nel<a<2"-1.

Demonstracao: Seja H' = H N (x), onde (x) é um subgrupo normal de ¢ Dan.
Entao H' = <x2> para algum 0 < i < n. Vamos assumir que H # H'. Entao
é claro que z%y € H para algum 0 < a < 2" — 1. Como <x2> C H temos que
<x2i, x“y> C H. Agora basta mostrar que H C <x2i, a:ay>. Com efeito, seja h € H
um elemento arbitrario. Entdao h = z°y!, para algum 0 < s < 2" —1et = 0,1.
Se t = 0 entdo h = z°2 ¢ a inclusdo é imediata. Considere entdo ¢t = 1. Como
x%y € H temos que o inverso de z%y, yx~* € H, logo z*yyz=* € H = x*~* € H =
s—a=Fk2 = 5=k +a= 2’y ="ty = 2"y € <m2i,a:ay> e portanto,

HC <$2i, :E“y>.
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Proposigao 3.2.2 Seja H = (z%) um subgrupo de QD,,. Entao |[H| =2se 2| a

ou |H| = 4 caso contrério.

Demonstracao: Com efeito,
(may>2 _ :L,ayl_ay _ xaxa(Q"’l—l)y2 _ xa2"71 (37)

implica que |H| = 2 se 2 | a. Suponha que 2 { a, entao (z%)> = 202"y o

(z%)* = e, portanto |H| = 4.

3.2.1 Algoritmo Quantico para o PSO no Grupo QD5

Nesta secao apresentamos um algoritmo quantico que resolve o PSO no grupo
QQDsn, com complexidade de tempo 2°V . onde n é o parametro que especifica o
grupo que estamos tratando. Nosso algoritmo combina as idéias apresentadas na
Secao 3.1 junto com um procedimento de reducao que daremos a seguir.

Seja f a funcao que oculta o subgrupo H em @D,. De acordo com a
Proposicao 3.2.1 existem duas possibilidades para o subgrupo H, ou de forma
equivalente, existem dois parametros a serem determinados ¢ e a. O parametro a
¢ o mais dificil de ser encontrado. Mostraremos como a pode ser determinado na
préxima secao.

Agora, observe como o problema do subgrupo oculto em () Ds» pode ser re-
duzido ao problema de encontrar subgrupos ciclicos. De fato, primeiro rodamos
o algoritmo descrito na Secao 3.2.2. Se o algoritmo resulta o valor de a e se
f(z%y) = f(e) (lembre-se que f é prometida ser constante nas classes laterais do
subgrupo H) entao H = <x2i,$“y>. Caso contrario, sabemos que H = <x21>
Podemos determinar ¢ calculando f (1'2) para todo ¢ = 0,...,n. Quando encon-
tramos um inteiro i com a propriedade f(22') = f(e) entao concluimos que z2' é um

elemento gerador de H. Assim, o PSO em () D, pode ser reduzido ao problema de

determinar o gerador do subgrupo (zy), ou seja, determinar a, um nimero entre
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0e2™—1.

Antes de exibirmos o algoritmo que determina o parametro a, facamos uma
ultima redugao. Mostraremos que o problema de determinar a reduz-se ao pro-
blema de determinar a paridade ry de a. Com efeito, suponhamos que, dada uma
fungdo f : @Dy — X que oculta o subgrupo H = (z%) em QDan, existe um

procedimento quantico que determina ry. Logo, podemos escrever
a = 2(11 + To, (38)

onde a; é um elemento arbitrario em Zyn—1 e rg é conhecido. Observe que ry fornece
o bit menos significativo de a.

Agora, defina a funcao f) : QD1 — X tal que

FO @y = fa*troyh). (3.9)

Temos que fV) oculta o subgrupo HV) = (1) de QDyn1. De fato, da Proposicio

3.2.1 segue que uma classe lateral arbitraria de H" em QDgn-1 é
LoD = {$a1+o¢y’ pH2' 7 e a2 T e, xa} (3.10)
para algum o € Zgn-3 se |H| =4, ou
e HW = {gartey zo) (3.11)

para algum o € Zgn—2 se |[H| = 2. Assim, aplicando a funcio ) aos elementos da

classe lateral z*H®), obtemos

f(1)<xa1+ay) _ f(1)<$a1(2”—1+1)+ay) _ f(a:aJrZay) (3.12>

FO@E) = fO) = f(a*), (313)
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Como f é constante na classe lateral °*H do subgrupo H = (x%) de Q Dan, temos
que f é constante em 2*HM. Agora, basta verificarmos que f!) assume valores
distintos para diferentes classes laterais de H") em QDgn-1. De fato, sejam z*H ™

e P HW duas classes laterais distintas de H), entéo

FOEOHEDY = fOPED) o fOgatay) — (O ga+syy (3.14)
& fla*t?y) = fa™y) (3.15)
& 2o el (3.16)
&S a=0, (3.17)

portanto, fM(z@HWM) £ fW(xPHW) e concluimos que f1) oculta o subgrupo
H®W em QDon-1.

Assim, dada a funcdo f) que oculta o subgrupo HY = (z%y) em QDyn-1,
existe um procedimento quantico que determina a paridade r; de a;, com alta

probabilidade. Este procedimento acha o segundo bit menos significativo de a.

De forma geral, pondo f(© := f, e definindo f* : QDyn—r — X tal que

O (@tyh) = fED (g Hreoryh), (3.18)

paratodo 1 < k < n—1, onde ry_; € o k-ésimo bit menos significativo de a, a fungao
f®) oculta o subgrupo H®) = (z%y) em QDsn-x. Logo, existe um procedimento
quantico que encontra o k-ésimo bit menos significativo de a. Isto implica que,
rodando o procedimento que acabamos de descrever, O(n) vezes, obtemos todos
os bits de a, e consequentemente, a.

Na préxima secao, exibiremos o procedimento quantico que determina a pari-

dade de a a partir da informagoes da fungdo f que oculta o subgrupo H = (x%y).

3.2.2 O Caso (z%y)

Dada uma fungao f que oculta o subgrupo H = (z%y), o procedimento a

seguir determina em tempo 2°(V") e com alta probabilidade, a paridade de a. Este
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procedimento, que estd resumido no Algoritmo 3.2.1, utiliza a transformada de
Fourier abeliana. Note que este é um fato interessante pois o grupo em questao é

um grupo nao abeliano. O procedimento é o seguinte:
(1) Prepare o computador quantico no estado inicial
9n 1

) WZZIm n) | F"y") (3.19)

m=0 n=0

e defina mg = m — na mod 2". Entao o estado acima pode ser reescrito

usando mg no somatoério ao invés de m como segue

2n—1

W,) \/W > Z|mo+na n) | f(zmormaym)). (3.20)

mo= =0 n=0

Note que para cada n = 0,1, 2"*y"™ é um elemento no subgrupo oculto H,

assim, todos os elementos ™ x"*y"™ sao levados num mesmo valor, isto é,

fla™ox™y™) = f(a"™), (3.21)

para todo 0 < myg,a < 2" — 1. Novamente reescrevendo o estado em (6.10)

obtemos
on_q

[Wy) \/W > Z|mo+na [n) |f (™)) - (3.22)

mo= =0 n=0

(2) Mega o terceiro registrador na base computacional. Este, por nao ter mais
relevancia na computacao, serd descartado. Assim, o resultado da medida
é

|Wy) = Z |mg + na) |n) , (3.23)

onde my, € Za» é um numero uniformemente randomico.
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(3) Aplique a transformada de Fourier Fy,, ® I ao estado |¥3). O resultado é

1 1 1 2" —1 ok
) - ﬁz(ﬂ_z o >\k>) )
1

27

onde won = €27 .
(4) Mega o primeiro registrador do estado [¥3). O resultado é

27mikga
1 0

E(\o>+e o ]1>), (3.25)

onde ky € Zy» é um numero uniformemente randomico.

A discussao acima pode ser sumarizada no seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.2.1 Procedimento de Amostragem sobre () Dyn

Entrada: um inteiro n e a funcao f : @Dy — X, onde X é um conjunto
finito.

Saida: um estado quantico de 1 g-bit.
1. Prepare o estado quantico

WZZ“ y)) -

2. Meca o ultimo registrador:

1
1
7 Z |mg + na) |n), mgy € Zan.
n=0

3. Aplique Fy,, ao primeiro registrador.
4. Meca o primeiro registrador:

5 (10)+ 7 1))

A saida do Algoritmo 3.2.1 é um estado da forma

o) = 7 (10) + €24 1)), (3.26)
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para algum k uniformemente distribuido em Zs,.. Nosso objetivo, é obter o estado

‘wgfnl 0) + €™ 1)), (3.27)

)= 75
V2
pois, uma unica aplicagao da transformada de Hadamard em ‘1/)2n 1> revela a

paridade de a. De fato,

H[ps2) = — (H[0)+e™H 1))

L0+l =
- ( NG )

(L +em™)0) + (1 —e™) 1))

EI Sl

- N —

|0), sea for par

|1), se a for impar.

2n A . , :
Quando obtemos o estado |¢y >, o parametro k£ é um numero uniforme-

mente randomico no conjunto {0, 1,...,2"—1}, logo a probabilidade de obtermos o
estado )w;f_nl> direto do Algoritmo 3.2.1 é 1/2", que é exponencialmente pequena.
Desta forma, vamos utilizar o algoritmo Peneira, descrito na Secao 3.1, para o
obtermos o estado ‘@/}W 1> em tempo subexponencial.

O procedimento é o seguinte: use o Algoritmo 3.2.1 para produzir 2°0v/™
estados da forma ’@DZQH >, com k uniformemente distribuido em Zy». Vamos chamar
o conjunto formado por estes estados de Lg. Aqui, o Algoritmo 3.2.1 funciona
como a caixa preta descrita na Secao 3.1, e os objetos, sao estados de um g-bit.
Dois estados ’¢g;2n> e ‘¢Z;2n> sao escolhidos no conjunto Ly se k; e ky possuem o
mesmo conjunto de k = [y/n — 1] bits menos significativos. Agora, faca o produto

tensorial ‘wgf"> ® ‘¢Z;2n>. O resultado deste produto é

1 Lk Cak a
5(100) + 2T (01) + 2T [10) 4 27T (1)), (3.28)
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Aplique a porta C-NOT ao estado dado pela expressao (3.28), usando o primeiro

g-bit como g-bit de controle. O resultado desta aplicagao é

koa (k1+kg)a

F101) + 27 [11) 4 27 [10)). (3.29)

1 .
5(100) + %

Mega o segundo g-bit na base {|0),|1)}. Entao, obtemos com probabilidade 1/2,

o estado
(k1+kg)a
2n

a.9n 1 i
‘¢k;i—k2> = EUO) + e

Também obtemos com probabilidade 1/2 o estado

). (3.30)

1 2amiky 2amiky

E(e 7 0) +e 2 |1)). (3.31)

Multiplicando o estado em (3.31) por um fator de fase global e=2™2¢ obtemos

a,2™ 1 Qmw
Uit ) = 500+ T ), (3:2)

Note que podemos saber qual dos dois estados foi obtido apds o processo
de medida* . O estado quantico com rétulo k; — ko, possui os k bits menos sig-
nificativos iguais a zero. Agora, seja Ly o conjunto formado por todos os estados
’1/’13;2—7le> com esta propriedade. Repetindo esse procedimento k vezes, obtemos
com alta probabilidade um conjunto L; que possui pelo menos um estado da forma
wgfi>.

A andlise de complexidade do nosso algoritmo ¢ idéntica a analise do algo-

ritmo Peneira, feita na Secao 3.1.1. Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1 Existe um algoritmo quantico que resolve PSO em )Dsn, com

alta probabilidade e com complexidade de tempo 20V,

4 Os objetos produzidos pela caixa preta, descritos na Secdo 3.1, aqui sdo trocados por -

bits, e o processo que combina dois objetos é representado pelo produto tensorial entre dois
. a,2™

estados arbitrarios ’wkl’ > e

combinagao entre dois objetos ser bem sucedida refere-se a probabilidade 1/2 de obtermos um

a,2"
wkl*k2>'

1/},‘:]2'2” >, seguido de uma medigao. Note que a probabilidade 1/2 da

estado de um g-bit
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3.3 O Grupo Qs

Nesta secao, mostramos que o PSO sobre o grupo dos quatérnios genera-
lizados, (Qon, pode ser resolvido em tempo subexponencial por um computador
quantico. Iniciamos a secao apresentando a estrutura dos subgrupos de Qon € a
partir desta, indicaremos como o algoritmo Peneira pode ser usado para resolver o
PSO nesta classe de grupos.

Como vimos no Teorema 3.0.1, o grupo Qo= de ordem 2"*! ¢ definido como

Qan = <a:y |2 =1, 2 =2y lay = fc‘1>- (3.33)

O grupo dos quatérnios generalizados nao pode ser expresso como um pro-
duto semidireto de um grupo ciclico de ordem 2" por um grupo de ordem 2. Con-
tudo, existe uma bijecao entre (Qo» e o produto direto de grupos Zon X Zs. Essa

bijecao fica evidente com a seguinte proposicao:

Proposicao 3.3.1 Os elementos de Qs» podem ser escritos da forma z%°, com

0<a<2—1leb=0,1.

~ n—1 , n—1
Demonstracao: Sabemos que 22" = 32, daf obtemos z%? = 272" 2% =

n—1 . , . .
a2y 2%yt = 2% ( pois a ordem de y é 4), 2%y° = x% e assim sucessivamente.

x
Desta forma, se g € Qn entdo g = 2%, 0<a<2"—1eb=0,1.
]

A proposicao a seguir fornece a classificacao de todos os subgrupos do grupo

Q.

Proposicao 3.3.2 Os subgrupos de QQo» sao da forma <x2z> ou <x2i,xay> para

todo0<i<nel<ag<2"—-1.

Demonstracao: Andaloga a Proposicao 3.2.1.
]
De forma inteiramente analoga a Secao 3.2.1, podemos verificar que o pro-

blema do subgrupo oculto no grupo Q)= se reduz ao problema de determinar um
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subgrupo ciclico da forma H = (x%y), onde a um nimero entre 0 e 2" — 1. Agora
note que, como existe uma bijecao entre os elementos de QQon € Zgn X Zs, podemos

construir o estado quantico

2n—-1 1

= S I r). (3:34)

O estado (3.34) corresponde ao estado inicial do Algoritmo 3.2.1.
Portanto, passando para o Algoritmo 3.2.1 a funcao f : Q2» — X que oculta
o subgrupo H = (z%) em Qs e seguindo como na se¢ao anterior, resolvemos o

PSO em Q)5» em tempo subexponencial. Isto nos leva ao seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 Existe um algoritmo quantico que resolve PSO em (Qo», com alta

probabilidade e com complexidade de tempo 200V,
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Capitulo 4

Produtos Semidiretos de Grupos

O grupo diedral é um caso particular de um produto semidireto de grupos.
Embora nao seja conhecido algoritmos quanticos eficientes para o PSO no grupo
diedral, existem algumas classes de produtos semidiretos de grupos onde o PSO
pode ser resolvido eficientemente em um computador quantico.

Neste capitulo, mostramos que existe um algoritmo quantico eficiente para
o PSO no produto semidireto de grupos Z% x Z,, onde p é um ntumero primo
impar, m, NV inteiros positivos. Mostramos que, impondo algumas restri¢coes sobre
a fatoracao prima de N, o grupo Z} X Z, é isomorfo a um grupo G, que é um
produto direto de um grupo abeliano por um grupo nao abeliano. Entao, nos
resolvemos o PSO em G, determinando uma solucao eficiente para o PSO em cada

parte do produto direto grupos.
4.1 Preliminares

Iniciamos este capitulo com uma breve revisao de alguns conceitos impor-
tantes sobre produtos semidiretos de grupos e grupos de automorfismos que sao
fundamentais para o entendimento do trabalho. Para um estudo mais aprofundado
desses topicos sugerimos o leitor as referéncias Garcia e Lequain (2002); Hernstein
(1970); Robinson (1995); Hall Jr. (1959).

Considere o produto direto de grupos G; x Gg, onde G e G5 sao dois grupos

finitos. Note que, se H; < G e Hy < G4 entao Hy x Hy é um subgrupo de G x Gs.
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Entretanto, nem todo subgrupo de G; x G5 é da forma H; x H,. A proposicao
a seguir diz que a afirmacao contraria é verdadeira sempre que Gy e G5 possuem

ordens coprimas.

Proposicao 4.1.1 Sejam (3 e G5 grupos finitos com ordens coprimas. Entao

todo subgrupo de G| x G4 ¢é da forma H; X Hy, onde H; < Gy e Hy < Gs.
Demonstracao: Seja m; : G; X Gy — G; tal que m;(g1,92) = gi, @ = 1,2. Para
todo subgrupo H de G x G defina Hy = m(H) < Gy e Hy = m(H) < Gy,
assim H < H; x Hy. Vamos mostrar que H = H; x Hy. De fato, se (hy, hy) €
H, x H, ent@o pela definicdo de H; e Hs, existem h} € Gy e h), € G5 tais que
(h1,hb), (hy, he) € H. Como mdc (|Gy|,|G2|) = 1, segue do Teorema Chinés dos
Restos que existem inteiros r; e ry tais que

r1 = 1 mod |Gy ry = 0 mod |Gy
e . (4.1)

r1 =0 mod |Gs| ro = 1 mod |Gy

Segue das equagoes em (4.1) que existem inteiros positivos ki, ks, k3, k4 tais que

7"1:]{31|G1|+1 T2:k3|G1|
€

1 :]C2|G2| T2:k4|G2|+1

Assim,

(ha, h)™ = (R Ry = (W19 ROl = (hyey) € H

(R ho)® = (h2 hy?) = (BP9 RS2y = (e, hy) € H

onde e; e ey sao os elementos identidade dos grupos GG; e (G5, respectivamente.
Logo, (h1,hy) = (hi,e2)(e1, he) € H.

u

Sejam Gy e Gy grupos. A aplicacdo ¢ : G; — G5 tal que ¢(g192) = ¢(g1)9(g2)

é chamada um homomorfismo de grupos. Quando o homomorfismo ¢ é bijetivo

ele é chamado um isomorfismo de grupos e escrevemos GG; ~ G3. Um isomorfismo
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¢ : G — G é chamado um automorfismo do grupo GG. Denotamos por Aut (G) o
conjunto de todos os automorfismos de G. O conjunto Aut (G)) com a operagao de

composicao de fungoes é um grupo, cujo elemento identidade é a fungao identidade,

Id.

Proposicao 4.1.2 ( Hillar e Rhea (2006)) Sejam H e K grupos finitos com
ordens coprimas. Entao Aut(H) x Aut(K) ~ Aut(H x K).

Demonstracao: Considere a aplicagao ¢ : Aut(H) x Aut(K) — Aut(H x K)
dada por
¢(aB)(h, k) = (a(h), B(K))

onde a € Aut(H) e 8 € Aut(K). Sejam, Idy e Idk os elementos identidades de
Aut(H) e Aut(K), respectivamente. Para provar que ¢ é um homomorfismo, note

que ¢(IdH,[dK) = ]dHXK € que

¢)(041Oé2,ﬂ152)(h, k‘) = (041042(h)75152(k)) = ¢(@1,51)¢(a2>ﬁ2)(h, k)>

para todo aq, a0 € Aut(H), (1,0 € Awt(K), he He k € K.

Agora, vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo. De fato, claramente ¢ é
injetiva. Sejam n = |H|, m = |K| e 7y : H x K — H tal que my(h,k) = h,
7k H x K — K tal que mg(h, k) = k os homomorfismos projegdes canonicos.
Fixe w € Aut(H x K) e considere o homomorfismo v : K — H dado por y(k) =

T (w(ly, k), onde 15 é o elemento identidade do grupo H. Note que

(k") = ma (w1, k) = 7 (@1, b)) = 7 (0(ly, k)" = 1a,

o que implica {k";k € K} C kervy. Como mdc(m,n) = 1, o conjunto {k™; k € K}
possui exatamente m elementos. Consequentemente, kery = K e v é o homomor-

fismo trivial. Analogamente, § : H — K tal que d(h) = mx(w(h),1x) é trivial.
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Agora, defina wy(h) = my(w(h, 1)) e wi (k) = 7 (w(ly, k)). Note que

w(h, k) =w(h, 1g)w(lg, k) = (wg(h),wk (k) = ¢(wk,wk)(h, k),

para todo h € H e k € K. Agora falta mostrar que wy € Aut(H) e wg €
Aut(K). Para isso, basta ver que wy e wg sao injetivos (pois ambos H e K sao
finitos). Assim, suponha que wy(h) = 1y para algum h € H. Entao w(h, 1) =
(wr(h),wk(1k)) = (1g, 1k), logo h = 1y pela injetividade de w. Um argumento

similar mostra que wx € Aut(K), e isto completa a prova.

Definigao 4.1.1 Considere grupos Gy e G5 e um homomorfismo ¢ : Gy — Aut (G)
tal que g2 € Gy — ¢(g2) € Aut (G1). Definimos sobre os elementos de G; x G5 a

seguinte operagao:

(91, 92) (g1, 92) = (910(92)(91), 9293)-
O conjunto G; X G com a operagao acima definida é chamado o produto semidireto
de G1 por G, denotado por Gy Xy Gy ou Gy Xy Gi.

Observe que o produto direto dos grupos G; e Gy é um caso especial do
produto semidireto. Com efeito, seja ¢ : Go — Aut (Gy), g2 € Ga +— ¢(g2) = 14 €
Aut (G;). Entao

(91, 92)(1> 95) = (910(92)(91); 9295) = (911a(91), 9295) = (9191, G2g5)-  (4.2)

ASSiIIl, G1 X G2 = G1 X GQ.

Exemplo 4.1.1 Sao exemplos de produtos semidiretos de grupos nao triviais os

seguintes grupos:
i) diedral: Dan =~ Zon Xy, Zy com ¢y = 2" — 1;

ii) quasi-diedral: QDan =~ Zon Xy, Zg com ¢y = 2n-l —1;
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iii) Py, o Zon Xy, Zs onde ¢3 = =l 41,

Demonstracao: Para provarmos i) considere a aplicagdo W : Zon Xy, Zy — Dan

definida por ¥(a,b) = 2%°. Temos que ¥ é um homomorfismo. De fato,

U((a,b)(d, V) = ¥(a+oy(b)(a),b+ V) =V(a+(—1)°d)

a+(—1)b/a’ b+b' xaxa’(—l)b b+b’

= X y

Y

= 2%y = U(a,b)U(d, V)

para todo (a,b), (a’,V') € Zon Xy, Zy. Claramente ¥ é uma bije¢do, portanto um
isomorfismo de grupos.
As demonstragoes de ii) e iii) seguem de forma andloga.
]
Seja o produto semidireto de grupos Gy x4 G3. O homomorfismo ¢ : Gy —
Aut (G1) nem sempre ¢ unico. De fato, tome por exemplo, G; = Z,» ¢ Gy =
Z4, onde p e g sao nimeros primos impares e r um inteiro positivo. Temos que
Zy Xy Zy € o grupo gerado pelos elementos x = (1,0) e y = (0, 1), satisfazendo
P =yl = 12,0 %42, € YT = z?MMy - Neste caso, Inui e Gall (2007) classificaram o

produto semidireto de grupos Z,» x4 Z, em cinco classes.

Teorema 4.1.1 (Inui e Gall (2007)) O produto semidireto de grupos Z,- x 47,

para p e ¢ primos e r um inteiro, estd divido nas seguintes cinco classes de grupos.

Classe 1. O produto direto Z, x Z, (grupos abelianos).

Classe 2. Os grupos g-edrais definidos por p,ger talquer > 1eq| (p—1), que
sao os grupos G gerados por x e y satisfazendo 27" = y? = 1g e yz = 27y

onde v ¢é tal que v = 1mod p.

Classe 3. O grupo diedral Dy para r > 2, que sao os grupos gerados por = e y

. T T__
satisfazendo 2% = y*> = 1p,, e yx = 2% ~ly.

Classe 4. Os grupos quasi-diedrais, para r > 2 e z e y satisfazendo 22" = 3? =

N |
1p,, eyr == Y.
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Classe 5. Os grupos P,, para r > 2, que sao os grupos gerados por x e ¥, satis-

1
fazendo 2?" = y? = 1p,  eyr =z *tly.

u

Moore et al. (2004) resolveram o PSO eficientemente sobre os grupos da

Classe 2, com r = 1 e ¢ suficientemente grande com relacao a p. Os grupos da

Classe 3 foram estudados no Capitulo 3, onde apresentamos um algoritmo quantico

em tempo subexponencial para o PSO sobre estas classes de grupos. Inui e Gall
(2007) resolveram o PSO sobre os grupos da Classe 5, com p primo {mpar.

Uma solucao eficiente do PSO sobre os grupos das Classes 1 a 5, representa

um avancgo consideravel na solu¢ao do PSO em produtos semidiretos de grupos.

Além disso, o estudo dessas classes de grupos ajuda na solucao do PSO sobre

produtos semidiretos mais gerais, como veremos a seguir.

4.2 O PSO sobre o Grupo Z% x Z,

Nesta secao mostramos que existe um algoritmo quantico eficiente para o
PSO sobre o produto semidireto de grupos Z% X4 Z,, onde p ¢ um nimero primo
impar, m, N inteiros positivos, e N fatorado como N = pi'..p/*, com 1 < r; <
...<rpondeptpf—1paratodoi=1,...,nek=1,...,m. Mostramos que

o grupo Z3J X Z, ¢ isomorfo ao produto direto Zmrl X (Zy: v Xy Zyp,). Entao,
P

determinamos os geradores do subgrupo oculto resolvendo o PSO em cada parte
do produto direto de grupos.

Considere o seguinte lema:

Lema 4.2.1 Seja o homomorfismo de grupos ¢ : Z, — Aut(Zy: x Z7;) onde p, q
sao primos impares distintos e r, s, m inteiros positivos. Dados a € Z:, b € Zy; e

o € Zy, existem a’ € Zt e V' € 71 tais que ¢(a)(a,0) = (a’,0) e ¢(a)(0,b) = (0,V).

Demonstragao: De fato, seja e; um elemento de Z: cuja i-ésima coordenada ¢ 1

e as demais sdo iguais a zero. Suponha que ¢(a)(e;,0) = (¢, d) para algum c € Z:
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e d € Zy. Como ¢(a) é um homomorfismo note que

(0,0) = ¢(a)(0,0) = ¢(@)(¢*,0) = p(a)(¢’e;, 0) = d(a)(ei + ... +¢;,0)
= ¢(@)((e,0) + ...+ (e:,0)) = da)(ei, 0) + ¢(a)(ei, 0) + ... + p(a)(e;, 0)

= ¢*¢(a)(e;,0) = ¢°(c,d) = (¢°c, ¢°d). (4.3)

Isto implica que ¢°d = 0 mod p", mas p e ¢ sao primos distintos, logo d = 0 mod p",
e portanto ¢(a)(e;; 0) = (c,0). Agora, considere a € Z7. um elemento qualquer,

entao

o(a)(a,0) = o(a)((a,...,a,),0)= ¢(a)(z aze;, 0)
= > a;i¢(a)(e;,0) =Y ai(c,0) = (a’,0).

% 7

(4.4)
Analogamente, podemos mostrar que para qualquer b € Z7;, existe um 0’ € Z7: tal

que ¢()(0,b) = (0,V").

Teorema 4.2.1 Sejam os grupos Zy: X Zy e Z, com r,s,m € N e ¢,p primos

fmpares distintos satisfazendo p { (¢* — 1) para todo 1 < k < m. Entao
(Zggs X L) Mg Ly == Lps X (Lpy X5 L),

para algum ¢ € Hom(Z,, Aut(Zy: x Z;1)) e ¢ € Hom(Z,, Aut(Zy})).

Demonstragao: Com efeito, para cada ¢ € Z,, existem elementos a,a’ € Z:

(Lema 4.1.2) tais que
8(c)(a,0) = (,0), (45)
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Isso nos permite definir o seguinte homomorfismo

U 7, — Aut(Zm)
c—Y(c)=¢(c)| = Zy— 7Ly (4.6)

zm 4

a— Y(c)(a) = ¢(c)(a) = d'.

Note que ¥ é de fato um homomorfismo, pois ¢ o é. Além disso, sendo ¢(c) um
automorfismo, a’ é tnico tal que ¢(c)(a,0) = a'.

Agora consideremos o ker(¥). Como p é primo e ker(V¥) é um subgrupo de
Z,, temos que ker(¥) = {e} ou ker(V) = Z,. Suponhamos ker(¥) = {e} entao ¥
é injetiva, e portanto, Im(¥) é um subgrupo de Aut(Z{:) de ordem p. Entdo, p

divide [Aut(Z72)|. Mas

m2(s— m(m—1) i
=¢" T -, (4.7)
k=1

|Aut(Z:)

logo, como p e q sao primos distintos, temos que p | ¢* — 1 para algum k, contrar-
iando nossa hipétese. Assim, ker(V) = Z, e entao ¥(c) = Id, para todo ¢ € Z,,

ou seja, ¢ age trivialmente em Z7:. Assim, ¢ ¢é tal que

¢(c)(a,b) = (a, p(c) (D)), (4.8)
para algum homomorfismo ¢ : Z, — Aut(Z,) tal que p(c) = ¢(c) - Logo, se
((a,b),c),((a',0),c) € (Z: x L) Xy Z,, entdo:

((a,),¢).4((a",0), ') = ((a,b) + ¢(c)(d,V),c+ ) (4.9)
= ((a,0) + (', p(c)(V)),c + ¢) (4.10)
= (a+d,b+@(c)b),c+) (4.11)
= (a,(b,e).,(d, (V,C))). (4.12)
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Portanto,

(Zggs X L) X Ly == Lps X (L X5 L),

como queriamos demonstrar.
]
De maneira mais geral, seja N € N com decomposicao em fatores primos
N=pl.pr coml<r <...<r, Assim, Zy =~ qul X ... X Zyn e dado

Y

m € N temos

773 ~ Zgl X oo X L. (4.13)

Pela Proposicao 4.1.2
Aut(Zy) ~ Aut(ZZZlﬁl) X ..o x Aut(Zyrn). (4.14)
Seja p um ntimero primo impar tal que p { pf — 1 para todo i = 1,...,ne k =

1,...,m. Seja também ¢ : Z, — Aut(Z}) ~ Aut( ;’ﬁl) X ... x Aut(Z},) um
1 n

homomorfismo de grupos nao trivial. Como p é primo, ker(¢) = {e}, o que implica

que ¢ é um homomorfismo injetor. Assim, ¢(Z,) é um subgrupo de Aut(Z}y) cuja

ordem é p, logo, p | |[Aut(Z7%)|. Mas

|[Aut(Zy)| = |Aut( ;’fl)]...\Aut( ;rin)\ (4.15)
m2(r 71)+7m(m71) -
S | [V (4.16)
ki=1
I FRICEI R S
on N [ RS ) (4.17)
kn=1
Como supomos p { pf — 1 para todot = 1,...,ne k = 1,...,m, segue que

p = p; para algum 7. Sem perda de generalidade podemos supor p = p, e por

um argumento analogo ao do Teorema 4.2.1, segue que para todo ¢ € Z,, ¢(c) age

trivialmente sobre Z;’Zﬁl, - ,Z;’ﬁn_l. Assim,
1 n—1
LR Ny Ly =~ (Z;’fl X ... X Zgi’i?) X (Zpin Xy Ly,,) (4.18)
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para algum ¢ € Hom(Z,,, Aut(Z}},)). Além disso, como

Z?‘l»l X ... X er:i’:l ~ Tjrfn’ (4.19)
temos
L 5 Ly = Ty X (L %1y Ty, (4.20)
j25k

Note também que

Zwﬁn Ndj an

) Pn

mdc <‘Z”§v

>=L (4.21)

logo, pela Proposigao 4.1.1, se H é um subgrupo de ZY%} x4 Z,, entao
H~ Hjy x H17 (422)

onde Hj é um subgrupo de Z"ﬁl. e H; um subgrupo de Z;ﬁln X Lip, -

n
Pn

Agora, resolvendo o PSO no grupo abeliano Z7; Jprn > ENCONETAMOS 05 geradores
de Hy de forma eficiente, Shor (1997). O grupo Z . X, Zj, é uma generalizagao
dos grupos da Classe 5, descrita no Teorema 4.1.1, logo os geradores de H; podem
ser encontrados de forma eficiente utilizando as técnicas apresentadas em Inui e

Gall (2007). Uma vez conhecidos os geradores de Hy e H; obtemos facilmente os

geradores de H. Com isso, estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.2 Existe um algoritmo quantico eficiente para o PSO sobre o pro-
duto semidireto de grupos Z}Y x4 Z,, onde N = pi'...p/*, p é um nimero primo

fmpar satisfazendo ptp¥ — 1 paratodoi=1,...,nek=1,...,m.

4.3 Sobre a Nilpoténcia de Z7 x4 Z,

Nesta se¢ao, mostramos que o grupo Zy X Z, ¢ nilpotente de classe 2. Para

isso, considere o grupo

7

P =L o Zy = (w1 i = Loym = ol y ol = 1¥i)  (423)
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onde 0 homomorfismo « é definido por @ = p"~! + 1 (Inui e Gall (2007)). Este
grupo é gerado pelos elementos 1 = (1,...,0,0),29 = (0,1,...,0,0),..., 2, =
0,...,1,0) ey =(0,...,0,1). Seja também o seguinte conjunto

{gEPm gxi:xigVi:1,...,megy:yg}. (4.24)

p77"7

E facil ver que este conjunto corresponde exatamente ao centro de B}, ou seja,

Z(PL)={9€ P gri=xgVi=1,...,megy=yg}. (4.25)

Proposicao 4.3.1 Z(P]}) = (zf,...,2h,).

Demonstragao: Primeiro, observe que para todoi =1,...,m, (x;) < BJ.. Desta

forma, (r1,...,2,) < B, e podemos escrever P, = (11, ..., %) (y). Assim, todo

m

elemento g € P, pode ser escrito como

g =z ..zl (4.26)

m

para algum ay, ..., Gy € Zy € b € Zy.

Seja g € Z(P),) um elemento arbitrério, entao

gr; = (2., x%my®)x; (4.27)
= (2. 2ty (4.28)
= 2=y (4.29)
< b= 0mod p. (4.30)
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Seja também

yg = ylai' .2y’ (4.31)
= (x’fl(prilﬂ)x?(pril“) .. .x,‘ibm(pr71+1)yb> Y (4.32)
= gy (4.33)
S plaVi=1,...,m. (4.34)
Logo, se g € Z(P},) entdo podemos escrever g = a Pk kw0 P
com ky,...,k, € Zy-1, isto implica que Z(P]%) C (2f,..., 2% ). Para a inclusao
inversa, note que se g € (27,...,2%) entdo (como (z;) < P}
g =alPghr  gkmp (4.35)
com ki, ..., kp, € Zy—1. Agora note que
yg =y gker — xlflp(pplﬂ) L ghmp@T D, (4.36)
= P gkmpy (4.37)
= g, (4.38)

logo g € Z(P)) e portanto, temos a igualdade desejada.

Seja PI;”T/ = [P}, P)l,] o subgrupo dos comutadores de P Entao

Lema 4.3.1 P./ C Z(P]).

Demonstragao: Seja ¢’ um elemento arbitrdrio de P™', entao, ¢ = ghg 'h™!

P
para algum g = z% ...z h = 2?' . atmiyb e P, logo
g =ghg 'h7' = (aft.. 2l (:c‘l“' . .xfn’"’yb/>
(v o) (y e )
= gt g bmemt e (4.39)



r—1

Assim ¢’ € (2 ,...,2% ") e portanto,
g 1

m

—1 r—1

Pt (o7, e ) C 2P, (4.40)

m

como queriamos demonstrar.

Teorema 4.3.1 O grupo Z} x Z, é nilpotente de classe 2.

Demonstragao: O grupo Z", ¢ nilpotente de classe de 1, pois é um grupo
¢ g

pn

abeliano. Como PJ»" C Z(P)") (Lema 4.3.1), segue do Teorema A.1.4 que P é

nilpotente de classe 2. A conclusao segue do isomorfismo Z x Z, ~ Z"y X P}
p'n ’

u
Agora, aplicando as ferramentas apresentadas por Ivanyos et al. (2007b),
para grupos nilpotentes de classe 2, resolvemos o PSO de forma eficiente sobre o

grupo 2y X Zy.
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Capitulo 5

O Grupo Z, x Zs

Neste capitulo estudamos os grupos Z, X4 Z,s, com p, ¢ primos {impares dis-
tintos e s um inteiro positivo qualquer. Cada homomorfismo ¢ : Z,» — Aut(Z,)
define um produto semidireto de grupos distinto. O objetivo deste capitulo é en-

tender a estrutura desses grupos e seus subgrupos.

5.1 Conceitos Basicos

O que segue é uma apresentacao de alguns teoremas basicos da teoria de
grupos que sao pertinentes ao trabalho. Um breve apanhado sobre a teoria geral
de grupos encontra-se no Apéndice A. Para uma leitura mais profunda, recomen-
damos o leitor as referéncias Garcia e Lequain (2002); Hernstein (1970); Robinson
(1995); Hall Jr. (1959) e Spindler (1994).

Seja o grupo Zjy, o grupo multiplicativo dos inteiros médulo N e coprimos

com N. O teorema a seguir apresenta uma relagao entre os grupos Zy e Aut(Zy).

Teorema 5.1.1 Seja N € Z. Entao a aplicacao ¥ : Aut(Zy) — Z% definida por

U(f) = f(1) é um isomorfismo de grupos.

Demonstracao: Note primeiro que ¥ esta bem definida, pois, como 1 gera Zy,
temos que f(1) também gera Zy para toda f € Aut(Zy), assim, f(1) € Z%. E
facil ver que ¥ é um homomorfismo. Além disso, se f € Ker(V) temos que f(1

) =
U(f) =1 entdo f(a) = fQlt1+.. . +D)=f)+...+f1)=1+1+.. . +1=

a vezes a vezes a vezes
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a. Mas isto implica que f ¢é a func@o identidade, logo Ker(¥) possui apenas o
elemento identidade, e portanto ¥ é injetora. Agora suponha a € Z} e seja
[ :Zy — Zy definida por f(b) = ab. Observe que f é um homomorfismo, f(1) =
a € Z§. Note que f ¢ injetora, pois, 0 = f(b) = ab = b = 0 = Ker(f) = {0}.
Ela é também sobrejetiva, pois, se b € Zy entao b = a(a™'b) = f(a™'b). Assim, f
é um isomorfismo tal que ¥(f) = f(1) = a. Logo W é sobrejetiva e, portanto, um
isomorfismo.
]
Segue do Teorema 5.1.1 que para toda f € Aut(Zy) existe um tnico f(1) €
Z3y tal que f(a) = af(1). Desta forma, podemos mostrar usando indugao sobre k
que

fHa) = af(1)* (5.1)

para todo k € N.
Agora considere M € N e ¢ : Zy; — Aut(Zy) um homomorfismo de grupos.

Como ¢ é um homomorfismo, para todo b € Z,, temos

o(b) =o(1+... +1)=0(1)o...00(1) = ¢(1)". (5.2)

Assim, nao é dificil ver que

¢(b)(a) = $(1)"(a) = ag(1)(1)". (5.3)

Portanto, ¢ fica completamente determinada por ¢(1)(1) € Z%,. Com isso temos o

seguinte resultado.

Teorema 5.1.2 A aplicagao I' : Hom(Zy, Aut(Zy)) — Z} definida por I'(¢) =

#(1)(1) é uma bijegao.

Demonstracao: Pelo discutido anteriormente, a aplicacao I' estd bem definida,
pois dado ¢ € Hom(Zy;, Aut(Zy)) existe um tnico ¢(1)(1) € Z% tal que I'(¢) =
o(1)(1).
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Seja entao r € Zy e ¢ : Zy — Aut(Zy) tal que para todo b € Zy, ¢(b) :
Ziny — Zy € definida por
o(b)(a) = ar®. (5.4)

Primeiro mostraremos que a aplicacao ¢ esta bem definida. De fato, para quaisquer

elementos b, b’ € Zj; temos que

P = o(b)(1) = $(¥)(1) = . (5.5)

Como r € Z%, segue que ™% = Imod N. Assim, b — ' = 0mod M implicando
em b = b'. Agora mostraremos que qualquer que seja b € Zy, ¢(b) € Aut(Zy). De

fato, ¢(b) é um homomorfismo, pois,

¢(b)(a+c) = (a+ o)’ = ar’ + e’ = 6(b)(a) + ¢(b)(0). (5.6)

Note também que ¢(b) é bijetiva. Com efeito, se a € Zy entdo a = a(r=r%) =
(ar=)r® = ¢(b)(ar~"). Como r~ é tnico, dado a € Zy existe um tnico a’ € Zy,
a' = ar~?, tal que ¢(b)(a’) = a, logo, ¢(b) é bijetiva e, portanto, ¢(b) € Aut(Zy).

Por fim, ¢ é um homomorfismo. De fato, para todo b,b' € Zy e a € Zy

temos que

o(b) o o(t)(a) = o) (B(V)(a)) = p(b)(ar”) (5.7)
= (ar? )’ = art*? (5.8)
= o(b+1b)(a). (5.9)

Portanto, ¢(b+b") = ¢(b) o p(V').
Finalmente, note que I'(¢) = ¢(1)(1) = r. Assim, dado r € Z},, temos que
¢ definida em (5.4) é o tnico elemento em Hom(Zys, Aut(Zy)) tal que I'(¢) = r,

com isso demonstramos o teorema.
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5.2 A Estrutura do Grupo Z, X Z,s

Sejam p e ¢ nimeros primos e s um inteiro positivo qualquer. Considere os
grupos ciclicos Z,, e Z,, e o produto semidireto Z, X4 Z,s, onde ¢ : Zy — Aut(Z,)
¢ 0 homomorfismo de grupos que define o produto semidireto. Os elementos neste
grupo sao da forma (a,b), com a € Z, e b € Z,+ e a operagao entre seus elementos
definida pela regra (a, b)(c, d) = (a+¢(b)(c), b+d). Note que os elementos z = (1,0)
ey = (0,1) geram o grupo.

Segue do Teorema 5.1.1, que os grupos Aut(Z,) e Z,, sao isomorfos. Pelo
Teorema 5.1.2, cada homomorfismo ¢ que define o grupo Z, x Z,s ¢ completamente

determinado por um elemento

o= ¢(1)(1) € Z:, (5.10)

e ainda, ¢(b)(a) = aa®, para todo a € Z, e b € Z,s. Desta forma, a operacio do
grupo fica
(a,b)(c,d) = (a+ ca®’, b+ d). (5.11)

Além disso, valem as seguintes regras operacionais:

i) 2y’ = (a,b);

.. b
11) yb$a = oo ,yb‘

Demonstragao: De fato, z%y” = (1,0)%(0,1)® = (a,0)(0,b) = (a+¢(0)(0),0+b) =
(a,b), assim provamos i). Para ii) note que y’z® = (0,1)°(1,0)* = (0,b)(a,0) =
(0+ ¢(b)(a),b) = (aa®,b) = z9"yP.
]
Agora note que ¢(0) = ¢(¢°) : Z, — 7Z, é o elemento identidade do grupo
Aut(Z,), logo

a = (g°)(1) = 1. (5.12)

Entao, um elemento o € Z; define o produto semidireto de grupos Z, X, Z,s se
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satisfaz a seguinte equagao de congruéncia

X% = 1 modp. (5.13)

Neste caso, devemos ter
ord(a) = ¢’ (5.14)
para algum ¢t = 0,...,s. O caso t = 0 nos conduz ao produto direto de grupos

Zy, X Lgs, que é um grupo abeliano. Neste caso, uma solugao eficiente para o PSO
é conhecida. Daqui para frente consideraremos 1 <t < s.

Para todo primo p, o grupo Z; é ciclico e seja u € Z; um gerador arbitrario.
Entao ord(u) = p — 1. Logo podemos escrever a = u*, para algum 1 < k <p— 1.
Assim,

o =" = 1modp = p—1| kq'. (5.15)

Mas p e ¢ sao primos distintos, logo devemos ter ¢' | p — 1. Desta forma temos

I(p—1
gt (5.16)
q
para algum [ € Zy,. Assim, para cada 1 <t < s el € Z,, o niimero
l(p—1)
a:=u @ (5.17)
define um produto semidireto de grupos, que sera denotado por
Gi) =Ly Ng Lys. (5.18)

Né6s podemos eliminar o parametro [ na Eq. (5.17), pois, o grupo Gy; ¢é

isomorfo ao grupo G, 1, para todo valor de [. O Teorema a seguir mostra esse fato.

Teorema 5.2.1 Para todo [ € Z;t, tem-se Gy ~ Gy 1.
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Demonstracao: De fato, considere a aplicacao ®;; : Gy — Gy definida por
O, (z"y?) = 2y 0. (5.19)

Note que existe 7!, pois, [ € Ly, além disso, [7! ¢ tinico tal que [7' = 1. Assim,

dado z%y* € Gy, existe um tnico 2%y € Gy, tal que ®;(zy") = x%P, logo Py,

é bijetiva. Pode ser facilmente verificado que ®;;(z%y’xy?) = @ (2" Py, (2°y?),
portanto, ®;; é um isomorfismo de grupos.
]

Por simplicidade denotemos o grupo G;; por G;, com o homomorfismo «

dado pela Eq. (5.17) com [ = 1.

5.2.1 A Estrutura dos Grupos G,

Usando a relacio y’z® = x“abyb e inducao sobre k, podemos verificar facil-

mente que

xakybk ,se qt | b

(mayb)k = a(al*—1) (520)
xz o*=1 y* caso contrario

onde ¢ = ord(«).
O lema a seguir tem um papel fundamental na caracterizagao dos subgrupos

ciclicos de Gy.

Lema 5.2.1 Para todoi=0,1ej=t,...,s ondet é tal que ord(a) = ¢, temos

<xpi,yqj> = <xpiyqj>.

Demonstracao: De fato, se j = s ou ¢ = 1, a igualdade é imediata. Entao

que

vamos considerar t < j < s e i = 0. Assim (zy? )" = 29" € <xy‘1j>. Além
disso, como mdc(p,¢*™?) = 1, podemos encontrar inteiros positivos m e n tais
que mp + ng*J = 1. Logo, x = a™tna’™ = (2477 )" ¢ <xyqj>, o que implica
yqj € <xy‘1j>, e portanto <m,yqj> C <:Eyqj>. A continéncia <a:yqj> C <x,yqj> é
imediata. Assim, <xyqj> = <:v,yqj>.
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O préximo lema caracteriza todos os subgrupos ciclicos de Gy.
Lema 5.2.2 Os subgrupos ciclicos de Gy sao da forma
i) <:Bayqj>, a€Zye0<j<t.
ii) <ajpiyqj>,i:O,1 ej=t,...,s.

Demonstracao:

De fato, seja H um subgrupo ciclico de GG;. Entao H = <x"“yb> para algum

a € Zy,eb¢& Zy. Oscasos a = 0 ou b = 0 nos conduzem aos subgrupos <y‘1j>

e (z) respectivamente, onde ¢ = mdc(b,¢*). Em ambos os casos temos que ou

H pertence a classe i) ou a classe ii). Quando @ = b = 0 obtemos o subgrupo

trivial H = {e}. Suponhamos entdao a e b inteiros nao nulos. Note que se ¢/ =

mdc(b, ¢*) entao podemos escrever b = vg’ para algum v € Zys. Assim, temos duas

possibilidades para o parametro j, a saber j <t ou j > t. No primeiro caso temos

a(aqj —1)

=g ab-1 yqj € <.7cayb>.

-1

(l'ayvqj )v
. 71 71 o .
Note que existe v~ tal que vo™" =1, pois v € Z;.. Fazendo,

@ _
o a(a 1)
ab —1

temos que 2% y? € <a:“yb>. Como ord(x%yb) = ord(a:“/yqj) = ¢*7, temos

<xa'yqj> _ <xayb> 7

sempre que ¢’ 1 b, para todo 0 < j < t e portanto, H pertence a classe i).

Agora, suponha j > t. Como a # 0 e b # 0 temos

(xayb)k — (xayvqj)k — xakyvqjk —ee k= pqs—j‘
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Além disso, segue do Lema 5.2.1 que :L’,yqj € <xyqj>, logo, <xay“qj> C <myqj>.

Como ‘ <xyqj> ’ = ’ <x“y”qj> ’ = pqg®~7, temos que
<x“yb> = <x“y”qj> = <xyqj> : (5.25)

Logo aprendemos que H pertence a classe ii).
u
Agora, consideremos os subgrupos de G; gerados por um conjunto com n
elementos distintos, para algum n € N. Na verdade, mostramos que qualquer
subgrupo de G} pode ser gerado por um conjunto com no maximo dois elementos.
De fato, sejam gy, . . ., g, elementos no grupo G;. Como (z) é um subgrupo normal

de G; (Proposigao 5.3.1), podemos escrever

g1 = xalybla <o 9n = xanybna (526)
com ai,...,0, € Zy € by,...,b, € Zgs. Seja H um subgrupo de G; gerado pelos
elementos g1, ..., g, € G;. Entao, para todo 1 <t < s, temos os seguintes casos a
considerar:

Caso 1. ¢' | by,...,q" | by;
Caso 2. ¢"1by,...,q" 1 by;
Caso 3. ¢' | b; para algum i =1,...,n.

No Caso 1, podemos escrever o subgrupo H da forma
H= <x“1y”1qh, . ,m“”y”"qj"> , (5.27)

onde ¢* = mdc(b;,¢%), t < ji < s e v € Z |J{0} para todo 1 < k < n. Seja
Jj =min{ji,...,Jn}. Se tivermos ar = 0 para todo k = 1,...,n e se existe algum
inteiro 1 < k < n tal que by # 0, temos facilmente que H = <y‘1j>. Por outro

lado, se by = by = ... = b, = 0 e existe algum 1 < k < n tal que a; # 0 entao
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H = (z). Se a,, = b, = 0, para todo k = 1,...,n, entao é facil ver que H = {e}.
Em qualquer outro caso, mostramos que H = <x, yqj>, onde j = min{ji, ..., jn}-

De fato, para cada a; e by nao nulos, com k =1,...,n, temos

a, okg’k \q* “Ikay !
(zy e )

— 2" e H (5.28)

o que implica x € H, pois mdc(p,¢* /%) = 1. Como x € H temos que y“kqjk € H,
o que nos leva y?* € H. Sendo j = min{ji,...,jn} temos y? € H e consequente-

mente <x,yqj> C H. Note também que
L L LUR T CRTLD B (5.29)

assim H C <a:, yqj>, e portanto, H = <x, yqj>. Logo, podemos escrever o subgrupo
H na forma H = <xpi,yqj>, paraalgum 0 <1< let <j <s.
Segue do Lema 5.2.1 que <xpi,yqj> = <xpiyqj>, logo, se H é um subgrupo

de G; com os geradores satisfazendo as condigoes do Caso 1, entao H ¢é da forma
H= <xpiyqj> (5.30)

para algum 0 << 1lealgumt < j <s.

Agora vamos tratar o Caso 2, isto é,
H= <:ca1yb1, . ,:ca"yb"> onde ¢' {by,...,q" by (5.31)

Sejam ¢/! = mdc(by, ¢°), ..., ¢ = mdc(b,,¢®) e j = min{ji,...,Jn}, onde 0 < j <

t. Se ap = 0 para todo k =1,...,n entao

H= <yqj> = <xp,yqj>. (5.32)

Suponhamos que nem todos os a;, sejam nulos e que existam geradores %y’ x% b

em H que nao comutam entre si. Vamos mostrar que H = <x, yqj>. De fato, note
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que

iyl (i) T g%yt )T = gerteseti—eiati—ai ¢ p (5.33)

Da Eq. (5.33) segue que @ € H, pois, a; + a;a’ — a;a® — a; # 0 mod p. Como
conseqiiéncia, yqj € H, logo <a:,yqj> C H. Nao é dificil ver que H C <x,yqj>,
portanto, temos a igualdade

H= <.:1:,yqj>. (5.34)

Suponhamos entao que todos os geradores do subgrupo H comutam entre si. Seja

b;j = min{by,...,b,}, logo podemos escrever by, = b; + vg, v, € Z, para todo
k=1,...,n. Assim, o subgrupo H pode ser descrito da forma
H= <:Ua1ybj+”1, o ataybi ,:Ua"ybj+”"> : (5.35)

Afirmamos que H = <x“ﬂ'ybﬂ'>. De fato, para todo k =1,...,n temos que

b g bR = kg bitvk g0 b5 o (5.36)

b, b, +v
l'aj+aka J—aja i+ kybj-‘rvk — l’akyb‘j+vk. (537)

Assim, um elemento ;U“’fybﬁ”k pertence ao subgrupo <a:“jybj> se, e somente se,

existe um inteiro m tal que

J,‘akybj-H}k — (:L,ajybj)m (538)
aro‘mbj71
= g ol ymhi (5.39)
ou equivalente,
g = a-% mod p
7 ati-1 (5.40)
bj +v, = mb, mod ¢°.

Do Sistema (5.40) temos a equagao de congruéncia
b — a;ab T mod p (5.41)

ap = a; + apa
J
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que é verdadeira segundo a Equacao (5.36). Com isso concluimos que H C <an' Yy >
A inclusao inversa é trivial, logo obtemos H = <x“ﬂ'ybﬂ'>. Mas pelo Lema 5.2.2,

podemos escrever

H = <xayqj> : (5.42)

para algum a € Z, e 0 < j < t. Portanto, se H é um subgrupo de G onde os

geradores satisfazem as condicoes do Caso 2, entao ou H é da forma
H = <xpi,yqj>, (5.43)
para algum 0 < i <1e 0 <j <toudaforma
H= <g;ayqj> (5.44)

para algum a € Z, e 0 < j < t.
Por fim, consideremos o Caso 3. Este é uma mera consequéncia dos casos

1 e 2 ja estudados. Com efeito, suponhamos que o subgrupo H possa ser escrito

da forma H = <xa1yb1, e ,x“”yb"> para algum n € N e tal que existam indices

1 < j1 < jo < ...<jr<ntais que ¢ { b;,...,q" 1 bj,. Por simplicidade

suponhamos j; = 1,...,jx = k. Logo, podemos escrever o subgrupo H da seguinte
forma

H = <xalyb1, o aybe x“k+1y”’“+1qjk+1, . ,x“”y””qj"> (5.45)

— <<$a1yb1’ o ’$akybk ’ <x@k+1yvk-qu’“rl7 o ’xanyvnqj”>> (5.46)

= <<x“1yb1, . ,q:“’“ybk> ,xpny‘ﬂ> , (5.47)

pois, <x“k+1y”k+1qjk“, o ,xa”y””qj”> = <:v”ﬁyq7> (Caso 1) para algum 0 <k < 1le

t <~ <s. Além disso, como discutido no Caso 2, podemos ter

<xa1yb1, e ,xa’“yb’“> = <xpi, yqj> , (5.48)
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para algum 0 <7< 1e0<j <touainda
<Z.a1ybl7 o ’xakybk> — <xayqj> , (549)

para algum a € Z, ¢ 0 < j < t. Sendo assim, o subgrupo H pode ser escrito da

forma

H = <xpi7yqj’mp“yq7> = <xpm7yqj>’ (5.50)
onde m = min{i, k}, ou da forma
o= <xayqj,xp“yq”>. (5.51)

Neste tltimo caso, nao ¢é dificil verificar que H = <x, yqj> sexk =00ouH = <xayqj>
se kK = 1, ja que y?' € <x“yqj>. Portanto, se H é um subgrupo de G; onde os

geradores satisfazem as condigoes do Caso 3, entao ou H é da forma
H= <xpi,yqj> , (5.52)

para algum 0 <1< 1e0<j <t ouda forma

H= <xayqj> , (5.53)
para algum a € Z, ¢ 0 < j < t.
Da discussao que tivemos ao longo desta secao segue o seguinte resultado.
Teorema 5.2.2 Os subgrupos de G} possuem a forma descrita abaixo
i) <mayqj> para todo a € Z,, 0 < j < t;
ii) <xpiyqj> paratodo 0 <i<let<j<s;

iii) <mpi,yqj> paratodo 0<i<1le0<j<t.
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5.3 Propriedades dos Subgrupos de G;

Nesta se¢ao, estudamos algumas propriedades do grupo G; e seus subgrupos,
como subgrupos normais, subgrupos de comutadores e nilpoténcia.

Um subgrupo H de G, é dito normal se para todo g € Gy, gHg™ ' = H.
Assim, seja H um subgrupo de G;. Suponha que H pertenga a classe ii), entao
H = <xpiyqj>, para algum 0 < i< let <j <s. Como x ey geram Gy, temos
que H sera normal em G, se e somente se, existirem elementos g, h € H tais que
z(x”y?) = gx e y(a?'y?) = hy. Como 2 e y? comutam para todo t < j < s,
temos que z(2?'y?) = (2?'y?)z. Definindo g = 2#'y? temos claramente g € H.
Agora observe que

y(a?'y?) = a2 y"y. (5.54)

Pelo Lema 5.2.1, temos que 2, y? € <:1cpiyqj>, logo z*'y? € <xpiyqj>. Assim,
definindo h = :L‘O‘piyqj temos h € H, logo H é normal em G;.
Por outro lado, se H for da classe i), entao H = <x“yqj> para algum a € Z,

e 0 < j < t. Suponhamos que existam g, h € H tais que

a

p(2"y?) = gz = (2"y" )z (5.55)

para algum k € Zs e

y(a'y?) = hy = (z%y* )y (5.56)

para algum k' € Z,. Da Eq. (5.55) temos o seguinte sistema de equagoes modu-
lares
a"j;-—j__ll +a* =aq+1modp (5.57)
¢k = ¢ mod ¢*,
ou de forma equivalente,

a+1=a+a” modp. (5.58)

Da Eq. (5.58) temos ¢ | ¢/, um absurdo, pois j < t. Logo, o subgrupo H nao é

normal em G;. Observe que nao precisamos verificar a existéncia de um elemento

68



h € H satisfazendo a Eq. (5.56), pois ja sabemos que H nao ¢ normal.

Por fim, suponhamos que H seja da forma <xpi, yqj> para algum 0 < j < t.
Se H = <q;p, yqj> = <yqj>, entdo H pertence a classe i), logo nao é normal. Assim,
suponhamos H = <x, yqj>, para todo 0 < j < t. Se 7 = 0 entao é 6bvio que H é
normal. Seja entao 0 < j < t; neste caso, o subgrupo H serda normal em G, se, e
somente se, existirem g, h € H tais que yr = gy e :L'yqj = hx. Temos que yxr = %y
e claramente z* € H, pois x € H. De xyqj = hx temos h = xl_aqquj € H,
portanto, H = <x, yqj> é normal.

Assim, podemos resumir essa discussao com a seguinte proposicao.

Proposicao 5.3.1 Os subgrupos normais de G; sao da forma <x, yqj> para todo

ij,...,t—1e<xpiyqj> para todoi—=0,1ej=*# ....s.

A proposicao a seguir mostra que G; nao é um grupo nilpotente.

Proposicao 5.3.2 O grupo G; é nao nilpotente.

Demonstragao: Note que ’(x“y)’ = ¢

Pelo Teorema 5.2.2, nao existe um
subgrupo préprio K de G tal que (z%) < K < Gy, logo (z%y) é maximal. Mas

pela Proposigao 5.3.1, (z%y) nao é normal, logo o grupo G; é nao nilpotente! .

Proposicao 5.3.3 Seja Z(Gy) o centro de Gy. Entao Z(Gy) = <yqt>.

Demonstraciao: Note que os elementos 44 e z comutam, logo <yqt> C Z(Gy).
Agora vamos mostrar que Z(G,) C (y?'). De fato, um elemento arbitrdrio 79" €

Gy estd em Z(G;) se e somente se,

(a"y" )z = x(z"y") (5.59)

(2*y")y = y(z“y"). (5.60)

1 Aqui usamos um resultado da teoria de grupos nilpotentes que diz que um grupo G é
nilpotente se, e somente se, todo subgrupo maximal de G é normal.
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De (5.59) e (5.60) temos

a’® =1modp
(5.61)

a = aamod p.

Como «a # 1, temos que um par (a,b) é uma solugao de (5.61) se e somente se,
a=0eb=¢ paraalgum t < j <s. Assim, Z(G;) C <yqj> C <yqt> e portanto, a

igualdade Z(G;) = <yqt>.

O subgrupo dos comutadores de G é denotado por Gj}. Entao
Proposigao 5.3.4 G} = (z).

Demonstracao: Relembrando, o subgrupo de comutadores de G; é definido como

G, ={lg.h] = ghg 'h™ ' g,h € G;}.

(1—a?)+c(ab—1)

Assim, se g é um elemento arbitrario de G; entao g = z* ,coma,c € Zy,

Lo =207 =

e b,d € Zs. Mas isto implica que G} C (z). Agora note que [y~
(x) C G}, e portanto, G = (z).
u
Segue do Teorema 5.2.2, que o grupo G, possui £2(p) subgrupos. Desta forma,
o PSO nao pode ser resolvido eficientemente por um computador classico fazendo
consultas a todos os subgrupos de G;. Além disso, o subgrupo de comutadores de
Gy é o grupo (z) (Proposigao 5.3.4). Logo, o algoritmo quantico dado por Ivanyos
et al. (2003b), para o PSO sobre grupos cuja ordem do subgrupo de comutadores
¢ polinomial no tamanho da entrada, nao pode ser aplicado. Temos ainda que G
nao é um grupo nilpotente (Proposi¢ao 5.3.2), entdo, a estratégia dada por Ivanyos
et al. (2007b), para grupos nilpotentes de classe 2, também nao pode ser aplicada
aqui.
No capitulo seguinte, apresentamos dois algoritmos quanticos para o PSO

sobre os grupos GG;. Tomando ¢ = 1, exibimos um algoritmo quantico exponen-

cialmente mais rapido que qualquer algoritmo classico para o PSO sobre G;. Num
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contexto mais geral, apresentamos um algoritmo em tempo subexponencial, que

também apresenta um ganho sobre qualquer algoritmo classico para o mesmo fim.
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Capitulo 6

Algoritmos Quanticos para o PSO sobre

0 Grupo Z, X Zgs

Neste capitulo apresentamos dois novos algoritmos quanticos que resolvem o
PSO sobre o grupo Z, X Zgs, onde p, g sao nimeros primos impares distintos e s
um inteiro positivo qualquer. Esses algoritmos representam um avango na busca
de novos algoritmos quanticos para o PSO em grupos nao abelianos.

Na Secao 6.2, descrevemos um algoritmo quantico em tempo subexponencial
para 1 <t < s. Este algoritmo tem como um dos pontos principais a utilizagao
do algoritmo Peneira, apresentado no Capitulo 3. Na Secao 6.3, apresentamos
um algoritmo quantico em tempo polinomial para o caso t = 1. Este algoritmo
generaliza um resultado de Moore et al. (2004), para grupos g-edrais, que requer s =
1. Em alguns aspectos, esse resultado também generaliza o algoritmo apresentado

por Bacon et al. (2005), que também requer s = 1.

6.1 Determinando Subgrupos Ciclicos

Nesta secao, mostraremos que o PSO em Z, % Z,s pode ser reduzido ao
problema de encontrar subgrupos ciclicos da forma <:)3“yqj> , onde a é um elemento
no grupo ciclico Z, e 0 < j < t.

Seja f a funcao oraculo que oculta o subgrupo H em Z, X Z,. Segue do

Teorema 5.2.2 que existem trés possibilidades para H:
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1) H pertence a Classe 1 e temos que determinar os parametros a e j;
2) H pertence a Classe 2 e precisamos determinar os parametros ¢ e j;
3) H pertence a Classe 3 e temos que determinar os parametros ¢ and j.

O parametro a é o mais dificil de ser encontrado. Nés descrevemos o algo-
ritmo que determina a na préxima sec¢ao.

A idéia geral do algoritmo para o PSO em Z, x Z,s ¢ a seguinte. Seja
H,=HnN(x) e H,=HN(y). (6.1)

Considere a funcao f, definida por f,(a) = f(a,0), que oculta o subgrupo H, in Z,.
Analogamente, seja f, a fungao definida por f,(b) = f(0,b), que oculta o subgrupo
H, em Zg. A solugao do PSO sobre o grupos abelianos Z, e Z, com funcoes
oraculos f; and f, respectivamente, determina geradores para os subgrupos H,
and H,. Estes subgrupos sao da forma H, = <xpi> e H, = <yqj>, para algum
0<i<1le0<j<s. Assim, podemos supor os valores de 7 e j conhecidos. Se

j > t, aprendemos que (Teorema 5.2.2),
H = <£L‘piyqj> s (62)

caso contrario, rodamos o algoritmo descrito na Se¢ao 6.2 (Sec. 6.3 para t = 1).
Se 0 niimero a correspondente a saida do algoritmo satisfaz f(z%y?) = f(e), entéo

sabemos que

H= <x“yqj> . (6.3)

Se o algoritmo da Segao 6.2 (Sec. 6.3 para t = 1) retorna um valor de a tal que

fxy?) £ f (e), entao concluimos que
H= <a:pi,yqj>. (6.4)

Vimos que se o subgrupo oculto H for da forma <:L‘piyqj> ou <xp " yqj>7 08
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parametros ¢ e j podem ser facilmente determinados através de redugoes ao PSO
abeliano. O caso mais dificil ¢ quando H envolve o parametro a € Z,. Neste caso,
exibimos dois algoritmos quanticos (Sec. 6.2 e Sec. 6.3) para determinar o valor de
a. Desta forma, podemos assumir que o PSO sobre Z, x Z,s se reduz ao problema
de encontrar o gerador do subgrupo ciclico H = <x“yqj>.

Finalizamos esta secao com uma anélise da complexidade do algoritmo clds-
sico para o PSO sobre Z, x Z,. Segue do Teorema 5.2.2, que Z, X Z,s possui
Q(p) subgrupos. Portanto, o PSO nao pode ser resolvido eficientemente por um
computador classico fazendo uma busca exaustiva aos subgrupos de Z, x Zgs. Ou-
tros métodos, tais como aqueles apresentados em Ivanyos et al. (2003b, 2007b),
para grupos com subgrupos de comutadores de tamanho polinomial e para grupos
nilpotentes de classe 2, nao podem ser aplicados aqui.

O PSO em Z, x Z4 pode ser resolvido classicamente, encontrando, dois
elementos distintos g, e g2 em Z, x Z,s, tais que f(g1) = f(g2). De fato, achar
tal colisdo é suficiente para resolver o PSO. Para cada 0 < j < s, a funcao f ¢é
prometida ocultar o subgrupo H = <x“yqj>. Entao, se conhecemos elementos ¢,
e gy tais que f(g1) = f(g2) obtemos g, g1 € H. Escrevendo g, 'g; = x%y" para

algum u € Z, e v € Zgs, temos que g, 'g; € H se e somente se,

akd’ —1

— mod p
at’—1 (6.5)
v = k¢’ mod ¢°,

u=a

para algum k= 0,...,¢° 7 — 1. Do sistema (6.5) segue que

a? —1

a = u n mod p < ¢' {v. (6.6)

ol —

Como ord(a) = ¢*, a Eq. (6.6) s6 faz sentido se ¢* t v. Neste caso, obtemos o valor
de a resolvendo o lado direito da Eq. (6.6). Mas qual a probabilidade de ¢" { v?

Suponha que v seja um multiplo de ¢, isto é, ¢ | v. Como v € Zs, existem ¢**
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multiplos de v em Z,. Logo, a probabilidade de v € Z,s e ser um multiplo de ¢" é

s—1 1
= (6.7)
e portanto, a probabilidade de v € Z,s e ndo ser um miltiplo de ¢" é
1
1— p (6.8)

Assim, com probabilidade 1 — % =~ 1 (estamos interessados em valores de ¢
muito grandes), o PSO em Z, x Zs, reduz-se ao problema de encontrar elementos
g1 # g2 tais que f(g1) = f(g2). Este problema é conhecido na literatura como

1 e a complexidade

problema de colisdo. Neste caso, a funcao f é dita ¢°~7/-para-um
classica deste problema ¢é O(y/pg’), veja Kutin (2005). Portanto, o limite inferior

do algoritmo classico para o PSO em Z, x Zgs ¢ Q(/p).
6.2 O Algoritmo Peneira para o PSO sobre Z, x Z

Dada uma funcao f que oculta o subgrupo H = <x“y‘1j> em Z, X Zgs, NOSSO
objetivo ¢ achar o valor de a. Mostraremos como determinar a em tempo subex-
ponencial e com alta probabilidade, utilizando o algoritmo Peneira, apresentado
no Capitulo 3. A descrigao do algoritmo é idéntica ao do algoritmo para o PSO

sobre o grupo QD,,, visto na Secao 3.2.2. Vamos ao algoritmo:

(1) Prepare o estado quantico

1 < —
03) = == 20 3 ) I [y (6.9)

m=0 n=0

Geralmente, os algoritmos quanticos para o PSO iniciam numa super-
posicao sobre todos os elementos do grupo. Aqui, diferentemente, nés
iniciamos o computador quantico num estado que é uma superposi¢ao so-

bre uma parte do grupo.

! Uma funcao f : X — Y é dita ser r-para-um, quando existem r elementos em X que sdo
levados no mesmo elemento em Y.
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Agora, defina m = mg + na mod p, logo reescrevendo o estado | W) temos

0) \/_ Z Z|m0+na In) | f(zmotna an)>_ (6.10)

mo= =0 n=0

Observe que a:"“y"qj € H para todo n = 0, 1, portanto,

flamoany" ) = f(a™).

Assim, |Uy) fica

W) = \/— Z Zlmo+na ) [f (™)) - (6.11)

mo=0 n=0

(2) Mega o terceiro registrador do estado |¥y). O resultado da medida é

|W,) = IZ |mjy + na) |n) (6.12)

para algum my uniformemente distribuido sobre Z,,.

(3) Aplique a transformada de Fourier, [, ao primeiro registrador do estado

|Wy). O resultado é

Ws) = Z( Z ok |k>|b>

Ik 1 kna
w0 k) (E nzzowp |n>) : (6.13)

%I

p—1

S-Sl

k=0
27

onde w, = e » ¢ a p-ésima raiz primitiva da unidade.

(4) Mega o primeiro registrador do estado |¥3). O resultado é o estado

) = oo 1)) (6.14)

1
7z (10) +

onde ky € Z, é um ntimero uniformemente randomico.
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A discussao acima estd sintetizada no Algoritmo 6.2.1 descrito abaixo:

Algoritmo 6.2.1
Entrada: Inteiros p,q,s,j e uma funcao f : Z, X Z; — X, onde X é um
conjunto finito qualquer.
Saida: Um estado de um g-bit.
1. Prepare o estado

. S ) [y

2p m=0 n=0

2. Meca o terceiro registrador.
3. Aplique a transformada de Fourier F7 ao primeiro registrador.
4. Meca o primeiro registrador.

A saida do Algoritmo 6.2.1 (a menos de um fator de fase global) é o estado

apy 1 2miak
v =510+ 5 ), (6.15)

para algum 0 < k < p randomicamente distribuido. Note que, quando o estado
|4 ") é obtido, aprendemos sobre os valores de p e k, mas nao sabemos nada
sobre o parametro a, que determina o subgrupo oculto <x“yqj>. Entao, para cada

0 < v < [logp], defina a funcio fO) : Z, x Z, — X como
FO (P = f(a®2 7). (6.16)

Néo é dificil verificar que £ oculta o subgrupo

H, = {xam(’f)ykqj k=0, . — 1} : (6.17)
onde
k:qj -1
S(k)y=“———. (6.18)
a? —1

Entdo, para cada 0 < v < [logp], use a funcdo f) como entrada para o Algoritmo
6.2.1. Desta vez, a saida do Algoritmo 6.2.1 é um estado da forma ‘¢Zwa’p>, onde k

estd uniformemente distribuido sobre Z,. Nosso objetivo é obter o estado )w?a’p >,
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pois, o valor de a pode ser obtido com alta probabilidade, a partir do conjunto

{‘w””’> —0,...,n= ﬂog}ﬂ}, (6.19)

pela aplicagao da transformada de Fourier. De fato, aplicando a transformada de

Fourier inversa ao produto tensorial

pitr) e i) o @ o)
2mia 2mi2a
- \/_<|O>+ep 1)>®7<|0>—|—e ; |1>)®...®
2'71
1 2riak
SopEas
k=0

[¥)

(10) 4+ 1))

Sl

obtemos o valor de a com alta probabilidade.
Acontece que, a probabilidade de obter o estado ‘w?a’p > direto do Algoritmo
6.2.1 é 1/p, que é exponencialmente pequena. Vamos mostrar como obter o estado

27 ; anti
)@/J “p > em tempo subexponencial, usando um computador quantico.

Primeiro, para duas amostras > ‘ww@,p > do Algoritmo 6.2.1, apli-
camos a porta CNOT ao produto tensorial ’¢2 “P > )1/},3;&’1’ > usando o primeiro

g-bit como g-bit de controle. O resultado é o seguinte estado

. (k14k2)27a

Y+ [10)). (6.20)

. Ya
L 100y + 25 01y + 2

DO | =

Medindo o segundo g-bit na base computacional, a menos de um fator de fase
global, obtemos o estado ‘1#2 P >, com probabilidade 1/2. Esse procedimento, que
envolve produto tensorial de estados quanticos e medida na base computacional,
damos o nome de combine-and-measure.

Agora, chamamos o Algoritmo 6.2.1, 20(V1°8P) vezes, tomando a funcio fO)
como entrada do algoritmo, e cada vez produzindo um estado quantico de um

2%a,p

g-bit, |y > Seja Lo o conjunto formado por todos esses estados. Como na

Secao 3.2.2, o Algoritmo Peneira acha pares ‘1#2 “P > ‘1#2 “P > no conjunto Ly

tais que os primeiros m = [\/logp — W bits de k; e ky sao idénticos. Entao, para
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cada par, aplicamos o procedimento combine-and-measure, descrito no paragrafo
anterior, para produzir, com probabilidade 1/2, o estado ’¢2 P > O conjunto L,
consiste dos estados da forma ‘wz “P > tais que os m bits mais significativos de
k sao todos iguais a zero. Repetindo esse procedimento m vezes, obtemos com
alta probabilidade, um conjunto L,,, que possui pelo menos um estado da forma
vaa,p > A anélise de complexidade do nosso algoritmo é idéntica a analise do

algoritmo Peneira, feita na Secao 3.1.1. Assim, podemos enunciar o

Teorema 6.2.1 O PSO sobre o grupo Z, x Zys, onde p,q sao nimeros primos
impares distintos e s um inteiro positivo qualquer, tem um algoritmo quantico

com complexidade de tempo 2°0(Vloep),

6.3 O Caso H = (x%y)

Nesta secao, apresentamos um algoritmo quantico eficiente que resolve o PSO
no grupo Z, X Zys, com q | p—1 e p/q = poli(logp). Esta classe de grupos é obtida
escolhendo t = 1 na Eq. (5.17).

De acordo com a Segao 6.1, o PSO em Z, x Z, se reduz ao problema de
encontrar subgrupos ciclicos de ordem poténcia de primo, da forma H = (z%).
A partir dessa redugao, exibimos um procedimento que, dada uma funcao f que
oculta o subgrupo H = (z%y) em Z, X Z=, determina de forma eficiente e com alta
probabilidade, o valor de a, quando ¢ | p — 1 e p/q = poli(logp). Note que neste

caso, a ordem de H ¢é ¢°. O procedimento é o seguinte:
(1) Inicie o computador quantico no estado
-1 g—1

ZZ ) ) [f(@™y")) . (6.21)

As operagoes aritméticas no primeiro(segundo) ket sdo feitas médulo p(q).

Observe que as classes laterais a esquerda de H sao da forma

2™ H = {xm0+aS(“)y", n=20,...,¢°— 1} , (6.22)
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onde mg € Z, e
a” —1

a—1

S(n) = mod p. (6.23)

Além disso, a fungdo S(n) definida em (6.23) é injetiva em Z,. De fato,

sejam n,m € Z, entao

S(n) = S(m) = S(n) — S(m) = % ~0 (6.24)
= a"™=1modp (6.25)
= q|ln—m (6.26)
= m =nmodq. (6.27)

Logo, S(n) é injetiva, para todo n € Z,.

(2) Mega o terceiro registrador do estado |¥;) na base computacional. O

resultado da medida é

=
W,) = %nzzo Imo + aS(n)) |n) (6.28)

para algum 0 < my < p randomicamente distribuido. Note que nés
descartamos o terceiro registrador, pois, o mesmo nao serd relevante na

computacao a seguir.
(3) Aplique a transformada de Fourier, 7, ® I, ao estado |¥3). O resultado é

—1 ¢g—1
1
W3) = — wy ot eS|k |n) (6.29)

p

<
Q

)
=
i
o
3
Il
o

onde w, é a p-ésima raiz primitiva da unidade.

(4) Mega o primeiro registrador na base computacional. Assuma que o resul-

tado da medida seja algum elemento kg € Z;. Entao, tem-se o estado

1 L
Ty = —= Y wholmotasm) |5y |n) (6.30)

n=0

S
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A probabilidade de obter o estado |¥,) é 1 — i.
(5) Aplique o operador unitéario U, definido por

0l ) = (o) fn = 57 (5) ), (6:31)

ao estado |W,). Esta aplicacdo produz o estado
1 &
o ko(mo+aS(n
Ws) = N ;wp“ 0 a8 koS (n)) [0) . (6.32)

Mostraremos a seguir como determinar o valor de a a partir do estado |U5).
Antes, mostraremos que o operador U definido em (6.31) é de fato um operador

unitario. Para isso, considere o operador U; definido por
Uy |m) [n) = |mS(n) mod p) |n) . (6.33)
Temos que U; é unitario. De fato, note
(U [m) [n)" = (jmS(n)) In))" = (n] (mS(n)|. (6.34)
Assim, o produto interno

(n] (mS(n)| Uy |[m') [n') = (n] (mS(n)|m’S(n")) |n')

= (n[n)(mS(n)|m'S(n))

- 5n,n’5m,m’7

para todo m,m’ € Z, e n,n’ € Z,. Logo Uy preserva o produto interno entre dois
vetores quaisquer, portanto, é unitario. Analogamente, podemos mostrar que o

operador U, definido por

Us [m) [n) = n)

n— 871 (k@o) > (6.35)



também é unitario.

Observe que a unitariedade dos operadores U; e Us, definidos acima, segue do
fato da fungao S(n) ser injetiva em Z,. Note também que S~'(n) pode ser calculada
eficientemente utilizando o algoritmo de Shor para cdlculo de logaritmo discreto.
As poténcias de a podem ser calculadas eficientemente pelo método do quadrado
repetido? . Assim, os operadores unitarios U; e U, podem ser implementados
eficientemente num computador quantico.

Por fim, fazendo U = U,U; temos claramente que U é unitario, pois, U; e Uy
0s Sao.

Nosso objetivo agora é obter o parametro a, a partir do estado |¥5). Para
isso, usaremos o seguinte argumento, presente em Bacon et al. (2005). Considere

o estado
la)y = — w;a 17) - (6.36)
\/]_) =0

Aplicando a transformada de Fourier inversa, FZTP, ao estado |a), obtemos um novo

estado da forma

o) — % S Wt S W k) (6.37)

JELyp keZy,
1 o
= =) D W) (6.38)
pjezp ke€Zp
1 i(a—k)
= > |=> k) . (6.39)
kEZp'r jEZp

O termo dentro do paréntese ¢ uma soma geométrica, onde

1 o 1 sepla—k
]_?ng} B _ (6.40)

JEL, 0 caso contrario.

2 0 método do quadrado repetido consiste em calcular a congruéncia de b” mod n, sendo b, r
e n inteiros positivos grandes. Por exemplo, podemos calcular eficientemente 10'3® mod 7 da
seguinte forma: 10'3° = (10°)?210% = 122103 = 6 mod 7. Logo, o resto da divisdo de 10'3° por 7
é 6.
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Assim temos

T) =) k), (6.41)

kEZyp
onde k é tal que

k = a mod p. (6.42)

Entao, medindo o primeiro registrador, obtemos o valor desejado a com probabili-
dade 1.

Vimos que o estado |a) guarda toda a informagcao a cerca do parametro a.
O que aprendemos sobre a medindo o estado |U5)7 Existe alguma relagao entre
os estados |a) e |Us5)? Esta pergunta pode ser respondida através do conceito de
Fidelidade Quantica® .

A fidelidade entre os estados quanticos |a) e |¥5) (descartando o ket |0) de
|W5)) é dada por

~ 1 pil qil —am-rm a n
[(a|Ws)] = —\/p_qzzwp FmokotaSmko (1, |k S (n)) (6.43)
m=0 n=0

1 k
_ qumoko 6.44
‘\/pq P (6.44)

q

- 1 6.45
» (6.45)

Entao, aplicando a transformada de Fourier inversa, FZTP, no estado |Vs5) e depois

medindo o resultado na base computacional, obtemos com probabilidade
(ales)f =" (6.46)

o valor de a.

Como a probabilidade de obtermos o estado |Wy) é 1 — é, temos que a pro-

3 Na Teoria da Informacdo Quéantica, Fidelidade Quantica, ou simplesmente Fidelidade, é uma
medida que diz quao préximos sdo dois estados quanticos. Para dois estados puros p = |¢) (9] e
o = |[¢) (¢|, sua fidelidade é definida como

F(p,0) = Tr(pop)'/? = Tr(|¢) (dlv)(®|o) (6])'/? = |(]¥)].

Se |¢) é um auto-estado de um observével, e o sistema ¢é preparado no estado [|¢), entao F(p,o)?
é a probabilidade do sistema estar no estado |¢) ap6s a medida.
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babilidade total de sucesso de obtermos o valor de a é

(1 _ 1) ¢_p=1g (6.47)

p/, P p

Todo o procedimento desenvolvido nesta secao pode ser reunido no Algo-

ritmo 6.3.1 descrito a seguir:

Algoritmo 6.3.1 Algoritmo para o PSO no grupo Z, x Zs

Entrada: Inteiros p, ¢, s e uma funcao f que oculta o subgrupo H = (z%y).
Saida: Os geradores do subgrupo oculto H.
1. Prepare o estado

—1 g—1

Z:Z m) [n) |f(z™y"))

2. Mega o terceiro registrador na base computacional e em seguida descarte-o:

L $ a” —1
_qZ|m0+aS(n)) |n), onde S(n) = —

3. Aplique Fy, ao primeiro registrador e em seguida meca-o:

—Z famo 45 ) ).

nO

3 . 7 . _ mS n
4. Aplique o operador unitério U |m) [n) = |mS(n)) ’n _ g1 ( ké )>>:
5. Aplique FZTP e meca o resultado.

6.3.1 Analise da Complexidade Computacional do Algoritmo

Na secao anterior exibimos um algoritmo quantico (Algoritmo 6.3.1) para o
PSO sobre Z,, x Z4s. Nesta se¢ao, mostramos que a complexidade computacional
de tal algoritmo é polilogaritmica na ordem do grupo.

O Algoritmo 6.3.1 faz uso da transformada de Fourier sobre o grupo abeliano
Z,, que pode ser implementada eficientemente em um computador quantico, Lomont
(2004). Desta forma, podemos supor sua complexidade sendo O(1), por nao repre-
sentar danos ao algoritmo. Assim, podemos nos preocupar apenas com o Numero

de consultas a funcao separadora de classes laterais f. Este nimero é da ordem
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O(poli(log p)), como veremos a seguir.
Vimos que a probabilidade total de sucesso de obtermos o parametro a
rodando o Algoritmo 6.3.1 é (p;—gl)q. Esta é uma boa probabilidade se fixarmos

q = p/poli(logp). De fato, rode o Algoritmo 6.3.1, | vezes. A probabilidade de

obtermos o valor de a, pelo menos uma vez, é

1— (1 - w)l : (6.48)

p2

!
onde (1 _ ;21 )q) representa a probabilidade de nao obtermos o valor de a todas

(=1

as [ vezes que rodamos o algoritmo. Além disso, o termo = 1 & sempre menor que

1, logo podemos usar a expansao binomial para obtermos a seguinte aproximacao

<1 - M) PR (6.49)

p? p?

Assim, para que o Algoritmo 6.3.1 retorne o valor de a, apds [ repeticoes e com

probabilidade maior ou igual que 1/2, devemos ter

- (1 - zw) > % (6.50)

p2

ou equivalente,

p ~_p p
T 2p-1a  2p-1)¢g (650)
= ﬁpoli(logp) (6.52)
= O(poli(logp)). (6.53)

Observe que assumimos uma probabilidade de sucesso 1/2, pois, a aplica¢ao
do Limite de Chernoff amplifica essa probabilidade para proxima de 1 com poucas
repeticoes do algoritmo, Kitaev et al. (2002); Chuang e Nielsen (2000).

Com isso, podemos enunciar o nosso resultado principal.

Teorema 6.3.1 Existe um algoritmo quantico que resolve em tempo polinomial e
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com probabilidade de sucesso maior que 1/2, o PSO sobre o grupo Z, x Z,s, com
q|(p—1)ep/q=poli(logp), onde p, ¢ sdo niimeros primos impares distintos e s

um inteiro positivo qualquer.
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Capitulo 7

Conclusao

O principal objetivo desta tese foi encontrar algoritmos quanticos para o
PSO em certas classes de grupos nao abelianos. Para grupos finitos abelianos,
o PSO pode ser resolvido eficientemente em um computador quantico, enquanto,
nenhuma solucao geral é conhecida para o caso de grupos nao abelianos. Nesta
tese de doutorado apresentamos nossa contribuicao, no que diz respeito ao incre-
mento do nimero de grupos onde o PSO pode ser resolvido eficientemente por um
computador quantico.

No Capitulo 3, apresentamos algoritmos quanticos para o PSO sobre uma
familia de grupos nao abelianos, de ordem 2"*!, que possuem subgrupos normais
de ordem 2". Conhecendo a estrutura dos subgrupos do grupo em estudo, nos
mostramos que o PSO se reduz ao problema de encontrar subgrupos ciclicos. En-
tao, adaptamos os resultados apresentados em Kuperberg (2005), para o PSO
no grupo diedral, e exibimos um algoritmo quantico com complexidade de tempo
subexponencial.

No Capitulo 4, mostramos que existe um algoritmo quantico eficiente para o
PSO sobre o produto semidireto de grupos Z%; X4 Z,, onde p ¢ um nimero primo
impar, m, N inteiros positivos, e N fatorado como N = pi*..p/", com 1 < r; <

.<r,ondepfp—1paratodoi =1,...,nek =1,...,m. Usando um
ferramental de teoria de grupos, mostramos que o grupo Zj3 x Z, é isomorfo a

um grupo G, que é um produto direto de um grupo abeliano por um grupo nao
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abeliano. Entao, nés resolvemos o PSO em G, determinando uma solucao eficiente
para o PSO em cada parte do produto direto grupos. Mais tarde, verificamos que
o grupo Z3 X4 Z, ¢ nilpotente de classe 2, recaindo numa classe de grupos onde o
PSO pode ser revolvido eficientemente por um computador quantico.

No Capitulo 6, apresentamos dois algoritmos quanticos para o PSO sobre os
grupos Z, X Zgs, onde p,q sao numeros primos impares distintos e s um inteiro
positivo qualquer, utilizando a transformada de Fourier abeliana. Usando a clas-
sificagao dos subgrupos de Z, x Z,s, Teorema 5.2.2, nés simplificamos o PSO ao
problema de encontrar subgrupos ciclicos com ordem poténcia de niimero primo. O
primeiro algoritmo possui complexidade de tempo subexponencial e trabalha com
qualquer homomorfismo que define o produto semidireto de grupos. O segundo, é
um algoritmo em tempo polinomial para uma classe especial de grupos metacicli-
cos com q | (p— 1) e p/q = poli(logp). Ambos os algoritmos sdo probabilisticos,
com probabilidade de sucesso maior que 1/2.

Os resultados apresentados no Capitulo 6 generalizam o trabalho de Moore
et al. (2004), para grupos g-edrais, que requer s = 1. Em alguns aspectos, este
trabalho também generaliza a Ref. Bacon et al. (2005), que também requer s =
1. Em Moore et al. (2004), os autores utilizam a transformada de Fourier nao
abeliana para resolver o PSO sobre Z, x Z, (s = 1). Seria interessante analisar a
possibilidade de obter resultados equivalentes para Z, x Z,s usando a transformada
de Fourier nao abeliana.

A maior parte dos algoritmos quanticos apresentados neste trabalho faz uso
da classificagao dos subgrupos. Esta tem se mostrado uma boa ferramenta na busca
de novos algoritmos quanticos para o PSO. Desta forma, o préximo passo seria
generalizar a solu¢ao do PSO para grupos da forma Z,» x Z,s. Acreditamos que a
classificacao dos subgrupos neste caso seja uma generalizacao do que fizemos aqui.
Para um homomorfismo particular (¢ = 1), mostramos que existe um algoritmo
quantico eficiente para o PSO sobre Z, x Z,:. Como sugestao de trabalhos futuros,

seria interessante analisar o caso ¢t > 1. Essa tarefa nao parece ser uma simples
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generalizagao dos resultados obtidos para o caso t = 1.
Esperamos que as idéias apresentadas nesta tese possam contribuir no de-
senvolvimento de novos algoritmos quanticos para outras instancias do PSO nao

abeliano.

89



Referéncias Bibliograficas

L. V. Ahn. Survey: Quantum Computation and The Hidden Subgroup Prob-
lem. Relatério técnico, Dept. of Science Computer, Carnegie Mellon University,

Pittsburgh, 2002.

M. Ajtai. Generating hard instances of lattice problems. In Proc. of the 28th
ACM Symp. on the Theory of Computing, paginas 99-108, New York,
1996. ACM.

M. Ajtai. The shortest vector problem in [y is np-hard for randomized reductions.
In Proc. of the 30th ACM Symp. on Theory of Computing, paginas
10-19, New York, 1998. ACM.

M. Ajtai e C. Dwork. A public-key cryptosystem with worst-case/average-case
equivalence. In Proc. of the 29th ACM Symp. on the Theory of Com-
puting, paginas 284-293, New York, 1997. ACM.

G. Alagic, C. Moore, e A. Russel. Subexponential-time algorithms for hidden
subgroup problems over product groups. In Proc. 18th ACM-SIAM Symp.

on Discrete Algorithms, 2006.

A. Ambainis. Quantum walk algorithm for element distinctness. STAM J. Com-
put., 37(1):210-239, 2007.

A. Ambainis, J. Kempe, e A. Rivosh. Coins make quantum walks faster. In SODA
’05: Proceedings of the sixteenth annual ACM-SIAM symposium on
Discrete algorithms, piginas 1099-1108, Philadelphia, PA, USA, 2005. Soci-
ety for Industrial and Applied Mathematics. ISBN 0-89871-585-7.

90



D. Bacon. How a Clebsch-Gordan Transform Helps to Solve the Heisenberg Hidden
Subgroup Problem. ArXiv:quant-ph/0612107v2, 2007.

D. Bacon, A. M. Childs, e W. van Dam. From optimal measurement to efficient
quantum algorithms for the hidden subgroup problem over semi-direct product
groups. In Proc. of 46th Ann. IEEE Symp. on Foundations of Computer
Science - FOCS 2005, paginas 469-478, 2005.

M. Batty, S. L. Braunstein, A. J. Duncan, e S. Rees. Quantum algorithm in group
theory. ArXiv:quant-ph/0310133 v2, 2003.

R. Beals. Quantum computation of Fourier transforms over symmetric groups. In
Proc. 29th ACM Symp. on Theory of Computing, paginas 48-53, New
York, 1997. ACM.

P. Benioff(1980). The Computer as a Physical System: A Microscopic Quantum
Mechanical Hamiltonian Model of Computers as Represented by Turing Ma-

chines. Journal of Statistical Physics, 22.

K. K. H. Cheung e M. Mosca. Decomposing finite abelian groups. Quantum

Information and Computation, 1(3):26-32, 2001.

D. P. Chi, J. S. Kim, e S. Lee. Notes on the hidden subgroup problem on some

semi-direct product group. arXiv:quant-ph/0604172., 1, 2006.

I. L. Chuang e M. A. Nielsen. Quantum Computation and Quantum Infor-

mation. Cambridge Univesity Press, Cambridge, 2000.

C. M. M. Cosme. Algoritmos Quanticos para o Problema do Subgrupo
Oculto nao Abeliano. Tese de Doutorado, Laboratério Nacional de Com-

putacao Cienticia - LNCC, 2008.

C. M. M. Cosme e R. Portugal. O problema do subgrupo oculto em uma classe de

produto semidireto de grupos. In 2° Workshop-Escola de Computagao e

91



Informacgao Quantica - Anais, paginas 80-89, Campina Grande, PB, 2007a.
EDUFCG.

C. M. M. Cosme e R. Portugal. Quantum algorithms for the hidden subgroup prob-
lem on a class of semidirect product groups. ArXiv:quant-ph/0703223v2,
2007b.

E. Dalcumune. Algoritmos Quanticos para o Problema do Isomorfismo de Grafos.
Dissertacao de Mestrado, Laboratério Nacional de Computacao Cienticia -

LNCC, 2008.

I. Damgard. QIP Note: On the Quantum Fourier Transform and Applications.

Relatorio técnico, computer science department of Aarhus University, 2004.

D. Deutsch. Quantum Theory, the Church-Turing Principle and the Universal
Quantum Computer. Proceedings of the Royal Society of London, A 400:
97-117, 1985.

D. Deutsch. Quantum Computational Networks. Proceedings of the Royal
Society of London. Series A, Mathematical and Physical Sciences, 425

(1868):73-90, 1989. URL http://www.jstor.org/stable/2398494.

D. Deutsch e R. Jozsa. Rapid solution of problems by quantum computation.

Proceedings of the Royal Society of London, A 439(1907):553-558, 1992.

M. Ettinger e P. Hgyer. On quantum algorithms for noncommutative hidden sub-

groups. Adv. in Appl. Math., (25):239-251, 2000.

M. Ettinger, P. Hgyer, e M. Knill. The quantum query complexity of the hidden

subgroup problem is polynomial. Inform. Process. Lett., (91):43-48, 2004.

T. D. Fernandes. Problema do Subgrupo Oculto em Grupos Nilpotentes. Dis-
sertagao de Mestrado, Laboratorio Nacional de Computacao Cienticia - LNCC,

2008.

92



R. Feynman. Simulating Physics with Computers. International Journal of

Theoretical Physics, 21:467-488, 1982.

K. Friedl, G. Ivanyous, F. Magniez, M. Santha, e P. Sean. Hidden translation
and orbit coset in quantum computing. In Proc. of 35th Annual ACM

Symposium on Theory of Computing, 2003.
A. Garcia e Y. Lequain. Elementos de Algebra. IMPA, 2002.

D. Gavinsky. Quantum solution to the hidden subgroup problem for poly-near-
hamiltonian groups. Quantum Information and Computation, (4):229-235,

2004.

D. N. Gongalves. Transformada de Fourier Quantica no Grupo Diedral. Dissertagao

de Mestrado, Laboratério Nacional de Computacao Cienticia - LNCC, 2005.

D. N. Gongalves, R. Portugal, e C. M. M. Cosme. Algoritmos Quanticos para uma
Classe de produtos Semidiretos de Grupos. In Anais do XXXI CNMAC,

Belém, Para, 2008.

D. N. Gongalves, R. Portugal, e C. M. M. Cosme. Solutions to the hidden sub-
group problem on some metacylic groups. In Proc. 4th Worshop on Theory
of Quantum Computation, Communication and Cryptography. LNCS,

Springer-Verlag (to apper), 2009.

M. Grigni, L. Schulman, M. Vazirani, e U. Vazirani. Quantum mechanical algo-
rithms for the nonabilian hidden subgrou problem. Combinatoria, paginas

137-154, 2004.

L. K. Grover. Quantum mechanics helps in searching for a needle in a Haystack.

Physical Review Letters, 79:325-328, 1997.

M. Hall Jr. The Theory of Groups. The Macmillan Company, 1959.

93



S. Hallgren, C. Moore, M. Rotteler, A. Russell, e P. Sen. Limitations of quantum
coset states for graph isomorphism. In Proceedings 38th ACM Symposium
on Theory of Computing (STOC’06), piginas 604—617, 2006.

S. Hallgren, A. Russel, e A. Ta-Shma. Normal subgroup recontruction and quantum
computing using group representation. In Proceedings 32nd Annual ACM

Symposium on Theory of Computing (STOC’06), piginas 627-635, 2000.

M. Hamermesh. Group Theory And Its Application To Physical. Dover
Publication New York Lnc., Nova York, 1962.

[. N. Hernstein. Tépicos em Algebra. Poligono, 1970.

C. J. Hillar e D. L. Rhea. Automorphism of finite abelian groups.

arXiv:math/0605185, 1, 2006.

Peter Hgyer. Conjugated operators in quantum algorithms. Phys. Rev. A, 59
(5):3280-3289, May 1999.

Y. Inui e F. Le Gall. Efficient Quantum Algorithms for the Hidden Subgroup

Problem over Semi-direct Product Groups. arXiv:quant-ph/0604172, 2007.

Y. Inui e F. Le Gall. An efficient quantum algorithm for the hidden subgroup
problem over a class of semi-direct product groups. Quantum Information

and Computation, (5):559-570, 2007.

G. Ivanyos, F. Magniez, e M. Santha. Efficient Quantum Algorithms for some
Instances of the Non-Abelian Hidden Subgroup Problem. Internation Journal

of Foudations of Computer Science., 14(5):723-740, 2003a.

G. Ivanyos, F. Magniez, ¢ M. Santha. FEfficient Quantum Algorithms for some
Instances of the Non-Abelian Hidden Subgroup Problem. Internation Journal

of Foudations of Computer Science, 14(5):723-740, 2003b.

94



G. Ivanyos, L. Sanselme, e M. Santha. An efficient quantum algorithm for the
hidden subgroup problem in extraspecial groups. In In Proc. of STACS,
2007a.

G. Ivanyos, L. Sanselme, e M. Santha. An efficient quantum algorithm for the
hidden subgroup problem in nil-2 groups. Proc. of 8th Latin American

Theoretical Informatics, LATIN’08, 2007b.

R. Jozsa. Quantum factoring, discrete logarithms and the hidden subgroup prob-
lem. Computing in Science and Engineering, 03(2):34-43, 2001. ISSN

1521-9615.

R. Kannan e A. Bachem. Historical notes on the Fast Fourier Transform. STAM

Journal on Computing.

J. Kobler, U. Schoning, e J. Toran. The Graph Isomorphism Problem: Its

Structural Complexity. Birkhauser, 1993.

S. Khot. Hardness of approximating the shortest vector problem in lattices. Jour-

nal of the ACM, 52(5):789-808, 2005.

A. Y. Kitaev, A. H. Shen, e M. N. Vyalyi. Classical and Quantum Compu-
tation, volume 47 of Graduate Studies in Mathematics. American Math-

ematical Society, Providence, 2002.

A. Yu. Kitaev. Quantum measurements and and the abelian stabilizer problem.

ArgXiv preprint quant-ph/9511026, 1995.

N. Koblitz. Algebraic aspects of cryptography. Berlin ; New York : Springer-
Verlag, Rio de Janeiro, 1998.

H. Krovi e M. Rotteler. An Efficient Quantum Algorithm for the Hidden Subgroup

Problem over Weyl-Heisenberg Groups. ArXiv:quant-ph/08103695v1, 2008.

95



G. Kuperberg. A Subexponential-Time Quantum Algorithm for the Dihedral Hid-
den Subgroup Problem. STAM J. Comput., 35(1):170-188, 2005. ISSN 0097-
5397.

S.  Kutin. Quantum lower bound for the collision problem with
small range. Theory of Computing, 1(1):29-36, 2005. URL

http://www.theoryofcomputing.org/articles/v001a002.

J. H. Kwak e M. Y. Xu. Finite Group Theory for Combinatorists, volume 1.
Postech, 2005.

C. Lavor, L.R.Y. Mansur, e R. Portugal. Grover’s Algorithm: Quantum Data

Search. Quantum Physics, abstract quant-ph/0301079, 1, June 2003a.

C. Lavor, L.R.Y. Mansur, e R. Portugal. Shor’s Algorithm for Factoring Large
Integers. Quantum Physics, Abstract quant-ph/0303175, 1, March 2003b.

C. Lomont. The Hidden Subgroup Problem - Review and Open Problems. Quan-

tum Physics, Abstract quant-ph/0411037, November 2004.

F. L. Marquezino. A Transformada de Fourier Quantica Aproximada e sua Simu-
lagao. Dissertacao de Mestrado, Laboratdrio Nacional de Computagao Cienticia

- LNCC, 2006.

D. K. Maslen. The Efficient Computation of Fourier Transform on the Symmetric

Group. American Mathematical Society, 67:1121-1147, 1998.

D. K. Maslen e D. N. Rockmore. Separation of Variable and Computation of
Fourier Transforms on Finite Group. American Mathematical Society, 10:

169-214, 1997.

C. Moore, D. Rockmore, A. Russell, e L. J. Schulman. The power of basis selection
in fourier sampling: hidden subgroup problems in affine groups. In SODA
’04: Proceedings of the fifteenth annual ACM-SIAM symposium on

Discrete algorithms, paginas 1113-1122, 2004.

96



C. Moore e A. Russel. On the Impossibility of a Quantum Sieve Algorithm for

Graph Isomorphis. ArgXiv preprint quant-ph/0609138, 1, 2006.

C. Moore, A. Russel, e L. Schulman. The symmetric group defies Fourier sampling.
In Proc. of the 46th Symposium on Foundations of Computer Science,

paginas 479-488, 2005.

M. A. Nielsen e I. L. Chuang. Quantum Computation and Quantum Infor-

mation. Cambridge University Press, 2003.

R. Portugal, C. M. M. Cosme, e D. N. Gongalves. Algoritmos quanticos. In
1° Workshop-Escola de Computagao e Informagao Quantica - Anais,

péaginas 67-100, Pelotas, RS, 2006.

M. Puschel, M. Rotteler, e T. Beth. Fast quantum Fourier transforms for a class
of non-abelian groups. In Proc. of the 13th AAECC, volume 1719, paginas
148-159, 1999.

J. Radhakrishnan, M. Roteller, e P. Sen. On the power of random bases in fourier
sampling: Hidden subgroup problem in the heisenberg group. In Proc. of the
32nd Internation Colloquium on Automata, Langueges and Program-

ming, paginas 1399-1412, 2005.

O. Regev. A Subexponential Time Algorithm for the Dihedral Hidden Subgroup

Problem with Polynomial Space. quant-ph/0406151, 2004a.
O. Regev. New Lattice-Based Cryptographic. J. ACM, 51(6):899-942, 2004b.

O. Regev. Quantum Computation and Lattice Problems. SIAM Journal on
Computing, 33(3):738-760, 2004c.

I. Reiner e C. W. Curtis. Representation Theory of Finite Groups and

Associative Algebras. John Wiley and Sons, Lnc., London, 1962.

D. J. S. Robinson. A Course in Theory of Groups. Number 80 in Graduate

Text in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1995.

97



J. P. Serre. Linear Representation of Finite Group. Springer-Verlag, Nova

York, 1997.

N. Shenvi, J. Kempe, e K. B. Whaley. Quantum random-walk search algorithm.
Phys. Rev. A, 67(5):052307, May 2003.

P. W. Shor. Algorithms for quantum computation: discrete logs and factoring. In
Proc. of the 35th Ann. IEEE Symp. on the Foundation of Computer

Science, paginas 124-134, 1994.

P. W. Shor. Polynomial-time algorithms for prime factorization and discrete log-
arithms on a quantum computer. SIAM J. Comput., 26(5):1484-1509, 1997.
ISSN 0097-5397.

D. R. Simon. On the Power of Quantum Computation. In Proceedings of
the 35th Annual Symposium on Foundations of Computer Science,
paginas 116-123, Los Alamitos, CA, 1994. Institute of Electrical and Electronic

Engineers Computer Society Press.

K. Spindler. Abstract Algebra with Aplications, volume 1. Marcel Dekker,

INC, New York, 1994.

T. Toffoli. Reversible computing. In Proc. 7th Col. on Automata, Languages

and Programing, paginas 632-644, New York, 1980a. Springer-Verlag.

T. Toffoli. Reversible computing. Relatério técnico, MIT Laboratory for Computer
Science, Tech. Memo MIT/LCS/TM-151, 1980b.

J. Watrous. Quantum algorithms for solvable groups. In Proc. of the 33th ACM

Symp. on Theory of Computing, paginas 60-67, New York, 2001. ACM.

98



Apéendice A

Toépicos em Teoria de Grupos e Teoria

da Representacao

O presente apéndice apresenta uma breve revisao de alguns conceitos basi-
cos sobre teoria de grupos finitos e teoria da representacao que sao importantes
para o trabalho. Seguimos uma abordagem classica baseada nas referéncias Gar-
cia e Lequain (2002); Hernstein (1970); Robinson (1995); Hall Jr. (1959) e Spindler
(1994)(teoria de grupos) e Serre (1997); Reiner e Curtis (1962); Gongalves (2005)(teo-

ria da representagao).

Al Teoria de Grupos

Iniciamos a secao com uma série de defini¢oes:

Definicao A.1.1 Dado um conjunto nao vazio G e uma operacao binaria * :
G x G — @G, dizemos que G é um Grupo com respeito a operacao * se as seguintes

propriedades forem satisfeitas:
(1) Associatividade: se a,b,c € G entao a * (b*c) = (a*b) * c.

(2) Elemento Neutro: existe um elemento e € G tal que para todo a € G

temos axe =e*xa = a.

(3) Elemento Inverso: dado um elemento a € G qualquer, existe um elemento

a’ € G (o inverso de a) tal que axa’ = d' xa =e.

99



Por simplicidade denotamos a * b por ab para todo a,b € G.

Definicao A.1.2 Dizemos que G é um grupo abeliano se ab = ba para todo a,b €

G.

Definicao A.1.3 Seja G um grupo.
(1) A ordem de G (denotamos por |G|) é a cardinalidade do conjunto G.

(2) Se a € G, entao a ordem do elemento a (denotamos ord(a) ou |al) é o

menor inteiro positivo n tal que a” = e.

(3) O expoente de G (denotamos exp(G)) é o menor inteiro positivo m tal que

a™ = e para todo a € G.

Definicao A.1.4 Seja G um grupo. Um subconjunto nao-vazio H de G é um
subgrupo de G (denotamos H < (), quando, com a operacao de GG, o conjunto H

é um grupo.

Definicao A.1.5 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Uma classe lateral
a esquerda de H em G é um conjunto da forma gH = {gh : h € H}, com g € G.
Analogamente, definimos uma classe lateral a direita de H em G como sendo o

conjunto Hg = {hg: h € H}.

Seja G um grupo é H um subgrupo de GG. Entao para todo g € G temos
|H| = |gH| = |Hg|. De fato, basta notar que a aplicagdo h +— gh (ou h +— hg) é
uma bijecao.

Agora, observe que duas classes laterais a esquerda (direita) de H em G
sao disjuntas ou sao iguais. Com efeito, sejam g1 H e goH duas classes laterais
a esquerda de H em G (os elementos gi,go € G sao chamados representantes
de classes laterais). Entao, suponha que existam elementos x,y € H tais que
g1z = goy (isto é, g1H e goH possuem pelo menos um elemento em comum).

1

Daf vem ¢g; = goyx !, onde yx~' € H. Seja g um elemento arbitrario de g, H,

1

entdo g = g1/, ¥’ € H. Assim, g = g1/ = goyx™ '’ = goh, h € H implica que
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g € goH, portanto g1 H C goH. Analogamente, podemos mostrar que goH C g1 H,
e portanto, g1 H = g2 H.
Em particular, para qualquer subgrupo H de G podemos decompor G como
uma uniao disjunta de classes laterais de H, isto é, G =g HUgHU...Ug,H.
Segue do Teorema de Lagrange, que o nimero total de classes laterais dis-
tintas de H em G, denotado por [G : H], é

Gl

[G:H]zl—H’.

(A.1)

Para g € G e H um subgrupo de G, usamos o simbolo gH g~ ! para denotar
o conjunto gHg™' = {ghg™* : h € H}. Um subgrupo H de G é dito normal
(denotamos H <1G) se H = gHg~! para todo g € G. Neste caso, as classes laterais
a esquerda e a direita de H sao iguais.

Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entao o conjunto formado
pelas classes laterais de H em G forma um grupo, com respeito a operagao em G.
Este grupo, denotado por G/H, é chamado de grupo quociente.

Um conceito importante (principalmente quando tratamos grupos em ciéncia
da computacao) é o de conjunto de geradores. Em qualquer grupo GG, um subcon-
junto S de G, com a propriedade de que todo elemento de G pode ser escrito
como um produto de elementos de S e seus inversos, ¢ chamado um conjunto de
geradores de G, e indicamos por G = (S). Também, dados elementos ¢y, ..., gy de
um grupo G, denotamos por (gy,...,gx) 0 subgrupo gerado por gi,..., gk, isto é,
o subgrupo que resulta se tomarmos todos os possiveis produtos dos elementos de
{g1,-.., gk} e seus inversos.

Um grupo G dado por um tnico gerador, isto é, G = (g), é dito ciclico.

Teorema A.1.1 Todo grupo G de tamanho |G| > 1 tem um conjunto gerador de

tamanho no méximo |[log, |G|].

Demonstragao: Seja g; € G tal que gy # e. Entdo |(g1)| > 2, pois, pelo menos

g1 € g7 estao em (g1). Se G # (g,) entao seja g € G — (g1). Agora temos que
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(g1, 92)| = 2%, pois, g1,97, 9291, € g2g7 sdo todos diferentes. Se (g1,92) # G
entdo seja g3 € G — (g1, ¢2). Agora temos que |(g1, o, 93)| > 23. Continuando
este procedimento vemos que (g1, . . . , Giog, |c|)| > 2'°821¢l = |G|. Assim concluimos

nossa prova.

Definicao A.1.6 Sejam G, ..., G, grupos, definimos o produto diretode G, ...,G,

como sendo o produto cartesiano Gy X ... x G, com a operagao

(1, o) (Y1, Un) = (T1Y1, -+ o, TnYn)-

O teorema a seguir fornece condigoes para que um grupo G seja isomorfo a

um produto direto de grupos Gy, ..., G,.

Teorema A.1.2 Sejam G,Gy,...,G, grupos. Entao o grupo G é isomorfo ao
grupo G X ... X G, se e somente se GG possui subgrupos H, ~ Gy,...,H, ~ G,
tais que:

(2) H; <Gy, paratodoi=1,...,n.
(3) I‘IZ N (H1 N Hi—lHi—i—l N Hn) = {6}

Demonstracao: Ver Garcia e Lequain (2002).
u
Quando um grupo G e subgrupos Hy, ..., H,, munidos com a operacao adi-
tiva, satisfazem as condig¢oes do Teorema A.1.2, dizemos que G é uma soma direta

de seus subgrupos, e escrevemos

G=H,o%..9H,.

O teorema a seguir é importante pelas suas aplicagoes em algoritmos quanticos.
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Teorema A.1.3 (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos) Todo
grupo abeliano finito é uma soma direta de grupos ciclicos de ordens poténcias de

nimeros primos.

Demonstracao: Ver Reiner e Curtis (1962).
u
Outro conceito que vem da teoria de grupos e que é de grande importancia
na computacao quantica é o de classes de conjugacdo. Seja G um grupo, vamos

definir uma relagao de equivaléncia em G da seguinte forma:
x,yeG,xgy<:>5|g€Gtalquey:g’lacg. (A.2)

Assim temos a

Proposicao A.1.1 Seja G um grupo. A relacao < define uma relacao de equiva-

léncia em G.

Demonstracao: De fato, para todo z € G temos = e 'xe, logo L g Agora, se
2 & y entdo existe g € G tal que y = g~ 'xg. Pondo u = ¢~ segue que z = u~lyu,
ou seja, y S x. Por fim, suponhamos que x N yey K 2 entdo existem g,h € G
tais que y = g~'2g e 2 = h~'yh. Pondo u = gh temos que u~'zu = 2, logo = < z
e isto demonstra a proposicao.
|
Sex & y dizemos que x e y sao elementos conjugados em G. Assim podemos
definir a classe de conjugacdo (em G) determinada pelo elemento x € G como

sendo

Co={y:z 2y} (A.3)

Dois importantes subgrupos de um grupo G sao o seu centro, denotado por
Z (G), e seu subgrupo de comutadores, ou subgrupo derivado, denotado por G’. O

centro é definido por

Z(G)={g € G; gh=hg,Vh e G}. (A4)

103



Dados g,h € G o comutador [g,h] é dado por [g,h] = ghg 'h™!. Define-se o

subgrupo de comutadores por

G ={[g,h]; g,h € G). (A.5)

De maneira mais geral, se R, S C G defini-se o subgrupo de comutadores de

R e S, denotado por [R, S], como

[R,S]={(lg;h]; g€ R, h ).

Observe que G' = [G, G].
Utilizando os subgrupos de comutadores podemos definir a seguinte série de
subgrupos de GG, a qual chamamos série central inferior do grupo G. Tal série de

subgrupos é dada por

G=7(G) 2 7%(G) > (A.6)
onde v,11(G) = [ (G), G]. Observe que 12(G) = G.

Definicao A.1.7 Um grupo G é dito nilpotente se possuir uma série central infe-

rior tal que

G=m(G)>7%(G)> >G> 71(G) = {e}.

O inteiro n é chamado a classe de nilpoténcia do grupo G.

Teorema A.1.4 Um grupo G ¢ nilpotente de classe n se, e somente se, v, (G) <

Z(Q).

Demonstracao: De fato, se GG é nilpotente de indice n, pela Definicao A.1.7 segue
que Yn+1(G) = [1(G), G] = {e}. Assim, fixado h € 7,(G), para todo g € G temos

1

que e = [h,g] = hgh™'g~! e, equivalentemente, hg = gh. Logo h € Z(G). O

que mostra que 7,(G) < Z(G). Reciprocamente, se v,(G) < Z (G) obviamente
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Tnt+1(G) = {e}. O que encerra a prova.

Exemplo A.1.1 Sao exemplos de grupos nilpotentes de classe n os grupos Dan,

Qo € QDo de ordem 271

Demonstracao: Sejam g, h elementos arbitrarios em Dsn, entao nao ha dificul-

dade em verificar que

e se g=2a"eh=2z%
2 se g=2a"eh=a%;
lg,h] = ghg™'h™" = (A7)
7 se g=a"yeh=x°
\ 22 se g=a"yeh=ay.
Isso mostra que

Vamos mostrar que Don possui a seguinte série central inferior:
Don D (2*) D (2") D ... 2 (2”") = {e}. (A.9)
De fato, note que y2(Dyn) = D}, = (2%). Usando inducao sobre n é facil ver que

Yni1(Dan) = [yn(Dan), Dan] = (") = {e}. (A.10)

Assim, a série central inferior (A.9) tem comprimento n, o que implica Don ter
classe de nilpoténcia n.
A demonstracao de que os grupos (Qon € (QDon possuem classe de nilpoténcia
n ¢é analoga.
|
Existe uma relacao interessante entre os grupos nilpotentes e p-grupos, p
primo. Esta relacao é mostrada pelos teoremas a seguir, cujas demonstracoes

podem ser encontradas em Robinson (1995).
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Teorema A.1.5 Todo p-grupo finito ¢é nilpotente. |

Seja G um grupo e p um numero primo. Seja H < G. Entao H é dito um
p-subgrupo de Sylow de G se |H| = p® para algum « € N tal que p* divide |G| mas
p*t! nao divide. Mostra-se que tais subgrupos sempre existem. Além disso, eles

fornecem a seguinte decomposicao dos grupos nilpotentes finitos.

Teorema A.1.6 Um grupo finito G é nilpotente se, e somente se, é o produto

direto de seus subgrupos de Sylow. |

A.2 Teoria da Representacao

A teoria da representacgao de grupos finitos desempenha um papel importante
na construcao de algoritmos quanticos para o PSO nao abeliano. Essa figuragao
deve-se ao fato da transformada de Fourier em grupos ser descrita em termos das
representacoes irredutiveis do grupo. Como vimos no Capitulo 2, a maioria dos
algoritmos quanticos com ganho exponencial para o PSO tem a transformada de

Fourier como um dos seus ingredientes principais.

Definicao A.2.1 Uma representacao p de um grupo finito G é um homomorfismo
p:G—U((V), onde U(V) denota o grupo dos operadores lineares unitarios sobre

um espaco de dimensao finita V', cuja dimensao denotamos por d,.

Se fixarmos uma base para V', podemos olhar para cada p(g) como uma

matriz unitdria d, x d,, a qual chamamos de matriz representagao de G.

Exemplo A.2.1 Seja G um grupo e seja C* o grupo multiplicativo dos ntimeros
complexos nio nulos. B facil verificar que a aplicacao p: G — C* tal que p(g) =1
¢ um homomorfismo, e portanto, uma representacao do grupo G. A representagao

p € chamada representacgao trivial e geralmente denotada por 1.

Exemplo A.2.2 Seja G um grupoe X = {1,2,... n}. Considere a agao do grupo

G no conjunto X dada pela seguinte regra: para cada elemento g € G tem-se uma
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permutacao no conjunto X fazendo

=74, coml1<i,j<n. (A.11)

Seja V' um espago de dimensao finita com base B = {ey,...,e,}. Paracada g € G
definimos a aplicagao p(g) tal que e;p(g) = ey = e;, com 1 <i,j < n. Entao p(g)
permuta os elementos da base de V' da mesma maneira que G atua no conjunto

X. Vamos mostrar que p(g) é uma representacao de GG. Com efeito,

eip(gh) = eion = eon = €inp(h) = eip(g)p(h), (A.12)

logo p(g) é um homomorfismo e portanto, uma representagdo do grupo G. Nao
é dificil verificar que p(g) é um isomorfismo. Neste caso, a representagao p(g) é

chamada representacao permutacao.

Definicao A.2.2 Dizemos que uma representagao p é irredutivel se nao existe
nenhum subespaco invariante por G além do espaco nulo e do préprio V. Caso

contrario, a representacao ¢ dita redutivel.

Agora introduzimos o conceito de isomorfismo de representacoes.

Definicao A.2.3 Dizemos que duas representacoes sao isomorfas se elas diferem

apenas por uma mudanca de base, isto é, p; ~ p, se existe uma matriz unitaria U
tal que pi(g) = U'pa(g)U.

O teorema a seguir mostra uma estreita relagao entre o niimero de represen-
tagoes irredutiveis de um grupo finito G e suas classes de conjugacao. A demons-
tragao deste teorema, bem como as provas dos demais teoremas enunciados a longo

deste apéndice, podera ser encontrada em Serre (1997).

Teorema A.2.1 Seja G um grupo finito. O niimero de representacoes irredutiveis

de G (a menos de isomorfismo) é igual ao nimero de classes de conjugagao de G. m

Denotamos por G o conjunto formado por todas as representacoes irredutiveis

de G.
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Definicao A.2.4 Seja G um grupo e p uma representagao irredutivel de G. O
homomorfismo x : G — C* definido por x,(g) = trp(g) é chamado cardter da

representacao p.

Teorema A.2.2 Sejam ¢ e ¥ duas fungoes complexas em (. Entao, a funcao

definida por (¢|y)) = ‘—é' >gec 9(9)1(g)* é um produto interno.

Demonstracao: Basta verificar as propriedades de produto interno.

Teorema A.2.3 (Relagoes de Ortogonalidade de Carateres) .
(1) Se x é o carater de uma representacao irredutivel, entao (x|x) = 1.

(2) Se x e x’ sdo os cardteres de duas representagoes irredutiveis nao isomorfas,

entao (x|x’) = 0. ]

O préximo teorema mostra a correspondéncia fundamental entre representa-
coes e seus carateres, isto é, o estudo de um pode ser completamente reduzido ao

estudo do outro.

Teorema A.2.4 Duas representagoes com mesmo carater sao isomorfas. |
Teorema A.2.5 Sejam pq, po, ..., pr todas as representacoes irredutiveis nao iso-
morfas de G e nq,...,n; 0s seus respectivos graus. Entao

(1) O grau n; satisfaz a relacao Zle n? = |G|.
(2) Se g € G é diferente de e, entao Zle n;xi(g) = 0. m

Se p é uma representacao redutivel de G, entao p pode ser decomposta como
uma soma direta de representagoes irredutiveis de G. Neste caso escrevemos p =
@, pi, lembrando que uma mesma representacao 7 € G pode aparecer mais de uma
vez na decomposicao de p.

Se p e 0 sao duas representacoes de um grupo G podemos definir a repre-

sentacdo p ® o nos espagos V, ® V,, como sendo (p ® 0)(g) = p(g) @ o(g). Se as
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representacoes p e o sao irredutiveis, pode acontecer da representacao p ® o ser re-
dutivel. O problema de decompor p® o em representacoes irredutiveis é conhecido

na literatura como problema de Clebsch- Gordan.
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Apéndice B

Algoritmo para Decompor Grupos

Abelianos

O Teorema Fundamental de Grupos Finitos Abelianos (Teorema A.1.3) diz
que qualquer grupo finito abeliano pode ser decomposto como uma soma direta
de subgrupos ciclicos cujas ordens sao poténcias de primos. Entretanto, nao é
conhecido nenhum algoritmo classico que explicite este isomorfismo eficientemente.
Neste apéndice, apresentamos um algoritmo quantico que faz essa decomposigao
em tempo polinomial.

Uma matriz quadrada U ¢ dita unimodular se suas entradas sao nimeros

inteiros e se det(U) = £1.

Teorema B.0.6 Para qualquer matriz com entradas inteiras A, pode-se deter-

minar em tempo polinomial usando operacoes elementares sobre as linhas e co-

0
lunas de A, matrizes unimodulares U e V tais que UAV = , onde
0 0
D = diag(dy, . ..,d;) é uma matriz diagonal com entradas inteiras dy, ..., d tais
que dy|ds| ... |dy, e para cada i, o produto dy, ..., d; é igual ao mdc dos subdeter-

minantes de A de ordem 1.

Demonstracgao: Veja ref. Kannan e Bachem.

D 0
A matriz é chamada de forma normal de Smith de A.

0 0
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O teorema que vamos enunciar logo abaixo é parte fundamental do algoritmo

de decomposicao de grupos abelianos.

Teorema B.0.7 Sejam G = (ay, ..., ax) um grupo finito abeliano e M uma matriz
tal que af'...ay* = e se, e somente se, X = (x1,...,75)" € intcol(M), onde
intcol(M) denota o conjunto dos valores obtidos tomando combinagoes lineares
inteiras das colunas de M. Entdo, podemos determinar em tempo polinomial (no

tamanho de M) elementos gy, ..., g, com [ < k tais que, G = (g1) ® ... ® (q).

Demonstragao: Pelo Teorema B.0.6, podemos achar em tempo polinomial ma-

D 0
trizes unimodulares Ugyr € V%, tais que U;;XlkManVan = ,onde D =
0 0
Dl
diag(dy, . ..,d,,) é¢ uma matriz diagonal com entradas inteiras dy, ..., d,,. Como V
¢ unimodular, segue da Observacao B.0.1 que
intcol(MV') = intcol(M). (B.1)
Assim,
ai'. o =eex=(11,...,74)" € intcol(MV).
Agora para cada i,7 = 1,...,k, seja r; a ordem de a;, onde a; =ai". .. a*
e u;; sao as entradas da matriz U. Pela Proposicao B.0.1 @)™ ...a}"* = e se,

e somente se, d;|r;, logo d; = r; pela minimalidade de r;. Observe também que
devemos ter m = k. De fato, suponhamos por absurdo que m = k — j, para algum

1 <75 <k —1, entao invocando novamente a Proposi¢ao B.0.1 temos

1Tl 1Tk—j JTh—j+1 ! Tl
(df ...ak_j)@k_j+1...ak =e & (B.2)
JTh—j41 TR
a g =e & (B.3)
Tk—jt1 = ... = T = 0. (B4)
Mas isso ¢ um absurdo, pois, como G é finito, existem inteiros positivos 411, ..., Tk,
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tais que

ITk—j+1 e __
a il dyt =, (B.5)
. , , .
onde rg_ji1,...,7% sa0 as ordens dos elementos aj_;.4, ..., aj, respectivamente.

Portanto, m = k.

Agora, seja j o menor indice tal que d; > 1. Considere o conjunto formado
pelos elementos g; = a;ﬂ-_l, 1 =1,...,1, onde l = m — j+ 1. Pela Observacao
B.0.2, G = <a/1, . ,a}c>. Entao, o conjunto {gi, ..., g} também gera G e a ordem
de cada g; ¢ di;j—1. Com efeito, suponhamos que d; = ... = d;_; = 1. Dai temos
que a; = ... = a;-_l = e (pois d; é a ordem de a;). Assim, se retirarmos as
identidades do conjunto de geradores, ainda continuaremos com um conjunto de

geradores para GG. Ainda, da Observacao B.0.3, o grupo G satisfaz as seguintes

relagoes:

(1) G= <917---7gz> = (91)---(95);

(2) Paratodo g € G, existem elementos unicamente determinados z1 € (g1),...,x; €

(gi) tais que g = 1 ...z

(3) (g:) N ({g1) - - - (gi1) (Gir1) - - - (q)) = {e}, Vi=1,... L

Segue dessas relacoes que G = (g1) ® ... @ (g;) e com isso provamos o Teorema

B.0.7.

Observacao B.0.1 A Equagao (B.1) estd correta.

Demonstracao: De fato,

dy 0
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/
U1 . Uk dy . 0 v . Vin

f— /
Ujj dm v}
/ /
Ug1 o Ukk 0 - 0 Up1 e Upn
/ !/ / /
ullvlldl + ...+ ulmvmldm e uuvmdl + ...+ ulmvmndm
/ !/ / /
UV dy + .o U U Ay o U1V, dh e Uo U A
/ / / !/
Up1V1d1 + oo F Uk U1, oo UV, A1 F e UV, A
Assim x € intcol(M) < x = ajc1+. . .+a, ¢y, onde ¢; comi = 1, ..., nrepresentam

as colunas de M e q; sao inteiros positivos. Logo, se

X = (T1,...,%) = Q101 + ... + QuCy, (B.6)
entao
1 = (vl + ..+ apvy)undi+ o FH(aavly e vl Ui
Ty = (v + ...+ apvi uardi+ ... (vl . ), ) Uamd, (B
zr = (] + ...+ v umdi+ o F (vl o U)Wk

Renomeando os termos dentro dos parénteses em (B.7), obtemos:

T = oqupdy + ...+ Ui,
To = oqUoidi + ...+ @ Usmdm

(B.8)
T = Quupd; + ...+ CpUkmdm.
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Logo, segue de (B.8) que

U1 Urm
. U1 _ Ugm

X = Oéldl + ...+ Oémdm (Bg)
Uk Uem,

¢ uma combinagao linear das colunas de UD’ = MV, isto é, x € intcol(UD’) =
intcol(MV).

Agora note que

u11d1 c. ulmdm ... 0
Ugrdy ... Usmdy ... 0O

v =| ? , (B.10)
ukldl ce ukmdm ... 0

portanto, y € intcol(MV) <

Y1 Uu11 Ui 0 0
y= y'Q = fidy u‘21 + ...+ Bmdnm uzm + Bm+1 O +...+06n 0 ;
Bz | Uk | | Ukm | | 0] | 0]
com f3,..., [, inteiros positivos, logo, y € intcol(M), e portanto, intcol(M) =

intcol(MV'), como queriamos demonstrar.

Observagao B.0.2 Os elementos a), . .., a, geram o grupo G.

Demonstracao: De fato, que (a},...,a}) C G é trivial. Seja a; € {a1,...,ax}
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’ o

. , . ! X .
um gerador arbitrario de . Vamos mostrar que a; = a; ...q; . Com efeito,

1ol Pk ur1on Ug101 UL Uk O
a; .o.ap = (@M a ) o (et L)
U101+ A UL ko, Uk1 Q1+ Ukkay,
— a/l e ak
— Uia Uia Ura
= a;'“. .0 oat (B.11)
onde U; é a i-ésima linha da matriz U e a = (o, ..., ). Afirmamos que existe
um vetor de inteiros positivos o = (aq,...,a;)7, tal que a; pode ser escrito na
forma
- U,
a;=al...aj...a) =a".  al"™. . ak"
Realmente, note que o sistema
U11 U12 Ulk (03] 0
= Un Us ... Uy (67} = 1
Ukl Ukz Ukk (07% 0

possui solucao inteira, pois, U ¢é unimodular. Com isto mostramos que G C

<a/1, . ,a;€> , € portanto, G = <a/1, . ,a;€>.

Observagao B.0.3 O grupo G satisfaz as propriedades (1), (2), e (3) na demons-

tracao do teorema B.0.7.

Demonstragao: Observe que (1) segue simplesmente do fato de G ser abeliano.
Para mostrarmos (2) note que por (1) temos que se g € G entdo g = ¢ ... g;",
com g;* € (g;) e a; para i = 1,...,[, inteiros positivos. Suponhamos que existam

inteiros positivos (i, ..., [, tais que g;* € (g:), ¢;* # ¢;" (mod ord(g;)) V i =
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L...,leg=g"...9" = gfl . .gfl. Entao segue Proposicao B.0.1 que
a1—f31 a—p _ A -
9] .9 =esa=0,Vi=1,...,L (B.12)

Isto mostra a afirmagao (2).

Agora seja g € (g;) N ({g1) - - - (gi-1) (gi+1) - - - (91)). Como g € (g;), podemos
eSCrever ¢ = Iy ...Ty, COM Ty = ... = Tj| = Tjy] = ... = T = € € T = ¢;
como g € ({(g1)---(gi—1) (gi+1) - - - (¢1)), podemos escrever g = x;...x;, com x; €
(gj) Vj=1...,i—1,i+1,...,l e x; = e. Da unicidade do item (2), concluimos

que g = e, com isso fica provado (3).

n
Proposicao B.0.1 Seja a, = ai"...a;*, ¥V i = 1,...,k. Entao as seguintes
condicoes sao equivalentes:
() a;" .. a " =e
(ii) (z1,...,7x)" € intcol(D’)
(iii) d;|z; parai=1,...,mez; =0parai=m+1,..., k.
Demonstragao: De fato, para provarmos que (i) = (ii), observe que
\xlun + ...+ xkul;g glukl + ...+ Ikuk@
/T I Tk ;: %
(1,1 ...(Ik :(1,1 ...CLk =€
S z=(z,...,2)" €intcol(M) = intcol(MV) = intcol(UD").
Logo,
21 = 61u11d1 + ...+ amulmdm + @m+1u1m+1.0 + ...+ anulk.o
Z9 = 51U21d1 + ...+ amUdem + am+1U,2m+1.0 + ...+ &nu%.O
(B.13)
Zk = alukldl + ...+ amukmdm + Em+1ukm+1.0 + ...+ anukk()

116



Substituindo z; = xyu;1 +. . . +zru nas equagoes em (B.13) paratodoi =1,. ..k,

obtemos

($1 — aldl)un + ...+ ($m — amdm)ulm + Tm+1U1m+1 + oo+ XU = 0
(1 — aydy)ugr + . .. + (T — Tl )tom + Ts1Uomet + - ..+ Tpug, =0

(x1 —ondy)ups + - ..+ (T — W) Uk, + T 1 U1 + - - - + T, = 0

ou equivalente,

U11 Utm Utk 0
o U21 o U2m U2k 0
(1'1—(11d1> ++(xm—amdm) + ...+ =
Up1 Ukm Uk 0
S xp=aqdy, ..., Ty = Qply, com x; =0V ie=m+1,...,k, pois, U é invertivel.

Logo, (x1,...,xz;)T € intcol(D').
Que (ii) = (iii), segue imediatamente da defini¢ao de intcol(D’). Finalmente,

vamos mostrar que (iii) = (i). Com efeito, segue de (iii) que existem inteiros

positivos aq, ..., a,, tais que
CL/ x1 o a/ Tm — azlun—i-...—‘rxmulm o azluk1+...+mmukm
1 k 1 k
_ aa1d1U11+...+amdmu1m a1d1uk+.. . Fom dm U,
= aj ..ay
— Y1 Yk
— Cl/l .. ak )
onde
y = (y1,--.,yr)" € intcol(UD') = intcol(M). (B.14)
Mas por hipétese ai" ...a] = e, portanto, a}”" ... a,"™ = e, e com isto terminamos
a prova.
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Antes de apresentarmos o algoritmo que fatora o grupo G numa soma direta
de grupos ciclicos de ordens poténcias de primos, fagamos algumas suposicoes sobre

G-

(1) Temos uma tnica representagao bindria para cada elemento de G e pode-
mos reconhecer eficientemente se uma palavra binaria representa um ele-

mento de G ou nao.

(2) Usando a representagao binéria, para qualquer a € G, podemos construir

um operador linear unitario eficiente U,, tal que, U, : |y) — |ay) .
(3) Podemos achar um conjunto gerador para G eficientemente.
(4) As ordens dos geradores sao poténcias de primos.
Para a suposicao 3 veja o teorema abaixo.

Teorema B.0.8 Seja G um grupo finito. Para qualquer inteiro ¢ > 0, a probabi-
lidade que ¢ + [log |G|| elementos escolhidos aleatoriamente de G gerem G é dada
por

1
pTOb{<91792, e 7gt+]'log\G|'\> =G} >1-— of parat > 0.

Demonstracao: Veja Lomont (2004).
u
Para entendermos a suposicao 4, seja a um elemento no conjunto gerador de
G de ordem pq, onde mdc(p,q) =1, p # 1 e ¢ # 1. Note que podemos encontrar p
e q eficientemente utilizando o algoritmo de Shor. Entao pelo algoritmo Euclidiano,

podemos encontrar inteiros 7 e s, tais que, rp + sp = 1. Assim, temos que
a= a1 =q"Pq" (B.15)

e é facil verificar que a ordem de a'? é q e a ordem de sq é p. Se p e ¢ sao poténcias

de primos, basta substituirmos a por a'? e a®?, que continuamos com um conjunto
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gerador, caso contrario, repetimos este procedimento, agora utilizando as ordens
p e q. Fagamos isto até que cada elemento no conjunto de geradores tenha ordem
poténcia de primo.

Para a suposicao 2, ja que conhecemos a ordem pq de a, podemos calcular

eficientemente !

= aP?~! e portanto, calcular U, .

Sabemos que se GG é um grupo finito abeliano entao G pode ser escrito como
uma soma direta de seus p-subgrupos de Sylow! . Estes p-subgrupos de Sylow
podem ser determinados eficientemente, uma vez que conhecemos a decomposi¢ao
da ordem do grupo em seus fatores primos utilizando o algoritmo de Shor. Seja
entao G = G,, @ ... ® Gy, onde G, é um p;-subgrupo de Sylow de G com p;
primos distintos, para todo ¢ = 1,...,l. Considere o conjunto S; formado por
todos os elementos no conjunto gerador de G cujas ordens sao poténcias do primo

pj. Veremos na proposigao a seguir, a importancia de termos definido o conjunto

S; desta forma .

Proposicao B.0.2 Se G = G,, ® ... ® G,, onde G,, é um p;-subgrupo de Sylow

de G para todoi=1,...,l e pi,...,p sao primos distintos, entdao G, = (Sj).

Demonstracao: Para cada a € 5, seja K, = (a). Como as ordens G,, sao
coprimas podemos ter K, = K,,, ®...® K, onde K,, < G, paratodoi=1,...,L
Como K, é um pj-grupo, devemos ter K, < G,,, o que implica que S; C G,,,
portanto,(S;) C G),. Agora vamos mostrar que G, C (S;). De fato, se g € G,
entao ord(g) = pj para algum inteiro positivo a.. Por outro lado, g € G, entao
g = ai*...ay* com a; no conjunto de geradores de G para todo i = 1,...,k.
Como ord(g) = p§, devemos ter ord(a;") = p;* Vi = 1,..., k. Mas isto implica
que g € S}, logo, G),, C (S;) e isto demonstra a proposicao B.0.2.

u

A Proposicao B.0.2 nos diz como achar um conjunto de geradores para cada

p-subgrupo de Sylow de G. Entao, podemos obter uma decomposicao para G

1 Para verificar este fato basta notar que todo p-subgrupo de G é normal em G e as ordens
dos p-subgrupos sao coprimas.
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tomando o produto das decomposi¢oes dos p-subgrupos de Sylow de G. Desta
forma, o problema de achar uma decomposicao para G reduz-se ao problema de
achar a decomposicao para cada p-subgrupo de Sylow de G.

O Algoritmo DecomporSylow, descrito a seguir, determina a decomposigao

de cada p-subgrupo de Sylow de GG, uma vez dado o seu conjunto de geradores.

Algoritmo B.0.1 DecomporSylow

1. ENTRADA:

2: Um conjunto gerador {aq,...,a;} de um p-subgrupo de Sylow de G.

3: ¢ = max{p", onde ord(a;) =p" Vi=1,...,k}.

1: SAIDA:

5: Um conjunto de elementos g1, 92,...,9;, | <k, de G).

6: PROCEDIMENTO:

7: Defina p : Z¥ — G tal que (zy,...,2;) — af’...a;*. Determine os geradores

para o subgrupo oculto K de Z’; definido pela funcao p.
Determine elementos y1,...,y, € Z’;/K tais que qu/K = (Y1, Yp)-
. Saida é o conjunto {p(y1),...,p(y)}

© %

O subgrupo oculto K de Z} ¢ o conjunto

K = {xeZj|ply)=px+y), VyecZy}
= {x€Z;|p(x)=af"...aj* =e} (B.16)

= ker(p).

E f4cil ver que a funcao p é um homomorfismo sobrejetivo de Z’; em G, logo, temos
um isomorfismo entre Z¥/K e G. Assim, se o conjunto {y1,..., y} gera Zt/K,
entao {p(v1),...,p(y)} gera G.

Vejamos agora como podemos determinar os geradores de Z’; /K eficiente-
mente. Observe que ey, ..., e, geram Z’; onde e; é um 0, 1-vetor com 1 na i-ésima
coordenada. Agora note que, como K < Z'; e {e1,...,ex} gera Z’;, temos que
{e1+ K, ... e, + K} gera o grupo Z’;/K. Note que os geradores de K podem ser

determinados de forma eficiente resolvendo o PSO no grupo Z’;.

Proposicao B.0.3 Seja A a matriz cujas colunas sao os geradores do subgrupo
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oculto K. Entao Iv € K se, e somente se, v € intcol([M|A]), onde M = ¢l e

[MIA]= | . | A

Demonstracao: Note que, v € K se, e somente se, existe um vetor x tal que

Iv = Ax Iv=IAx < I(v—Ax) =0
v — Ax € intcol(M)
v — Ax = aqqer + ... + aggeg

vV =aiqe; + ...+ agger + Ax

A

v € intcol([M|A]).

Aplicando o teorema B.0.7 ao conjunto de geradores
{eo+ K |i=1,... k} (B.17)
de Z’;/K e fazendo M’ = [M|A], nés obtemos elementos yi,...,y,€ Z’;/K tais que
Zi)/K = (p)®...0 (u), (B.18)

como desejado.

Veremos agora uma aplicacao do algoritmo DecomporSylow.

Exemplo B.0.3 Use o algoritmo DecomporSylow para encontrar uma decom-

posi¢ao do grupo Zjs.

Demonstragao: Note que Z%; = (8,16) onde ord(8) = 22 e ord(26) = 2 x 3.

Como o mdc(2,3) = 1, pelo algoritmo de Euclides, podemos encontrar inteiros r e
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s tais que 2r + 3s = 1. Assim, temos que

26 = 2673 = (262)"(26°)". (B.19)

Note que ord(26?) = 3 e ord(26%) = 2, logo, se substituirmos 26 por 26* =
11 mod 35 e 26 = 6 mod 35, obtemos um novo conjunto gerador para Zi,

dado por

onde as ordens dos elementos sao todas poténcias de primos.

Agora, vejamos quantos subgrupos de Sylow existem em Zj; a menos de
subgrupos conjugados. Como ¢(35) = 24 = 23 x 3, os subgrupos de Sylow de Zj.
devem ter ordens 2% e 3 apenas. Vamos denominar os subgrupos de Sylow de Zj.
de ordens 2% e 3 por Gy e (3, respectivamente. Sejam Sy = {6,8} e S5 = {11}
os conjuntos formados pelos geradores de Zj; cujas ordens sao poténcias de 2 e 3,

respectivamente. Segue da Proposicao B.0.2 que

G2 = <52> e Gg = <53> . (le)

Como o grupo G5 é ciclico de ordem poténcia de primo, basta aplicarmos o algo-
ritmo DecomporSylow ao grupo G, e depois tomarmos a soma direta com G5 para
obtermos a decomposicao desejada.

Para aplicarmos o algoritmo DecomporSylow ao grupo Gs, devemos passar
como entrada para o algoritmo o conjunto de geradores {6, 8} e ¢ = max{ord(6),ord(8)} =
4. Considere entao a fungao p : Z2 — Gy tal que p((z1,72)) = 6" x 82 mod 35.

Segue da expressao (B.16) que o subgrupo oculto K de Z2 é o conjunto

K={x€eZi|p(x)=06" x 8 =1} (B.22)

Apés alguns calculos, vemos que K = ((2,0)) .
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4 0 2
Agora, seja [M|A] = | dada como na Proposicao B.0.3. Entao,
0410
basta aplicar o Teorema B.0.7 ao conjunto de geradores e¢; + K, e; + K de Z32 e
S—— >
M’ = [M|A].
Sejam

20 0
D= (B.23)

0 40

a forma normal de Smith da matriz M’,

0 0 34
1 0
U= eV=111 0 (B.24)
33 1
10 2

matrizes unimodulares tais que UM’V = D. Observe que g; = a; V1 =1,2. Logo

o conjunto {gi, g2} dado por

g1 =d)=a1+a3=(1,0)+ K, (B.25)
g =ay=a +ay=(3,1)+ K (B.26)

é tal que
Z3/K = (g1) ® {g2) - (B.27)

Como a fungao p : Z3/K — G4 é um isomorfismo, temos

Ga = (p(91)) ® (p(g2)) - (B.28)

Entao,

p(g1) = p((1,0)) = 6* x 8° mod 35 = 6,

p(g2) = p((3,1)) = 6 x 8 mod 35 = 13 (B.29)
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Go

(6) @ (13) . (B.30)

Portanto,

Ziss = (11) @ (6) @ (13) . (B.31)
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Apéndice C
Toépicos em Computacao Quantica

Neste apéndice faremos um apanhado geral dos conceitos basicos sobre com-
putagao quantica, necessarios para o entendimento da tese. Descrevemos os quatro
postulados fundamentais da Mecanica Quantica e as portas logicas quanticas mais
usadas. Para uma descricao mais detalhada destes conceitos, sugerimos o leitor a
excelente referéncia Nielsen e Chuang (2003). Para abordagens mais bésicas su-
gerimos as referéncias Lavor et al. (2003a,b); Marquezino (2006); Lomont (2004);
Batty et al. (2003).

C.1 Os Postulados da Mecanica Quantica

O primeiro postulado trata da descricao matematica de um sistema quantico

isolado!

Postulado 1 (Espago de Estados) Associado a qualquer sistema quantico iso-
lado, existe um espacgo vetorial complexo com produto interno, um espaco de
Hilbert, chamado espaco de estados do sistema. O sistema é completamente des-

crito por um vetor unitario do espaco de estados que chamaremos vetor de estado.

|
Aqui, trataremos apenas de espagos vetoriais de dimensao finita, logo pode-
mos assumir nosso espaco de estados como sendo C", o espago vetorial complexo

de dimensao n.

L Um sistema quéntico isolado é aquele que ndo interage com nenhum outro sistema fisico.
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Na computacao classica, o bit é a unidade basica de armazenamento de infor-
macao, e pode armazenar uma de duas posicoes, 0 ou 1. Na computacao quantica,
a unidade bésica de armazenamento de informacao é o ¢-bit?> , uma abstracao de
uma particula quantica de dois niveis. Enquanto um dispositivo cldssico armazena
sempre ou na posicao 0 ou na posicao 1, uma particula quantica pode assumir
uma “superposicao’dos dois niveis. Matematicamente, esta superposicao pode ser

descrita por um vetor unitdrio no espaco C2, isto é,

[¥) = al0) +31). (C.1)

Os estados |0) e |1) est@o descritos na notacao de Dirac e ¢ a notagao padrao para
representar estados em computacao quantica. As amplitudes a e § sao nimeros

complexos satisfazendo

o +18* = 1. (C.2)

O estado |1) ¢ um vetor em C?, onde os estados |0) e |1) formam uma base ortonor-
mal, chamada base computacional. Além disso, o estado |0) é diferente do vetor
nulo 0 = (0,0) € C?; ele representa o primeiro vetor da base. As representagoes

matriciais dos vetores |0) e |1) sdo dadas por

0) = e |1) = . (C.3)

Para considerarmos multiplos g-bits precisamos do conceito de produto ten-
sorial. Suponha V' e W dois espacos vetoriais complexos de dimensoes m e n, re-
spectivamente. O produto tensorial V ® W é um espago vetorial mn-dimensional.
Os elementos de V' @ W sdo combinagoes lineares de produtos tensoriais |v) ® |w)
satisfazendo as seguintes propriedades: para todo z € C, |v),|vi),|ve) € V e

lw) , |wy) , |Jwe) € W temos

(1) z(jo) © [w)) = (z]v) @ |[w)) = (Jv) © 2 |w));

2 QQ-bit é a abreviacdo de quantum bit.
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(2) (Jon) © ) © [w) = (Jor) @ [w)) + (Jvz) ® |w));
(3) [n) @ (Jwr) + |w2)) = (Jv) @ [w)) + (Jv) © [ws)).

Podemos também representar o produto tensorial |v) ® |w) como |v) |w), |v, w) ou
lvw).
Sejam A e B operadores lineares definidos nos espacos V e W, respectiva-

mente. Definimos o operador A® B em V ® W como sendo

(A® B)(Jv) ® |[w)) = Alv) ® B |w), (C4)

onde [v) € V e |w) € W. Sua representagdao matricial é dada por?

AHB AlmB
A B=|": IR . (C.5)

AmB ... AumB

Por exemplo, o produto tensorial |0)|1) ¢ dado por?

1
1 0 0 A
0) @ |1) = |01) = ® = e Ct (C.6)
0 1 0
0

O estado geral |1) de dois g-bits é uma superposicao dos estados |00) , |01) , |10)
e |11):
|1/J> = (p |00> + oy |0].> + o9 |10> + Q3 |].1> s (07)

com 2 |es]* = 1. O estado 1) é um vetor num espaco vetorial complexo de

dimensao 4.

3 Estamos usando a mesma notacio para o operador e sua representacao matricial.
4 A notacio )" significa ) @ [¢) @ ... ® |[).

n vezes
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Olhando para os rétulos 00, 01, 10, 11 como sendo niimeros binarios, podemos
fazer a seguinte rela¢do com sua representacao na base decimal: |00) = |0),|01) =

1) ,]10) = |2) e |11) = |3). Assim, um estado geral de um vetor [¢)) de n g-bits é

uma superposicao de 2" estados da forma |0),|1),...,[|2" —1):
2n_1
) =Y aili), (C.8)
i=0
com as amplitudes a; satisfazendo Y7 " o[> = 1. A base {|0),[1),...,|2" — 1)}

¢é chamada de base computacional e é uma base ortonormal.

Segue da notagao de Dirac que (1| representa o vetor transposto conjugado
de |¢). O simbolo (.| é chamado bra. Assim, dados dois vetores |¢) e |¢') em
um espago vetorial V', (1|¢") define um produto interno em V. O produto |¢) (|
definido por (|¢) (¢']) |v) = |[¢) (¢'|v) é chamado produto externo de ) e ).

A seguir, apresentamos o segundo postulado fundamental da mecanica quan-

tica. Este postulado trata da evolucao dos sistemas fisicos quanticos.

Postulado 2 (Evolugao dos Estados) A evolugao de um sistema quantico iso-
lado é descrita por um operador unitario. Isto é, o estado |1)) do sistema no instante
t1 estd relacionado ao estado [¢)') no instante ty por um operador unitario U que

depende apenas de t; e ty e tal que |[¢') = U |¢).

]

Como todo operador unitario é invertivel, segue do Postulado 2 que é sem-

pre possivel recuperar o estado inicial do sistema quantico através do operador
U~'. Assim, podemos dizer que a computacao quantico é um tipo de computacao

reversivel, Toffoli (1980a,b).

C.1.1 Medidas Quanticas

Uma medida quantica é um procedimento fisico que extrai informagoes sobre

um sistema quantico. O postulado a seguir, também intitulado, Postulado da
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Medida, fornece a maneira como as medidas em um sistema quantico devem ser

efetuadas.

Postulado 3 As medidas quanticas sao descritas por determinados operadores de
medida {M,,}. Esses operadores atuam sobre o espago de estados do sistema. O
indice m refere-se aos possiveis resultados da medida. Se o estado de um sistema for
|1}, imediatamente antes da medida, a probabilidade de um resultado m ocorrer
¢é dada por

p(m) = (] M, My [¥) (C.9)

e o estado do sistema apds a medida sera

. (C.10)
p(m)
Os operadores de medida satisfazem a relagao de completude
> MM, =1. (C.11)
|

Descreveremos agora um caso especial das medidas descritas no Postulado 3,
o postulado geral das medidas. Essa classe especial de medidas é conhecida como

medidas projetivas é o tipo de medida que utilizamos na tese.

Defini¢ao C.1.1 (Medidas Projetivas) Uma medida projetiva é descrita por
um observavel M, um operador no espaco de estados do sistema a ser observado.

O observavel tem uma decomposicao espectral

M =Y "mP,, (C.12)

onde P, é o projetor sobre o auto espago de M cujo autovalor é m. Os possiveis
resultados da medida sao os autovalores de M. Se o estado do sistema imediata-

mente antes da medida é |¢), entdo a probabilidade que o resultado da medida
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seja m é dada por

p(m) = (Y| Pn [¥) . (C.13)

Obtido o resultado m, o estado do sistema logo apés a medida é

) = . (C.14)

u

O Postulado 3 se reduz ao postulado das medidas projetivas quando os ope-
radores de medida satisfazem a relagio de completude > M/ M,, = I e além
disso sao também projetores.

E comum na literatura uma descricao alternativa para as medidas projeti-
vas. Geralmente, ao invés de fornecer um observavel M = )" mP,,, uma medida
projetiva é descrita por uma lista de projetores ortogonais P,, satisfazendo as
condigoes > P, =1 e P,P, = 6mmP,. Neste caso, o observavel correspon-
dente é M =5 mbP,,.

Como um exemplo de medida projetiva, considere um estado quantico de n

g-bits escrito na base computacional,

2n 1
) = Z a; [i) .
i=0
Seja também os projetores P; = |j) (j|, para todo j =0, ...,2" — 1. Se medirmos

) utilizando esses projetores, obtemos o estado |j) com probabilidade |a;|?. Isso
quer dizer que o quadrado do médulo da amplitude de um vetor da base com-
putacional representa a probabilidade desse mesmo vetor ser observado nesta base.
Esse tipo de medida é conhecida como medida na base computacional.

Outro tipo de medida que também pode ser considerada como um caso es-

pecial do Postulado 3 sao as medidas POVM? .

Definicao C.1.2 (Medidas POVM) Seja {E,,} um conjunto qualquer de ope-

5 A sigla POVM significa Positive Operator-Valued Measure.
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radores satisfazendo as seguintes condigoes:

6

(a) Os operadores FE,, sao positivos® para todo m.

(b) Vale a relagao de completude ) E,, = 1.

A probabilidade de um resultado m ocorrer em uma medida POVM é

p(m) = (Y] B |9) . (C.15)

]
As medidas POVM sao mais utilizadas quando estamos interessados apenas
na estatistica da medida, isto é, nas diversas possibilidades dos diferentes resulta-

dos, e nao no estado do sistema imediatamente apés a medida.

Postulado 4 (Sistemas Compostos) O espago de estados de um sistema quan-
tico composto é o produto tensorial dos espacos de estados dos sub-sistemas quan-
ticos que o compoem. Numerando de 1 até n tais sub-sistemas e supondo que o

sub-sistema ¢ esteja no estado |¢;), temos que o sistema composto esta no estado

[¥1) @ - @ [thn) -

|
Esse ultimo postulado nos mostra como espagos de estados de sistemas quan-
ticos diferentes devem ser combinados para formar sistemas compostos. Por exem-
plo, considere o espago composto por dois sub-sistemas de um g-bit, um sistema
quantico de dois g-bits. Seu espaco de estados é C? ® C?, um espaco complexo
4-dimensional cuja base computacional ¢ formada pelos vetores |00) = [0) ® |0) =
(1,0,0,0)T, |01) = [0) ® |1) = (0,1,0,0)T, [10) = [1) ® |0) = (0,0,1,0)T e
111) = 1) ® [1) = (0,0,0,1)T.

6 Seja A : V — V um operador linear num espaco vetorial de dimensdo finita V. Dizemos que
A é positivo se para todo |v) € V temos (v|Av) > 0.
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C.2 Portas Logicas e Circuitos Quanticos

De forma bem geral, a computagao quantica pode ser vista como um conjunto
de estados quanticos que sao transformados por aplicagoes de operadores unitarios.
Esses operadores desempenham um papel semelhante as portas légicas classicas,
eles sao responsaveis pela manipulacao da informacao. Aqui, faremos uma breve
revisao das portas logicas quanticas mais utilizadas na computagao quantica.

Comecamos com a porta X. Esta é a versao quantica da porta NOT classica.
Sua atuagdo na base computacional é a seguinte: |0) — [1) e [1) — |0), ou seja,
|7) — |1 @ j), onde & denota a soma bindria. Sua descri¢ao como operador unitério

¢é dada pela matriz

Sua descri¢ao como um circuito quantico atuando num g-bit arbitrario [¢) = a|0)+

b|1) &

|¥) all) +610)

Figura C.1: Circuito da porta X.

Outras portas de um g-bit importantes para a computacao quantica sao a
porta Hadamard, denotada por H, a porta fase, denotada por S e a porta m/8,
denotada por T'. Suas representacoes matriciais estao listadas abaixo.

1 |1 1 10 e 0
H=— .S = 7T:em/8
V21 g 0 i 0 i3
A porta H é muito usada em algoritmos para criar um estado de super-

posicao de todos os vetores da base computacional” . A forma usual de gerar essa

7 A maioria dos algoritmos quanticos descritos nesta tese para o PSO utilizam a porta H para
gerar uma superposicao inicial sobre todos os elementos do grupo.
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superposicao é aplicar H®" ao estado |0)®"

2" —1

(H|0))® ¢2—n Z 7). (C.16)

Vamos agora as portas de 2 g-bits. A porta CNOT é uma porta quantica
controlada e é uma das principais portas usadas em algoritmos. Ela trabalha com
dois g-bits, um g-bit de controle e o outro o g-bit alvo. Como uma porta controlada
classica, o g-bit alvo s6 serd afetado pela porta NOT se o g-bit de controle estiver

no estado |1). Sua atuacdo na base computacional é

1) Lz} = 1) X7 1) = 1) 1 & ja) - (C.17)

Sua representagao matricial é dada por

CNOT =

O circuito da porta CNOT é exibido na Figura C.2

lj1) —— |j1)

|j2) —B— Xt |ja)

Figura C.2: Circuito da porta CNOT. A linha de cima representa o g-bit de controle
e a de baixo o g-bit alvo.

De forma mais geral, seja U uma porta quantica de n g-bits. Denotamos por
C(U), a porta U-controlada, que é uma operagao sobre n + 1 g-bits definida por
sua atuagao na base computacional: |j;) |k) — |j1) U’ |k), onde |j;) € {|0),[1)} e
|k) € {|0),---,|2" — 1)}. Seu circuito é mostrado na Figura C.3.

Podemos também definir um operador C (U) sobre m +n g-bits da seguinte
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|71) 1J1)

k) —U}— U7 k)

Figura C.3: Circuito da porta U controlada.

forma: Dados [j) € {|0),---,[2™" = 1)} e |k) € {|0),---,|2" — 1)}, a atuacdo de
C(U) é dada por |j) |k) — |j) U7 |k). Esta porta, pode ser vista como uma porta
C(U) generalizada, onde seu g-bit de controle é substituido por um estado de

controle. No circuito abaixo vemos sua representacao esquematica.

1)
U7 1)

A representacao gréfica é a mesma de C'(U), porém nao ha perigo de confuso pois
o primeiro registrador® tem mais do que um q-bit. E interessante notar que a porta
C(U) pode ser decomposta como uma composicéo de portas C'(U). Para tanto, con-
sidere a representacao bindria do registrador de controle, digamos |7) = [j1) -+ - |jm)-

O circuito da Figura C.4 mostra como fazer tal decomposicao, Portugal et al.

(2006).

1) e ——e——— [j1)
|jm72> e |jm72>
| Jm-1) . |Jm—1)

) s )

k) =" U* U UE U e U k)

Figura C.4: Circuito decompondo C(U) através da porta controlada C/(U).

8 A palavra registrador é usada como sinénimo para um vetor de estado.
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