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Resumo da Dissertagao apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessarios para a obtenc¢ao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ALGORITMOS QUANTICOS PARA O PROBLEMA DO
ISOMORFISMO DE GRAFOS

Edinelco Dalcumune

Marco, 2008

Orientador: Renato Portugal, D.Sc

O problema do isomorfismo de grafos possui aplicagoes em diversas areas da
ciéencia. Tal problema nao possui uma solucao eficiente para o seu caso geral. No
presente trabalho, apresentamos os conceitos béasicos em teoria de grupos, teoria
dos grafos e mecéanica quantica. Apresentamos o problema do subgrupo oculto e
uma conhecida redugao polinomial do problema do isomorfismo de grafos no seu
caso geral para o problema do subgrupo oculto sobre o grupo simétrico. Utilizamos
um método que reduz o problema do isomorfismo de grafos para o problema de
intersecao de grupos. Este método utiliza resultados da computacao quantica e da
teoria dos grupos soliveis, nos permitindo obter uma solucao eficiente através de
um algoritmo quantico para o problema do isomorfismo de grafos para uma classe

particular de grafos.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

QUANTUM ALGORITHMS FOR THE GRAPH ISOMORPHISM
PROBLEM

Edinelco Dalcumune

March, 2008.

Advisor: Renato Portugal, D.Sc

The graph isomorphism problem has applications in several areas of science.
This problem has not an efficient solution to its general case. In this work, we
present the basic concepts of group theory, graph theory and quantum mechanics.
We introduce the hidden subgroup problem and a known polynomial reduction of
the graph isomorphism problem in its general case to the hidden subgroup prob-
lem on the symmetric group. We use a method that reduces the graph isomor-
phism problem to the group intersection problem. This method combines results
from quantum computing and solvable group theory providing a efficient solution
through a quantum algorithm to the graph isomorphism problem for the particular

class of graphs.
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Capitulo 1

Introducao

Estruturas quimicas podem ser descritas em termos da teoria de grafos; ato-
mos sao interpretados como vértices e as ligagoes sao interpretadas como arestas. O
problema de isomorfismo de grafos tem atraido muitos pesquisadores devido a inti-
meras aplicagoes praticas em varias areas da ciéncia, como por exemplo, quimica
[Liu e Klein (1991), Raymond e Willett (2002), Valiente (2002)], biologia com-
putacional [Valiente (2002), Gan et al. (2003)], entre outras [Kobler et al. (1993),
Fortin (1996)]. Além, é claro, da computagao tedrica, sendo assim um grande de-
safio matematico. Este problema pertence a classe dos problemas NP, mas nao se
sabe se estd nas classes P ou NP-Completa [Papadimitriou (1994), Kaye et al.
(2007)]. Existem fortes evidéncias de que nao pertenca a classe NP-Completa.

O Problema de isomorfismo de grafos pode ser visto da seguinte forma: Sejam
I'y e 'y dois grafos nao-orientados sobre os vértices V' = {vy,...,v,}. Sdo 'y e I'y
isomorfos? Ou seja, existe uma fungao bijetora ¢ : V- — V tal que a aresta (v;, v;)
estara contida em I'y se e somente se (¢(v;), p(v;)) estiver contida em I'y?

Nao é conhecido na literatura um algoritmo classico eficiente para o problema
do isomorfismo de grafos para o caso geral. O melhor algoritmo conhecido para tal
problema “roda”em tempo ¢?(V*1°6™) [Babai (1980), Babai e Luks (1983), Zemly-
achenko et al. (1985)]. Dizemos que tal algoritmo é subexponencial no nimero de
vértices dos grafos de entrada. Existem algoritmos classicos eficientes para algu-

mas classes de grafos, ou seja, algoritmos polinomiais no nimero de vértices dos



grafos de entrada. Contudo, o problema geral continua desafiando a comunidade
cientifica.

A Computagao Quantica [Nielsen e Chuang (2000), Kaye et al. (2007)] é
uma area de pesquisa recente que utiliza elementos de trés dreas importantes:
Matematica, Fisica e Computacao. O objetivo da Computacao Quantica é estudar
métodos para processar, transmitir e armazenar informacoes contidas em esta-
dos quanticos. Os seguintes questionamentos nos motivam a estudar Computagao
Quantica: Existem problemas que os computadores quanticos podem resolver mais
rapidamente do que os classicos? O que faz os computadores quanticos serem mais
eficientes do que os classicos?

A Computacao Quantica nasce no inicio da década de 1980 quando Feyn-
man apontou a existéncia de grandes dificuldades para simular sistemas quanticos
em computadores classicos, sugerindo que a construgao de computadores baseados
nos principios da Mecéanica Quantica evitaria tais dificuldades [Feynman (1982)].
Os argumentos de Feynman estimularam David Deutsch a generalizar o modelo
mais fundamental da Computacao Classica, a saber, a maquina de Turing, para o
seu equivalente quantico num trabalho histérico [Deutsch (1985)]. Posteriormente,
generalizou também o modelo de circuitos baseados em portas logicas. Oper-
adores unitarios tomaram o lugar das usuais portas légicas AND, OR e NOT. Em
1994, [Shor (1994)] construiu com base nos trabalhos de [Deutsch (1985)] e [Simon
(1994)] um algoritmo quantico que pode fatorar inteiros grandes exponencialmente
mais rapido do que qualquer método classico conhecido. Esse algoritmo permite a
quebra dos principais cdédigos de criptografia usados atualmente, como RSA, Diffie-
Hellman e ElGamal [Koblitz (1998)], caso um computador quantico de tamanho
razoavel esteja disponivel.

A maioria dos algoritmos quanticos com ganho exponencial em relagao aos
seus equivalentes cléssicos, tais como, o algoritmo de Shor, pode ser considerada
como um caso particular do chamado Problema do Subgrupo Oculto (PSO). O

PSO consiste em achar os geradores de um subgrupo H de um determinado grupo



finito G com uma funcao oraculo f definida de G para um conjunto finito X tal
que f(a) = f(b) se, e somente se, aH = bH para todo a,b € G.

No presente trabalho, veremos que o Problema do Isomorfismo de Grafos
pode ser visto como um Problema do Subgrupo Oculto nao abeliano sobre o grupo
simétrico S, como foi mostrado por [Beals (1997), Ettinger e Hgyer (1999), Jozsa
(2000), Ahn (2002), Lomont (2004)], onde devemos encontrar um conjunto de ge-
radores para o grupo de automorfismos do grafo, que é um subgrupo do grupo
simétrico 5,. Utilizaremos o Problema de Intersecao de Grupos de permutacoes
[Hoffman (1979), Fenner e Zhang (2005)], juntamente com resultados da Com-
putacao Quantica para determinar, dado o estagio atual de desenvolvimento da
Computacao Quantica a existéncia de algoritmos quanticos eficientes para o Pro-
blema do Isomorfismo de Grafos em muitas classes de grafos ou nao. Mostraremos
que para a classe de grafos A,, esse método empregado produz um algoritmo quan-
tico eficiente, com algumas restricoes. Mostrando assim, aplicacoes da Computagao
Quantica ao Problema do Isomorfismo de Grafos.

No capitulo 2, apresentaremos uma revisao de topicos de teoria de grupos
necessarios ao entendimento do restante da dissertacao. Inclui-se nessa revisao
conceitos sobre o grupo simétrico e grupos soliveis. No capitulo 3, daremos as
nocgoes basicas sobre teoria dos grafos. Ainda no capitulo 3, enunciaremos os pro-
blemas do isomorfismo e automorfismo de grafos, bem como, relagoes entre os dois
problemas. No capitulo 4, apresentaremos uma descricao matematica do problema
do isomorfismo de grafos. Definiremos o problema de intersecao de grupos e sua
relacao com o problema do isomorfismo de grafos. Daremos exemplos de grafos, in-
cluindo classes onde o problema do isomorfismo de grafos é resolvido eficientemente
num computador classico. Ainda no capitulo 4, mostraremos a complexidade de
tal problema. No capitulo 5, faremos uma revisao sobre mecanica quantica. Apre-
sentaremos também o problema do subgrupo oculto e o algoritmo quantico para
o caso abeliano. Finalmente, no capitulo 6, apresentaremos aplicagoes da com-

putagao quantica para o problema do isomorfismo de grafos, incluindo uma visao



do problema do isomorfismo de grafos como um problema do subgrupo oculto.
Ainda neste capitulo, daremos um algoritmo quantico eficiente usando o problema
de intersecao de grupos para resolver o problema do isomorfismo de grafos para

uma classe particular de grafos, como foi dito no paragrafo anterior.



Capitulo 2

Teoria de Grupos

Neste capitulo, apresentamos uma revisao de topicos de Teoria de Grupos
necessarios ao entendimento do restante da dissertacao. Seguimos a linguagem

cléssica de Algebra [Herstein (1986), Garcia e Lequain (2001)].

2.1 Teoria Basica de Grupos

Nesta secao veremos algumas defini¢oes bésicas e exemplos da Teoria de

Grupos que serao necessarios para o entendimento do restante do trabalho.

Definicao 1 Um conjunto nao-vazio G é dito um grupo se em G existe uma

operagao (x) definida tal que:
(i) a,b € G implica que a*xb € G.
(ii) Dados a,b,c € G, entdo a x (b c) = (a*b) * c.
(i) Jee Giaxe=exa=a,VacQGq.
(iv) Vae G,3be Gaxb=bxa=¢c (b=a').
Por simplicidade denotaremos a * b por ab para todo a,b € G.

Definicao 2 Se GG é um grupo tal que ab = ba,V a,b € G, nds dizemos que G é

um grupo abeliano.



Definicao 3 Seja G um grupo. Um subconjunto nao-vazio H de G é um sub-
grupo de G (denotamos H < () quando, com a operagao de GG, o conjunto H é

um grupo.

Proposicao 1 Seja H um subconjunto nao-vazio do grupo GG. Entao H é um

subgrupo de G se e somente se as duas condigoes seguintes sao satisfeitas:
1) hihy € H,V hl, hy € H.

2) h"!e H,V h e H.

Lema 1 Seja G um grupo e H um subconjunto finito nao-vazio de GG fechado sobre

a operagao em G. Entao H é um subgrupo de G.

Demonstracao: Vide [Herstein (1986)].

Corolario 1 Se GG é um grupo finito e H é um subconjunto nao-vazio de G fechado

sobre a operacao em (G, entao H é um subgrupo de G.

Definicao 4 Seja G um grupo.
(i) A ordem de G (denotamos |G|) é a cardinalidade do conjunto G.

(ii) Se a € G, entao a ordem do elemento a (denotamos |a| ou o(a)) é o menor

inteiro positivo n tal que " = e (Se n nao existir, dizemos que o(a) = o).

(iii) O expoente de G, exp(G) é o menor inteiro positivo m tal que a™ = e para

todo a € G (Se m nao existir, dizemos que exp(G) = 00).

Dizemos que um conjunto de elementos gy, ..., gx gera um grupo G se cada
elemento de G puder ser escrito como um produto de elementos (e seus inversos)
da lista g, ..., gx € denota-se G = (g1, ..., gx)-

O seguinte teorema é importante pois tem implicacoes em algoritmos quan-

ticos.



Teorema 1 Todo grupo G de ordem finita |G| > 1 admite um conjunto gerador

de tamanho no maximo |log, |G|].

Demonstracao: Vide [Hoffman (1979)].

Definicao 5 Um grupo G é dito ciclico se existe algum elemento g € G tal que

(9) = G. Neste caso, g é dito gerador de G.

O grupo Z com a operagao de adicao é ciclico. Os grupos Z,, com a operagao
de adicao médulo n sao ciclicos. Note que se G é ciclico, entao G é abeliano.

Sendo (G1, *1) e (Ga, *2) dois grupos. No conjunto G; X G5 defina a operagao

(91:92) - (g1, 92) = (91 %1 91, G2 *2 G)

Logo, (Gy x Gg,-) é um grupo chamado produto direto de G com G3. Mais
geralmente, dados grupos (G, *1), ..., (Gy, *,), defina a no¢ao de produto direto
G xGyx...xG,.

Outro importante teorema que tem implicagoes em algoritmos quanticos é o

seguinte.

Teorema 2 (Teorema Fundamental sobre Grupos Abelianos Finitos) Um

grupo abeliano finito é o produto direto de grupos ciclicos.

Demonstracao: Vide [Herstein (1986)].
|
Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Sendo = € G, definimos uma
classe lateral a esquerda de H em G como sendo o conjunto H = {zh|h € H}.
Em particular, H é uma classe lateral do elemento e a esquerda. Analogamente,
definimos uma classe lateral a direita de H em G como sendo o conjunto Hx =
{hx|h € H}.
Duas classes laterais a esquerda (direita) de H em G sao disjuntas ou sao
iguais. Portanto, podemos escrever G como uma uniao disjunta de classes laterais,

ouseja, G=HUx HUxsHU ..Uz, H.

7



Definicao 6 A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda (direita)

¢ o indice de H em G} ele serd denotado por (G : H).

Tomando um conjunto de representantes das classes laterais a esquerda de
H em G (um elemento de cada classe lateral) vemos que a cardinalidade deste

conjunto ¢é igual a (G : H).

Proposicao 2 Todas as classes laterais de H em G tém a mesma cardinalidade,

igual a cardinalidade de H.

Teorema 3 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um sub-
grupo de G. Entao |G| = |H|(G : H); em particular, a ordem e o indice de H

dividem a ordem de G.

Suponha que GG é um grupo. Dois elementos a e b de GG sao chamados
conjugados se existe um elemento ¢ € G com gag~! = b. Além disso, dado
qualquer subconjunto S de G (S nao necessariamente um subgrupo), definimos
um subconjunto 7' de G como conjugado a S se e somente se existe algum g € G
tal que T = gSg~ .

Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. A operacao de G induz de
maneira natural uma operagao sobre o conjunto de classes laterais a esquerda de
H em @G, isto é, a operagao

(xH,yH) — xyH
¢ bem definida, no sentido de nao depender da escolha dos representantes x e y.

Definicao 7 Um subgrupo N de G é um subgrupo normal de G se g !Ng = N
para todo g € GG. Denotamos por N <(G. Neste caso, as classes laterais a esquerda
de N sao iguais as classes laterais a direita de N; vamos chamaéa-las de classes

laterais de N.

Os grupos {e}, G sao subgrupos normais de G. Dados dois grupos G e H,
se (G: H)=2,entao H < G.



Teorema 4 Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Entao o conjunto

das classes laterais, com a operacao induzida de GG, é um grupo.

Definicao 8 Sejam GG um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo de suas

classes laterais com a operagao induzida de G é o grupo quociente de G por H;

G

ele serd denotado por G/H ou por 3.

Seja D,, o grupo nao-abeliano chamado grupo diedral ou grupo de simetrias
do poligono regular de n vértices, que é formado pelas rotagoes e reflexoes do plano

que preservam o poligono. Formalmente, temos

Definigao 9 Se denotarmos por p uma rotagdo do angulo 27/n e por o uma
reflexao em relacao a um eixo de simetria do poligono, entao o grupo diedral é

dado por

Dn = <p7 O-> = {67 p? "'7pn_170-7 Up? "'7Upn_1}'

Este grupo possui uma apresentacao com geradores p e o que estao relaciona-

dos como a seguir

pt=0=e,po=0p "t
O conjunto formado pelas rotacoes formam um subgrupo abeliano de D,, que

denotaremos por C),.

2.2 O Grupo Simétrico

Definigao 10 Seja S um conjunto qualquer. Considere o conjunto P(S) = {f :
S — S|f é uma bijecao}. O conjunto P(S) com a opera¢ao composi¢ao de fungoes
é um grupo, nao-abeliano em geral. Quando S tem um nimero finito de elemen-
tos, digamos n, entao P(S) tem um nome especial. Ele serd chamado o grupo
simétrico de grau n ou grupo das permutacgoes de n letras e sera denotado

por S,,. Temos ainda que a ordem de S,, é n!.

9



E muito importante estudar os grupos 9, e seus subgrupos devido ao teorema

abaixo.

Teorema 5 (Teorema de Cayley) Seja G um grupo finito de ordem n. Entao

G é isomorfo a um subgrupo de S,,.

Se uma funcao f : S — S é uma bijecao, entao f pode ser representada
por uma permutacao do conjunto S. Vamos usar a notagao de produtos de ciclos
para permutacoes, como definimos abaixo. Composicoes de permutacoes sao lidas
a partir da direita para a esquerda, isto é, se m,7 € S,,, entao 77 é a permutacao

que primeiro aplica 7 e entao .

Definicao 11 Uma permutagao o € S, é chamada de r-ciclo se existem elementos
distintos i1, 19, ....,7, € {1,2,...,n} tais que o(iy) = is,0(i2) = i3,...,0(ip_1) =
ir,0(iy) = 11, € tais que o(i;) =15, V j € {1,2,...,n}\{i1, 2, ..., 43, }; tal r-ciclo sera
denotado por (i...i,); o nimero r é chamado o comprimento do ciclo. Os 2-ciclos

sao também chamados de transposicoes.

Sendo ¢ € S, um r-ciclo e 7 € S,, um s-ciclo, dizemos que as permutacoes o
e T sao disjuntas se nenhum elemento de {1,2,...,n} é movido simultaneamente
por ambas, isto é, V a € {1,2,...,n}, se g(a) # a entdo 7(a) = a e vice-versa, se

7(a) # a entao o(a) = a.
Lema 2 Toda permutacao em S, é o produto de ciclos disjuntos.

Nao é dificil ver que, se o, 7 € S, sao ciclos disjuntos, entao o7 = 70.
Também pode-se mostrar que a ordem de um r-ciclo 7 € S, é igual a r. Além disso,
sendo o1,...,0, € S, ciclos disjuntos de comprimentos r1, ..., 7, respectivamente,
entao o produto oi...0; tem ordem igual a mmc(ry, ..., 7).

Temos a seguinte proposicao,

Proposicao 3
(i) Todo elemento de S,, é um produto de transposigoes, isto é, S,,=({transposigoes}).
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(i) S,=((12),(13),...,(1n)).

(iii) S,=((12), (23),...,(n — 1n)).

Demonstracao: Vide [Garcia e Lequain (2001)].
n
Como consequéncia, temos que as permutacoes (12) e (12...n) geram o

grupo simétrico S, ou seja, S,=((12),(12...n)).

2.3 Grupos Soluveis

Informalmente, pode-se pensar nos grupos soliveis como “aproximadamente
abelianos”. Por exemplo, podemos considerar que um grupo G esta “perto” de ser
abeliano se ele contém um subgrupo normal H tal que tanto H quanto o quociente
G/H sao abelianos (um tal grupo diz-se metabeliano). Generalizaremos esta
idéia.

Primeiramente, vamos dar algumas defini¢oes.

Definigao 12 Seja G um grupo. Uma série subnormal de G é uma cadeia de

subgrupos
G:G0DG1DG2|>...I>G7L:{€} (21)
onde G4, é um subgrupo normal de G;, parai=0,1,...,n — 1.
Os grupos quocientes da série (2.1) sdo grupos G;/G;y1, parai =0,1,...,n—
1.

O refinamento da série subnormal (2.1) é uma série subnormal obtida a
partir de (2.1) pela inser¢ao de alguns (possivelmente nenhum) subgrupos. O
refinamento é proprio se algum subgrupo distinto dos ja existentes ¢ inserido na
série.

A série subnormal (2.1) é uma série de composicao se ela nao admite um

refinamento proprio.
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Definicao 13 Seja G um grupo. O comutador de dois elementos h,k € G é
definido como [h, k] := hkh™ k™. O comutador de dois subgrupos H, K < G é
definido como o subgrupo de G gerado por todos os comutadores [h, k] onde h € H
ek e K, isto é,

[H, K] := (hkh™'k"'|h € H,k € K).
Em particular, o grupo de comutadores G’ é igual a [G, G].

Definigao 14 Seja G um grupo. A série de comutadores (série derivada)
G>G >G >G >.>G > ..
de G é definida indutivamente por
G° =G, G =[G GY.
Isto é, Gt é o subgrupo dos comutadores do grupo G°, para cada i =
0,1,2,....
Proposigao 4 Seja G um grupo. As seguintes condigoes sao equivalentes:

(i) O grupo G possui uma série subnormal cujos grupos quocientes sao abelianos.

(ii) Existe um inteiro n tal que G™ = {e}.

No caso de G ser finito, elas sao também equivalentes a:

(iii) O grupo G possui uma série de composigao cujos grupos quocientes sao

abelianos (e portanto, sao ciclicos de ordem prima).

Definicao 15 Um grupo G é dito soliivel se ele satisfaz as condig¢oes equivalentes

da proposicao 4.

Definicao 16 Uma série de subgrupos de um grupo G

G=Gy>G1>Gy>...>G,={e} (2.2)
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¢é dita uma série normal de G se temos G; < GG, para cada ¢ = 0,1,...,r. Em

particular, uma série normal de GG é uma série subnormal de G.

Pode-se provar que todo grupo abeliano, todo p-grupo finito e todo grupo
finito de ordem impar sao soliveis. No entanto, se n > 5, entao o grupo simétrico
S,, nao é soluvel.

O grupo diedral (definigao 9) é solivel, de fato,

Teorema 6 Seja D,, o grupo diedral de ordem 2n. Entao D,, é solivel.

Demonstracao: Seja C, o grupo das rotagoes do poligono. Entao o grupo D,

possui a seguinte série subnormal com grupos quocientes abelianos

{1} < C, <D, (2.3)

De fato, primeiramente vemos que {1} <1 C,, e como |D,|/|C,| = 2, ou seja, (D,, :
C,) = 2, temos que C,, < D,,. Além disso, C,,/{1} é abeliano e D,,/C,, tem ordem

p = 2, portanto é abeliano.

Teorema 7 Seja G um grupo.
1) Seja H um subgrupo de G. Se G é soltvel, entao H é solivel.
2) Seja H um subgrupo normal de G. Entao, o grupo G é soluvel se e somente se

os grupos H e G/H sao soliveis.

Demonstragao: Vide [Garcia e Lequain (2001)].
[
Nés dizemos que uma familia de grupos abelianos é suavemente abeliano
se cada grupo na familia pode ser expressado como produto direto de um subgrupo
cujo expoente (veja Defini¢ao 4) é limitado por uma constante e um subgrupo de

tamanho polilogaritmico na ordem do grupo.
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Uma familia de grupos soltuveis é suavemente soltuvel se o comprimento
de cada série derivada é limitada por uma constante e a familia de todos os gru-
pos quocientes G*/G'! é suavemente abeliano. O termo suavemente solivel foi

introduzido por [Friedl et al. (2003)].
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Capitulo 3

Teoria dos Grafos

Serao descritos neste capitulo alguns conceitos basicos da Teoria dos Grafos,
bem como a definicao do Problema do Isomorfismo de Grafos e o Problema do
Automorfismo de Grafos, além de algumas relagbes entre os dois problemas. A
apresentacao cobre o necessario para a compreensao dos problemas e algoritmos
discutidos nos préximos capitulos. Também introduziremos aqui a terminologia
e notagao sobre grafos utilizados no restante da dissertacao [Szwarcfiter (1984),

Harary (1969)].

3.1 Nocoes Basicas de Grafos

Acredita-se que a Teoria dos Grafos teve inicio quando o famoso matemético
sui¢co Leonhard Euler publicou um artigo sobre o problema das “Sete Pontes de
Konigsberg”’em 1736. Na cidade de Konigsberg (atualmente Kaliningrado, Rissia)
havia um conjunto de sete pontes que cruzavam o rio Pregel (ver Figura 3.1). Elas
conectavam duas ilhas entre si e as ilhas com as margens. Durante muito tempo
os habitantes daquela cidade perguntavam-se se era possivel cruzar as sete pontes
numa caminhada continua sem passar duas vezes por qualquer uma delas. Euler
mostrou que a travessia proposta nao era possivel [Euler (1741), Alexanderson
(2006)]. Mas, nao se restringiu a resolver apenas este problema. Sua solugao foi
construida pensando o problema de forma mais abrangente, inaugurando assim a

Teoria de Grafos. A Figura 3.2 mostra um grafo para o problema.
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Lomment: Moad. SisTm VUL 228 Vi . 125.

Figura 3.1: As gravuras ilustrando o documento de Euler de 1736 sobre as pontes
de Konigsberg. Fonte: Alexanderson (2006)

C

>

B

Figura 3.2: Grafo do Problema das Sete Pontes de Konigsberg.

Um grafo (nao-orientado) I'" é uma estrutura (V, E), onde V' é um conjunto
finito nao-vazio e E/ é uma relagao £ C V x V do grafo. Os elementos de V' sao os
vértices e os de F sao as arestas de I', respectivamente. Cada aresta e € E sera
denotada pelo par de vértices e = (v, w) que a forma. Neste caso, os vértices v, w
sdo os extremos (ou extremidades) da aresta e, sendo denominados adjacentes.
A aresta e é dita incidente a ambos v,w. O nimero de arestas incidentes no

vértice v é chamado o grau de v. Duas arestas que possuem um extremo comum
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sao chamadas de arestas adjacentes.

Dizemos que um grafo D = (V, A) é um grafo orientado (digrafo) se V é um
conjunto de vértices e A um conjunto de pares ordenados de vértices, comumente
chamados de arcos ou arestas direcionadas.

Dizemos que I'' = (V', E') é um subgrafo do grafo I' = (V, E) se I" é um
grafo e V' C V, E CE.

Uma sequéncia de vértices vy, ..., v, tal que (v;,vj11) € B, 1 <j<k—1,¢
denominada um caminho. Um caminho de k£ vértices é formado por k — 1 arestas
que definem o comprimento do caminho. Se todos os vértices em um caminho sao
distintos, o caminho recebe o nome de simples ou elementar.

Um ciclo é um caminho vy, . .., vk, Vg1, onde v1 = Vg1, k > 3. Se o caminho
V1, ..., for simples o ciclo também é dito simples. O grafo que nao possui ciclos
¢ dito aciclico.

Um grafo é dito conexo quando existe um caminho ligando cada par de
vértices distintos, caso contrario o grafo é dito desconexo.

Seja S um conjunto e S C S. Diz-se que S* é maximal em relacdo a uma
certa propriedade P, quando S’ satisfaz a propriedade P e nao existe subconjunto
S" 55, que também satisfaz P. Ou seja, S’ nao estd propriamente contido em
nenhum subconjunto de S que satisfaca P.

Denominam-se componentes conexas de um grafo I' aos subgrafos maxi-
mais de ' que sejam conexos. A propriedade P, neste caso, é equivalente a ser
conexo.

Assumiremos que o conjunto de vértices seja dado por V. = {1,...,n}.
Permutacgoes dos vértices sao entao dadas por permutacoes no grupo simétrico
S,. Seja m € S, uma permutacao, escreveremos wl' para o grafo que é obtido
pela permutagao dos vértices de I' com m, isto é, nl' = n(V,F) = (V,7E) =
(V, {(x(0), ()i, ) € EY).

Um grafo pode ser visualizado através de uma representacao geométrica,

na qual seus vértices correspondem a pontos distintos do plano em posicoes arbi-
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trarias, enquanto que a cada aresta (v, w) é associada uma linha arbitréria unindo
os pontos correspondentes a v, w. Para maior facilidade de exposi¢ao, é usual iden-
tificar um grafo com a sua representacao geométrica. Isto é, no decorrer do texto

serd utilizado o termo grafo, significando também a sua representacao geométrica.

3.2 Problema do Isomorfismo de Grafos

A partir do que ja foi dito é possivel formular o seguinte problema. Dadas
duas representacoes geométricas, correspondem elas a um mesmo grafo? Em outras
palavras, é possivel fazer coincidir, respectivamente, os pontos de duas represen-
tagoes geométricas, de modo a preservar adjacéncia (ou seja, de modo a fazer
também coincidir as arestas)? Responderemos estas perguntas logo abaixo. Mas

primeiro, definiremos o que é isomorfismo de grafos.

Definigao 17 (Isomorfismo de Grafos) Dois grafos (orientados ou nao-orien-
tados) I'y = (Vi, Ey), [y = (Vs, E5) sdo chamados isomorfos se existe uma per-
mutacao 7 tal que 7'y = 'y, ou seja, tal que (7(u),7(v)) € Ey < (u,v) € FEj.
Neste caso, escrevemos 'y >~ I'y e 7 é chamado um isomorfismo de grafos entre I'y
e I'y. O conjunto de isomorfismos entre um grafo I'y e um grafo I'; é denotado por

ISO(Fl, FQ) .

Exemplo 1 OsgrafosI'y = (V4, Ey) ey = (Va, Ey), onde E; = {(1,2),(1,4),(2,5),
(2,6),(3,5),(4,5)} e Bs = {(1,5),(2,3),(2,4), (2,5), (3,6), (5,6)} sdo isomorfos via

a permutagao 7 = (1, 3)(4,6), ou seja, temos que TE; = F.

Exemplo 2 Podemos obter mais do que um isomorfismo para um par de grafos
isomorfos, como podemos ver na Figura 3.3. Neste caso, nés temos |Iso(I'y, I'y)| =
4, onde os isomorfismos sao dados pelas permutagoes 7 = (2,5), 7o = (1,6)(3,4),

73 =(1,4)(3,6) e 4y = (1,3)(2,5)(4,6).

Formalmente, o problema pode ser enunciado da seguinte maneira.
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Figura 3.3: Par de Grafos com 4 isomorfismos.

Problema 1 (Problema do Isomorfismo de Grafos) Dados dois grafos I'; e

I'y com n vértices cada, determinar se eles sao isomorfos.

Nao existe atualmente um algoritmo eficiente para resolver este problema no
caso geral. Poderiamos tentar todas as permutacoes possiveis, mas isso resultaria
em um algoritmo de complexidade O(n!). Para que dois grafos sejam isomorfos,

no minimo as seguintes condi¢oes tém que ser respeitadas (condigoes necessérias):
1- Ter o mesmo numero de vértices.
2- Ter o mesmo nimero de arestas.

3- Ter o mesmo numero de vértices de grau n, para qualquer valor n entre 0

e o numero de vértices que o grafo contém.

Note que isso nao é suficiente para que sejam isomorfos. Por exemplo, os

grafos da Figura 3.4 respeitam essas condicoes e nao sao isomorfos.

@

Figura 3.4: Par de grafos nao isomorfos.
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Mais detalhes sobre o Problema do Isomorfismo de Grafos pode ser encon-

trado em [Kébler et al. (1993)].

3.3 Problema do Automorfismo de Grafos

Um caso especial importante de isomorfismos de grafos sao os automorfismos

de grafos.

Definicao 18 (Automorfismo de Grafos) Sejal' = (V, E) um grafo, onde V' =
{1,...,n}. Uma permutagao m € S,, é um automorfismo de I" se (7w(u),n(v)) € E
sempre que (u,v) € E. O conjunto de automorfismos de um grafo I' é denotado

por Aut(I").

Em outras palavras, um automorfismo é uma permutacao de vértices que
preserva a relagao de adjacéncia bem como a de nao-adjacéncia. Claramente, cada

grafo tem a permutagao trivial como um automorfismo. Além disso, temos:

Proposicao 5 O conjunto Aut(I") é um subgrupo do grupo simétrico S,, : Aut(I') <
Sh.

Demonstracao: Claramente Aut(I') C S, uma vez que Aut(I') consiste de bi-
jecoes de um conjunto de n elementos sobre si mesmo. Como S,, é finito, basta
mostrarmos que Aut(I") é fechado com respeito a operacao de composi¢ao em S,,.
De fato, tomemos ¢,% € Aut(I') e sejam u,v € V' (conjunto de vértices), entao
¥ leva a aresta (u,v) para a aresta (1(u),1(v)), da mesma forma ¢ leva a aresta
(6(u), $(v)) para a aresta (6(1:(w)), G((v))) = ($(u), b(v)). Portanto, g leva
aresta em aresta, ou seja, ¢y € Aut(I).
|
Este é chamado o grupo de automorfismos do grafo. Um grafo é chamado
rigido se a permutacao trivial é seu unico automorfismo, isto é, se seu grupo de
automorfismos é o grupo trivial.

Temos entao o seguinte problema,
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Problema 2 (Problema do Automorfismo de Grafos) Dado um grafo I', o
Problema do Automorfismo de Grafos consiste em encontrar um conjunto de ge-

radores para Aut(l).

Dizemos que um problema P; é redutivel polinomialmente a um problema
Py, P o, P, se a existéncia de um algoritmo polinomial para P implica na
existéncia de um algoritmo polinomial para P;. Dois problemas sao equivalentes

polinomialmente se cada um é redutivel polinomialmente para o outro.

3.4 Relacoes entre Isomorfismos e Automorfismos de Grafos

A partir deste ponto denotaremos o Problema do Isomorfismo de Grafos e o
Problema do Automorfismo de Grafos por PIG e PAG, respectivamente. Seguem
algumas propriedades basicas de isomorfismos e automorfismos de grafos e relagoes
importantes entre os dois conceitos.

Primeiramente, temos por defini¢do que, dado um grafo I" entao Aut(I') =

Iso(I',T"). Segundo, temos o seguinte resultado.

Teorema 8 Sejam ['; e I'y dois grafos isomorfos com o mesmo conjunto de vér-
tices V' = {1,...,n}. Entao, Iso(I'1,I'y) = 7Aut(I'y) =Aut(I'y)7 para cada 7 €

ISO(Fl, FQ) .

Demonstracao: Sejam I'y = (V, Ey) e I'ys = (V, Ey) dois grafos e sejam ¢ e ¢
isomorfismos de I'; para I's, note que eles sao permutacoes em S,,. Da definicao,

temos

(v, w) € Ey & (6(v), p(w)), (¥(v), Y(w)) € Es.

Por isso, 1¥"'¢ é um automorfismo de I';. Assim, ¢ e 1) estdo na mesma

classe lateral a esquerda de Aut(I';). De fato,

¢ S wAut(Fl) (S QZ5 = wl/l_lgb S ¢¢_1¢Aut(F1) = wAut(Fl)
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Reciprocamente, sejam ¢ um isomorfismo de I'y para ['s e p um automorfismo
de I';. Entao ¢p é novamente um isomorfismo de I'; para I's. Assim, a classe lateral
a esquerda ¢Aut(I';) é o conjunto de todos os isomorfismos de I'; para I's.

Analogamente, mostra-se que Iso(T';,T's) =Aut(T'y)¢.

Corolario 2 Sejam I'; e I'; grafos isomorfos. Entao o niimero de isomorfismos de

Iy para I'y é igual a ordem de Aut(I'y) e igual a ordem de Aut(I's).

Corolario 3 Sejam I'; e I'y grafos isomorfos. Entao Aut(I'y) e Aut(I'y) s@o con-

jugados em P(V'), onde V é o conjunto de vértices de I'y e I'y.

Demonstragao: Seja ¢ € Iso(I'1,T), p € Aut(Ty), 7 € Aut(Ty). Entao ¢po! €
Aut(Ty) e o179 € Aut(T).

]

Notemos que a volta do Corolario 3 nao é verdade. Antes de dar um exemplo,

considere a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 19 Seja I' = (V,E) um grafo. O grafo complementar I de T' é o
grafo (V, E), onde (v,w) € E se (v,w) ¢ E. Podemos também escrever I' =

(V,V xV —E).

Exemplo 3 O grafo completo K,, é um grafo com vértices V' = {1,...,n} tais
que todos dois vértices distintos sdo adjacentes. O grafo complementar K,, de K,
é um grafo que tem V' = {1,...,n} como conjunto de vértices e nenhuma aresta.

Claramente, S,, =Aut(K,) =Aut(K,), mas K, e K, nao sio isomorfos paran > 1.
Vamos ilustrar o Teorema 8 e seus corolarios a seguir:

Exemplo 4 Sejam I'y = (V,E;) e I'y = (V,Ey), onde V = {1,...,5}, B} =
{(1,2),(1,4),(2,3),(3,4),(3,5)} e By = {(1,4),(1,5),(2,3),(3,4),(3,5)}. Os grafos
I'y e I'y sao isomorfos (ver Figura 3.5). Existem dois isomorfismos de I'; para Iy,
a saber, m; = (2,4,5) e mp = (2,5). Portanto, Iso(I'y,I'y) = {(2,4,5),(2,5)}. Além
disso, verifica-se que Aut(I';) = {( ),(2,4)} e Aut(I'y) ={( ), (4,5)}.
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Tomando m; = (2,4,5), temos

mAut(Ty) ={(2,4,5),(2,4,5)(2,4)} = {(2,4,5),(2,5)}

Aut(T9)m = {(2,4,5),(4,5)(2,4,5)} = {(2,4,5),(2,5)}

Analogamente, tomando 7y = (2,5), temos

mAut(l'r) = {(2,5),(2,5)(2,4)} = {(2,5),(2,4,5)}

Aut(ly)my = {(2,5), (4,5)(2,5)} = {(2,5),(2,4,5)}

Portanto, Iso(I'y, I'y) = mAut(I'y) =Aut(ly)m para cada 7 € Iso(I'y, I'y).
Note ainda que, (4,5) = (2,5)71(2,4)(2,5), ou seja, (4,5) e (2,4) pertencem

a mesma classe de conjugagao. Portanto, Aut(I'y) = (2,5)Aut(I';).

Figura 3.5: Grafos isomorfos para ilustrar o Teorema 8 e seus corolarios.

Agora, daremos uma relacao ainda mais importante entre os dois problemas.
Um algoritmo eficiente para resolver o PIG implica num algoritmo eficiente para

resolver o PAG.

Teorema 9 O Problema do Automorfismos de Grafos é redutivel polinomialmente

para o Problema do Isomorfismos de Grafos, PAG oc, PIG.

Demonstracao: Vide [Mathon (1979)].
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Para cada permutacdo 7 € S, temos que 7I' = 7L. De fato, 7' = 7(V,V x
V —E)=(V,V xV —xE). Por outro lado, temos que 7' = (V,7E) = (V,V x
V —7FE). Uma consequéncia imediata disto é que se 7 é um isomorfismo entre I'y e
'y, entdo 7 é também um isomorfismo entre I'; e ['y: 7'y = 7y = 5. Em outras

palavras,

[SO(Fl, Fg) = ISO(F_l, F_Q) (31)

Se o grafo I' ndo é conexo, entdo seu grafo complementar I' o serd. Por-
tanto, sempre que considerarmos isomorfismos entre grafos, podemos assumir que
no minimo um dos grafos é conexo. Além disso, se um dos grafos é conexo e o
outro nao ¢, entao sabemos que eles nao sao isomorfos. Logo, podemos sempre
assumir que ambos os grafos sao conexos.

Outra importante “transformacao de grafos” é a uniao disjunta de grafos

dada pela seguinte definigao,

Definigao 20 Dados dois grafos I'y = (Vi, Ey) e I'y = (Va, Ey) com conjuntos
disjuntos de vértices V; e V, (e portanto, conjuntos disjuntos de arestas), sua
unido disjunta é dada por I'y UT'y = (V3 U Vs, By U Ey), ou seja, é o grafo obtido

pela uniao dos conjuntos de vértices e uniao dos conjuntos de arestas dos grafos.

Exemplo 5 O grupo de automorfismos do ciclo de comprimento n é o grupo
Diedral D,, de ordem 2n. Além disso, o grupo de automorfismos do ciclo orientado
de comprimento n é o grupo ciclico Z,, de ordem n.

No entanto, um caminho de comprimento > 1 tem apenas 2 automorfismos.
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Capitulo 4

Descricao Matematica do Problema do

Isomorfismo de Grafos

4.1 Isomorfismos de Grafos e Intersegcao de Grupos

Neste capitulo, mostraremos que o Problema do Isomorfismo de Grafos pode
ser reduzido para o problema de encontrar o conjunto de geradores para a intersecao
de dois grupos de permutacoes, ou seja, um algoritmo de tempo polinomial para
o problema de intersecao de grupos de permutagoes implica na existéncia de um
algoritmo de tempo polinomial para o problema do isomorfismo de grafos [Hoffman
(1979)]. Para isso, mostraremos que o grupo de automorfismos de todo grafo é
isomorfo a intersecao de dois grupos de permutacoes para os quais os conjuntos
geradores sao conhecidos.

Definimos entao o Problema de Intersecao de Grupos para grupos de permu-

tagoes:

Problema 3 (Problema de Intersecao de Grupos) Dados conjuntos de ger-
adores para dois grupos de permutagoes A < S, e B < S,, para algum n, determinar

um conjunto gerador para C' = AN B.

Nao existe algoritmo classico eficiente para tal problema.
Para todo grupo G, existe um grafo cujo grupo de automorfismos é isomorfo
a G [Frucht (1939)]. O grupo de automorfismos de um grafo caracteriza suas

simetrias, e além disso, é muito usado na determinacao de certas propriedades.
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Teorema 10 Todo grupo é um grupo de automorfismos de algum grafo. Além

disso, se o grupo é finito, entao o grafo pode ser tomado como finito.

Demonstragao: Vide [Frucht (1939)].
[
Subsequentemente, [Frucht (1949)] mostrou que todo grupo é o grupo de
automorfismo de um grafo de grau 3, e isto tem inspirado um grande nimero de
resultados similares.
Seja I' = (V, EY) um grafo com conjunto de vértices V' = {1,...,n}. Cons-
truiremos uma nova representacao para S, fazendo o grupo atuar no conjunto de
todos os pares nao-ordenados (i,7),1 < i,j < n,i # j, ou seja, o conjunto de

n(n—1)
2

arestas e nao-arestas, £ U E. Repare que |E U E| = . A nova representacao

¢ obtida através da associagao de m em S,, com uma permutagao ¢ € Syn—1)/2

agindo sobre os pares nao-ordenados (i, 7) da seguinte maneira:

Ui, §) = (w(i), 7(5))- (4.1)

Vamos denotar por S, essa nova representacio para S,. Entdo, temos que
S, atua no conjunto {1,...,n} enquanto S, atua no conjunto EUE = {(i,),1 <
i,7 <mn,i# j}. Podemos dizer ainda que {1,...,n} sdo os pontos de S,, e que os

elementos de F'U E sao os pontos de S;L. Temos entao o seguinte resultado,

Proposicao 6 Seja S, definido como acima e seja a funcao

¢:Sn—>5;b

T = Un

tal que ¥, (i,j) = (n(i),7(j)), onde 1 < i,j < n,i # j. Entao a fungdo ¢ é um

isomorfismo.
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Demonstracao: Sejam 7,7 € .5,,. Entao,

o(7)(i,5) = ar(i,)) = (77(2), 77(j))
= (w(r(0), 7(7(4))) = ¥ (7(2),7(5))
= Ue(r(i, 7)) = a2 (i J)
= o(m)e(7) (0, j)

Portanto ¢ é um homomorfismo. Além disso, por definicao, temos que ¢ é

uma bijecao.
]
Note que S, pode ser gerado por duas permutacoes, por exemplo por m =
(1,2) e my = (1,...,n) (consequéncia da Proposicao 3). Portanto, S, também
pode ser gerado por duas permutacdes, a saber, ¥, € 1r,. Seja E o conjunto de
nio-arestas de I'. Seja T = P(E) x P(E), o produto direto de P(E) e P(E). Pelo
que acabamos de ver, sabemos que T é gerado por quatro permutagoes que nos

conhecemos. Entao, afirmamos o seguinte:

Teorema 11 Seja I' = (V, E') um grafo com conjunto de vértices V = {1,... ,n}.

Entdo, Aut(T) ~ S, NT.

Demonstragao: Seja A =Aut([') < S, o grupo de automorfismos de I'. Seja
A’ o conjunto de elementos em S, correspondentes aos elementos de A, obtidos
através do isomorfismo ¢ : S, — S, (ver proposicio 6), de modo que tenhamos
A~ A'. Mostraremos entdo que A" = S, NT.

Seja m € A um automorfismo de I e seja 1, o elemento correspondente em
A'. Entdo, ¥, é um elemento de S,. Além disso, como 7 leva arestas em arestas e
nao-arestas em nao-arestas, 1, estd também em T pela defini¢cao de tal conjunto.

Reciprocamente, seja 1, em S;L NT. Uma vez que ¥, € S,;, existe uma
permutacao de vértices associada m em S,,, além disso, como ¢, € T', a permutacao
de vértices m correspondente leva arestas em arestas e nao-arestas para nao-arestas,

logo 7 é um automorfismo, ou seja, 7 € A =Aut(I'), daf ¢, € A
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Portanto, A" = S;l NT. Mas, como A ~ A', temos que A ~ S; NT', conforme
queriamos demonstrar.

[ |

Notemos que a intersecao acima faz sentido porque 1" é isomorfo a um sub-

grupo de Sn(n_ 1)/2-

Corolario 4 Se o problema de intersegao de grupos estd em P (ver segao 4.3),

entao segue que o problema de isomorfismo de grafos também estd em P.

E uma questao em aberto se a volta do Corolario 4 é verdadeira.

Vamos ilustrar o Teorema 11 com um exemplo.

Exemplo 6 SejaI' = (V, E) um grafo tal que V' = {1,2,3,4} e £ = {(1,2), (1, 3),

(2,3),(3,4)}. Na Figura 4.1 temos uma representagao para tal grafo.

1 3

2 4

Figura 4.1: grafo I' = (V| E)

Primeiramente, vemos que E = {(1,4),(2,4)}, logo, temos que E U E =
{(1,2),(1,3),(2,3),(3,4),(1,4),(2,4)}. E fécil ver, neste caso, que Aut(') =
{( ),(1,2)}, porém vamos achar esse resultado através do Teorema 11.

Vamos reescrever o conjunto E de tal forma que 1 represente a aresta (1,2),
2 represente a aresta (1,3), 3 represente a aresta (2,3) e 4 represente a aresta
(3,4). Da mesma forma vamos representar a ndo-aresta (1,4) por 5 e a nao-aresta
(2,4) por 6, portanto o conjunto E U E serd dado nessa nova representacao por

EUFE =1{1,2,3,4,5,6}.
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Logo, usando essa nova representacao temos também os seguintes conjuntos

P(E) =1{( ), (5,6)}

P(E) = {( )7 (172)7 (173)7 (174}, . } =5

Definimos agora o conjunto T = P(E) x P(E) = {(r,7);7 € P(E),T €
P(E)}, produto direto de P(E) e P(E).

Obtemos também o grupo S; a partir de Sy, pelo isomorfismo (conforme
Proposicao 6) definido por ¢, (i, j) = (7(i), 7(j)), onde ® € Sy, ¢y € Sy, 1 < i, 5 <
4,1 # j. Por exemplo, se m = (1,2) entao ¥, = (2,3)(5,6). Note que ¢, € T. Por
outro lado, se m = (3,4) entao ¥, = (2,5)(3,6). Note que nesse caso ¢, ¢ T

Repare que S; < Sg e T' é isomorfo a um subgrupo de Sg. Portanto podemos

fazer a intersecao de tais grupos, que neste caso serd igual a:

A=8n0T={( ) (23)56)}

Portanto, pelo Teorema 11, temos que A" ~ A =Aut(T"). Usando o isomor-
fismo citado acima e sabendo que A" = {( ), (2,3)(5,6)}, temos que a permutacio
(2,3)(5,6) em A" = S; N T equivale a permutacdo (1,2) em A =Aut(I'), portanto

A=Aut(T") = {( ),(1,2)}, confirmando o que ji sabiamos.
4.2 Grafos com grupo de automorfismos solivel

Dado um grafo I' com n vértices, vimos pela Proposi¢ao 5 que seu grupo de
automorfismos Aut(I") é subgrupo do grupo simétrico S,,. Além disso, pelo Teo-
rema 11, vimos que Aut(I') ~ S, NT, onde S, e T foram definidos anteriormente.

Seja a classe de grafos A, = (Va,, E4,), onde Vy, = {a;, b;,¢c; : 0 <i < n}
e Ea, = {(a;,ai11), (@i, b;), (a;, c;), (b, ¢;), (ciyaiv1) : 0 < i < n}, onde todos os
indices sao lidos médulo n, isto é, A,, é composto de um n-ciclo (ay, ..., a,—1) com
um retangulo desenhado sobre cada lado mais uma diagonal em cada retangulo.

Veja a Figura 4.2.
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E facil ver que [V, | = 3n. Podemos também verificar que, Aut(4,) = C,
[Harary (1969)], onde C,, é o grupo ciclico de ordem n. Rotagoes por 27/n geram
um subgrupo isomorfo a C),, o grupo ciclico de ordem n. Portanto, temos que
Aut(A,) < Ss,.

Vejamos um exemplo,

Exemplo 7 Seja o grafo A3 = (Va,, Ea,), onde Vi, = {a;,b;,¢; : 0 < i < 3} e
Eay = {(ai, aiv1), (@i, bi), (i, i), (bis ¢i), (¢iy aip) + 0 < i < 3}, descrito na Figura
4.2. Este é o menor grafo cujo grupo de automorfismos é o C5 [Harary e Palmer

(1966/1972)].

Figura 4.2: Exemplo de um grafo da classe A,,, com n = 3.

Renomeando os elementos do conjunto Vy,, chamando ay de 1, a; de 2 até co
de 9, entao teremos Vyu, = {1,2,...,9} e portanto, E4, = {(1,2),(2,3),(1,3), (1,4),
(2,5),(3,6),(1,7),(2,8),(3,9),(4,7),(5,8),(6,9),(2,7),(3,8),(1,9) }. Temos entao
que, B4, = E(Ky) — E4, (onde Ky é o grafo completo, definido no exemplo 3).

Definiremos agora o conjunto 7" como sendo o produto direto de P(F,,) com
P(E4,), ouseja, T = P(Ey,) x P(E4,). Como |E(Ky)| = 36, temos que |E4,| =
21, a saber, B4, = {(1,5),(1,6),(1,8),(2,4),(2,6),(2,9), (3,4), (3,5), (3,7), (4,5),
(4,6), (4,8),(4,9),(5,6),(5,7),(5,9), (6,7), (6,8), (7,8),(7,9), (8,9)}.

. ’ . / .
Por outro lado, construiremos também o conjunto Sy a partir de Sy, usando
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o seguinte homomorfismo, conforme Proposicao 6.

Ua(t,5) = (i), 7(5)), ™ € So, 1 <, j < 9,0 # .

Logo,

S!; = {@Z)m@bw(lvj) = (W(i),ﬂ'(j)),ﬂ' € 5971 S 17] S 97Z 7é.]} < 336

Assim, pelo teorema 11 temos que Aut(As) ~ Sy NT. Por outro lado, temos
que Aut(Asz) = C3 (o grupo ciclico C3). Mas, C3 < Ds.
Em geral, temos que o grupo de automorfismos Aut(A,) = C,, < D,,. Além

disso, vimos no Teorema 6 que o grupo D,, é solivel.

4.3 Problemas de Reconhecimento de Linguagens e Classes de

Complexidade

Nesta secao vamos fazer uma breve revisao das classes de complexidade clas-
sica e quantica.

A fim de computar, precisamos de uma maneira razoavel para representar
informacao. Codificacao unéria (ou seja, que representam o nimero j por uma se-
qiiéncia de 1s de comprimento j) é exponencialmente menos eficaz do que usar se-
quéncias de simbolos a partir de qualquer alfabeto fixado de tamanho, pelo menos,
2. Passar de um alfabeto de tamanho 2 para um alfabeto maior de tamanho fixo
s6 muda o tamanho da representacao do problema por um fator constante. Entao,
vamos simplesmente utilizar o alfabeto ¥ = {0,1}. O conjunto ¥* denota todas as
seqiiéncias (strings) de comprimento finito sobre este alfabeto. Uma linguagem L é
um subconjunto de ¥*. Em particular, usualmente L é um conjunto de seqiiéncias
com alguma propriedade de interesse.

Um algoritmo ‘resolve o problema de reconhecimento de linguagem para L’
se ele aceita toda seqiiéncia x € L e rejeita toda seqiiéncia x ¢ L.

Por exemplo, o problema de decidir se um inteiro n (representado como uma
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seqiiéncia de bits) é primo é refeito como o problema de reconhecer se a seqiiéncia
representando n estd na linguagem PRIME = {10, 11,010,011, 101, 111, ...} (que
consiste no conjunto de todas as seqiiéncias que representam nimeros primos, de
acordo com alguma codificagao razoavel, o que neste caso é a codificagao bindria
‘padrao’).

Agora que mostramos como expressar problemas de decisao em termos de re-
conhecer os elementos de uma linguagem, podemos definir diferentes classes de lin-
guagens. Por exemplo, definimos formalmente P (‘tempo polinomial’) como sendo
a classe de linguagens L para as quais existe um algoritmo classico deterministico A
executando no pior caso em tempo polinomial, isto é, existe um polinémio p(n) tal
que A executa por tempo no maximo p(n) instrugoes elementares sobre entradas
de comprimento n de tal forma que, para uma eventual entrada x € ¥* o algoritmo
A sobre a entrada x, produz ‘aceitar’ se e somente se € L. Note que nesta classe
nao é possivel capturar as vantagens da utilizacao da aleatoriedade para resolver
problemas.

A classe BPP (‘tempo polinomial probabilistico com erro limitado’) é com-
posta por todas as linguagens L para as quais existem um algoritmo classico
randomico A executando com pior caso tempo polinomial tal que, para qualquer
entrada z € X* temos

e Se r € L entao a probabilidade de A aceitar x é no minimo %

1
3

e Se x ¢ L entdo a probabilidade de A aceitar x é no méximo

E importante notar que quando nos referimos ao ‘a probabilidade de A
aceitar’, estamos nos referindo a probabilidade sobre escolhas aleatérias de ca-
minhos da computacao sobre a entrada fixada x € L. E também importante notar
que nao ha nada de especial a respeito da constante % Qualquer constante % +0
funcionard [Papadimitriou (1994), Kaye et al. (2007)].

A classe BQP (‘tempo polinomial quantico com erro limitado’) é composta

por todas as linguagens L para as quais existe um algoritmo quantico A executando

com pior caso tempo polinomial tal que, para qualquer entrada x € ¥* temos
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2

e Se x € L entao a probabilidade de A aceitar z ¢ no minimo

1

e Se x ¢ L entdo a probabilidade de A aceitar 2 é no maximo

Tratamos algoritmos com complexidade polinomial como ‘eficientes’ e pro-
blemas que podem ser resolvidos com complexidade polinomial como ‘trataveis’, e
problemas sem solugao polinomial como ‘intrataveis’.

A classe NP (‘tempo polinomial nao-deterministico’) consiste de todas as
linguagens L para as quais existe um algoritmo cldssico de tempo polinomial A(a, b)

tal que para qualquer entrada x € ¥* temos
e Se x € L entao existe uma entrada y tal que A(x,y) produz ‘aceitar’
e Se x ¢ L entao A(x,y) produz ‘rejeitar’ para todo y

e o comprimento de y é limitado por um polinémio no comprimento de x.

O problema de decisao da fatoragao de inteiros ¢ um exemplo de problema da
classe NP. Tal problema consiste no seguinte, dado um ntimero inteiro composto
m, e [ < m, teria m algum fator nao-trivial menor do que [?7 O que caracteriza
os problemas NP é o fato de que os casos “sim” (aceitar) de um problema podem
facilmente ser verificados uma vez que se tenha uma evidéncia apropriada. Existe
uma assimetria interessante na definicao de NP. Embora devamos ser capazes de
testar rapidamente se uma possivel evidéncia para x € L é de fato uma evidéncia,
tal necessidade nao existe para x ¢ L. Por exemplo, no caso do problema da
fatoragao existe uma maneira simples de demonstrarmos se um dado ntimero possui
um fator menor do que m, mas apresentar uma prova para mostrar que um numero
nao possui fatores menores do que m ¢é mais dificil.

Os problemas da classe NP considerados mais dificeis formam uma sub-
classe chamada ‘NP-Completa’. Qualquer problema dessa classe é tao dificil
quanto qualquer outro problema da classe NP, em outras palavras, um algoritmo
que resolva um problema da classe NP-Completa pode ser adaptado para resolver

qualquer outro problema da classe NP, com pequeno custo [Papadimitriou (1994)].
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Os problemas de fatoracao de inteiros e isomorfismo de grafos estao na classe NP,
mas nao acredita-se que estejam na classe NP-Completa.

A classe PESPACO consiste em todas as linguagens L para as quais exis-
te um algoritmo classico A usando no pior caso espaco polinomial tal que para
qualquer entrada x € ¥* o algoritmo A aceita x se e somente se x € L. Ou seja, o0s
problemas em PESPACO podem ser resolvidos em uma maquina de Turing com

nimero polinomial de bits, sem limite de tempo.

PESPACO

Figura 4.3: Este diagrama ilustra as conhecidas relagoes entre algumas das mais
importantes classes de complexidades. Atualmente, nenhuma das inclusoes sao

sabidas serem estritas. Por exemplo, atualmente nao existe qualquer prova de que
P # PESPACO.

A figura 4.3 (adaptada de [Kaye et al. (2007)], pagina 185) ilustra as relagdes
conhecidas entre as classes de complexidade que acabamos de definir. Por exemplo,
claramente P C BPP C BQP C PESPACO ¢ P C NP C PESPACO. Infe-
lizmente, embora se acredite que cada uma dessas inclusoes seja estrita, nenhuma
jamais foi demonstrada. Mas acredita-se que PZNP e que NP#PESPACO.
Esperamos também que BPP#£BQP.

Sabemos que P é subconjunto de NP, pois a capacidade de se resolver um
problema implica a verificagao de suas solugoes, no entanto, nao se sabe se existem
problemas de NP que nao pertencem a P. O problema em aberto mais famoso em

ciéncia da computacao é determinar se existem ou nao problemas em NP que nao
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pertencam a P, abreviado como “problema P#NP”. A maioria dos cientistas da
computacao acredita que P#£NP, no entanto, apés décadas de trabalho ninguém
demonstrou tal fato, e a possibilidade P=NP permanece.

O problema do isomorfismo de grafos ocupa uma importante posi¢cao no
mundo da andlise de complexidade. Ele é um dos problemas que esta na classe NP
mas nao se sabe se estd nas classes P ou NP-Completa. Supondo P£NP, é pos-
sivel provar que existe uma classe nao-vazia de problemas NPI (NP intermedidria)
que nao sao soluciondveis com recursos polinomiais, nem NP-Completos. E
claro que nao se conhece nenhum problema de NPI, pois, caso contrario, teriamos
P#NP, mas existem problemas considerados candidatos. Uma das hip6teses mais
aceitas é que o problema do isomorfismo de grafos pertenca a tal classe de proble-
mas.

O maior desafio da area de algoritmos quanticos é encontrar problemas que
estao em BQP mas nao em BPP, isto é, encontrar problemas que sejam resolvi-
dos de forma eficiente em um computador quantico, mas nao em um computador
classico. O estudo dessas classes de complexidade e as relagoes entre elas pode ser

util para compreender a dificuldade destes problemas.

4.4 Algoritmos Classicos

Nao é conhecido na literatura um algoritmo classico eficiente para o problema
do isomorfismo de grafos para o caso geral. O melhor algoritmo conhecido para tal
problema “roda” em tempo ¢?V*1°¢6™) [Babai (1980), Babai e Luks (1983), Zemly-
achenko et al. (1985)]. Dizemos que tal algoritmo é subexponencial no nimero
de vértices dos grafos de entrada. No entanto, devido a grande dificuldade de
se tratar o caso geral do problema e da necessidade de algoritmos que resolvam
o problema para grafos em situagoes praticas, pesquisadores tém adotado outros
caminhos para resolver o problema.

Uma das estratégias adotadas foi desenvolver algoritmos heuristicos que re-

solvam o problema de forma satisfatoria. Este é o caso do algoritmo desenvolvido
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por Mckay, que encontra geradores para o grupo de automorfismos do grafo [McKay
(1981), McKay (1990)]. Tal algoritmo utiliza informagoes a respeito da vizinhanga
imediata de cada vértice e realiza assim um refinamento, classificando seus vér-
tices, que juntamente com técnicas da teoria de grupos reduz o nimero de pos-
siveis solucoes a serem analisadas. Este algoritmo é considerado mais poderoso do
que qualquer outro algoritmo publicado para a solucao pratica do caso geral do
problema de isomorfismo de grafos. No entanto, possui pior caso exponencial.
Uma outra estratégia usada consiste em tentar desenvolver algoritmos poli-

nomiais para classes restritas de grafos.

4.4.1 Algoritmos Classicos para certas classes de grafos

Existem algoritmos classicos polinomiais para determinadas classes de grafos
[Fortin (1996)]. Temos entao uma versao restrita do Problema de Isomorfismo de
Grafos, onde os grafos de entrada pertencem a uma classe C C G, onde G denota
todos os grafos conexos e nao-orientados.

O primeiro grande resultado neste campo foi um artigo de Luks para a classe
de grafos que tem grau limitado por uma constante (isto é, grau maximo < alguma
constante k) [Luks (1982)]. Ele mostrou que para tais grafos existe um algoritmo
em tempo polinomial para checar isomorfismos. O algoritmo apresentado no artigo

cklogk) “onde ¢ > 1 é uma constante e k é o grau maximo.

tem complexidade O(n
No entanto, mesmo o grau maximo sendo apenas 10, esta técnica nao produz um
algoritmo pratico.

Foi mostrado por [Hopcroft e Wong (1974)] que grafos planares poderiam ser
checados por isomorfismos em tempo linear, embora o seu algoritmo possua uma
grande constante, o que também o torna impréprio na pratica. Outra grande classe
de grafos sobre os quais isomorfismo de grafos pode ser eficientemente resolvido
sao os grafos arco-circulares. [Hsu (1995)] mostrou que existe um algoritmo O(mn)

para testar isomorfismos destes grafos, onde m é o numero de arestas, e n é o

numero de vértices. Este resultado é interessante na medida em que nao exige
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alguns parametros explicitos para ser constante, e parece aplicar-se a um grande
grupo de grafos praticos.

Existem diversas outras classes de grafos restritas para as quais isomorfis-
mos de grafos podem ser resolvidos em tempo polinomial. Por exemplo, [Cogis
e Guinaldo (1995)] mostraram que isomorfismo de grafos conceituais pode ser re-
solvido em tempo polinomial. Isto é de particular interesse para a comunidade de
inteligéncia artificial. Outras classes de grafos como as arvores [Aho et al. (1974)],
grafos de permutacao [Colbourn (1981)], grafos intervalo [Lueker e Booth (1979)],
grafos de intervalo préprio [de Figueiredo et al. (1995)], partial k-trees [Bodlaender

(1990)] tém problemas de isomorfismo que estao em P.
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Capitulo 5
Computacao Quantica

A Computagao Quantica (CQ) é uma drea de pesquisa recente que utiliza
elementos de trés areas importantes: Matematica, Fisica e Computacao. O obje-
tivo da CQ é estudar métodos para processar, transmitir e armazenar informacgoes
contidas em estados quanticos. Os seguintes questionamentos nos motivam a estu-
dar CQ: Existem problemas que os computadores quanticos podem resolver mais
rapidamente do que os classicos? O que faz os computadores quanticos serem mais

eficientes do que os classicos?

5.1 Mecanica Quantica

Nesta secao apresentaremos uma breve revisao de Mecanica Quantica uti-
lizando a notagao adotada para o estudo da Computagao Quantica [Nielsen e

Chuang (2000), Kaye et al. (2007), Lomont (2004)].
Definigao 21 (Q-bit) Um g-bit (bit quantico) é um vetor unitario em C2.

Definicao 22 (Estado) O estado de um sistema quantico é um vetor (coluna)

em algum espago vetorial, escrevemos [1)).

Estados quanticos com n > 1 g-bits sao freqiientemente chamados de regis-
tradores quanticos.
Na computacao classica temos o bit como conceito fundamental. Analoga-

mente, na computacao quantica temos como conceito fundamental o bit quantico
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ou ¢-bit, abreviadamente. Um bit pode assumir somente os valores 0 ou 1. Na
computagao quantica, os valores 0 e 1 sdo substituidos pelos vetores |0) e |1). Esta
notacao para vetores é chamada notacao de Dirac e é padrao na Mecanica Quan-
tica. A diferenca entre bits e ¢-bits é que um g-bit |¢)) pode também estar em uma

combinagao linear dos vetores [0) e |1),

) =al0) +G1), (5.1)

onde a e [ sdo numeros complexos. Dizemos que |¢)) é uma superposigao dos
estados |0) e |1) com amplitudes « e 3, que satisfazem a |o|* + B> = 1. A
interpretagao fisica de |[¢)) é a co-existéncia do g-bit nestes dois estados. Assim,
|¢)) é um vetor em um espago vetorial complexo de dimensao 2, onde {|0),|1)}
forma uma base ortonormal, chamada base computacional. O estado |0) ndo é o
vetor zero, mas simplesmente o primeiro vetor da base. As matrizes representando

os vetores |0) e |1) sdo dadas por
0) = e |1)=

O estado |¢) pode guardar uma enorme quantidade de informagao em seus
coeficientes a e 3, mas essa informagao mora num nivel quantico. Para trazer
essa informacgao quantica para o nivel cldssico devemos medir (ver Apéndice A) o
g-bit. A Mecanica Quantica nos diz que o processo de medida causa um disturbio
no estado quantico, projetando o estado [¢) nos subespagos gerados por |0) e |1},
produzindo o estado |0) com probabilidade |a|? e o estado |1) com probabilidade
181

As leis da Mecanica Quantica determinam que se o computador estiver iso-
lado, a diregao de [¢) pode mudar mas ndo a sua norma. Na Algebra Linear isso
¢é descrito pela acao de um operador unitario U, que é uma matriz complexa 2 x 2
satisfazendo

UUt =1, (5.2)
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onde UT = (U*)T (* indica complexo conjugado e T indica a operacdo transposta)
e I é a matriz identidade 2 x 2.

O produto tensorial é uma forma de se juntar espagos vetoriais para formar
espagos vetoriais maiores. E necessdrio introduzir tal conceito para considerarmos
casos de multiplos g-bits.

Suponha que V' e W sejam espacos vetoriais de dimensoes m e n, respecti-
vamente. Portanto, V ® W é um espaco vetorial com dimensao mn. Os elementos
de V. ® W sdo combinagoes lineares de produtos tensoriais |v) ® |w) dos elementos
|v) de V e |w) de W. Em particular, se |i) e |j) sdo bases ortonormais de V e W,
entdo |i) ® |j) é uma base de V @ W. Freqiientemente se usa a notagao abreviada
|v) Jw), |v,w) ou ainda |[vw) para o produto tensorial |v) ® |w).

Por defini¢cao, o produto tensorial satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para um escalar z arbitrario, e elementos |v) de V' e |w) de W,

(o) @ ) = (z]) @ [w) = |v) @ (z[w)) (5:3)

2. Para |vy) e |vy) arbitrarios em V e |w) em W,

(lo1) + [v2)) ® [w) = |o1) © |w) + |v2) © |w) (5.4)

3. Para |v) arbitrdrio em V e |wy) e |wq) em W,

[0) @ (Jwy) + [w2)) = |v) @ w1) + |v) @ [w,) (5.5)

. ~ k .
Mencionaremos a notacao [¢)*" para denotar o produto tensorial de |) por
ele mesmo k vezes.
Como exemplo, se ndés temos um computador quantico com 2 g-bits e o

primeiro g-bit estd no estado |0) e o segundo estéd no estado |1), entao o computador
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quantico esta no estado |0) ® [1), dado por

0
1 0 1
0) ® [1) = |01) = ® = (5.6)
0 1 0
0

O vetor resultante esta no espago vetorial 4-dimensional. O estado geral |¢))
de um computador quéantico com 2 g-bits é uma superposicao dos estados |00),
|01), |10) e |11) (costuma-se representar tais estados na notagao decimal como |0),

1), |2) e |3) respectivamente),

1Y) = a]|00) + 5 ]01) + ~v|10) +d |11), (5.7)

satisfazendo a |a|? + |82 + |v]* + |6]> = 1.
Em geral, o estado [¢)) de um computador quantico com n g-bits estd numa

superposigao dos 2" estados |0), |1),..., |2" — 1),

1
W) = Z a; i) , (5.8)
i=0
com as amplitudes «; satisfazendo a
on_1

Z ;> = 1. (5.9)

Note que a base ortonormal {|0),...,|2" — 1)} é a base computacional na
notacao decimal. O estado de um computador quantico com n g-bits é um vetor
no espaco vetorial complexo 2"-dimensional.

Um espaco vetorial complexo V' é um espacgo de Hilbert se existe um produto

interno, escrevemos na forma (p[1), definido pelas seguintes regras (a,b € C e |p),

[¥), ), |v) € V):

L ([p) = (pl¥),
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2. {pl(alu) +blv))) = alplu) + b{glv),
3. (plp) > 0se |p) # 0.

onde (| é o vetor dual (transposto conjugado) de |p).

5.2 Operadores Unitarios

Operacoes sobre g-bits devem preservar a norma, e portanto sao descritas
por matrizes unitdrias. Algumas das mais importantes (considerando um g-bit)

sao as matrizes de Pauli, reproduzidas abaixo:
X = ; Y = ; 7 = (5.10)

A matriz X é a representacao da porta quantica NOT.
Outros operadores quanticos importantes sao descritos a seguir, a porta de
Hadamard (denotada por H), a porta de fase (denotada por S) e a porta 7/8

(denotada por T'):

Ll 10 1 0
H=— ; S = ; T = (5.11)
V2l 0 ¢ 0 exp (im/4)

A porta Hadamard é uma das portas quanticas mais uteis. Esta porta é
algumas vezes denominada de “raiz quadrada de NOT”| e transforma |0) em (|0) +
11))/+/2 (primeira coluna de H), “meio caminho” entre |0) e |1), e transforma |1)
em (|0) — [1))/v/2 (segunda coluna de H), também “meio caminho” entre |0) e
|1). Note, contudo, que H? nao é uma porta NOT; é facil mostrar que H? = I, e
portanto, aplicando H duas vezes, nao altera o estado.

Mais detalhes sobre Computagao Quantica pode ser encontrado em [Nielsen

e Chuang (2000), Kaye et al. (2007), de Abreu (2004), Marquezino (2006), Lavor
et al. (2003), Lomont (2004)].
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5.3 Problema do Subgrupo Oculto

Uma motivagao para estudar o Problema do Subgrupo Oculto (abreviaremos
por PSO) é que a maioria dos algoritmos quanticos encontrados, que sdo exponen-
cialmente mais rapidos do que seus equivalentes classicos sao casos particulares de
algoritmos quanticos para a solucao do Problema do Subgrupo Oculto. Como ex-
emplo, citamos o Algoritmo de Simon [Simon (1994), Simon (1997)] e o Algoritmo
de Shor [Shor (1994), Shor (1997), Lavor et al. (2003)] para fatoracao de inteiros
grandes. Os pesquisadores dessa area estao interessados em estender a familia de
grupos para os quais o0 PSO pode ser resolvido eficientemente, e assim, desenvolver
algoritmos quanticos eficientes para problemas onde nao existam algoritmos classi-
cos eficientes, tais como determinar isomorfismos de grafos [Beals (1997), Ettinger
e Hgyer (1999), Jozsa (2000), Ahn (2002), Lomont (2004)] ou encontrar o menor
vetor em um reticulado [Regev (2002), Regev (2004)].

Em 1994, [Shor (1994)] construiu com base nos trabalhos de [Deutsch (1985)]
e [Simon (1994)] um algoritmo quéantico que pode fatorar inteiros grandes exponen-
cialmente mais rapido do que qualquer método cldssico conhecido, e assim abriu
as portas para a pesquisa sobre computacao quantica. Esse algoritmo permite a
quebra dos principais cédigos de criptografia usados atualmente, como RSA, Diffie-
Hellman e ElGamal [Koblitz (1998)] caso um computador quéantico de tamanho
razoavel esteja disponivel. Shor também deu um algoritmo que resolve o problema
de logaritmo discreto, que é usado em diversos outros criptosistemas. Kitaev [Ki-
taev (1996)] notou que esses algoritmos, assim como outros, enquadram-se num
mesmo conjunto de problemas que consiste em encontrar geradores de um sub-
grupo a partir do grupo usando uma funcao que “oculta” o subgrupo, e assim o

PSO estava nascendo.

Definicao 23 Dada uma funcao eficientemente computavel f : G — X, de um
grupo finito G para um conjunto X, que é constante nas classes laterais (& esquerda)
de algum subgrupo H de GG e que toma valores distintos nas distintas classes laterais

de H em G, o problema do subgrupo oculto é achar um conjunto gerador para H.
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Dizemos que o subgrupo H é “oculto” por f e a funcao f é chamada funcao
separadora de classes laterais.

Nao é conhecido nenhum algoritmo classico eficiente para a solugao do PSO.
No entanto, através de algoritmos quanticos, tem se conseguido resolver, eficiente-
mente, o problema para vérias classes de grupos.

Para maiores detalhes sobre o Problema do Subgrupo Oculto, consultar as

seguintes referéncias, [Lomont (2004), Mosca e Ekert (1999), Gongalves (2005)].

5.3.1 Problema do Subgrupo Oculto Abeliano

Seja G um grupo abeliano finito. Sabemos do Teorema Fundamental para
grupos abelianos finitos (Teorema 2) que G é isomorfo ao produto direto de grupos

ciclicos, de ordens ty,ts, ..., t,. Ou seja,
G ~ Ztl X Ztg X ... X Ztn' (512)

Por simplicidade assumiremos que G é igual a este produto direto. Seja H
o espago de Hilbert com base ortonormal {|g) : ¢ € G} indexada pelos elementos
de G. Suponhamos um computador quéantico atuando em H (sabemos que se o
nimero de ¢-bits aumenta linearmente entao dim H aumenta exponencialmente).
Portanto, para implementarmos isto fisicamente precisamos de n = [log, |G|] ¢-
bits. O estado de um computador quantico com n ¢-bits é um vetor num espaco

vetorial complexo de dimensao 2".

Definicao 24 Um carater de um grupo G é um homomorfismo de grupo de G
para o grupo multiplicativo de nimeros complexos diferentes de zero C*. Ou seja,

é uma funcao de conjuntos x : G — C* tal que x(g1 + ¢2) = x(91)x(g2).

Supondo G = Z;, temos para cada elemento g € Z,,
Xo(h) = € 79" = wf (5.13)

27, . ;. .
onde w; = e+ ¢ a raiz complexa t-ésima da unidade.
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Veja que g e h podem ser pensados como inteiros entre 0 e £ — 1. Para um

caso mais geral, G = Z;, X Zy, X ... X Zy,, podemos pensar nos elementos g, h como

g=1(91,92, .., 9n) € h = (hq, ha, ..., h,). Neste caso, definimos

Xg(h)

n
_ ihi
= | |wt¢
i=1

Algumas propriedades dos carateres.

Lema 3 Para qualquer g, h € G, x4(h) = xn(9).

Demonstracgao: Trivial, G é abeliano.

Lema 4 Considere |G| vetores de valor complexo

Xg(h1)
Xg(h2)

Xg(Pyc)

(5.14)

(5.15)

Um vetor para cada g € G, onde hy, ..., hjg ¢ uma lista completa de elementos de

GG. Esses vetores sao unitarios e sao ortogonais dois a dois. Em particular, nés

temos para algum g # 0 que >, x4(h;) = 0.

Demonstracao: Ver [Damgard (2004)].

Construiremos uma matriz |G| x |G|, cujas colunas sao os vetores |v,) definidos

acima (Equacao 5.15).

Xg1 (h1>

1 Xg1 (hQ)

ng(hl)
X92(h2)

| Xa(hig) Xgo(hicy)
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Segue das relagdes de ortogonalidade de carateres [Serre (1977)] que esta matriz é
unitaria. Logo o operador definido por esta matriz, chamado Fg é unitario. Dize-
mos entao que Fy é a Transformada de Fourier em grupos abelianos. Podemos

também defini-la por sua atuagao nos vetores da base como:

(5.17)

G‘g> \/EZXQ

heG

A saida de Fg é o estado quantico correspondente ao vetor |v,), que tem a
forma acima quando escrito na notacao usual para um estado. Ja que o operador
¢ unitario ele pode ser implementado num computador quantico.

Se G =7y X Zy X ... X sy é 0 grupo com a operagao XOR (adigao médulo
2), temos que w; = wy = —1. Entdo nés podemos pensar nos elementos g, h € G
como n—uplas g = (g1, ..., 9n), h = (hy, ..., hy,) onde g;, h; assumem os valores 0 ou
1. Consequentemente nés temos x,(h) = [[;_,(—1)%". Usando isso na definigao

de F acima (Equagao 5.17), nds temos:

FG|g> = \/EZXQ

heG

mzn

heG =1

AL

gh|
- TAnC

onde g - h é o produto interno usual. Em outras palavras, a transformada de

Hadamard, Fz = H®".

Defini¢ao 25 (O Subgrupo Ortogonal) Para qualquer subgrupo H de um grupo

finito G, definimos o subgrupo ortogonal H+, como
L ={g€G|xyh)=1,Yh e H} (5.18)

Como G é finito e x,/ ., = X,/ Xg, OU s€ja, H* é fechado, temos que H* ¢é

realmente um subgrupo de G [Damgard (2004)].
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O teorema abaixo mostra uma importante relacao entre H+ e H.
Teorema 12 Temos H* ~ G/H, em particular |H*| = |G|/|H]|.

Demonstracao: Ver [Lomont (2004)].
[ |
Mostraremos agora que para um grupo abeliano genérico (finito) G, F pro-

duz uma superposicao sobre os elementos em H*, qualquer que seja H < G.

Lema 5 Para qualquer classe lateral H; de H em G, temos

l9)) Xn(g:) |h) (5.19)
el g 2210 = i 2
onde g; é um elemento fixo representante da classe lateral H;.
Demonstracao: Ver [Damgard (2004), Gongalves (2005)].
]

Apresentaremos agora um algoritmo eficiente (método padrao de solugao
para grupos ciclicos) para o PSO, isto é, um algoritmo que rode em tempo polino-
mial em log, |G| [Damgard (2004), Lomont (2004)].

Assumiremos que temos dois registradores: um registrador com n = [log, |G||
g-bits e o segundo registrador com m ¢-bits, onde n > m. O algoritmo usa a
seguinte subrotina:

Passo 1. Inicialize o computador quantico no estado |0g) |0™), onde [0g) é o
estado da base correspondente ao elemento neutro de G. Depois aplique Fz no

primeiro registrador para obter

Passo 2. Aplicando Uy no estado anterior, obtemos

Zlg 1£(9)

gEG
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Repare, que como Uy ¢ linear, ele atua em todos os |g) |0™) para |G| valores de
g, entao isto gera todos os f(g) simultaneamente. Este é o chamado paralelismo
quantico.
Passo 3. Meca o segundo registrador do estado anterior. A medida, segundo um
postulado da mecanica quantica, provoca um distirbio no estado original. Este

estado por sua vez é levado em

ﬁ S Jg0) 1£(90)) -

onde H; é alguma classe lateral de H. A constante foi renormalizada ja que so-
braram apenas |H| elementos na soma. Estes elementos sdo aqueles cuja imagem
é f(9o)-

Passo 4. Aplique F no primeiro registrador e obtenha entao uma superposicao

sobre H*. Pelo Lema 5, temos

WZ—L, D~ xulg) 1) 1 (a0))
heHL

onde g; é um elemento fixo representante da classe lateral H;.

Passo 5. Mega agora o primeiro registrador. A medida produz um elemento
randomico em H=.

Passo 6. Segue do Teorema 1 que se este procedimento for repetido um nimero de
vezes logaritmico em |G| (logo polinomial em n) obtemos um conjunto de geradores
para H+. Usando as relacdes entre H e H+ podemos calcular um conjunto de

geradores para H com probabilidade préxima de 1.

5.3.2 Problema do Subgrupo Oculto Nao Abeliano

Porque nds queremos encontrar os subgrupos ocultos de grupos nao-abelianos?

J& vimos que um algoritmo eficiente para o PSO abeliano produz um algoritmo
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de fatoracao de inteiros que é exponencialmente mais rapido do que qualquer al-
goritmo classico conhecido. Similarmente, encontrar algoritmos eficientes para o
PSO sobre certos grupos nao-abelianos poderia produzir algoritmos mais rapidos
do que qualquer algoritmo classico para diversos problemas importantes.

Uma das principais razoes que levam muitos pesquisadores a estudar o PSO
para grupos nao-abelianos é o desejo em encontrar um algoritmo eficiente para o
problema de isomorfismos de grafos. Uma reducao (ver Secao 6.1) mostra que se
o PSO puder ser resolvido eficientemente para o grupo simétrico .S,,, entao nos
terfamos um algoritmo em tempo polinomial para o problema de isomorfismo de
grafos [Beals (1997), Ettinger e Hoyer (1999), Jozsa (2000), Ahn (2002), Lomont
(2004)].

Outra razao é que um algoritmo quantico eficiente para resolver o PSO para
o grupo diedral D,, produz um algoritmo rapido para encontrar o menor vetor num
reticulado, primeiro mostrado por [Regev (2002)]. Isso poderia produzir outro al-
goritmo cuja a contrapartida cldssica é menos eficiente do que a versao quantica.
Encontrar o menor vetor num reticulado tem muitas aplicagoes, incluindo apli-
cagOes para a criptografia. Foi desenvolvido por [Kuperberg (2005)] um algoritmo
quantico subexponencial no tamanho da entrada. Posteriormente, [Regev (2004)]
apresentou uma versao melhorada do algoritmo de Kuperberg, onde o tempo de
processamento do algoritmo ainda é subexponencial, mas a quantidade de memoria
utilizada ¢ polinomial no tamanho da entrada.

Embora grande esforco esteja sendo empregado, estes dois casos do PSO nao
abeliano, continuam em aberto e desafiando a comunidade cientifica. Mas, alguns
sucessos em grupos nao abelianos foram conseguidos. Por exemplo,[Hallgren et al.
(2000)] demonstraram que existe um algoritmo quéantico eficiente para a solugao
do PSO em um grupo qualquer desde que a Transformada de Fourier Quantica
seja eficientemente implementavel no grupo e que o subgrupo oculto seja normal.

Foi mostrado [Ivanyos et al. (2003)] ser possivel resolver eficientemente o PSO

em grupos nao abelianos onde a ordem do subgrupo de comutadores seja pequena
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em relagao a ordem do grupo, no sentido de que |G’| seja O(log |G|).

Como o grupo diedral pode ser escrito como o produto semidireto Z,, X Zs,
um caminho natural foi estudar novos algoritmos quanticos para o PSO para gru-
pos nao abelianos que se escrevem como o produto semidireto de grupos ciclicos.
Em [Inui e Le Gall (2005)], os autores apresentaram uma solu¢ao para o PSO no
grupo Z,r X Zy, p inteiro primo e r um inteiro positivo. Neste trabalho os autores
utilizaram a Transformada de Fourier Quantica no grupo abeliano. Seguindo esta
linha, [Cosme e Portugal (2007)] apresentaram um algoritmo quantico eficiente
para o PSO, no produto semidireto de grupos ciclicos Z,» x4 Z,2, onde p é qual-
quer numero primo e r é um inteiro qualquer tal que » > 4. Também foi abordado
o PSO no grupo Zy x4 Zy2, onde N é um nimero inteiro com uma fatoracao
prima especial. Estes algoritmos quanticos sao exponencialmente mais rapido do
que qualquer algoritmo cldssico para o mesmo fim. Também nesta dire¢ao, [Cosme
(2008)] apresentou um algoritmo quantico eficiente para o PSO no produto semidi-
reto Zyr X Zys, onde p é qualquer nimero primo fmpar, r e s sao inteiros positivos
e 0 homomorfismo ¢ esta em funcao de p, r e s. Como consequéncia, pode-se re-
solver eficientemente o PSO também no grupo Zy Xy Zjy,s, onde o inteiro N possui
uma fatoragao prima especial.

Foi dado por [Ivanyos et al. (2007a)] um algoritmo quéantico eficiente para
a classe dos grupos extra-especiais. Num trabalho posterior, os mesmos autores
resolveram o problema do PSO para a classe de grupos nilpotentes de classe 2
[Ivanyos et al. (2007b)]. Para uma leitura mais detalhada sobre este dltimo pro-
blema podemos também consultar [Fernandes (2008)].

Para mais detalhes sobre o PSO nao abeliano, podemos consultar [Ivanyos

et al. (2003), Inui e Le Gall (2005), Ivanyos et al. (2007a), Cosme (2008)].
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Capitulo 6

Aplicacoes da Computacao Quantica ao

Problema do Isomorfismo de Grafos

Nesse capitulo, vamos mostrar que uma solucao eficiente do PSO no grupo
simétrico S,, implicard num algoritmo de tempo polinomial para decidir se dois
grafos sao isomorfos ou nao [Ahn (2002)]. Utilizaremos o Problema de Intersecao
de Grupos de permutagoes [Hoffman (1979), Fenner e Zhang (2005)] para encontrar
um algoritmo quantico para o Problema do Isomorfismo de Grafos para a classe
de grafos A, (definida na Segao 4.2), mostrando assim o poder da Computagao

Quantica.

6.1 Reducao do Problema do Isomorfismo de Grafos para o Pro-

blema do Subgrupo Oculto

Existem algumas maneiras de reduzir o PIG para o PSO [Beals (1997), Et-
tinger e Hgyer (1999), Jozsa (2000), Ahn (2002), Lomont (2004)]. Nesta secao
vamos apresentar o modelo descrito por [Ahn (2002)]. A redugao possui dois pas-
sos: No primeiro passo, o PAG é reduzido para o PSO no grupo simétrico S,, e
entao, no segundo passo, o PIG é reduzido para o PAG.

Podemos pensar em S,, agindo num grafo I' de ordem n como a seguir: Cada
elemento o € S, é uma permutagao (ou reordenagao) dos numeros {1,2,...,n};
podemos pensar em o' como uma reclassificacao (nova rotulagdo) dos n vértices

de T'. Por exemplo, se o é a permutacao que leva {1,2,3,4} para {4,3,2,1} e T é
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como na Figura 6.1, entao ol' é como na Figura 6.2.

1 2

4 @3

Figura 6.1: Grafo I

Uma boa maneira de visualizar um automorfismo de I' é pensar a respeito
da acao de S, em I'. Elementos de S,, renomeiam os vértices de I': Comecamos
com um grafo I' (como na Figura 6.1) e entdo, sem mover nenhuma aresta, nds
simplesmente renomeamos os vértices; o resultado deste processo é mostrado no
lado esquerdo da Figura 6.2 para a permutagao o = (1,4)(2,3). Apds isso, pode-
mos mover os vértices para suas posicoes originais; o resultado desse movimento
¢ mostrado no lado direito da Figura 6.2. Um automorfismo de um grafo é um
elemento de .S,, para o qual os grafos inicial e final deste processo coincidem perfeita-
mente. Portanto o = (1,4)(2,3) ndo é um automorfismo. Denotamos por fix(oI")
a representacao do grafo que resulta deste processo (assim, em nosso exemplo, a
representagao do lado direito da Figura 6.2 é fix(¢I'). Com esta notagao, o é um

automorfismo se e s6 se fix(cI") =fix(el'), onde e é a permutacao identidade de S,,.

4 3 1 2

1 @2 1@ 3

Figura 6.2: Grafo o’

Vamos denotar por R o conjunto de todas as representagoes dos grafos

fix(oT") para todo o € S,.
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Mostraremos agora que o PAG pode ser visto como um PSO, PAG o, PSO
(PAG ¢é redutivel polinomialmente para o PSO, ou seja, resolver eficientemente
o PSO implica resolver eficientemente o PAG). De fato, seja I' um grafo com n
vértices, consideremos V' = {1,...,n}. Seja fr uma func¢ao de S, que leva cada

elemento (permutagao) o para fix(oT'). A saber,

fp . Sn — R
o —fix(oT)

Sejam o1 Aut(I"), oo Aut(L), ..., o Aut(") classes laterais de Aut(I'). Sabe-
mos que um grupo finito pode ser escrito como a uniao disjunta de suas classes
laterais (ver Secao 2.1), ou seja, S, = orAut(I’) U oeAut(l) U ... U o Aut(l),
o; € Sp, 0; # 0. Segue entao que fr é constante nas classes laterais de Aut(I') e
distinta em cada classe lateral. Portanto, PAG é um PSO, onde G = S5,,, X =R,
H =Aut(I') e fr é a funcdo que esconde o subgrupo Aut(I'), de acordo com a
Definigao 23.

Agora, mostraremos o ultimo passo, ou seja, um algoritmo eficiente para re-

solver o PAG implica num algoritmo eficiente para resolver o PIG [Mathon (1979)].

Teorema 13 O Problema do Isomorfismos de Grafos é redutivel polinomialmente

para o Problema do Automorfismos de Grafos, PIG o, PAG.

Demonstracao: Sejam I'y = (Vi, Ey) e I'y = (V3, Ey) dois grafos conexos com n
vértices cada e seja I's = 'y U Ty a unido disjunta de I'y e 'y (ver Definigao 20).
Suponhamos que exista um algoritmo eficiente para resolver o PAG. Aplicamos
entao tal algoritmo em I's = I'y UTy. Se 3 0 € Aut(I'3) tal que o(v) = u, para
algum v € Vi, u € V5 entdo para qualquer v € V; teremos a(v/) =u,u €V,
pois os conjuntos Vj e V5 sao disjuntos e o leva aresta em aresta. Entao teremos
o(V1) = Va, portanto I'; ~ I'y. Caso contrério, ou seja, se #1 ¢ € Aut(I's) com tal

propriedade entao I'y % I's.
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Ja tinhamos do Teorema 9 que resolver eficientemente o PIG implica em
resolver eficientemente o PAG. Portanto os dois problemas sao equivalentes poli-
nomialmente. Na verdade, temos um conjunto de problemas equivalentes polino-
mialmente [Mathon (1979)]. Os Problemas 1 e 2 sao também equivalentes aos
seguintes problemas: Construir explicitamente um isomorfismo entre grafos; deter-
minar o nimero de isomorfismos entre grafos e determinar a ordem do grupo de

automorfismos do grafo.

6.2 Grupos Oraculo

O modelo de grupos Oraculo foi introduzido por [Babai e Szemerédi (1984)]
como uma estrutura geral para estudos de problemas algoritmicos para grupos fini-

tos e desde entao tém sido estudados extensivamente. Temos a seguinte definigao:

Definicao 26 Seja um grupo G tal que:

(i) Cada elemento de G pode ser codificado como uma palavra bindria de
mesmo comprimento, isto é, nimero de bits. Este nimero é chamado

comprimento da codificacao;

(ii) H& um ordculo (Caixa Preta) que realiza a operagao do grupo nesta

codificacao com custo unitario;

(iii) Caso a codificacdo nao seja unica, isto é, um elemento em G possuir mais
de uma palavra o representando, entao um segundo oraculo é requerido

para testar identidade na codificacao de G.

Se o grupo G é dado por um conjunto de palavras representando geradores para o

mesmo, entao, ele é chamado um grupo oraculo.

Assim, um grupo oraculo com comprimento de codificacao n tem ordem
limitada por 2", o nimero de palavras binarias de comprimento n, portanto todo
grupo oraculo é finito. Note que nem toda palavra binaria de comprimento n

necessariamente corresponde a um elemento do grupo. Sendo assim, podemos
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imaginar que nosso grupo oraculo tenha algum comportamento arbitrario dadas
codificacoes invalidas. Logo, nao o acessaremos com um elemento invalido do
grupo. Se dissermos que um grupo particular ou subgrupo oraculo é dado (para
algum algoritmo), queremos dizer com isso que um conjunto de palavras que geram
o grupo ou subgrupo ¢é dado.

Admitiremos que os grupos oraculo aqui tratados tém codificacao tnica, fato
este que evita a exigéncia do segundo ordculo (Caixa Preta) da Definigao 26. Dado
um grupo oraculo G de comprimento de codificacao n, teremos associado uma

porta quantica (transformagao unitaria) Ug agindo sobre 2n g-bits como segue:

Uc lg) |h) = |g) |gh) - (6.1)

Aqui, como j4 foi dito, assumimos que g e h sao dados como codificacGes

validas do grupo. A inversa de Ug é

Uz'g) |h) = lg) |g"h) . (6.2)

As portas Ug e Ual sao os oraculos do grupo. Sao elas que efetuam a
operacao do grupo na codificacao especificada.
Para saber como implementar grupos oraculo na forma de circuitos quanticos,

ver [Watrous (2001)].

6.3 Problemas relacionados com o Problema do Subgrupo Oculto

Em [Friedl et al. (2003)] foram introduzidos diversos problemas que estao in-
timamente relacionados com o Problema do Subgrupo Oculto. Em particular, eles
introduziram o Problema Estabilizador que generaliza o Problema do Subgrupo
Oculto. De fato, a tunica diferenca entre Problema Estabilizador e o Problema do
Subgrupo Oculto é que na definicao do Problema Estabilizador a fungao f pode
ser uma funcao quantica que leva elementos do grupo para estados quanticos mu-

tuamente ortogonais com norma unitaria.
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Seja G um grupo finito. Seja A um conjunto de estados quanticos mutua-
mente ortogonais. Seja o : G x A — A uma agao de grupo de G sobre A, isto
é, para todo z € G a fungao «, : |¢p) — |a(z,|p))) é uma permutacao sobre A
e a funcao h de G para o grupo simétrico sobre A definida por h(z) = a, é um
isomorfismo.

Usaremos a notagao |z - ¢) para o estado |a(z,|¢))), quando « é claro no
contexto. Seja G(|¢)) denotando o conjunto {|z - ) = [¢)}, e seja G|y denotando
o subgrupo Estabilizador de |¢) em G, isto ¢, {z € G;|z-¢) = |¢)}. Dado um
inteiro positivo t, seja ! a acdo do grupo G sobre A = {|¢)*";|¢) € A} definido
por at(z,|)®") = |z -¢)®. Nés precisamos de o' porque as superposicdes de
entrada ndo podem ser clonadas em geral (Teorema da Nao-Clonagem).

Agora, definiremos o chamado Problema Estabilizador, que consiste em en-

contrar O(log |G|) geradores para o subgrupo Gje).

Problema 4 Seja G um grupo finito e A um conjunto de estados quanticos mu-
tuamente ortogonais. Fixamos a agao de grupo a : G x A — A. Entao, dados
geradores para G e estados quanticos |¢) € A, o Problema Estabilizador consiste

em encontrar um conjunto gerador para o subgrupo Gy = {z € G; |z - ¢) = |¢)}.

Para grupos abelianos finitos, o Problema Estabilizador é resolvido eficien-
temente por um algoritmo quantico com erro e [Kitaev (1996)]. Além disso, os
problemas de fatoracao e do logaritmo discreto podem ser reduzidos para o Pro-
blema Estabilizador Abeliano.

Se o grupo G for soltvel tal problema pode ser resolvido em tempo polinomial
quantico sobre certos critérios de solubilidade fortes. De fato, temos o seguinte

teorema devido a [Friedl et al. (2003)].

Teorema 14 Seja G um grupo soluvel finito que tem um subgrupo comutador
suavemente solivel e seja o uma acéo de grupo de G. Quando ¢ = (log”™™" |G|) x
log(1/€), o Problema Estabilizador pode ser resolvido em G para o' em tempo

poli(log |G|)log(1/€) quantico com erro e.
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Foram descritas por [Fenner e Zhang (2005)] redugdes quanticas para vérios
problemas. Algoritmos quanticos para esses problemas freqiientemente requerem
diversas copias idénticas de um estado quantico ou porta unitaria para trabalhar
com uma precisao desejada. Consequentemente, vamos assumir implicitamente que
tais redugoes podem ser repetidas t vezes, onde t é algum parametro polinomial

apropriado no tamanho da entrada e logaritmico no tamanho do erro desejado.
6.4 Algoritmo Quantico

Relataremos progressos conseguidos por [Fenner e Zhang (2005)] em encon-
trar algoritmos quanticos para Intersecao de Grupos. Mostraremos que se um
dos grupos em questao for solivel, existe um algoritmo quantico eficiente para o
Problema de Intersecao de Grupos se tal grupo possui um subgrupo comutador
suavemente solivel. Além disso, segue como corolario que se ambos os grupos
forem soliveis existe um algoritmo quantico eficiente para o Problema de Inter-
secao de Grupos se um dos grupos em questao possui um subgrupo comutador
suavemente soluvel.

Antes disso, um algoritmo quantico eficiente para computar a ordem de um
grupo soluvel foi dado por [Watrous (2001)], além disso, ele obteve um método para
construir (aproximadamente) superposi¢oes quanticas uniformes sobre elementos

deste grupo solivel. Conforme vemos no teorema abaixo.

Teorema 15 (Watrous (2001)) No modelo de grupos Oréculo com codificagao
tunica, existe um algoritmo quantico operando da seguinte forma (relativo a um
grupo oraculo arbitrario). Dados geradores ¢y, ..., g, tais que G = (g1,...,gm) €
soluvel, a saida do algoritmo é a ordem de G com probabilidade de erro limitado
por € em tempo polinomial em mn+1log(1/¢)(onde n é o comprimento das palavras
que representam os geradores). Além disso, o algoritmo produz um estado quantico
p que aproxima o estado |G) = |G|7Y/?X ¢ |g) com precisdo €(no trago da norma

métrica).

Agora, podemos enunciar um teorema que relaciona o Problema de Intersecao
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de Grupos com o Problema Estabilizador. Na verdade, o primeiro problema reduz-
se para o segundo, tendo como hipodtese adicional um dos grupos em questao ser

soluvel.

Teorema 16 O Problema de Intersecao de Grupos reduz-se para o Problema FEs-
tabilizador em tempo polinomial quantico com erro limitado se um dos grupos em

questao for soluvel.

Demonstragao: Dada uma entrada (A, B,n) para o Problema de Intersegao de
Grupos, sem perda de generalidade, suponha que G = (A) é um grupo finito
arbitrario e H = (B) é solivel. Pelo Teorema 15 nds podemos construir (apro-
ximadamente) uma superposicao uniforme |H) = |H|7Y/2%,cp |h). Para qualquer
g € G, seja |gH) denotando a superposigao uniforme sobre classes laterais gH,
isto 6, |gH) = |H|Y/?She,m |h). Seja A = {|gH) ;g € G}. Note que os estados
quanticos em A sao (aproximadamente) ortogonais dois a dois. Definimos a agao
de grupo como a : G x A — A para cada g € G e cada |¢p) € A, a(g, |9)) = |go).
Entao a intersecao de G e H é exatamente o subgrupo de GG que estabiliza o estado

quantico |H), a saber, G|iy = {9 € G;|g- H) = |H)}.

Corolario 5 O Problema de Intersecao de Grupos sobre grupos soliveis pode ser
resolvido com erro € por um algoritmo quantico que corre em tempo polinomial em
m + log(1/¢), onde m é o tamanho da entrada, dado que um dos grupos soliveis

em questao tenha um subgrupo comutador suavemente soluvel.

Demonstracao: Segue diretamente dos Teoremas 16 e 14.

6.5 Exemplo

A classe de grupos soliveis é a maior classe para a qual existe algoritmos
quanticos eficientes até o presente momento, por exemplo o calculo da ordem do

grupo. No entanto, o método descrito no Teorema 11 requer algoritmos quanticos
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eficientes para os grupos S;l e T que nao sao soluveis. Se o grupo de automorfismos
do grafo for soltivel, podemos usar uma estratégia de tentativa e erro com grupos
soltiveis que sejam subgrupos de S, e T. Se o grupo de automorfismos de um grafo
estiver na intersecao desses grupos soliveis, os geradores de Aut(I') podem ser
encontrados eficientemente, desde que um dos grupos soliveis possua um subgrupo
comutador suavemente soluvel. Essa restricao adicional é exigida no Corolario 5.

A seguir vamos dar um exemplo onde essa estratégia funcione.

Exemplo 8 Considere a classe de grafos A, = (Va,, E4, ), onde Vu, = {a;, b;, ¢;
0<i<n}eEa ={(a;ai41), (@i, b:), (a;,¢), (b;, ¢;:), (¢iyai41) : 0 < i < n}, como
descrito na Segao 4.2. Se n = 3 temos o grafo da Figura 4.2.

As nao-arestas de A,, sao dadas pelo seguinte conjunto

Ea, ={(ai,a;) i # 5,5 #i£1;(as,by) i # j5(ai,¢5) i # j,j #i—1;

Sabemos que |E,,| = 5n e que |Ea, |+ |Ea,| = |Ksn|. Portanto,

|Ea,| =3n(3n—1)/2—5n = (9n® — 13n)/2. (6.3)

Agora, reescreveremos o conjunto E,4, de tal forma que 1 represente (ag, a;),
2 represente (ay, az), assim por diante, até n representando (a,_1,ag). Da mesma
forma n + 1 representa (ag,bg), n + 2 representa (aq, by), assim por diante, até 2n
representando (a,_1,b,_1). Continuando, 2n + 1 representa (by, ¢o), 2n + 2 repre-
senta (b1, c;), assim por diante, até 3n representando (b,_1,¢,_1). Prosseguindo,
3n+1 representa (ao, ¢g), 3n+ 2 representa (aq, ¢;), assim por diante, até 4n repre-
sentando (a,_1, ¢,—1). Finalmente 4n + 1 representando (a1, ¢p), 4n + 2 representa
(ag, 1), assim por diante, até 5n representando (a,, ¢,—1). Da mesma forma, para
o conjunto E 4, vamos representar (by,a;) por 5n + 1, (b1, az) por 5n + 2, assim
por diante, até (b,_1, ag) sendo representado por 6n. Nao identificaremos as outras

nao-arestas, pois elas nao serao referidas posteriormente.
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Definiremos agora o conjunto 7" como sendo o produto direto de P(Ey4,)

com P(Ey,), ou seja, T = P(E4,) x P(E4,). Notemos que |[P(Ey4,)| = 5n!l e

que |P(E4,)| = (9”2%)!. As permutagoes (1,2),(1,2,...,5n),(5n+ 1,5n +2) e
(5n+1,5n+2,...,3n(3n — 1)/2) formam um conjunto gerador para 7.
Por outro lado, construiremos também o grupo S;m a partir de S3,, usando

o seguinte homomorfismo, conforme Proposicao 6.

Ur(iy j) = (n(i),7(4)), ™ € San, 1 < 0,5 < 3n,i # j.

Logo,

S;’m = {¢7T’¢TF(Z’]) - (W(i),ﬂ'(j)),ﬂ' € S3na 1< 7')] < 3nal 7é ]} < SSn(Sn—l)/Q-

Como m = (1,2) e my = (1,2,...,3n) sdo geradores para o grupo Ss,,, entao
U, € Yr, sao geradores para o grupo S;m.

Assim, pelo Teorema 11 temos que Aut(A,) ~ S; NT. Logo, achar Aut(A,,)
reduz-se a achar S;, N7T. Além disso, o Teorema 16 nos diz que o problema
de intersecao de grupos reduz-se ao problema estabilizador em tempo polinomial
quantico com erro limitado se um dos grupos em questao for solivel. Mais ainda, se
ambos os grupos forem soluveis, o Corolario 5 nos diz que o problema de intersecao
de grupos pode ser resolvido eficientemente, desde que um dos grupos soliveis
possua um subgrupo comutador suavemente soluvel. A restricao de subgrupos
comutadores suavemente soliveis infelizmente reduz bastante a possibilidade de
uso de algoritmos quanticos para a solugao do PIG.

Um exemplo onde a estratégia adotada nessa se¢ao funciona é tomar qualquer
grupo abeliano subgrupo do S;, que contenha o grupo Aut(A4,) e o mesmo para
T. Uma vez que o subgrupo comutador de grupos abelianos é suavemente soltvel,
o Coroldrio 5 exibe um algoritmo quéantico que acha os geradores de Aut(A4,)

eficientemente.

Exemplo 9 Vamos dar um exemplo que mostra a limitagao dos algoritmos quan-
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ticos desenvolvidos até o presente momento para determinar eficientemente os ge-

radores da intersecao de dois grupos soluveis. Vamos tomar dois grupos diedrais,

um subgrupo de Sén e outro subgrupo de 7' cuja interse¢ao é o grupo Aut(A,).
Vamos supor que n seja par, no entanto, se n for impar o método é o mesmo,

sO as permutagoes serao diferentes. Sejam entao as seguintes permutagoes:

a1 Qg as oy as
=012 . n)(n+1,..20)2n+1,..30)Bn+1,....4n) (4n+1,....5n),
@1
g2 = (L TL)(?,?’L - 1)(”/2a TL/Q)
é’g
m+1,2n)(n+2,2n — 1)..(n+n/2,2n — n/2)
éﬁ
(2n+1,3n)2n+2,3n —1)...2n +n/2,3n — n/2)
@3
(Bn+1,4n)(3n +2,4n — 1)...(3n +n/2,4n — n/2)
Bs

(471 +1,5n)(4n+2,5n —1)...(dn +n/2,56n — n/2) .

Notemos que o grupo (ay, (1) é isomorfo ao grupo diedral. De fato, (ay)" =
(81)? = e. Além disso, verifica-se que a3 = B1(ap) ™!

Da mesma forma, os grupos (s, 3a), (as, 83), (au, 1) e (s, [B5) sdo isomorfos
a grupos diedrais. Neste caso, podemos afirmar que o grupo D = (g1, g2) é isomorfo
ao grupo diedral.

Afirmamos que D < T, pois g; e go levam arestas em arestas e nao-arestas
para nao-arestas (nao estamos movendo as nao-arestas).

Note também que gy ¢ S;m. Para estar em Sén, a permutacgao tem que ser
feita nos vértices. Uma permutacao de vértices inverte a diagonal gerando uma
permutacao diferente de gy, pois envolve também nao-arestas. A permutagao g foi
construida fazendo permutagoes de arestas sem compromisso com as permutagoes
de vértices.

Agora, renomearemos os vértices de A, usando a mesma légica empregada
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para as arestas. Os vértices ag,aq,...,a,_1 serao representados por 1,2,...,n,

respectivamente. Prosseguindo, os vértices by, by, ..., b,_1 serao representados por
n+1,n4+2,...,2n, respectivamente. Finalmente, os vértices ¢y, cq, ..., c,_1 serao
representados por 2n + 1,2n + 2, ..., 3n, respectivamente.

Nessa nova representagao, definiremos as seguintes permutagoes de Ss,,

hi=(1,2,...,n)(n+1,....,2n)(2n+ 1, ...,3n)

hy=(2,n)(3,n—1)...(n/2,n/2)(n+ 1,3n)(n+2,3n — 1)...(n +n/2,3n —n/2)

Note que (hy, hy) é isomorfo ao grupo diedral nessa nova representacao. De

fato, (h1)™ = (hy)? = e. Verifica-se também que

hihy = hohi? (6.4)

Podemos ver isso geometricamente, ou seja, no lado esquerdo da equagao 6.4, temos
uma reflexao seguida por uma rotagao normal, enquanto no lado direito da equacao
temos uma rotacao inversa seguida por uma reflexao.

No isomorfismo que leva Ss,, em Sén, é facil ver que h; é levado em ¢y (descrito
no inicio do exemplo).

A permutacdo hy serd levada pelo isomorfismo de Ss, em S; para uma
permutacio g, € Sy,. Portanto, o grupo D' = (g1, g,) (D" < Sj,) serd isomorfo
ao grupo diedral nessa nova representacdo, ou seja, D' é um grupo solivel. A

permutacdo g, é dada por

!

g = (1,n)(2,n—1)...(n/2,n/2)
(n+1,5n)(n+2,5n — 1)...(2n,4n + 1)
(2n+1,3n)(2n+2,3n —1)...(2n +n/2,3n — n/2)

(3n+1,6n)(3n 4 2,6n — 1)...(4n,5n + 1)

1 . / ~ V) ~
Portanto, exibimos D e D numa representagao compativel. Esses grupos sao
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grupos soluveis e sao subgrupos de 7' e S;m, respectivamente. No entanto, o grupo
diedral nao possui subgrupo comutador suavemente soltuvel, como exige o Corolario
5. De fato, o subgrupo comutador do grupo diedral é (p?), onde p representa uma
rotacao, como descrito na Defini¢ao 9. Tal subgrupo possui série derivada limitada
por uma constante, no entanto, o grupo quociente (p?) nao é suavemente abeliano,
pois nao pode ser expresso como produto direto de um subgrupo cujo expoente é
limitado por uma constante e um subgrupo de tamanho polilogaritmico na ordem

do grupo. Logo, nao podemos aplicar o método descrito pelo Corolario 5.
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Capitulo 7

Conclusao

Este trabalho teve como objetivo principal a aplicacao das ferramentas da
Computacao Quantica e da Teoria de Grupos ao Problema do Isomorfismo de
Grafos.

Mostramos neste trabalho uma breve revisao sobre Teoria de Grupos. Em
seguida, apresentamos alguns conceitos basicos sobre a Teoria de Grafos necessérios
para descrever o Problema do Isomorfismo de Grafos. Também foram apresentados
conceitos da Mecanica Quantica. Apresentamos o Problema do Subgrupo Oculto
(PSO) e mostramos (omitindo alguns detalhes) o algoritmo quéntico padrao para
a solucao do PSO em grupos abelianos.

Mostramos que o Problema do Isomorfismo de Grafos é um PSO sobre o
grupo simétrico S,, ou seja, uma solucao eficiente do PSO no grupo simétrico
S, implicarda num algoritmo de tempo polinomial para decidir se dois grafos sao
isomorfos ou nao.

Utilizamos uma reducao do Problema do Isomorfismo de Grafos para o Pro-
blema de Intersecao de Grupos, que juntamente com resultados da Computagao
Quantica nos permitiu obter um algoritmo quantico eficiente para uma classe par-
ticular de grafos, que infelizmente é bastante restrita. No entanto, um dos objetivos
desta dissertacao foi determinar, dado o estagio atual de desenvolvimento da Com-
putacao Quantica, se existem algoritmos quanticos eficientes para muitas classes

de grafos ou nao. Nossa conclusao é que a contribuicao da Computacao Quantica
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¢é bastante restrita ainda, pois as duas estratégias adotadas: reducao do Problema
do Isomorfismo de Grafos para o PSO e uso do Problema de Interse¢cao de Grupos,
juntamente com resultados da Computacao Quantica nao produzem resultados
significativos.

Como proposta para trabalhos futuros, procuraremos usar o conhecimento
adquirido em Computagao Quantica e Teoria de Grafos para dar mais exemplos
onde essa segunda estratégia funcione, e também analisar possiveis generalizacoes

de algoritmos quanticos para relaxar as restricoes impostas a este método.
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Apeéendice A
Os Postulados da Mecanica Quantica

Aqui descrevemos os quatro postulados fundamentais da Mecanica Quantica
[Nielsen e Chuang (2000)]. O primeiro postulado trata da descricdo matematica

de um sistema quantico isolado.

Postulado 1 A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espago vetorial
complexo com produto interno (ou seja, um espago de Hilbert), conhecido como
espago de estados do sistema. O sistema é completamente descrito pelo seu vetor

de estado, um vetor unitario no espacgo de estados.
O segundo postulado trata da evolucao dos sistemas fisicos quanticos.

Postulado 2 A evolucao de um sistema quantico fechado é descrita por uma
transformagao unitéria. Ou seja, o estado [¢y) de um sistema em um tempo ¢,
estd relacionado ao estado |1f) do sistema em ¢y por um operador unitario U que

depende somente de t e t;:

[¥5) = U lto) - (A1)

O terceiro postulado descreve a forma como pode-se extrair informacoes de

um sistema quantico através de medigoes.

Postulado 3 As medidas quanticas sao descritas por determinados operadores de
medida {M,,}. Esses operadores atuam sobre o espaco de estados do sistema. O

indice m se refere aos possiveis resultados da medida. Se o estado de um sistema, for
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|¢), imediatamente antes da medida, a probabilidade de um resultado m ocorrer
¢é dada por:

p(m) = (| M, My, ¢, (A.2)

e o estado do sistema apds a medida sera:

M,

) . (A.3)
VW MM, [0)

Os operadores de medida satisfazem a relagao de completitude:
> MM, =1. (A.4)

Por 1ltimo, o quarto postulado descreve a forma como sistemas quanticos

diferentes podem ser combinados.

Postulado 4 O espago de estados de um sistema fisico composto é o produto
tensorial dos espacos de estados dos sistemas fisicos individuais. Se os sistemas
forem numerados de 1 até n, e o sistema i for preparado no estado [¢;), decorre

que o estado do sistema composto serd 1) @ [1hs) @ ... ® [1,).
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