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A TRANSFORMADA DE FOURIER QUANTICA APROXIMADA E SUA
SIMULACAO

Franklin de Lima Marquezino
Marco, 2006

Orientador: Renato Portugal

Co-orientador: Fernando Deecke Sasse
Modelagem Computacional

A Computacao Quantica é uma area de pesquisa cientifica onde a teoria da
Mecanica Quantica é usada para descrever um conceito mais geral que o da
Maquina Universal de Turing cléssica. Esta abordagem permite o desenvolvi-
mento de algoritmos que podem ser consideravelmente mais rapidos que suas
contrapartidas classicas. Todos os algoritmos quanticos conhecidos até hoje que
sao exponencialmente mais rapidos que seus correspondentes classicos utilizam a
Transformada de Fourier Quantica (QFT) em alguma parte. Nesta dissertagao,
as versoes exata e aproximada da QFT sao construidas usando uma abordagem
que generaliza o resultado fundamental de Coppersmith. O processo inicia com
a representacdo matricial genérica da Transformada de Fourier Rapida (FFT)
classica, como descrita por Knuth, seguida por sua decomposicao em termos de
operadores quanticos universais. Tal decomposicao também é alcancada por meio
de uma abordagem recursiva. A simulacao de computadores quanticos também é
discutida. Experimentos computacionais sao realizados com o objetivo de simular
a QFT Aproximada sobre estados da base computacional e gatos de Schrodinger, e
com diferentes niveis de aproximacao. A qualidade das solugoes e a complexidade

computacional sao estudadas, levando a resultados consistentes com a teoria.
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requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

THE APPROXIMATE QUANTUM FOURIER TRANSFORM AND ITS
SIMULATION

Franklin de Lima Marquezino

March, 2006

Advisor: Renato Portugal

Co-advisor: Fernando Deeke Sasse

Computational Modelling

Quantum Computation is a field of scientific research where the theory of
Quantum Mechanics is used to describe a concept more general than that of the
classical Universal Turing Machine. This approach allows the development of
algorithms that can be significantly faster than their classical counterparts. All
quantum algorithms presently known which are exponentially faster than their
classical counterparts use the Quantum Fourier Transform (QFT) in some part of
it. In this dissertation both the exact and the approximate version of the QFT are
built using an approach that generalizes the fundamental result of Coppersmith.
The process starts with the construction of the general matrix representation of
the classical Fast Fourier Transform (FFT), as described by Knuth, followed by its
decomposition in terms of universal quantum operators. The decomposition is also
achieved by means of a recursive approach. The simulation of quantum computers
is also addressed. Computational experiments are performed in order to simulate
the Approximate QFT over states of the computational basis and Schrodinger cats,
and with different levels of approximation. The quality of the solutions and the
computational complexity are investigated, leading to results consistent with those

of the theory.
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1 Introducao

Uma area de pesquisa cientifica de grande crescimento nos tltimos anos ¢é a
Computacao Quantica. Ela aplica conceitos de Mecanica Quantica a Teoria da
Computacao, permitindo o desenvolvimento de algoritmos exponencialmente mais
rapidos do que os correspondentes classicos existentes. Um dos maiores propulsores
das pesquisas em Computacao Quantica na década de 1990 foi o artigo de Shor
(1994), onde é apresentado um algoritmo eficiente para dois importantes problemas
da Ciéncia da Computacgao: a fatoracao de inteiros grandes e o logaritmo discreto.
O problema da fatoracao de inteiros, em particular, chamou muita atencao por pos-
sibilitar a quebra de certas chaves criptograficas. O método RSA, por exemplo,
¢ amplamente utilizado e no entanto seria ineficaz se inteiros grandes pudessem
ser fatorados com facilidade (RIVEST; SHAMIR; ADLEMAN, 1978). No momento
de escrita da dissertacao, o melhor algoritmo classico para fatoracao de inteiros é
o Number Field Sieve (LENSTRA; LENSTRA JR., 1993; ZAYER, 1995), de com-
plexidade computacional' exp ©(n!/? log?/3 n), enquanto a fatoracdo utilizando o

algoritmo quantico de Shor possui complexidade O(n?).

O algoritmo de Shor utiliza uma versao quantica do algoritmo para Transfor-
mada de Fourier Discreta (DFT?) que ¢ eficiente quando os fatores primos do nimero
a ser fatorado nao sao grandes. Pouco tempo depois, Coppersmith (1994) desenvol-
veu um algoritmo eficiente para calculo da DFT de vetores de comprimento igual a
uma poteéncia de dois, baseando-se no algoritmo da Transformada de Fourier Rapida
(FFT?) descrito no classico livro de Knuth (1981). Enquanto o algoritmo cléssico

de FFT possui complexidade O(N log N), com N correspondendo a quantidade de

lComplexidade computacional é o estudo de recursos, como tempo e meméria, necessirios para
resolver um problema computacional. Um algoritmo é considerado eficiente quando os recursos
minimos necessarios para sua execuc¢ao crescem polinomialmente com o tamanho da entrada; e
ineficiente quando os recursos necessarios crescem mais rapido que qualquer polinémio.

2 Discrete Fourier Transform.

3 Fast Fourier Transform.
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elementos do vetor de entrada, sua versao quantica é exponencialmente mais rapida,
O(log® N). Cleve (1994) também chegou ao mesmo algoritmo, hoje conhecido como
Transformada de Fourier Quantica (QFT?), utilizando uma abordagem recursiva.
Nielsen e Chuang (2000) também mencionam um trabalho independente, porém
nao publicado, de David Deutsch, onde o algoritmo QFT é obtido. Esses artigos
mostraram de forma clara a aplicabilidade da Computagao Quantica, e desencade-

aram uma série de trabalhos na area, tanto tedricos como experimentais.

O trabalho de Coppersmith teve ainda outro resultado interessante: o desenvol-
vimento de uma Transformada de Fourier Quantica Aproximada. Este algoritmo
possui complexidade O(mlog N), onde 1 < m < log N é um parametro que define o
grau de aproximagao — quanto mais perto de log NV, mais preciso. O parametro m
normalmente é tomado proximo de loglog N, de forma que a complexidade da QFT
Aproximada torna-se O(log N loglog N). Comparado a complexidade do algoritmo

classico de FFT, trata-se de uma diferenca muito grande!

O algoritmo da QFT Aproximada traz outras vantagens. Barenco et al. (1996)
utilizaram um modelo simplificado de descoeréncia — ruidos causados pela interagao
do sistema fisico quantico com o meio — e demonstraram que, nestas condicoes, o
algoritmo aproximado pode proporcionar resultados mais precisos que o algoritmo
exato. Os mesmos autores ainda mostraram que a precisao da QFT exata pode

log® N
m3

ser atingida repetindo O ( ) vezes a QFT Aproximada, parametrizada por m.
O algoritmo de Shor, por exemplo, possui complexidade O(log® N), de forma que
a QFT utilizada por ele poderia ser substituida por aplicagoes sucessivas da QFT
Aproximada. Do ponto de vista experimental a QFT Aproximada também apresenta

° mais simples e em menor quantidade, sendo

vantagens, pois requer portas logicas
mais facilmente implementavel. Portanto, o algoritmo quantico aproximado tem
maiores chances de ser utilizado na pratica, sendo por isso mais relevante que o

algoritmo exato.

Apesar de muito importante, testes da QFT em um hardware quéantico real
ainda sao invidveis. O méaximo que ja se conseguiu realizar em laboratério, na area

de Computagao Quantica, foi a fatoracao do nimero quinze através do algoritmo

4 Quantum Fourier Transform.

®Na Computacio Classica, portas légicas sdao fungdes f : {0,1}* — {0,1}!, implementadas
usualmente através de circuitos eletronicos. Na Computagao Quantica, as portas logicas sao ope-
radores unitarios.
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de Shor. Para isso, foi utilizado um hardware de apenas sete qubits® através da
técnica de Ressonancia Magnética Nuclear em uma solugao liquida contendo uma
molécula sintetizada especialmente para este fim (VANDERSYPEN et al., 2001; BUL-
NES, 2005). Nao se sabe ainda como manipular estados quanticos suficientemente
grandes, nem como manté-los coerentes pelo tempo necessario para realizacao do
calculo. Enquanto os avancos tecnolégicos nao sao alcancados no campo experimen-
tal, ¢ importante simular os algoritmos quanticos em computadores classicos, apesar

destas simulagbes serem sempre extremamente ineficientes (FEYNMAN, 1982).

Nesta dissertacao, é apresentada uma revisao sobre a Transformada de Fourier
Quantica Aproximada de forma diferente daquelas usualmente encontradas na litera-
tura. Em vez de mostrar o algoritmo pronto, fornecendo uma prova de corretude em
seguida, o caminho inverso é percorrido. Tendo como base o algoritmo classico FFT,
mostra-se detalhadamente todos os passos que conduzem a versao quantica. Este re-
sultado original é a maior contribuicao da dissertacao (MARQUEZINO; PORTUGAL;
SASSE, 2006), e generaliza o método desenvolvido por Coppersmith. O algoritmo
quantico também é construido por meio de uma abordagem recursiva original, a
partir da representacao matricial que implementa o método de Danielson-Lanczos.
Espera-se, dessa forma, contribuir para uma melhor compreensao do processo de

criacao de um algoritmo quantico eficiente.

A simulacao de computadores quanticos também é discutida. Apds uma revisao
detalhada sobre os simuladores de computadores quanticos, o simulador Feynman
é apresentado. Alguns experimentos computacionais sao realizados com o objetivo
de ilustrar o funcionamento da QFT Aproximada. Primeiramente, sao apresenta-
dos experimentos visando a verificagao da qualidade dos resultados da transformada
aproximada. Os resultados mostram que os graficos das partes real e imaginaria das
amplitudes dos estados quanticos sofrem modificagoes muito pequenas conforme o
parametro m diminui. Estes resultados sao quantificados através da medida de fi-
delidade, constatando-se que para valores de m a partir de loglog N a fidelidade
permanece muito préxima do valor maximo. Sao feitas medi¢oes de tempo em expe-
rimentos envolvendo as versoes exata e aproximada da QFT, tendo como entradas
estados da base computacional e estados emaranhados do tipo gato de Schrodin-

ger. Neste caso, o simulador Feynman viabiliza uma anélise mais detalhada que a

6 Alguns autores, em portugués, preferem utilizar o termo q-bit. Ao longo desta dissertacio serd
mantido o termo inglés.
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maioria dos simuladores existentes, permitindo a identificagao do tempo de proces-
samento que realmente seria gasto no computador quantico. Os resultados obtidos

sao satisfatérios em todos os casos analisados.

No Capitulo 2 desta dissertacao é feita uma revisao da Mecanica Quantica para
Computacao Quantica. No Capitulo 3, o conceito de Transformada de Fourier Dis-
creta é revisado. Através de algumas manipulagoes algébricas, chega-se a DFT
Aproximada. O algoritmo FFT é entao revisado, de acordo com o algoritmo apre-
sentado no livro de Knuth, e sua corretude é demonstrada. No Capitulo 4, inici-
almente apresenta-se um caso particular de execucao da FFT, ressaltando aspec-
tos relevantes da representacao matricial de cada passo do algoritmo. Em seguida
apresenta-se, de forma detalhada e mais geral que aquela apresentada no artigo de
Coppersmith, a passagem do algoritmo de FF'T classico para uma versao quantica,
utilizando tanto a abordagem iterativa como a recursiva. Também sao comentadas
algumas propriedades tteis sobre a DFT e seu calculo em computadores quanticos.
No Capitulo 5 discutem-se as simulagoes de computadores quanticos, e apresenta-se
uma revisao dos principais simuladores da atualidade. O simulador Feynman ¢ in-
troduzido (MARQUEZINO; MELLO JUNIOR, 2004c; MARQUEZINO et al., 2005), e

alguns experimentos computacionais sao discutidos.



2  Mecanica Quantica e Computacao
Quantica

Por volta do inicio do século XX, comecgou-se a perceber conflitos entre os re-
sultados experimentais e as previsoes tedricas da Mecanica Newtoniana e do Eletro-
magnetismo Classico, quando consideravam-se sistemas fisicos em escala atomica ou
sub-atomica. Nessa época a Mecanica Quantica comecou a ser desenvolvida, e pas-
sou a fornecer um arcabougo matematico preciso para descrever muitos fenomenos
fisicos que nao podem ser descritos pela Mecanica Classica. Sabe-se, por exemplo,
que toda carga elétrica sujeita a aceleragao irradia energia. Portanto, os elétrons
nos atomos, por estarem sujeitos a aceleracao centripeta, deveriam perder energia
ao longo do tempo. Desta forma, o elétron deveria descrever rapidamente uma tra-
jetoria espiral até ser absorvido pelo nicleo — o que obviamente nao corresponde a
realidade. A Fisica Moderna apdia-se fortemente na Mecanica Quantica e na Teoria
da Relatividade.

Neste Capitulo serd apresentada uma revisao de Mecanica Quantica adequada
ao estudo da Computacao Quantica. Uma revisao mais detalhada pode ser obtida
a partir de livros como Cohen-Tannoudji, Diu e Laloé (1977), Gasiorowicz (1974),
Chaves (2001), Davydov (1976), dentre outros.

E conveniente revisar algumas notacoes utilizadas no estudo da Mecanica Quan-
tica e da Computagao Quantica (NIELSEN; CHUANG, 2000; PRESKILL, 1998). Um
vetor em um espago de Hilbert costuma ser denotado por [¢;), ou simplesmente por
|i). Este simbolo chama-se ket, e faz parte da notagao de Dirac. O vetor dual é
denotado por (i|. O produto interno entre [¢;) e |¢;) é igual a (¢;] |¢;), mas pode

ser denotado abreviadamente por (¢;|1;).

O produto tensorial, ou produto de Kronecker (LOAN, 1992; PORTUGAL et

al., 2004), é uma forma de reunir espagos vetoriais para formar espagos maiores.
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E denotado por [¢;) & [¢;), ou abreviadamente por |¢;) [;), ou ainda |;1;). O

produto tensorial de duas matrizes A,,x, € Bpxq,

aix Aaig - Q1p bii bz - blq
A— G21 Q22 -+ Q2p  B= bay bag - b2q ’ (2.1)
Am1 Am2 " Gmn bpr bp2 oo byg
¢ a matriz (A ® B)mpxng definida por
anB apB - a,B
A®B= GQ?B az?B B %B . (2.2)
am'lB am;B . am;LB

H& definicoes mais gerais para o produto tensorial, porém o tratamento matricial

apresentado aqui é suficiente para os propdsitos desta dissertacao.

O produto de Kronecker satisfaz as seguintes propriedades:

1. Seja M um espago vetorial de dimensao m, e seja N um espago vetorial de
dimensao n. Se |u) € M e |v) € N, entao |u) ® |v) e M @ N,e M @ N é um

espaco vetorial de dimensao mn.

2. Para qualquer |u) € M e |v) € N, e para qualquer escalar z, tem-se
2(|w) @) = (z|w) @ [v) = ) @ (2 |v)),

3. Para quaisquer |u1), |u2) € M e para qualquer |v) € N, tem-se
(lpn) + |p2)) @ [v) = [p) @ |v) + |p2) @ [v),

4. Para qualquer |u) € M e para quaisquer |v4), |vs) € N, tem-se
1) @ (lv1) + |v2) = |) @ |v1) + |p) @ |v2).

5. Se |1pa) € M e |g) € N, e se A e B sao operadores lineares definidos nos
espagos vetoriais M e N, respectivamente, entdo (A ® B)(|ta) ® |¥p)) =
Ala) ® Blys).
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As principais notagoes de Algebra Linear utilizadas ao longo desta dissertacao
podem ser encontradas na Lista de Simbolos, na pagina x. Para a discussao da
préxima secao, convém lembrar que um operador N ¢é normal se NNT = NTN; um
operador U é unitério se UTU = I; e um operador H é Hermitiano se H = HT.
Conseqlientemente, todo operador Hermitiano é normal. Como boas referéncias em
Algebra Linear podemos citar, por exemplo, os livros de Hoffman e Kunze (1971),
Lang (1987) e de Strang (1988).

2.1 Os postulados da Mecanica Quantica

Nesta secao os quatro postulados fundamentais da Mecanica Quantica sao des-
critos (NIELSEN; CHUANG, 2000). O primeiro postulado trata da descri¢io ma-
tematica de um sistema quantico isolado. O segundo postulado trata da evolucao
dos sistemas fisicos quanticos. O terceiro postulado descreve a forma como pode-se
extrair informacoes de um sistema quantico através de medicoes. Finalmente, o
quarto postulado descreve a forma como sistemas quanticos diferentes podem ser

combinados.

2.1.1 Primeiro postulado: espaco de estados

Pode-se associar a qualquer sistema quantico isolado um espaco vetorial com-
plexo C" com produto interno, chamado espaco de Hilbert ou espacgo de estados. O
sistema fisico pode ser descrito totalmente por meio de um vetor unitario deste
espaco vetorial, chamado vetor de estado. Por analogia com um sistema fisico
classico de dois niveis, capaz de representar um bit!, pode-se pensar também em
um sistema fisico quantico de dois niveis, que seria capaz de representar um bit

quantico.
Definigao 2.1 (Qubit). Um qubit* ou bit quantico é um vetor unitdrio em C2.
Defini¢ao 2.2 (Estado). Um estado quantico de n qubits é um vetor unitério [))

em C".

Estados quanticos com n > 1 qubits sao freqiilentemente chamados de registra-

dores quanticos. A representacao matematica destes registradores envolve o quarto

L Binary digit.
2 Quantum bit.
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postulado da Mecéanica Quantica (combinagao de estados), que serd tratado na

Secao 2.1.4.

No contexto da Computacio Quantica existe uma base ortogonal para C?, cha-

mada base computacional, cujos vetores sao usualmente denotados por |0) e |1).

1 0
Estes estados podem ser representados por vetores coluna ( ) e ( ) e cor-
0 1

respondem aos bits classicos 0 e 1, respectivamente. Portanto, um qubit arbitrario

pode ser escrito como
[¥) = l0) + 3[1), (2.3)

onde «a, 3 € C sao chamadas amplitudes e satisfazem |a|? + [3]*> = 1. Ao estado
|1)) dé-se o nome de superposicao de estados |0) e |1), e sua interpretacao fisica é a

co-existéncia do qubit nestes dois estados.

Apesar de um qubit aparentemente requerer quatro niimeros reais para ser com-
pletamente descrito, pode-se aproveitar a restricao dos valores de suas amplitudes e

reescrever a Equagao (2.3) como
i 4 io o0
1Y) = e | cos 2 |0) + €'?sin 3 1)), (2.4)

onde v,4,0 € R. A fase global €/ pode ser ignorada, por nao possuir efeito ob-

servavel (NIELSEN; CHUANG, 2000). Assim, pode-se reescrever a equagao como

) = Cosg |0) 4 €™ sing 1) . (2.5)

Desta forma, um qubit pode ser representado por um ponto em uma esfera no
R3, chamada esfera de Bloch (Figura 1). No entanto, a mesma representagao grafica

nao pode ser utilizada para sistemas de multiplos qubits.

2.1.2 Segundo postulado: evolugcao dos estados

A evolucao de um sistema quantico fechado é descrita por uma transformacao
unitaria. Se em um instante inicial ¢y o estado do sistema quéantico é |¢y), e em
um instante final ¢; o estado passa a ser |¢)7), entdo existe um operador unitério U,

dependente somente de t, e ¢, tal que

V) = U lho) - (2.6)
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Figura 1: Esfera de Bloch

Equivalentemente, este postulado poderia ser enunciado em termos de equagao de
Schrodinger. A equagao sera vista no Capitulo 5, e maiores detalhes podem ser
encontrados em livros de Mecanica Quantica (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE,
1977; GASIOROWICZ, 1974; DAVYDOV, 1976; CHAVES, 2001).

De acordo com o segundo postulado, operadores lineares unitarios sao poten-
ciais algoritmos quanticos. No entanto, nem todo operador unitario pode ser ime-
diatamente implementado através de um experimento fisico no laboratoério, sendo
necessario antes expressa-lo através de operadores mais elementares. Se o nimero
de operadores elementares requeridos cresce rapidamente em funcao do tamanho
da entrada do algoritmo, o mesmo ¢ ineficiente, e portanto sua implementagao em
um computador quantico nao traria vantagens. A FFT é um exemplo de algoritmo
que pode ser descrito como uma composicao de poucos operadores unitarios basicos,

sendo por esse motivo eficiente em um computador quantico.

A evolucao dos sistemas fisicos quanticos é deterministica. O carater proba-
bilistico da Mecanica Quantica — e, portanto, da Computagao Quantica — surge

apenas no momento da medicao, conforme o postulado a seguir.

2.1.3 Terceiro postulado: medicao de estados

Seja V' um espaco vetorial de dimensao d, e W um subespaco vetorial em V', de

dimensao k. E possivel construir uma base ortonormal |1 ,]2) -, |d) para V de tal
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forma que |1),]2),- -, |k) seja uma base ortonormal para W (NIELSEN; CHUANG,
2000).

Um projetor no subespaco W pode ser definido como o operador Hermitiano

P=>" i) i (2.7)

1<i<k
E f4cil demonstrar que P satisfaz a equacao P? = P.

Uma medicao é caracterizada por um observavel M, i.e., um operador Hermiti-
ano no espaco de estados do sistema sendo observado. Como M é normal, pode-se

fazer sua decomposicao espectral,?
M =Y "mP,, (2.8)
m

de forma que P, seja o projetor no autoespago de M com autovalor m.

De acordo com este postulado da Mecanica Quantica, os possiveis resultados
desta medigao sao os autovalores m de M. Se um estado |¢)) for medido, a proba-

bilidade de um certo resultado m ocorrer é

p(m) = (| Pmlih). (2.9)

Apés a medigao, o estado sofre uma modificacao irreversivel, passando a valer

Pult)
V/p(m)

Como exemplo, pode-se citar a medi¢cao do observavel

(10
Z:(O_4>, (2.11)

cujos autovalores sao +1 e —1, correspondendo aos autovetores |0) e |1). Portanto

r) = (2.10)

Z =10) (0] —|1) (1]. Entao, a medigao do qubit genérico, definido na Equagao (2.3),
resulta em +1 com probabilidade (1|0)(0[s)) = |a|?, e em —1 com probabilidade
(|1)(1]9p) = |B)?, justificando, portanto, a restrigao |a|? + |3|?> = 1 para as ampli-

3Segundo o teorema da decomposigao espectral (i) todo operador normal M em um espaco
vetorial V' é diagonal com relagao a uma base ortonormal de V; e (ii) todo operador diagonalizavel
é normal. Maiores detalhes deste importante teorema e sua demonstracao podem ser encontrados,
por exemplo, no livro de Nielsen e Chuang (2000, pag. 72).
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tudes dos qubits.

2.1.4 Quarto postulado: combinacao de estados

O espaco de estados de um sistema composto é o produto tensorial dos espacgos
de estados de cada parte. Numerando os sistemas fisicos de 1 até N, e chamando

de [1,) o estado do sistema ¢, o sistema total tem o estado

W) = ) @) ® ... @ |dn) (2.12)
= [¢1) [¥2) ... [¥h) - (2.13)

Este postulado tem uma conseqiiéncia interessante. Como os estados fazem parte
de um espaco vetorial nada impede que um sistema quantico composto encontre-se
em um estado que seja combinagao linear, por exemplo, dos estados |0) [0) = |00) e
|1) |1) = |11). Assim,

) = a[00) + G [11), (2.14)

com «, 3 # 0, |a|* + |B|> = 1. Para encontrar os estados das partes que compoem

|1), pode-se fazer

) = (a]0) +b[1)) @ (c|0) +d|1))
= ac|00) + ad |01) + bc|10) + bd |11)

= «|00) + 511), (2.15)
de modo que
.
ac = «
d 0
¢ (2.16)
bc = 0
\ bd = p.

Tomando-se, por exemplo, a segunda equagao do sistema, tem-se que a = 0
(contradizendo a primeira equagdo) ou d = 0 (contradizendo a ultima equacdo).

Desta forma, prova-se que o estado da Equagao (2.14) nao pode ser fatorado.

Definigao 2.3 (Estado emaranhado). Um estado quantico, representado por
1) € C", est4 emaranhado se ndo existe [4) € C2" e |ihg) € C¥, com a+ b = n,

satisfazendo [¢) = |14) @ |¥p).
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Portanto, um estado composto emaranhado é aquele cujas partes constituin-
tes nao podem ser descritas isoladamente. O emaranhamento nao possui analogo
classico, e parece desempenhar papel fundamental na Computacao Quantica. Todos
os algoritmos quanticos com ganho exponencial conhecidos até hoje aproveitam-se

do emaranhamento de alguma forma.

2.1.5 Formalismo de operadores densidade

Os quatro postulados da Mecanica Quantica foram descritos utilizando o forma-
lismo de vetores de estado. Existe, no entanto, outro formalismo matematicamente
equivalente e especialmente util quando o estado quantico nao é conhecido com cer-
teza. Se um estado quantico pode estar em qualquer dos estados [1,), indexados
por ¢, com probabilidade p,, diz-se que {p,, [1),)} é um ensemble de estados puros.
Neste caso, define-se o operador densidade — ou matriz densidade — do sistema,

de acordo com a equacao

p= plt) (W (2.17)

No contexto de operadores densidade, chama-se de estado puro um sistema quantico
cujo estado é conhecido com precisao. Neste caso, p = [¢) (¢, onde [¢)) é o estado
do sistema no formalismo de vetores. Quando o estado nao é puro, diz-se que ele é
um estado misto, ou que é uma mistura de estados quanticos. Pode-se provar que

se o estado for puro, tr(p?) = 1, e se for misto, tr(p*) < 1.

Todos os postulados da Mecanica Quantica podem ser reescritos em termos de
operadores densidade (NIELSEN; CHUANG, 2000). Também é interessante utilizar
este formalismo para definir uma importante medida de distancia entre estados

quanticos, chamada fidelidade.

Definicao 2.4 (Fidelidade). A fidelidade F' entre dois estados quanticos p e o é

definida como

F(p,0) = tr/pY/20pl/2. (2.18)
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2.2 O teorema da nao-clonagem

Além do emaranhamento, uma segunda diferenca marcante entre Mecanica New-
toniana e Mecanica Quantica é o fato de que a informacao classica — a informacao
representada por um sistema fisico classico — pode ser copiada livremente, enquanto
a informagao quantica, em geral, nao pode ser copiada perfeitamente sem que o es-
tado original seja destruido. Este importante resultado, conhecido como no-cloning

theorem na literatura em lingua inglesa, foi descoberto por Wootters e Zurek (1982).

A demostracao do teorema inicialmente supoe a possibilidade de criacao de uma
maquina cujas entradas sejam dois qubits, sendo o primeiro um estado [i) desco-
nhecido, e o segundo um estado puro padrao, |s), funcionando como um papel em
branco em uma maquina de fotocépia. O estado inicial da méquina é [1)) ® |s).

Deseja-se um operador unitario U tal que

U(lg) @s)) = |¥) @ [¢) - (2.19)

Além disso, para a maquina ser realmente til, ela deve ser capaz de copiar mais de

um estado diferente. Logo, U também deve satisfazer

U(lg) @ |s)) = [6) ® |¢)- (2.20)

O produto interno entre as Equagoes (2.19) e (2.20) é

(Ylo) = (v]g)*. (2.21)

As tnicas solugoes a Equagao (2.21) s@o (¢|¢) = 1 e (¥|¢) = 0, ou seja, respecti-
vamente, quando [¢) = |¢) ou quando |¢) L |¢). Desta forma prova-se que, além do
caso trivial, uma méaquina de clonagem quantica somente é capaz de copiar perfei-
tamente estados ortogonais. E possivel criar maquinas de clonagem quantica para
atuarem sobre estados arbitrarios, porém estas geram apenas copias aproximadas

(SCARANI et al., 2005).

2.3 Histérico da Computacao Quantica

Duas importantes teorias desenvolvidas no inicio do século XX foram marcan-

tes. Uma delas foi a Mecanica Quantica, um arcabouco matematico que permitiu a
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elaboracao de teorias precisas para descrever sistemas fisicos muito pequenos, tais
como fotons e elétrons. Outra grande conquista foi o desenvolvimento da Teoria
da Computagao, com grande coolaboracao de Turing (1936). Em seu artigo, moti-
vado pelo Entscheidungsproblem de Hilbert, ele descreve a nogao abstrata de uma
maquina capaz de executar algoritmos: a Maquina de Turing. Trata-se de uma
maquina tedrica composta de: um programa; um controle de estados finitos, consis-
tindo de um conjunto finito de estados internos; uma fita, desempenhando o papel de
memoria do computador; e uma cabega de leitura e gravagao (NIELSEN; CHUANG,
2000). Turing criou ainda a nogao de computador programavel, demonstrando a
existéncia de uma Maquina Universal de Turing, capaz de simular qualquer outra
Maquina de Turing. Outro passo importante para o estabelecimento da Ciéncia
da Computacao foi a tese de Church-Turing, — nomeada desta forma por ter sido
desenvolvida originalmente por Church (1936) e posteriormente aprofundada pelo
ja mencionado matematico inglés — segundo a qual todo processo algoritmico que
possa ser realizado na natureza pode ser descrito por uma Maquina de Turing (SHA-

PIRO, 1990).

Desde a invencao do transistor por Bardeen, Brattain e Shockley em 1948,
um grande progresso foi observado no desenvolvimento dos computadores (TANEN-
BAUM, 2001). Estes tornavam-se cada vez menores e mais velozes. Gordon Moore,
em 1965, estabeleceu uma lei segundo a qual o nimero de transistores por unidade
de area — e conseqiientemente, o poder de processamento dos computadores —
dobraria aproximadamente a cada dois anos (MOORE, 1965). Esta lei ficou conhe-
cida como lei de Moore, e de fato conseguiu prever razoavelmente a evolucao dos
computadores até o presente. No entanto, para que a lei de Moore seja valida,
faz-se necessaria uma constante miniaturizacao dos componentes dos computado-
res. Naturalmente, chegara o dia em que os componentes alcangarao o limite de
indivisibilidade da matéria, e a lei de Moore deixara de ser valida. Mesmo antes
disso, surgirao problemas quando os componentes dos computadores forem se apro-
ximando de dimensoes atomicas, devido ao aparecimento de efeitos quanticos. A
fim de vencer o obstaculo imposto pela natureza, e dar continuidade ao avanco dos
computadores, existem ao menos duas possibilidades. Uma delas envolve o aper-
feicoamento da propria computacao classica, como a introducao de modificagoes na
arquitetura dos computadores ou a utilizacao de computagao paralela, por exem-

plo. A outra possibilidade consiste na utilizacao daquilo que, inicialmente, parecia
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o grande obstaculo: os efeitos quanticos da matéria. A segunda alternativa envolve
grandes desafios tecnoldgicos, porém ao mesmo tempo viabiliza ganhos exponenci-

almente maiores.

De fato, a Computacao estd muito ligada a Fisica. Em 1961, por exemplo,
Landauer publicou um importante trabalho onde é feito um estudo da relacao entre
consumo de energia e computacao. Segundo Landauer, a energia dissipada por um
computador quando este apaga um tunico bit de informacao é maior ou igual a
kgT In2, onde kp é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura do ambiente do
computador (LANDAUER, 1961). Outro resultado notéavel na Fisica da Computagcao
foi o artigo de Bennett (1973), onde é demonstrada a possibilidade de realizacao de
operagoes computacionais reversiveis. Como conseqiiéncia deste trabalho, tem-se

que é possivel realizar operacoes computacionais sem dissipacao de energia.*

A partir da década de 1980 surgiram alguns trabalhos muito importantes para
a Computacao Quantica. Uma contribuicao importante foi o conceito de Maquina
de Turing Quantica, desenvolvido por Benioff (1980), e posteriormente aprofundado
por Deutsch (1985), Yao (1993) e Bernstein e Vazirani (1997). Destaca-se também
o artigo de Feynman (1982), onde este fisico norte-americano argumentava que a si-
mulagao de sistemas fisicos quanticos por Maquinas de Turing seria um problema de
complexidade exponencial, e que para simular eficientemente sistemas quanticos, se-
ria necessario construir um computador baseado nos mesmos principios da Mecanica
Quantica. O trabalho desenvolvido independentemente por Manin (1980) também
trazia conclusoes semelhantes. Em 1989 o modelo de circuitos quanticos foi desen-
volvido por Deutsch, e em 1993 foi aprofundado por Yao (DEUTSCH, 1989; YAO,
1993). Posteriormente, Barenco et al. (1995) demonstraram a universalidade das

portas CNOT e portas atuando em um qubit.

Para se melhor compreender as motivagoes da Computacao Quantica, é interes-
sante fazer uma breve digressao sobre a tese de Church-Turing. Sua versao forte
dizia que qualquer processo algoritmico da natureza pode ser simulado eficiente-
mente por uma Maquina de Turing. A tese de Church-Turing normalmente é aceita
sem muita hesitagao, porém a sua versao forte, pelo simples acréscimo da palavra

“eficientemente”, ja foi desafiada pela existéncia de algoritmos randoémicos que nao

4Uma revisdao bastante didatica deste tema pode ser obtida no artigo de Marquezino e Mello
Junior (2004b).
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°. Este pro-

parecem ter solucao eficiente em Maquinas de Turing deterministicas
blema pode ser solucionado com uma modificagao na versao forte, passando a dizer
que qualquer processo algoritmico da natureza pode ser simulado eficientemente por

uma Maquina de Turing probabilistica.

Dentro deste contexto, uma questao levantada pelo fisico David Deutsch é se
existe um modelo computacional, baseado nas leis da Fisica, com o qual seja possivel
estabelecer uma versao ainda mais forte da tese de Church-Turing. Este modelo
computacional deveria ser capaz de simular eficientemente um sistema fisico
arbitrario. Na tentativa de responder essa questao, Deutsch utilizou a teoria da
Mecanica Quantica. E, de fato, ele conseguiu desenvolver um algoritmo quantico
mais rapido que qualquer algoritmo possivel de ser implementado em um computa-
dor cldssico (DEUTSCH, 1985). Para uma funcao f(x): {0,1} — {0,1} o algoritmo
de Deutsch verifica se f(0) = f(1) ou f(0) # f(1), avaliando f(z) apenas uma vez.

O algoritmo de Deutsch nao possui nenhuma aplicacao pratica. No entanto,
varios pesquisadores conseguiram resolver eficientemente, utilizando o formalismo
da Mecanica Quantica, alguns problemas computacionais de grande importancia
que nao possuem solucao eficiente conhecida em Maquinas de Turing — mesmo pro-
babilisticas. Shor (1994) desenvolveu algoritmos para fatoragao de inteiros grandes
e calculo de logaritmo discreto, utilizando para isso um algoritmo para calculo de
DFT em computadores quanticos, eficiente quando N é menor que log N, onde N é
a quantidade de elementos do vetor a ser transformado. No mesmo ano, motivado
pelo trabalho de Shor, Coppersmith (1994) desenvolveu uma versao quantica da
FFT quando N é poténcia de dois. Esta importante sub-rotina quantica é a QFT,
discutida no Capitulo 4. A mesma sub-rotina foi desenvolvida independentemente

por Cleve (1994), através de uma abordagem recursiva.

Kitaev (1995) utiliza a QFT para calcular ordem de elementos de um grupo.
Simon (1997) desenvolveu um algoritmo quantico para resolver uma instancia do
Problema do Subgrupo Escondido (HSP?), quando G = Z%. H4 ainda resultados
mais recentes em algoritmos para Teoria de Grupos como, por exemplo, o trabalho

de Hallgren, Russell e Ta-Shma (2000), onde se apresenta uma solugao do HSP para

5Segundo Nielsen e Chuang (2000), o primeiro destes algoritmos foi o teste de primalidade
desenvolvido por Solovay e Strassen (1976).

S Hidden Subgroup Problem. Dado um grupo G, por meio de um conjunto gerador, o HSP
consiste em encontrar os geradores de um subgrupo H. Para isso, utiliza-se uma fungao, chamada
oraculo, que diz se um elemento em G também pertence a H ou a um coset de H (LOMONT, 2004).
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um subgrupo normal através da QFT, e os trabalhos de Mosca (1999), Watrous
(2001), Cheung e Mosca (2001) e de Ivanyos, Magniez e Santha (2003) onde se
discutem problemas como decomposi¢ao de grupos Abelianos e calculo de ordem de

grupos soluveis.

Todos os algoritmos mencionados nos paragrafos anteriores, que apresentam ga-
nho exponencial de complexidade em relagao aos algoritmos cléssicos, utilizam a
QFT. A Transformada de Fourier Quantica ainda foi utilizada no desenvolvimento
de um algoritmo para soma, sem no entanto alcancar ganho exponencial de com-
plexidade em relac¢ao ao algoritmo classico (DRAPER, 2000; DRAPER et al., 2004).
Grover (1996) desenvolveu um algoritmo quantico para busca em listas ndo ordena-

das, com ganho quadratico em relagao ao algoritmo cléssico.

Desta forma, a presenca de efeitos quanticos nos computadores pode nao ser
um problema. Ao contrario, pode ser a oportunidade de desenvolver um modelo

computacional muito mais eficiente que os atuais baseados na Mecanica Newtoniana.

2.4 Algoritmos e circuitos quanticos

O carater contra-intuitivo da Mecanica Quantica exige atengao redobrada a qual-
quer que se proponha a fazer analogias entre a Computagao Cléssica e a Quéantica.

No entanto, certas analogias sao, até certo ponto, bastante tteis.

No inicio deste Capitulo foi tratada a diferenca entre bit classico e quantico, e
pode-se perceber que o iltimo, ao menos do ponto de vista matematico, é apenas uma
generalizacao do primeiro. Dando prosseguimento aos conceitos, deve-se ressaltar o
fato de que em Ciéncia da Computacao o interesse nao esta no mero armazenamento
de informacao, mas também na sua manipulacao, de forma a obter os resultados
desejados.” As operacoes mais simples, evidentemente, sdo aquelas que atuam em
apenas um bit, representadas na Tabela 1. No caso classico, a tinica operacao nao-
trivial deste tipo é a porta légica NOT. Por outro lado, na Computagao Quantica
hé infinitas portas logicas nao-triviais que podem atuar em um unico qubit. De fato,
qualquer matriz unitaria de dimensao 2 x 2 representa uma porta logica quantica

sobre um qubit. As principais portas légicas quanticas estao descritas na Tabela 2.

“Uma revisdao bastante diddtica deste tema pode ser obtida no artigo de Marquezino e Mello
Junior (2004a).
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’ Entrada H Porta NOT ‘ Identidade ‘
0 1 0
1 0 1

Tabela 1: Operagoes légicas sobre um bit

Nome H Matriz

Identidade I = (
Hadamard H = L ( 1 _11

)
Pauli-X (NOT) | ox = X = ( (13 (1) )
)
)

Pauli-Y oy =Y = ( (Z) —02
Pauli-Z oy =07 = < (1) _01
Fase S = ( (1) (Z) )
/8 TE((l) ezﬂ/s)
R® ( [1) 6273/% )

Tabela 2: Principais operagoes légicas sobre um qubit
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A representacao de portas logicas quanticas atuando sobre n qubits envolve
matrizes unitarias de dimensao 2" x 2". A aplicacao simultanea de uma porta sobre
o qubit |1,) e de outra sobre o qubit |¢),) ¢ representada pelo produto tensorial
P ® @ entre as matrizes que representam cada porta logica. Além destas operagoes
existe ainda, em Computagao Quantica, uma classe de portas logicas que atuam
sobre dois ou mais qubits sem serem fatoradas como produtos tensoriais de matrizes
2 x 2. Casos particulares importantes de operacoes logicas atuantes em mais de
um qubit sao as portas controladas e os swaps. Portas controladas sao aquelas que
atuam sobre certos qubits alvo somente se todos os qubits de controle valerem |1);
e swaps sao portas que atuam em dois qubits trocando seus valores. De todas as
portas que atuam em mais de um qubit, a inica que nao pode ser fatorada é a porta
NOT controlada (CNOT). As demais podem ser fatoradas em CNOTs e portas
atuando em um qubit (BARENCO et al., 1995). E facil verificar que um swap pode

ser implementado através de trés portas CNOT, alternando controle e alvo.

De certa forma, a porta CNOT desempenha papel andlogo ao dos estados
emaranhados, discutidos anteriormente. E semelhantemente, todos os algoritmos
quanticos de ganho exponencial descobertos até hoje utilizam nao somente portas

de um qubit, mas também portas que atuam de forma simultanea em dois qubits.

Ao analisar o caso das portas que atuam sobre mais de um bit, comecam a
surgir novas diferencas entre a Computacao Classica e a Quantica. Estas diferengas
tornam-se mais claras através de um exemplo. Convém utilizar o formalismo dos
circuitos classicos em vez do formalismo de Maquinas de Turing. Um exemplo de
circuito classico pode ser encontrado na Figura 2. Neste circuito, o valor S da saida

corresponde ao valor predominante das entradas A, B e C.

O circuito quantico é bastante parecido com o classico. Nele, as portas logicas
sao representadas por caixas e os fios representam o fluxo dos dados de uma porta
até a outra. O circuito é sempre lido da esquerda para a direita. Nesta notacao, o
simbolo e é colocado sobre os fios correspondentes aos qubits de controle, e uma caixa
com a identificagao da porta légica é colocada sobre o fio correspondente aos qubits
alvo. A porta légica quantica NOT pode ainda ser representada pelo simbolo ®.
Portas de swap também recebem notacao especial. Normalmente sao representadas
através de simbolos x ligados entre si, e posicionados sobre os fios corresponden-

tes aos qubits que serao trocados. As notacoes utilizadas em circuitos quanticos
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NOT AND

ABC

Figura 2: Exemplo de circuito classico para voto majoritario

H*

S

Figura 3: Porta NOT controlada (CNOT), com controle no primeiro qubit e alvo
no segundo, seguida de uma porta Hadamard controlada, com controle no segundo
qubit e alvo no primeiro

para representar portas controladas e swaps sao exemplificadas pelas Figuras 3 e 4,

respectivamente.

Com os elementos de Computacao Quantica vistos até aqui, a passagem do
circuito da Figura 2 para um equivalente quantico ainda nao se torna evidente. Isto
se da pelo fato de a Mecanica Quantica ser reversivel, tornando necessario que os
circuitos quanticos sejam totalmente descritos através de portas logicas reversiveis.
As portas légicas classicas, em geral, nao sao reversiveis, pois nem sempre é possivel
identificar as entradas das mesmas com base em uma saida arbitraria. Um exemplo
disso é a porta légica AND: quando sua saida é 0, nao é possivel saber se as entradas
foram 0 — 0,0 —1 ou 1 —0.
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ja) > 1) a) $ b)

B x ) ) e o

Notagao
usual

(b) Utilizando trés portas
CNOT

Figura 4: Representacao de uma porta swap

[A[B ] AND(A,B) [ NAND(A,B) | OR(A,B) [ NOR(A,B) [ XOR(A B) |
010 0 1 0 1 0
01 0 1 1 0 1
1]0 0 1 1 0 1
1] 1 1 0 1 0 0

Tabela 3: Principais operacgoes 16gicas sobre dois bits

Portanto, para um circuito classico ser implementado em um computador
quantico é necessario antes descreve-lo de forma reversivel. Um importante re-
sultado na Computacao Classica foi a prova da possibilidade de construcao de um
computador reversivel, por Bennett (1973). Mais tarde, Fredkin e Toffoli (1982) pro-
varam que todo circuito classico reversivel pode ser descrito através de uma porta
l6gica universal, conhecida como porta de Fredkin. Como esta porta classica possui
equivalente quantico, — a porta de Toffoli — segue-se que qualquer circuito classico
pode ser implementado por computadores quanticos. O circuito da Figura 2, por
exemplo, pode ser implementado através do circuito quantico da Figura 5. De fato,
quando as entradas sao estados projetados, a saida |s) é a idéntica a gerada pelo
circuito classico da Figura 2. Na pratica, entretanto, isto nao seria feito, pois o
circuito quantico obtido desta forma nao traria nenhum ganho de performance, e

ainda seria muito mais complexo do ponto de vista tecnolégico.

2.5 Paralelismo quantico

A propriedade que permite aos computadores realizarem célculos distintos si-
multaneamente é chamada de paralelismo. Em computadores quanticos esta pro-
priedade pode ser ilustrada através de um algoritmo muito simples, sem aplicagoes

préticas, porém de grande importancia conceitual (NIELSEN; CHUANG, 2000).
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—

%

>

X )

Figura 5: Exemplo de circuito quantico para voto majoritario

Inicialmente tem-se um registrador quantico |¢y) formado por dois qubits |a) e
1b),
[%0) = la) [b) . (2.22)

Seja um operador unitario U, tal que
Ula) |b) = |a) |b® f(a)), (2.23)

onde & denota soma mdédulo dois, f(z) : {0,1} — {0,1} e a,b € {0,1}. Supondo
0+ 11)
V2

que o valor inicial do qubit |a), na Equagao (2.22), seja a superposi¢ao

que |b) seja o estado da base computacional |0), tem-se

_ SO+
U|w0> - U \/g

_ 0 1f(0) + 1) IF (L) (2.24)

V2

10)

Portanto, a aplicacao de uma porta logica quantica permite a avaliagao de uma
funcao em pontos distintos simultaneamente — no exemplo, a funcao foi calculada
nos pontos x = 0 e x = 1. Em um computador classico seriam necessarios multiplos

processadores ou execugoes repetidas do algoritmo.

O paralelismo quantico, entretanto, esconde uma diferenca sutil em relacao ao
seu correspondente classico. De acordo com o terceiro postulado da Mecanica
Quantica, os resultados obtidos, por exemplo, na Equagao (2.24), ndo s@o total-

mente acessiveis. De fato, quando o estado é medido obtém-se apenas o resultado
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f(0) ou f(1), nunca os dois simultaneamente. Entdo, a principio, pode-se ter a im-
pressao de que o paralelismo quantico seja inutil, visto que o resultado do calculo,
apesar de ter sido obtido paralelamente, nao torna-se totalmente disponivel. Esta
impressao demonstra-se falsa através de exemplos de utilizacao eficiente do parale-
lismo quantico, como no caso da Transformada de Fourier Quantica e seus subpro-
dutos — o algoritmo para fatoracao de inteiros, para calculo de fase, para calculo

da ordem de grupo, dentre outros.
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3  Transformada de Fourier Discreta
Classica

A DFT desempenha papel fundamental em diversos campos da ciéncia, como o
processamento digital de sinais, a resolucao de equacoes diferenciais parciais, bem
como a multiplicacao rapida de polindmios e inteiros grandes. Por muitos anos,
entretanto, pensou-se que a DFT exigisse O(N?) operagoes, onde N é o ntimero de
pontos do vetor de entrada. Esta idéia parecia 6bvia, ja que a Transformada de

Fourier pode ser vista como uma multiplicagao de uma matriz N x N por um vetor.

A situagao mudou drésticamente quando Cooley e Tukey (1965) descreveram um
algoritmo para célculo da DFT que realizava apenas O(N log N) operagoes. A este
algoritmo, bem como as suas variantes, da-se o nome de Transformada de Fourier
Répida (FFT). O trabalho de Cooley e Tukey, apesar de revolucionério, foi na ver-
dade uma redescoberta de resultados anteriores, os quais curiosamente nao chama-
ram a atencao da comunidade cientifica. De fato, apenas um ano apds a publicagao
do artigo de Cooley e Tukey, Rudnick (1966) ja apresentava um programa de com-
putador para o célculo da DFT, também de complexidade O(N log N), baseando-se
em um método desenvolvido anteriormente por Danielson e Lanczos (1942). O tra-
balho de Danielson e Lanczos, por sua vez, baseava-se em trabalhos anteriores de
Runge (1903, 1905). Até mesmo Gauss, no inicio do século XIX, ja havia descoberto

um método eficiente para calculo de DFT em um caso particular.

Informagoes historicas mais detalhadas podem ser encontradas a partir do artigo

de Cooley, Lewis e Welch (1967).
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3.1 A transformada exata

Definigao 3.1. As N-ésimas raizes complexas da unidade sao os niimeros complexos

Wk, 0 <k < N, onde wy = exp (%) ¢ chamado raiz principal da unidade.

Quando o contexto estiver claro pode-se omitir a indicacao de N na raiz principal
da unidade, de forma que w = wy. Antes de tratar da Transformada de Fourier
Discreta, convém revisar algumas propriedades importantes das raizes da unidade.

dk k

Em primeiro lugar, demonstra-se facilmente que a relacao wj, = w, é vélida para

cada inteiro £k > 0, n > 0 e d > 0. Como conseqiiéncia, tem-se que wﬁ/Q =wy = —1.
Também ¢ facil demonstrar que, se n > 0 é par, entao (wF)? = wa/Q.
Lema 3.1. Seja wy = w uma raiz principal da unidade. Entao

N-1 :

, N, sej=0 (mod N)
W = (3.1)

k=0 0, caso contrdrio.

Demonstra¢ao. Quando j = 0 (mod N), basta substituir no lado esquerdo da

Equacao (3.1) e o resultado ¢ imediato. Quando j # 0 (mod N) tem-se que w’ # 1

e, portanto,

N—-1 ,
: 1 — (W)

E :uﬁ] — (w )
1—w

~ 0 (3.2)

]

Ao longo desta dissertacao convenciona-se que n seja um numero inteiro positivo,
e que a e ¢ sejam inteiros de m bits. As representacoes bindrias para a e ¢ sao

denotadas respectivamente por
(@n-1Gn-—2--ag)z € (Cp—1Cu—2 " Co)2,

de forma que

n—1 n—1
_ 97 J
a= g a;2) e c= E cj2
Jj=0 Jj=0

A indicacao da base bindaria poderd ser omitida quando o contexto estiver claro.

Diremos que ag € o (s+ 1)-ésimo bit de um inteiro a, contando a partir do bit menos
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significativo. A negagdo de um bit a4 (i.e., o bit flip) é aqui denotada por —as.

Sejam X e Y arrays' de nimeros complexos, de comprimento N = 2". Estes
arrays serao indexados pelos inteiros a e ¢, e a notacao adotada sera X,. Freqiien-

temente o indice serd utilizado na notagao bindria, como em X4, ,a,_s--ag)s-

Definicao 3.2 (DFT). A Transformada de Fourier Discreta toma como entrada
um array de nimeros complexos X e o converte em um array de nimeros complexos

Y, segundo a expressao

=
L

Y. = Xaw®. (3.3)

el

I
o

a

Pode-se ainda reformular a Equagao (3.3), utilizando as representagoes bindrias

de a e ¢. Reescrevendo w?, obtém-se
1 = 271
j+k
\/—_ Z 2 €XP ( I Z ajcp2’ ) (3.4)
a= 0<j,k<n-—1

Nota-se que

W) — R (3.5)

sempre que j + k > n, de modo que a Equagao (3.4) pode ser reescrita como

— 2mi
Z exp( Z ajck2j+k>. (3.6)

0<j,k<n—1
Jt+k<n—1

3%

3.2 A transformada aproximada

Inicialmente, convém introduzir uma transformada muito importante, chamada

Transformada de Hadamard.

Definicao 3.3 (Transformada de Hadamard). A Transformada de Hadamard
toma como entrada um array de nimeros complexos X e o converte em um array

de ntimeros complexos Y, de acordo com a expressao

Y, = T > Xa(=1)", (3.7)

—1
onde a-c=)7""; a;c;.

INesta dissertacdo o termo array ird sempre se referir ao conceito de estrutura de dados unidi-
mensional.
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Vamos mostrar que ha semelhancas interessantes entre as Transformadas de
Fourier e de Hadamard. Seja um inteiro b definido como a reversao de bits do
inteiro ¢, isto é,

(bp_1bp—a...bg)2 = (coC1 ... Cr1)2. (3.8)

Utilizando a relacao w™¥/? = —1, e como ¢, = ; para j +k = n — 1, pode-se fazer

substitui¢oes na Equagao (3.7), a fim de obter

N—
}/E) — \/__ Z N/2

a=0
N-1 .
1 2mi e
= TN ZO Xqexp (W 0<;_1 a;b;2 1)
a= S)=n
I, 2
= TN s X, exp (W . kz< ) ajck27+k>. (3.9)
a= <7,k<n—1
jt+k=n—1

A Equacao (3.9) define a Transformada de Hadamard indexada por b. A partir
desta redefinicao ainda é possivel obter a Transformada de Hadamard usual através

de uma simples reordenacao dos elementos no array de saida.

Comparando as Equagoes (3.6) e (3.9) pode-se perceber que a tnica diferenca
entre a DFT e a Transformada de Hadamard indexada por b é o intervalo de j + k
no somatorio. Na Transformada de Fourier o intervalo é 0 < j + k < n — 1,
enquanto na Transformada de Hadamard o intervalo é n — 1 < j+k < n — 1.

Desta observacao surge naturalmente uma nova transformada, parametrizada por

um inteiro 1 < m < n.

Definigao 3.4 (DFT Aproximada). A Transformada de Fourier Aproximada,
parametrizada por m, toma como entrada um array de nimeros complexos X, e

tem como resultado um array de nimeros complexos Y, definidos pela equagao

\/L_ Z ) <2m Z ajck2j+k> : (3.10)

0<j k<n—1
n—m<j+k<n—1

Quando m = 1 a Transformada de Fourier Aproximada corresponde a Trans-
formada de Hadamard indexada por b, e quando m = n, a DFT. Resta analisar

0 que ocorre quando o parametro m assume valores intermediarios. Observando o
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argumento na exponencial da Transformada de Fourier Aproximada e o argumento

na exponencial da DFT, é facil notar que a diferenca entre os dois é dada por

ori .
ie:%z S g2t (3.11)

0<j,k<n—1
Jj+k<n—m

Chamaremos esta diferenca de erro.

Proposigao 3.1. A magnitude |¢| do erro descrito pela Equacao (3.11) ndo é maior

que 2mn27"".

Demonstracao. Basta notar que

27 »
el = |% o a2t

0<j,k<n—1
jtk<n—m

IR

0<j<n—m  0<k<n—m—j

= > o2 (-1

0<j<n—m
— ((n=m)2"™ — 27" 4 1)

2mn2~™.

A
|

IN

]

Tanto a transformada exata quanto a aproximada podem, portanto, ser descritas
através da multiplicacao de uma matriz por um vetor, sendo que as entradas destas
matrizes diferem entre si apenas por um fator multiplicativo exp(i€), onde |e| <
2n2~™. Como |e| decresce exponencialmente conforme m aumenta, tem-se que a
Transformada de Fourier Aproximada fornece resultados muito préximos dos exatos,

mesmo quando m nao é tao proximo de n.

Corolario 3.1. O menor valor de m necessdrio para garantir um erro de magnitude
menor ou igual a |€mqz|, na Transformada de Fourier Aproximada de um array com

N = 2" elementos, é dado por

2T

Monin = lOog + loglog N. (3.12)

"Emam |
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Demonstra¢ao. Basta inverter a equacao |€mq:| = 2rn2™™ e substituir n por log N.

[]

Portanto, fixando uma tolerancia |€,,,.| para os erros da Transformada de Fourier
Aproximada, os resultados obtidos sao satisfatérios quando um certo parametro
maior ou igual a m,,;, ¢ utilizado. Este parametro aumenta muito lentamente

conforme aumenta o comprimento N do vetor de entrada.

Estes resultados foram utilizados por Coppersmith (1994) para desenvolver um
algoritmo quantico eficiente para calculo de DFT. Um discussao detalhada deste

algoritmo sera vista no Capitulo 4.

3.3 O algoritmo de Transformada de Fourier Rapida

Todos algoritmos conhecidos como FF'T utilizam as propriedades das raizes da
unidade, descritas no inicio do Capitulo, e calculam a DFT em tempo O(N log N),
em vez do tempo O(N?) que seria obtido a partir da abordagem imediata. Este
ganho de performance é obtido através de uma abordagem conhecida em Ciéncia da
Computacao como dividir-para-conquistar. Nesta abordagem, o problema inicial é
dividido sucessivamente até que sejam atingidos calculos elementares, quando entao
os resultados parciais sao reagrupados para obtencao do resultado final. No caso
da DFT, estas divisoes sao possiveis pelo Lema de Danielson-Lanczos. Analises
detalhadas do algoritmo podem ser encontradas, por exemplo, em Cormen, Leiserson
e Rivest (1990), Loan (1992), Meyer (2000), Oppenheim, Schafer e Buck (1999) e
Press (1992).

Lema 3.2 (Danielson-Lanczos). Sejam X e Y arrays de nimeros complexos de

N componentes obedecendo a Equagao (3.3). Entdo

1 .
Y; — E (Y'cpar + w?\[}/;zmpar) ’ (313)

onde YP* € o array resultante da DFT sobre um array de N/2 componentes, formado
somente pelos termos de indices pares de X. Similarmente, Y% ¢ definido pela

DFT sobre o array formado pelos elementos de indices impares de X .
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Demonstrag¢ao. Basta notar que a Equacao (3.3) pode ser reescrita como
y ] ] N/2—1 . N/2—-1 st
L = E \/N_/Q ; Xoawy'© + N2 ; Xoar1Wy
1 1 N e ek 20c
AW ; Xoaw +\/T/2 ;0 Xpap1w?e (3.14)
Agora, observando que w3 = Wi € fazendo
1 N/2-1
yrr = NP z; Xoaw35so, (3.15)
. 1 N/2-1
yimer = 7 2; X210, (3.16)
recupera-se a Equacao (3.13). O

Entrada: Um vetor X € C%".
Saida: Um vetor Y € C?" que é a Transformada de Fourier Discreta do vetor X.

1:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

{Inicializagao, passo n}
para todo a tal que 0 < a < 2" —1 faga

(n)
X(an_lan_z.‘.ao)g — X(an—lan—2~~~a0)2'
fim para
{Passo s}
para s de n — 1 até 0, regressivamente faca
para todo 0 < b,,_1,...,bs,as_1,...,a9 <1 faca
Pe0 o Ly n
(bn_l...bsas_l.‘.ao)g \/§ (bn_1...bs+10as_1...a0)2
1
L (bsbst1..bp—10...0)2 - (s+1)
+\/§w o ' 2X(bn—1---bs+1las—1---ao)2'
fim para
fim para
{Reordenagao}

para todo b tal que (())g b<2"—1 faga

0

Y(on_1bn_2.b0)s < X(bobl---bnfl)Q'
fim para

(3.17)

Algoritmo 1: FFT cléssica

O Lema de Danielson-Lanczos revela que para calcular Y, a DFT de um ve-
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tor X, basta calcular duas DFT's sobre vetores de comprimento igual a metade do
comprimento inicial. Cada um destes resultados parciais, Y% e Y% pode ser
obtido através de nova aplicacao do Lema 3.2. Isto leva ao calculo de quatro no-
vas DFTs, YPparpar yparimpar yrimparpar o yimparimpar - cada uma sobre vetores de
comprimento igual a um quarto do comprimento inicial. Repetindo este processo
recursivamente, chega-se finalmente a vetores de comprimento um, cujas DFT's sao
a prépria identidade — basta notar que na Equacao (3.3), quando N = 1, obtém-se
Y =X.

Pode-se, agora, analisar a complexidade computacional dos algoritmos FFT.
Denotando por T5» o nimero aproximado de passos computacionais realizados pelo
algoritmo, quando este calcula a DFT sobre um vetor de comprimento 2", pode-se
escrever

Ton = 2Thn-1 + 27, (3.18)

paran > 1, com T3 = 0. O primeiro termo do lado direito da Equacao (3.18) refere-
se aos passos executados no calculo de duas DFTs, cada uma sobre vetores com 21
elementos; e o segundo termo refere-se aos passos necessarios para reagrupar os dois

vetores resultantes de acordo com a Equacao (3.13). Entao,

TQn T2n71
= 1
n 2n—1 +

1
= (2Tpn—24+2""1) +1

= n (3.19)

Logo, tem-se Ton = n2", o que significa que os algoritmos FFT possuem com-

plexidade O(n2") ou, equivalentemente, O(N log N).

Um algoritmo FFT é dado pelo Algoritmo 1, sendo este o mesmo descrito no
livro de Knuth (1981), com pequenas modificagbes em aspectos nao-essenciais como
notacio e normalizacdo. Denota-se por X ) o estado do vetor em um passo s do

calculo.

Proposicao 3.2 (Corretude do algoritmo FFT). O vetor Y produzido pelo
Algoritmo 1 é a DFT do vetor X, conforme Defini¢cao 3.2.
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Demonstracao. Deseja-se demonstrar, por inducao, que a relacao
) s ) s

(s)

X(bnflbn72~~-bsa571~~a0)2

1
— X(a o) w(an_l...aso...O)Q(bobl...bn_l)z (320)
Jan—s Z n—1---G0)2

0<an—1,an—2,...as<1

é valida para qualquer passo 0 < s < n do Algoritmo 1, supondo que no passo s = n
tenhamos Xén) =X,.

Primeiramente, nota-se que

n—1
(an—lo e O)Q(bobl e bn—l)Q = 2n+1 Z bj2n—1—j
j=0

n—2
= b2+ ) b2r 2 (3.21)
5=0
Como Z;‘;OQ ;2" 17921 = 0 (mod 2"), tem-se que w(@n-10-0)(bobibu-1) =
w(tn=10-0)  Portanto, é facil perceber que a Equacao (3.20) é valida quando s = n—1:
1

V2 Z X(an—l...ao)w(anflo'--o)(b0b1...bn,1)
\/5 0<an-1<1

I ) I
- EX(O Gp_2...00) + EX(l ap—2...a0)

o (bn=10...0)

= x Y (3.22)

(bn—1an—2...a0)"

Em seguida, supondo que a Equacao (3.20) seja valida para um passo arbitrario

s+ 1, conclui-se que ela também ¢ vélida para o passo seguinte, s. Basta notar que

1
ap—1...050...0)(bob1...bp —
— S X el )(bob1 -bn1)
0<an—1,...,as<1
1
— E X(an_lmao)w(an,1.‘.as+10...0)(b0b1..‘bnfl)_i_
\/on—s
2 0<an—1,-.,0s+1<1
as=
1
n—1--as+10...0)(bob1...bp — bsbst1...bn—10...0
Vo= > X(an_y.aqyu ot o100 E0bbnot) (bobostbn=10-0) (3 93)
0<an—1,..,as+1<1
as=1

onde utilizou-se a relacao

an—1...a5411...0)2(bob1...bn—1)2 — w(an,1..4a5+10..‘0)2(b0b1‘..bn71)2w(bsb5+1...bn710..40)2

. (3.24)

Wl
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analoga a do passo anterior.

Por hipétese, o primeiro termo do lado direito da equacdo é o vetor X+
avaliado em todos os indices onde ay = 0. Analogamente, o segundo termo contém
o vetor Xt avaliado em todos os indices onde as = 1. Portanto, reescrevendo a

Equacao (3.23), obtém-se

1) P EE) obsbit1bn—10...0)
\/§ (bn_l...bs+1 0 as_l...ao) \/§ (bn—l---bs+1 1 as_l...ao)

_ v
_X(bn_l...bsas_l...ao)' (3.25)

Fazendo s = 0 na Equagao (3.20), correspondendo ao iltimo passo do Algo-
ritmo 1, conclui-se que a expressao de fato produz a DFT definida na Equacao (3.3),
exceto pelo uso do indice b — com bits revertidos — onde deveria ser c. Isto é fa-

cilmente corrigido através da reordenagao, descrita no final do algoritmo. O]

Agora que um exemplo concreto de algoritmo FFT foi apresentado no Algo-
ritmo 1, sua complexidade pode ser analisada da seguinte forma. Em primeiro
lugar, nota-se que a inicializagao requer 2" operacgoes, assim como a reordenagao
no final do algoritmo. A parte principal do algoritmo consiste em dois lagos de re-
peticao. O laco externo repete n vezes. Ja o laco interno repete 2" vezes, realizando
sempre uma operacao de atribuicao, a qual pode ser considerada O(1). Portanto, o
algoritmo tem complexidade O(n2"). Como serd visto no Capitulo 4, o algoritmo

quantico correspondente tem complexidade computacional O(n?).

Também serd apresentado no Capitulo 4 um algoritmo para o céalculo da DFT
Aproximada parametrizada por m, segundo a Definicao 3.4. O algoritmo classico
aproximado (Algoritmo 3) nao apresenta ganhos de complexidade em relagdo ao
algoritmo exato (Algoritmo 1). No entanto, ele serd utilizado como passo inter-
mediario para obtencao do algoritmo quantico correspondente, de complexidade

computacional O(mn).
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4  Transformada de Fourier Discreta
Quantica

4.1 Exemplo de execucao da FFT

Neste Capitulo serd visto como o Algoritmo 1 pode ser convertido em algoritmo
quantico. Antes disso, sera considerado o caso particular em que n = 3, de modo
que a transformada serd sobre um vetor de 2° = 8 entradas complexas. Ao longo
desta exposicao, serao feitos comentdarios referentes a representacao matricial das

operacoes de cada passo do algoritmo.

4.1.1 Inicializacao

No passo de inicializagao sao realizadas as seguintes operagoes de atribuicao:

®3)

X(000)2 — X(000)2 X((g()n)2 — X(001)25
X((gioh — X(010)2> X{§}1)2 — X(011)2>
X((f()mh — X(100)s> X((f()n)2 — X101,
X0y, = Xa0p. X, — Xamn,. (4.1)

Em um computador quantico, este passo corresponderia a preparagao do sistema.

Poderia ser, por exemplo, a preparacao do estado

1 3
|¢3> = ﬁ Z X((a;alao)z |a2ala’0>

0<agz,a1,a0<1

7
1
= — > X, |axasao). (4.2)
\/g a=0

Nao se conhece método eficiente para preparar um estado quantico arbitrario. En-



4.1 Exemplo de execucao da FFT 35

tretanto, as aplicacoes da Transformada de Fourier Quantica tomam sempre como
entrada um estado da base computacional, ou um estado ja preparado por uma etapa
anterior de um algoritmo. Portanto, a inicializacao nao impoe nenhuma dificuldade

para a execugao do algoritmo quantico.

Matematicamente, o estado do sistema em um passo s, denotado por [i)5), pode

ser representado por um vetor coluna,

_ ) 5 ) \"
|1/15> = 7 (X(ooo X(001) X(111)2> : (4-3)

4.1.2 Passo dois

As operagoes realizadas no passo s = 2 do Algoritmo 1 sdo as seguintes:

(oo T W (101)2

(3) 100 (3)
X o10) T wt )QX(no)

X(S) + u1(100)2X( )

(011) (111)9 (4.4)

X((ggo)2 - LQ (X((g’éo) + w(ooth((féo)Q) ,
X0, %(X@%l) L (000) X((f()n)?)7
X((gio)z - % (X((gim + W(OOO)ZX((%)Q) ;
X((ginz — LZ (X((sil) + w(000)2X((fil)2) ,
X, = s (X + w0,
v L (X<3> (100)2 3 (3) )

( ).

( )-

Percebe-se facilmente que as operagoes do passo s = 2 podem ser representadas
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pela matriz

1000 1 0 0 O
0100 0 1 0 O
0010 0 0 1 0
PO % 0001 0 0 0 1 (4.5)
211000 w 0 0 0
0100 0 w 0 0
00100 0 ' O
0001 0 0 0 w

atuando no vetor coluna que representa o estado inicial do sistema — Equagao (4.3),
com s = 3. O leitor pode notar ainda que a matriz é unitaria, de forma que, ao
menos em principio, poderia ser implementada em um computador quantico. De

fato, observando que w* = —1, tem-se que

o_ 1 (11 10 10
i ﬂ<1—1)®<01>®<0 1)’ (46)

4.1.3 Passo um

As operacoes realizadas no passo s = 1 do Algoritmo 1 sao as seguintes:

Xloo, T(ngg,o) tw °°0>2X(§io)2>

X(%SDQ — %(X((g()n) +w000)2X(§i1)2>

X(%io)2 - %(X((g())o) —l—wlOO)QX(giO)Q) .

X, = 5 (X, +o™x3,) o

X0, %(X(mo) +w010)2X(fio)2>

X((ll())l)z - % (X((f()n)g Tw 010)2X(12i1)2>

Xt = T (Xliaga +MX,) o

Xy, %(Xffélw oy @) e (4.7)
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Este passo do cédlculo é equivalente a aplicacao da matriz

10w 000 0 O
01 0 000 0
10w 000 0 O
P(l):% 01 0 w00 02 0 | (48)
00 0 0 10w 0
00 0 0 01 0 w
00 0 0 10w 0
00 0 0 01 0 uf

ao vetor coluna obtido pelo passo s = 2. No contexto quantico, esta matriz é muito
complexa para ser implementada por um tnico processo fisico. Deve-se, portanto,
utilizar alguma decomposicao adequada ao desenvolvimento de circuitos quanticos,
e obter matrizes mais simples. Mais adiante, quando for feita a generalizagao da
QFT, sera mostrado que a decomposicao QR é bastante ttil para este propodsito.

Por enquanto, serao apresentados apenas os resultados para o exemplo, a saber,

rPY — A0 N@ (4.9)
101 000 0 0 100 000 0 0
01 0 1000 0f|lo1 0 0000 o
10 -1 0000 0floo0w 0000 o0
1|01 0 =100 0 0]|[000 w000 0
S V2loo0o 0 0o 10 1 0f]looo 010 0 0
00 0 001 0 1 000 0010 0
00 0 0 10-10]loo0oo0o 000w o
00 0 0 01 0 1 000 000 0 w

Estas matrizes unitarias devem ser aplicadas da direita para a esquerda sobre o vetor
coluna obtido no passo s = 2. Nao é dificil ver que a matriz NV, estd, na verdade,

realizando as seguintes operagoes:

2
X(010)2 — w(000)2X((020)2 )

000 (2)
Xy, — o )QX(on)z’

(010)2 X(Z)

X(110), —w (110)2°

2
Xamy, — 02X (4.10)
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Comparando estas operacoes com as linhas marcadas com e no comeco do passo

s = 1, pode-se resumi-las por

0b20)2X(2)

X(b2b1a0)2 — w( (b2b1ag)’

(4.11)

para 0 < by,a9 < 1 e by = 1. Quando by = 0, este procedimento deixa o estado
inalterado. Portanto, a matriz multiplica por w(%292 todos os componentes do array
cujos indices possuem simultaneamente b; = 1 e b, = 1. Serd visto mais adiante que

a matriz NV corresponde a uma porta lgica quantica controlada.

Para completar o passo um deve-se finalmente aplicar a matriz M. Verifica-se

w1 [10 11 10
M _ﬁ<01>®<1_1>®<01>. (4.12)

Estas matrizes sao facilmente implementaveis como portas légicas quanticas, corres-

que

pondendo a uma porta de Hadamard (vide Tabela 2) atuando no qubit 1.

4.1.4 Passo zero

As operacoes realizadas no passo s = 0 do Algoritmo 1 sao as seguintes:

X((ggo)z = % <X(%30) + ""(OUO)QX(%U)

X(((()J()n)2 — %(X(())—I—wmo?X(%él)Q) ¢

X = 5 (Xl +0™X0,)

X, = 5 (Xl +002xG,) o

XG0n = 75 (Koo +®x0,)

X((?()n)2 — %(X(())—I—w(m1 2X51131)2> ¢

X, = 5 (X + Xy )

X, = 75 (¥ e x(,) o (419
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Este ultimo passo da FFT pode ser representado pela matriz

1 w0 0 0 0 0 0
1wt 0 0 0 0 0 0
0 01 w0 0 00
PO _ % 0 01w 0 0 0 0 (4.14)
0 00 01 w 0 0
000 0 1w 00
000 0 0 0 1 &
0000 0 0 1 o

atuando sobre um vetor coluna obtido apds o passo s = 1. Novamente, esta matriz
¢ muito complexa para ser diretamente implementada em um tinico processo fisico

quantico. Decompondo a matriz, os fatores obtidos sao

PO — 0 N0 (4.15)
1 1.0 0 0 0 0 0 1 000000 0
1 =10 0 0 0 0 0 0w 0 0 000 0
00 1 1 0 0 0 0 000 1 0000 0
1|00 1-100 00 000 0w 000 0
S Vv2]lo 0 00 110 0 000 00 100 0
00 0 0 1 —-10 0 00 00 0wo0 0
0 0 0 0 0 11 000 000071 0
00 0 0 0 0 1 —1 00 00 000 o

Primeiramente é necessério aplicar a matriz N(©). Esta matriz pode ser analisada
da mesma forma que a matriz NV, da secdao anterior. Desta vez, as operacoes
relevantes estao marcadas com 4 no inicio do passo zero. Através da comparacgao

destas linhas com as da matriz N(©, pode-se resumi-las como

2
Xbobibo)s w(Oble)QX((bz)blbo)z (4.16)
_ (0b10 0062 (2)
— (0010)2 ,( )QX(belbo)w (4.17)

para 0 < by, by < 1leby=1.

Portanto, a matriz corresponde a multiplicar por w192 todas as linhas do vetor

cujos indices possuem simultaneamente b; = 1 e by = 1; e por w22 todas as linhas



4.1 Exemplo de execucao da FFT 40

do vetor cujos indices possuem simultaneamente by = 1 e by = 1. Mais adiante, sera

visto que estas matrizes correspondem a duas portas logicas quanticas controladas.

Concluindo o passo s = 0, pode-se verificar facilmente que

o_ 1 (10 10 11
M \/§<01>®(0 1>®<1—1>’ (4.18)

correspondendo, em Computacao Quantica, a aplicagao de uma porta de Hadamard

(vide Tabela 2) no qubit menos significativo.

4.1.5 Reordenacao

A etapa final da DFT move cada elemento do vetor coluna para a linha cujo

indice seja o indice original com bits revertidos:

0 0
Yooz < X0y, Yoo, < X (o),
(0) (0)
Yio10), < X(010)2 Yiorr), < X(110)2
(0) (0)
Y00y, — X(001)2 Yaon), — X(101)2
0 0
Yoy, = X((oin2 Y, < X((1il)2 (4.19)
A matriz para esta reordenacao é
100 00O0O0O0
000O0OT1O0O0TO0
0010O0O0O0O0
000O0O0OO0OT1O0
A® = (4.20)
01 000O0O0O
000O0OO0OT1TO0P O
0001O0O0O0O0
000O0O0O0OOQ 01

Ficard claro durante o processo de generalizacao que a matriz A® além de unitéria,

corresponde a uma operacao de swap da Computacao Quantica.

Aplicando a sequéncia de portas légicas encontradas nesta secao, seria possivel
realizar a DF'T em um vetor de niimeros complexos cujas entradas fossem represen-

tadas através das amplitudes de um estado quantico de trés qubits.
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4.2 Da FFT classica a quantica

No Capitulo anterior foi descrito um algoritmo cléssico para o célculo da DFT
(Algoritmo 1). Baseando-se naquele algoritmo e tratando X (*) como um vetor co-
luna, pode-se descrever cada passo s como uma multiplicacao de uma matriz por

uma coluna, de forma que

X =3 pYx, (4.21)

0<k<N-1
onde P®) é uma matriz N x N para 0 < s < n — 1. De fato, as matrizes P®
foram encontradas, na Secao 4.1, para um caso particular onde o vetor X possuia
oito elementos. Agora, as matrizes serao generalizadas de forma a obter um algo-
ritmo quantico para um numero arbitrario de qubits, correspondendo ao algoritmo
de Coppersmith (1994). Ao longo desta dissertagdo convenciona-se numerar de 0

até N — 1 as linhas e colunas das matrizes, bem como as entradas dos vetores.

Observando a Equagao (3.17), do Algoritmo 1, percebe-se que qualquer linha de
um vetor coluna X ) depende somente de duas linhas de X+, Logo, cada linha
das matrizes P® possui apenas duas entradas diferentes de zero. Estas entradas
estao localizadas nas colunas k = j—j,2° e k = j+(1—j,)2°. Portanto, cada entrada
nao-nula das matrizes P®® situa-se na diagonal principal ou em uma subdiagonal,

dependendo do valor do bit j, de j.

Quando k = j, sao obtidas as entradas da diagonal principal das matrizes. Se
js = 0, entdo a observagao do primeiro termo do lado direito da Equagao (3.17)
1

revela que estas entradas sao 7 Se js = 1, entao o segundo termo mostra que as

entradas sao \/Liw(jsj”l”'j’“lo“'o)?.

Quando k£ = j — 2%, sao obtidas as entradas de uma subdiagonal inferior das
matrizes. Se j, = 0, entao as entradas sao iguais a zero, também de acordo com a
Equacao (3.17). Se js = 1, ent@o a observacao do primeiro termo do lado direito da

equacao permite concluir que estas entradas sao iguais a \/LE

Quando k = j + 2°, sao obtidas as entradas de uma subdiagonal superior das
matrizes. Se j; = 0, entao a observacao do segundo termo do lado direito da
Equagao (3.17) permite concluir que estas entradas sao \/Liw(jsjﬁl"'j"—lo”'o)?. Se

Js = 1, entdo as entradas sao iguais a zero, também de acordo com a Equagao (3.17).



4.2 Da FFT cldssica o quantica 42

Convém agora definir o conceito de fracao binaria como

. - 4 J
0.7 = 0.joj1 - jns = Z 2t_i1 (4.22)

0<t<n—-1

de modo que wUsds 1 jn=10--0)2 possa ser reescrito de forma mais compacta, como

. + . , . . .
wOD2"  Para z € R, denota-se por || o maior nimero inteiro menor ou igual a
M

x. Observando que LLJ = (Jn_1Jn—2 "+ js)2, verifica-se que

.

jo = ———= 7 (4.23)

J
%1%”[4,

de forma que as observacoes dos paragrafos anteriores podem ser resumidas através

e que

(4.24)

das matrizes genéricas
w02 sek=j
, sek=j—2°

(4.25)
wO@Nge = j 4 28

0, caso contrario.
\

Estas matrizes representam os passos do Algoritmo 1. No Apéndice B sao fornecidos
coédigos em Maple que podem ser utilizados para visualizar casos particulares das
matrizes P®), bem como das demais matrizes que ainda serdo introduzidas ao longo

deste Capitulo.

Na tentativa de converter o algoritmo classico em quantico, a primeira etapa
consiste em representa-lo matricialmente. Entretanto, decorre do segundo postulado
da Mecéanica Quantica que as matrizes P(*) somente poderao ser expressas em termos

de portas légicas quanticas se forem unitarias. De fato,

Proposicao 4.1. As matrizes P sio unitdrias.
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Demonstracdo. Pode-se resolver

(P(S)P 8”) DO (4.26)

0<IKN-1

Quando k = j, tem-se que

s) p(s)t _ (5) p(s)* (s) (8)* (s) (8)*
(P )P())jj = PYPY + PP+ PO, PEL,.
N2 N2
_ o (=N e el
202 2 2 2
RSN P VI
- 2 2]8 2 js
— 1 (4.27)
Para o restante da demonstracio, convém ressaltar que w©9)2""" = —,(0-k)2"F
sempre que k = j 4 2°.
Quando k = j — 2°, tem-se que
s) p(s)t _ (s) p(s ) (s) (8)" (s) (8)*
(P( ') )MQS = PP+ B P oo+ Biiloc Pl o
=]
_ Lwa‘s(o.nr“l*_(_l) by
V2 2v/2
g
+1 - (_1) LQSJ iw*ks(0~k)2n+s
2V/2 V2
= D0 ORIy B ko0, (4.28)
O primeiro termo do lado direito da Equacao (4.28) somente é diferente de zero
quando j, = 1. Neste caso, tem-se que wi=(©)2"*,*O-R)2" — _ 1 Portanto,
( P p(sﬂ) _ _ds | Js ek ok
§,j—2s 2 2

— 0. (4.29)
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Quando k£ = j + 2°, tem-se que

s) p(s)t _ p) p)” (s) (s)* (s) (s)"
<P WP )M vpe D e T By e Bisjoae + By oo Bige e

j+2SJ

RINRACEI P (—1){ >

V2 22

g
Lt (-p e w02 L ko

22 V2

. ﬁjssz(o.m"“+Lﬁsz(o.j)2"+5w*ks(0~k)2"+s (4.30)

2 2

O segundo termo do lado direito da Equacdo (4.30) somente é diferente de zero

quando j; = 0. Neste caso, tem-se que w0927 ks (002" — 1 Portanto,
( p) P(s)f> _ s guogyts _ Ts
5,428 2 2
_ ), (4.31)
de modo que (P(S)P(S)T>jk = 0. O

Como as matrizes P® sdo unitérias, elas sio potencialmente implementéveis
em um computador quantico. O tnico problema de agora em diante é decompor
estas matrizes em outras mais simples, que correspondam a CNOTs e a portas que
atuem em um tnico qubit — as portas lgicas quanticas universais (BARENCO et
al., 1995). Um algoritmo quéantico somente é considerado eficiente se a quantidade
de portas universais nao crescer muito rapidamente com o nimero de qubits na
entrada. Além disso, é importante desenvolver uma versao eficiente do algoritmo
quantico utilizando apenas um conjunto finito de portas légicas quanticas, ou o
algoritmo corre o risco de nunca ser implementado em um computador quantico real.
Certamente, esta exigéncia pode implicar que o algoritmo tenha que ser aproximado.
No entanto, existe um conjunto canonico de portas logicas que pode ser utilizado
para decompor qualquer porta universal com precisao arbitraria. Este conjunto é
formado pelas portas Hadamard, Fase, CNOT e 7/8. Existe ainda um conjunto
alternativo, composto por Hadamard, Fase, CNOT e Toffoli, que pode ser utilizado

para o mesmo fim (NIELSEN; CHUANG, 2000).

Para obter portas universais quanticas correspondentes ao algoritmo FFT, deve-
se aplicar diversas decomposicoes as matrizes P®). A primeira delas é a decom-

posicao QR, descrita no Apéndice A. Para aplicar este método, em primeiro lugar
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é necessario obter uma coluna arbitraria de uma matriz P, o que pode ser feito
fixando um valor de k na Equagao (4.25) e entao fazendo j variar de 0 até N — 1.

A coluna k da matriz P®) é

1—(-1) L%J
T

(0.k)2n+s

Cp = whs (0-k)277F : (4.32)

1+ (—1) L)
2 .

0

onde as entradas nao-nulas situam-se nas linhas j = k —2°, j = ke j = k + 2%,

respectivamente.

As colunas das matrizes P j4 sdo ortonormais. Agora, multiplicando-se cada

coluna Cj, arbitraria de P®) pela constante

off = (—1)L L0 (1.3

9

chega-se as matrizes ortogonais

4 .
(—1)L2]7J, sek =7
1— (—1) %]
(®) 1 é ) , sek=j5—2°
MY = ; 4.34
N AR (—1) Es | (4.34)
, sek=75+2°
2
0, caso contrario.
\

A matriz M®) de um certo passo s do algoritmo corresponde & primeira matriz do
lado direito da Equacdo (A.5). Ainda na Equagao (A.5) nota-se que ||luy|| corres-
ponde a a} e, como as colunas das matrizes P(®) j& eram ortonormais no inicio do

processo, (e;|a,) = 0 para j # k. Portanto, a outra matriz obtida pela decomposigao
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QR de P®), em um passo s arbitrario, é dada por

-1 L%Juﬂ's(o'j)rﬂ, sek=7
ye _ ) (D) J (4.35)

jk L.
0, caso contrario.

Tal decomposicao é confirmada pela seguinte Proposicao:

Proposicao 4.2. Em qualquer passo s e para qualquer niumero de qubits, tem-se

que
P = MEONG), (4.36)

onde as matrizes M®) e N sdo dadas pelas Equagoes (4.34) e (4.35), respectiva-

mente.

Demonstracdo. Como as matrizes N®) sao diagonais, tem-se que

(MON®D) = MPNG. (4.37)
Quando k = 7,
(s) ar(s) __ <_1) LQLSJ L is(0.5)27Fs
My Ny = N3 (~1)Le )0
_ (s)
= By (4.38)

Quando k£ = j — 2%,
(s) 1 (-l Be | k(0k)2n e
Nj 95 jgs = VR (—1)Lstlh@mze, (4.39)

O lado direito da Equacao (4.39) somente é diferente de zero quando js = 1. Neste

M(S)

JJ—=2°

caso tem-se ks = 0. Portanto,

() N _
Mj,j—Qij—stj—% o 2\/§
P .. (4.40)

Quando k = j + 27,

(s) (s) 1+ (=D L] s | kg(0.k)2n+s
M; jasNjae jioe = o (-nl&ly . (4.41)
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O lado direito da Equagao (4.39) somente ¢é diferente de zero quando ks = 1. Por-

tanto,
J
(5) a7l 1+ (=) L] (0.5)27+
Mj7j+2$ N]+257]+2S — W w -7)
= P, (4.42)
de modo que (M(S)N(S))jk — Pj(,‘z). O

Seré considerada agora a decomposicao das matrizes M ). Comecando por M©),

nota-se que

(_1>j7 sej =k
1—(=1)7 ,
M= L é L sk (4.43)
ik — 5 1 -1 J :
V2 +; ) , sek=7+1
0, caso contrario.

Verifica-se que

(1
V21
0 .
MY . = . . (4.44)
L (1
V21 1
Portanto,
MP . =120"D @ H, (4.45)

onde I®(™=1) denota o produto tensorial entre n — 1 matrizes 1.

Agora, prova-se que MQ(i)XQn = Méij)wn,l ® I. Para isso, pode-se utilizar a

formula
A Jl|k| se k=7 (mod 2)
(A ), = 2

2 (4.46)
0, caso contrario

para uma matriz genérica A. A férmula pode ser obtida através da andlise das

entradas de A ® I.
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Substituindo A por M. (s—1) na Equacao (4.46) obtém-se

2n—1lxon-1
[jJ
2]

AL g

(

(M(S‘” ®I) — 1_7(_1) T EJ - EJ - (4.47)

an—1yxon—1 " ]
J ek=7j (mod2)

g g

ek=7j (mod2)

0, caso contrario.

Simplificando a Equagao (4.47) obtém-se o lado direito da Equacao (4.34). Portanto,
M e =METD @ (4.48)
Proposicao 4.3. As matrizes M) podem ser decompostas como

MG = [80==1) o H @ I®*. (4.49)

Demonstracao. Usando a Equacao (4.48) recursivamente s vezes e substituindo n

por n — s na Equagao (4.45) obtém-se a Equagao (4.49). O]

Ainda é necessario analisar a estrutura das matrizes N®). De acordo com a
Equacao (4.35), essas matrizes sdo diagonais e suas entradas sdo iguais a um ou
iguais a +w®, para 0 < ¢ < N. Pode-se tentar escrever uma matriz N®, para s fixo,
como o produto de matrizes diagonais, cujas entradas sejam iguais a um ou iguais
a f+w° para um c fixo. De fato, pode-se utilizar as Equagoes (4.22) e (4.23) para
reescrever a Equacao (4.35) como

— 1) [Ty w0 se k= 4,
NJ(Z) _ ( ) Ht_O (4.50)

0, caso contrario.
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Como n e s sao fixos os fatores procurados podem ser obtidos fixando . Convém

definir a matriz

> - n—u .
W2 se ko= j

R — (4.51)
0, caso contrario.
E importante notar que Rt = REsw)  Além disso, por serem diagonais, as
matrizes R*") comutam.

Proposicao 4.4. As matrizes N® podem ser escritas como

n—1
N® = T] R"™), (4.52)

t=s+1

comu=t—s+1, quando s <n —1. Quando s =n — 1 tem-se que N1 = I.

Demonstragdo. Basta observar que (—1)% = w/s?" '. Segue-se, entdo, que,
n—1
H (= 1) (=1 )T i 2™ o (L )ee2" T Y dade2 T
t=s+1
R (453)
Como Y7770 j,2"+*7=1 = 0 (mod 2"), pode-se continuar o desenvolvimento da

equacao, fazendo

(_ ]-)ijZ?;; Jsge2ntsTtml (_1)jsw2?:_01 Jsje2mtes—t=l (454)

)

recuperando facilmente a Equagao (4.50), quando s < n — 1. Quando s = n — 1,

basta substituir s por n — 1 na Equacao (4.50) para verificar que Ne=D =T O

(st4) possuem uma estrutura importante. Além de serem diago-

As matrizes R
nais, suas entradas apresentam, em uma linha j, os seguintes valores: um, quando
js ou j, for igual a zero; e w?" " = exp (27”) quando j, e j; forem simultaneamente

7tau

iguais a um. Esta andlise revela que a matriz R é uma operacao controlada,

R — ( (1) exp(z%”) ) , (4.55)

com controle no qubit s e alvo no qubit t (ou vice-versa, neste caso). Esta porta légica

dada pela matriz

pode ser vista como uma generalizagao das portas controladas atuando em dois qubits
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na presenca de outros qubits. Ou seja, em uma representagao de circuito quantico

s,t,u)

os qubits alvo e controle da porta R nao sao necessariamente adjacentes.

Resumindo os resultados desta Secao, a QFT pode ser expressa como
n—1
Fyo = AW [ MOIN®), (4.56)
s=0

onde as matrizes M®) e N®) sio dadas respectivamente pelas Equacoes (4.49)
e (4.52). AM™ ¢ uma matriz 2" x 2" que implementa a reordenacdo do final do

algoritmo. Na Secdo 4.5 apresenta-se uma expressao algébrica para A™.

4.3 Um algoritmo quantico para a transformada
exata

E possivel agora construir o algoritmo quantico para calcular a DFT. No inicio
do algoritmo cldssico (pdgina 30) tém-se um vetor X € C?". A inicializacio é

realizada através do comando X ™ — X aplicado para todas

(an—1an—2...a0)2 an—10n-2..-00)2"

as entradas do vetor. Esta etapa corresponde a obtencao de um estado quantico

’¢n> - Z X((ZZ—lan—T"ao)Q ‘a”_la”_Q T (10), (457)
0<anp—1apn—2-ap<l
desde que o vetor X seja unitario.! Portanto, a DFT pode ser calculada em um com-
putador quantico através da aplicagao das portas 16gicas definidas na Equagao (4.25),
na seguinte ordem:

o) = POPL ... pr=) |y (4.58)

O estado [)) obtido é

‘¢0> - Z X((Z))Cl~--0n—1)2 |C”_1C”_2 T CO>' (459)
0<cn—1cn—2--co<1
A aplicacdo das portas de swap, representadas pela matriz A, corrige a indexacio

dos coeficientes.

Apesar das matrizes P®) serem, em geral, muito complexas para serem execu-
tadas diretamente em um computador quantico, foi demonstrado na Secao 4.2 que

elas podem ser decompostas em matrizes M) e N©) | e que estas por sua vez podem

! Ainda que ndo seja unitario, ele pode facilmente ser normalizado.
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ser decompostas em portas ainda mais simples, atuando em nao mais que dois qubits

simultaneamente.

Em cada passo s, a primeira porta a ser aplicada é a porta N©®). No passo
n — 1 tem-se que N1 = J. No entanto, cada matriz N pode ser decomposta
no produto de matrizes mais simples, de acordo com a Equacao (4.52). Portanto,

em vez de aplicar N®), deve-se aplicar uma seqiiéncia de portas R(®Ht—s+1)

, para
t comecando em n — 1, indo regressivamente até s + 1. Deve-se lembrar que estas
portas sdo, na verdade, operacoes R~*t1 com controle no qubit s e alvo no qubit t.
Depois destas portas logicas, deve-se ainda aplicar a matriz M), ou seja, uma porta
de Hadamard atuando somente no qubit s. Apods a aplicacao de todas as matrizes,
com s variando de n — 1 até 0, deve-se aplicar a matriz A™ (i.e., os swaps) a fim

de corrigir a ordem da saida. Estes passos estao organizados no Algoritmo 2.

Entrada: Um vetor X € C?".

Saida: Um estado quantico [¢) cujas amplitudes correspondem aos elementos de
Y € C?", dados pela Transformada de Fourier Discreta de X.

: {Inicializacao, passo n}

2: prepare o estado do registrador quantico de n qubits como

[t

N—-1
k=0

3: {Passo s}

4: para s de n — 1 até 0, regressivamente faca

5. paratden —1 até s+ 1, regressivamente faga

6: aplique operacao unitéria R(Ht=s+1)

7. fim para

8: aplique uma porta de Hadamard somente no qubit s.
9: fim para

10:

11: {Reordenagao}

12: parat de 0 até |[n/2] — 1 faga

13:  aplique swap entre qubits t e n —t — 1.
14: fim para

Algoritmo 2: QFT

A Figura 6 representa um circuito para QFT sobre quatro qubits, em termos de
portas Hadamard, portas R™ controladas e swaps. As portas M) ¢ N também
sao exibidas no topo. Pode-se obter diversos circuitos equivalentes através da uti-

lizacao de certas propriedades da QFT. Por exemplo, o circuito utilizado no livro
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de Nielsen e Chuang (2000) esta representado na Figura 7, e pode ser obtido pela

comutacao de portas légicas que nao envolvem operacoes sobre o mesmo qubit.

N® pB® N@  pr@) N@ M@ N©) M0
AN AN T AN - ~—"=
3 RO T 7o) =]
[ 77 | [ @) | [ 53 |
2 H (R il
[ 77 |
1 H R®]
[ 77 |
0 H

Figura 6: Um circuito para QFT com n = 4 qubits (nota-se que os qubits estao
numerados de baixo para cima, comec¢ando em 0, indo até n — 1)

s [} [ )

2 o H HR®HR®|
1 o H HR®

T
0 . H

Figura 7: Um circuito equivalente para QFT com n = 4 qubits, obtido através da
comutacao de algumas operacoes logicas

Deseja-se agora analisar a complexidade computacional do Algoritmo 2.
Assume-se que a inicializacao seja realizada em tempo desprezivel. Esta suposicao é
bastante razoavel, dado que as aplicacoes da QFT conhecidas até o presente sempre
utilizam como entrada um estado da base computacional, ou a saida de um passo
anterior de algum algoritmo. Na parte principal do algoritmo (o lago de repeticao
externo), sao executados 1 + 2+ --- 4+ n = n(n + 1)/2 passos. Portanto, esta parte
do algoritmo tem complexidade O(n?). A tltima parte do algoritmo requer O(n)
operacoes de swap. Conclui-se que, em termos de operagoes sobre um ou dois qu-
bits, o algoritmo QFT possui complexidade O(n?) ou, equivalentemente, O(log® N).
Ficara claro mais adiante que esta complexidade nao se altera quando calculada em

termos de portas légicas universais.
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4.4 Um algoritmo quantico para a transformada apro-
ximada

O algoritmo classico que calcula a Transformada de Fourier Aproximada, de
acordo com a Definigao 3.4, é similar ao Algoritmo 1, sendo dado pelo Algoritmo 3.
A tnica diferenga estd no segundo termo do lado direito da Equacdo (3.17), onde

deve-se substituir

. n—1
((bsbst1--bn10..0)2 _ exp <% Z bk2n—1—k+s> (4.60)
k=s
por
o min(s+m—1,n—1)
w(bsbs+1---bmin(s+mfl,nfl)o"'O)Q = exp (W Z bk2”1k+s) . (4.61)
k=s

Entrada: Um vetor X € C?", e um parametro 1 <m < n.
Saida: Um vetor Y € C*" que é a DFT Aproximada do vetor X.
1: {Inicializacao, passo n}

2: para todo a tal que 0 < a < 2" — 1 faga
3 seja X\ — X
: s€ja (An—1@n_2...a0)2 (an—1an_2...a0)2"
4: fim para
5t
6: {Passo s}
7. para s de n — 1 até 0, regressivamente faga
8 paratodo0<b, 1,...,bs,as 1,...,a9 <1 faga
9:
(s) 1 (s+1)
X X +

H —
(bn_1...bsa5_1...a0)2 \/§ (bn_l...bs+10as_1...ao)Q

1 O min(s+m—1,n—1)
n—1—k+s (5+1)
k=s

(4.62)

10: fim para

11: fim para

12:

13: {Reordenagao}

14: para todo b tal que 0 < b < 2" — 1 faca
15: fa(;a. Yv(bnflbn,g..‘bg)z — X((l?o)blmbn—l)2'

16: fim para

Algoritmo 3: FFT cléassica aproximada
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O algoritmo aproximado para DFT apresentado nesta dissertacao nao encontra-
se descrito na literatura. Os algoritmos aproximados de DFT mais conhecidos sao
os de Shentov et al. (1995), Guo e Burrus (1996) e Edelman, McCorquodale e To-
ledo (1999). De fato, o algoritmo baseado na Definigao 3.4 ndo proporciona ganho
de complexidade na Computacao Classica — a andlise de complexidade é analoga
aquela realizada no final da Secao 3.3. Sua utilizagao neste trabalho é apenas um
passo intermedidrio para se chegar ao algoritmo aproximado quantico, onde hé ganho

de complexidade consideravel.

Proposicao 4.5. O vetor Y produzido pelo Algoritmo 3 é a DFT do vetor X,
conforme Definicao 3.4.
Demonstracao. Deseja-se demonstrar, por indugao, que a relagao

X(S)

(bn—1bn—2...bsas_1...a0)2

1 211 ,
= \/2n—_S Z X(anq-..ao)z eXP(W Z CljbnleJJrk) (463)

0<an—1,0n—2,as<1 s<j<n—1
0<k<n—1
n—m<j+k<n-—1

é valida para qualquer passo 0 < s < n do Algoritmo 3, supondo que o passo s =n
tenha feito X" = X,. Esta demonstracao é muito semelhante a demonstracao da

Proposicao 3.2.

Primeiramente, é fécil perceber que a Equagcao (3.20) é valida quando s = n— 1.

1 2 ,
e Z X(an71...ao) exXp (W Z ajbn1k2j+k> (464)

&

0<an-1<1 j=n—1
0<k<n—1
n—m<j+k<n—1
_ 1w oL xm L (ba10-.0)
\/§ (U an_g...ao) \/§ (1 an_g...ao)
_ y-1)
- X(bnflanfg...ao)' (465>

Em seguida, supondo que a Equagao (4.63) seja védlida para um passo arbitrario
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s+ 1, conclui-se que ela também ¢ vélida para o passo seguinte, s. Basta notar que

1 271 .
N Z X(an-1...ap) €XP N Z ajbn—l—k:QJ—Hc

0<an—1,.msas<1 s<j<n—1
0<k<n-—1
n—m<j+k<n—1
1 211 ,
_ +k
= \/% E X(anq...ao) exp _N E ajbn,1,k2] +
0<an—1,...,as+1<1 s+1<5<n—1
as=0 0<k<n-—1

n—m<j+k<n—1

1 27i .
+W Z X(anfl---ao)eXp W Z a/jbn—l—k2j+k X

0<an—1,...,as+1<1 s+1<j<n—1
as=1 0<k<n—1
n—m<j+k<n—1
271
X exp W E bn_l_k25+k . (466)
0<k<n—1

n—s—m<k<n—s—1

Substituindo varidveis na segunda exponencial do segundo termo do lado direito da

equacao, e tirando esta exponencial do somatoério, obtém-se

1 2 )
N Z X(an-1...a0) €XP N Z ajbn717k2]+k

0<an—1,as<1 s<j<n—1
0<k<n—1
n—m<j+k<n—1
1 271 ,
— E E ) j+k
- \/% X(an_l...ao) €exp N a’]bn—l—kQ +
0<ap—1,-as4+1<1 s+1<j<n—1
as=0 0<k<n-—1

n—m<j+k<n—1

1 271
+ — exp| =— Z bk2n—1—kz+5 «
v 2n=s N s<k<s+m—1

0<k<n—1
211 )
+k
X E X(an,l...ao)eXp W E ajbn,1,k2j ) (4.67)
0<an—1,...,as+1<1 s+1<j<n—1
as=1 0<k<n—1

n—m<j+k<n—1

Por hipétese, o primeiro termo do lado direito da equacao é o vetor \%X (s+1)
avaliado em todos os indices onde as = 0. Analogamente, o segundo termo contém

o vetor \%X (+1) avaliado em todos os indices onde a; = 1. Portanto, reescrevendo
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a Equagao (4.67), obtém-se

I st
EX(bnfl...st’»l 0 as,l...ao)—i_

1 X(s+1) omi min(s+m—1,n—1) ) 2n717k+8
_'_ E (bn71~~-bs+l 1 (1571...(10) eXp W Z k

k=s
_ v
_X(bnfl---bsasfl---ao)' (468>
Fazendo s = 0 na Equagao (4.63), correspondendo ao iltimo passo do Algo-
ritmo 3, conclui-se que a expressao de fato produz a DFT definida na Equagao (3.10),
exceto pelo uso do indice b — com bits revertidos — onde deveria ser c. Isto é fa-

cilmente corrigido através da reordenagao, descrita no final do algoritmo. O

Calculando as matrizes genéricas P®) do Algoritmo 3 e decompondo-as, chega-
se a conclusao que a unica diferenca entre elas e as matrizes do algoritmo exato, é
a fracao binaria 0.5, que deve ser substituida por

min(s+m—1,n—1)

0.5 = 0Joj1 - - Jmin(stmotn—ny = D /2 (4.69)
t=0

Entao, o processo de decomposi¢ao das matrizes da transformada aproximada
é 0 mesmo das matrizes da transformada exata, exceto pelas matrizes N® que

passaim a ser escritas como

j min(s+m—1,n—1) j_jon+ts—t-1 .
(=17 ITi= wed , sek=j,

(NSO Ve = (4.70)

aprox
0, caso contrario.

Utilizando as matrizes RC*% definidas pela Equacao (4.51), pode-se demons-
trar que as matrizes Néf,zao;,; sao decompostas de forma muito semelhante aquela da

Proposicao 4.4.

Proposicao 4.6. As matrizes Néf,znox podem ser escritas como

min(s+m—1,n—1)

NG — 1T Rt (4.71)

aproxr
t=s+1

comu=t—s+1, quando s <n —1. Quando s =n — 1, tem-se que NV =,
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~ : s on—1 ~
Demonstragao. Basta observar que (—1)/* = w2 . Segue-se, entao, que,

min(s+m—1,n—1)

H (_1)3'5(_1)jsszjt2"“*“1 _ (_1)jsijZ”*leiﬁﬂffm_l’"_l)jsjt2”+5*t*1
t=s+1
. min(s+m—1,n—1) . . opts—t—1
= (—1)lswi=s Joje? . (4.72)
—1 . 4 . .
Como > i, ji2"*~ =1 = 0 (mod 2"), pode-se continuar o desenvolvimento da

equagao, quando s < n — 1, fazendo

min(s+m—1,n—1) Asjt2n+57t71

. min(s+m—1,n—1) . . -1
(—1)Fswi=s J sje2nteTt

= (—1)7 we=o J : (4.73)

e recuperando a Equacdo (4.70). Quando s = n — 1, basta substituir s por n — 1 na

Equacdo (4.70) e verificar que N1 = I, O
s —{Hro)
2 R®
1 o— HHR®
[ 17l
0 o~ {H]

Figura 8: Um circuito aproximado para a QFT sobre quatro qubits, com parametro
m=2

Portanto, a Transformada de Fourier Aproximada pode ser realizada em um
computador quantico de acordo com o Algoritmo 4. A expressao algébrica da QFT
Aproximada é obtida substituindo N por Néf,lox na Equagao (4.56). A repre-
sentagao grafica do algoritmo, no caso n = 4 e m = 2, é dada no circuito da

Figura 8.

Percebe-se que o processo de aproximacao da QFT realmente corresponde a
eliminacdo das matrizes R®*") com u > m, conforme descrito por Coppersmith
(1994). Isto se d4 pelo fato de as matrizes R™ realizarem mudancas de fase que

tendem exponencialmente para zero enquanto u cresce apenas linearmente.

Agora, deseja-se calcular a complexidade computacional do Algoritmo 4. Nova-

mente, assume-se que a inicializacao seja realizada em tempo desprezivel. Na parte
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1: {Inicializacao, passo n}
2: prepare o estado de um registrador quantico de n qubits como

) = 3 X k).

3: {Passo s}

4: para s de n — 1 até 0, regressivamente faca

5. paratdemin(s+m —1,n— 1) até s+ 1, regressivamente faga
6: aplique transformacao unitaria R(Ht=s+1),

7. fim para

8  aplique uma porta de Hadamard somente no qubit s.

9: fim para
10:

11: {Reordenagao}

12: parat de 0 até |n/2| — 1 faga

13:  aplique swap entre qubits t e n —t — 1.
14: fim para

Algoritmo 4: QFT Aproximada

principal do algoritmo, tem-se

m n—m

—_—— — m2n—m+1)
1+2434+...+m+m+m=

2

(4.74)

passos. Portanto, esta parte do algoritmo tem complexidade O(mn). A tltima
parte do algoritmo consiste de O(n) operagoes de swap. Conclui-se que, em termos
de portas atuando em um e dois qubits, o algoritmo aproximado de QFT possui
complexidade O(mn) ou, equivalentemente, O(mlog N). Normalmente utiliza-se
um parametro m = loglog N. As vantagens na utilizacao deste parametro, especi-
almente na presenca de descoeréncia, estao descritas nos artigos de Barenco et al.
(1996) e Cheung (2004).

Foi visto anteriormente que a Transformada de Hadamard é um caso particular
da Transformada de Fourier Aproximada quando m = 1. Portanto, basta utilizar o
parametro adequado no Algoritmo 4, e o Algoritmo 5 é facilmente encontrado. O
resultado obtido, no entanto, corresponde ao da Transformada de Fourier indexada
por b. Portanto, a fim de obter a Transformada de Hadamard usual deve-se também

suprimir os swaps do final do algoritmo da QFT Aproximada.

Também ¢é interessante notar que o efeito da QFT sobre o estado da base com-

putacional [00---0) é o mesmo de uma Transformada de Hadamard, ou seja, o
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1: {Inicializacao, passo n}
2: prepare o estado de um registrador quantico de n qubit como

) = 3 X R).

3: {Passo s}

4: para s de n — 1 até 0, regressivamente faca

5:  aplique a porta de Hadamard somente no qubit s.
6: fim para

Algoritmo 5: Transformada de Hadamard Quantica

resultado é uma superposicao de todos os estados possiveis com probabilidade uni-

formemente distribuida.

4.5 Da FFT classica a quantica em uma abordagem
recursiva

Sabe-se, pelo Lema 3.2 (Danielson-Lanczos), que a DFT pode ser obtida pela
abordagem dividir-para-conquistar, resolvendo primeiramente os indices pares do ve-
tor, entdo os impares, e finalmente reunindo os resultados segundo a Equagao (3.13).
A representagao matricial que implementa o método de Danielson-Lanczos é des-

crita, por exemplo, nos livros de Meyer (2000) e de Loan (1992):

Fynt Dot Fyn-
Fou= | 20 o) pT (4.75)
Fanl _D2n71F2n71

onde

Waon
Dyn = T , (4.76)

2" -1
w2n

e BT é uma matriz de permutacao que separa os componentes de indices pares e

impares de um vetor. Por exemplo, no caso n = 3 tem-se que

BT( Ty X1 g2 Tz Ty Ty T T7 )T = ( Lo T2 Ty Tg ‘ Tl T3 Ty Ty )T . (477)
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Como Fyn = Fl, — a simetria de Fyn é discutida na Secao 4.7 — pode-se utilizar a

identidade (AB)T = BT AT para reescrever a Equacao (4.75) como

Fj Fys
Fpn = B 2 "
(_D27L71F2n71)T _(_D27L71F27L71)T

Fn—l Fn—l
- B ? ? . (4.78)
FanlDanl _F2TL*1D271*1

Decompondo esta representacao, tem-se que

[271—1

Fyn = B(I® Fyu) ( ) (H® Ipnr). (4.79)

Dgn—l

Esta decomposicao possui quatro termos, a serem analisados da direita para a
esquerda. (i) A primeira matriz é um Hadamard atuando no qubit mais significativo.

(ii) A segunda matriz ¢ diagonal, e seus elementos sao

n—2
w]nfl(o,]nf?]nfS Jo)o — | | Win—13e2" (4.80)

t=0

Comutando j,_; com j; e usando a Equagao (4.51), tem-se que

[2n—1 n—2
= ][ rtr-tr=0 (4.81)
( D2n71 > L([)

correspondendo a seqiiéncia de portas 1égicas controladas da Figura 9. (iii) A terceira
matriz é a QFT atuando recursivamente sobre os n — 1 qubits menos significativos.
(iv) A dltima matriz é B, atuando em n qubits. Esta, serd denotada por B™ (vide

Figura 9). E interessante notar que
B(n) ‘an,1 tee CLO> = ‘Cln,Q R aoan,1> . (482)

Resolvendo a recursao e trocando alvos e controles, obtém-se o circuito descrito na

Figura 7, exceto pelos swaps. Estes sao substituidos por
A — ) (] ® B(n—l)) (]®2 ® B(n—2)) (_]®(”—2) ® B(Q)) ‘ (4.83)

Proposicao 4.7. A matriz A™ corresponde aos swaps no final do algoritmo de
QFT, ou seja,
A(n) ’an,1 cee CL[)> = ’ao cee an,1> . (484)
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Demonstracao. Seja
AW = (1800 @ B ... ([9(=D) @ B (4.85)

para 1 < k < n, onde BY) = I. Por inducdo em k verifica-se que a Equacio (4.85)
é valida para 1 < k < n.

Quando k = 1 a andlise é imediata. Agora, supoe-se que a relacao seja valida

também para para k = m — 1. Segue-se que, para k =m

(I®(N—m) ® B(m)) <I®("_(m_1)) ® B(m_l)) .
(]®(n—1)) ® B(l)) |1 - Q1 Gz - - - Q)
= ([®(n*m) ® B(m)) Gp1- " Q100+ Ap_2) . (4.86)

Usando a Equagao (4.82), tem-se que

(I®(7L*m) ® B(m)> |an—1 ce Q10 ¢ am_2> — |an_1 Ce Qg ot am_1> . (487)
Quando k = n, recupera-se a Equagao (4.84). ]
n—1—{HHROHR®HRM|——— -
n—2 H -
- 3 F2n—1 ] B(n) B
O (1 —

Figura 9: Circuito recursivo para a QFT

A expressao algébrica para a QFT recursiva é obtida substituindo N por N

na Equagcao (4.56), onde

NG =T RO (4.88)
t=0

Formas recursivas da QFT foram discutidas nos artigos de Selinger (2004) e de
Paradisi e Randriam (2004).

Ainda seria possivel derivar um circuito recursivo equivalente, reescrevendo di-
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retamente a Equagao (4.75) sem calcular sua transposta. Neste caso, obter-se-ia

I n—1
Fon = (H® In1) ( 2 b ) (I ® Fyn1)BT. (4.89)
on—1

Esta equacao corresponde ao circuito da Figura 10. Ao resolver a recursao, pode-se
demonstrar que as matrizes B sao equivalentes aos swaps, desta vez aplicados no
inicio do algoritmo. A demonstracao desta afirmagao é andloga a Proposicao 4.7,

bastando notar que que BT = B~! e, portanto,

B(n)T ’anfl ce a0> = ’aoanil Ce a1> X (490)

n—1 - R HROH RO HH]-
n—2 - H
n_3- B L By

o - |

Figura 10: Circuito recursivo equivalente para a QFT

4.6 O algoritmo em termos de portas quanticas uni-
versais

Anteriormente, a complexidade computacional do algoritmo QFT foi calculada
em O(n?), e de seu correspondente aproximado, em O(mn). Entretanto, a analise
de complexidade de algoritmos quanticos deve sempre levar em conta o algoritmo
descrito em portas logicas universais — CNOTSs e portas atuando em um qubit. As
portas controladas R**") da QFT podem ser decompostas em portas universais de

acordo com a equacao
Re4) — (R @ I) - CNOT- (T @ R') - CNOT- (@ R™),  (4.91)

representada graficamente na Figura 11.

Portanto, a representagao da QFT — tanto a exata quanto a aproximada — em
termos de portas légicas universais apenas multiplica o nimero de portas por uma

constante, que desaparece assintoticamente. Desta forma, a complexidade da QFT
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Ru—1) ¢é equivalente a R %
— R® |- p)" 1€

U

Figura 11: Decomposicio da operacio légica R em CNOTSs e portas atuando em
um qubit

permanece a mesma calculada anteriormente.

Também é importante aproximar o circuito utilizando um conjunto finito de
portas légicas universais: Hadamard, Fase, CNOT e 7/8. Uma conseqiiéncia do
Teorema de Solovay-Kitaev (NIELSEN; CHUANG, 2000, pag. 197) é a possibilidade
de um circuito com n CNOTSs e portas de um qubit ser aproximado com precisao e
utilizando-se apenas O (n log® %) operacoes do conjunto finito, onde ¢ é uma cons-
tante préxima de dois. Portanto, apés a utilizacao do conjunto discreto, a QFT pas-

2
n mn
saria a ter complexidade O | n?log® — ] no caso exato, e O (mn log® —) no caso
€ €

aproximado, onde ¢ é constante. Esta complexidade ainda seria bastante razoavel,

e exponencialmente mais rapido que o melhor algoritmo classico.

4.7 Propriedades adicionais da DFT

Algumas propriedades da Transformada de Fourier sao tteis no desenvolvimento
de algoritmos quanticos. Em primeiro lugar, é conveniente analisar a Equagao (3.3)

como uma operacao matricial Fiy = F', tal que
[ N
P li) = —= 3" A ) (4.92)
NIz

ik . . . T ;
de modo que Fj, = wy). Percebe-se de imediato que a matriz Fiy é simétrica. Além
disso, a decomposicao da matriz Fy em portas unitarias, nas SecOes anteriores, é

uma prova de que a matriz Fyy ¢ também unitaria.?

A forma canonica de inverter um circuito quantico é inverter a ordem das ma-
trizes unitarias, — correspondendo as portas logicas — e tomar o complexo conju-

gado de cada uma. Entretanto, no caso da Transformada de Fourier, nota-se que

2Naturalmente, esta afirmacao também poderia ser demonstrada notando que o produto interno
de duas colunas arbitrdrias de Fy ¢ igual a zero (MEYER, 2000).
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ij F]Tk = wy?*, de modo que

N = \/— Z v lk). (4.93)

Portanto, a DFT inversa apenas toma o conjugado das raizes complexas da uni-
dade, sem modificar a estrutura da matriz Fly. Esta analise permite construir um
algoritmo quantico (ou, equivalentemente, um circuito quantico) apenas tomando
o complexo conjugado de cada matriz envolvida, sem modificar a ordem. De fato,
esta propriedade explica a equivaléncia entre os circuitos das Figuras 9 e 10. Basta
inverter o circuito da Figura 9 duas vezes: primeiramente invertendo a ordem das
portas e tomando o complexo conjugado de cada uma; e em seguida tomando o

complexo conjugado das portas, sem modificar a ordem.

Define-se uma mudanga de fase como uma operagao P, tal que Py, |z) = w® |z) ,
e uma translagdo como uma operagao 1; tal que 7 |z) = |z + [ mod N). Pode-se

demonstrar que
FnNT, = P Fy. (4.94)

Esta propriedade é importante no estudo do Problema do Subgrupo Escondido, e

sua demonstragao pode ser encontrada em artigos da area (LOMONT, 2004).

Seja r um inteiro que divide N. Entao,

] N/r—1 \/_ N-1 (N/r—
Fy )y =Y rieg (4.95)
b ICES 53 D3
Usando a identidade wy = wyy,, bem como o fato de que ZN/T 1wf\f/ éigual a N/r

se j =0 (mod N/r) e igual a zero caso contrario, chega-se a

N/r—1 1 r—1 N
Z\J TmZ:‘B

Segundo esta propriedade, a Transformada de Fourier sobre um vetor cujas compo-

>. (4.96)

nentes nao-nulas sao periodicas com periodo r, ¢ um novo vetor cujas componentes

nao-nulas sao periddicas com periodo N/r.
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5  Simulacoes

No ano de 1982, Richard Feynman ja havia notado que a simulacao de sistemas
fisicos quanticos — e conseqiientemente, computadores quanticos — seria um pro-
blema de complexidade exponencial (FEYNMAN, 1982). Portanto, um computador
quantico extremamente simples, utilizando um tnico registrador de poucas dezenas
de qubits, ja nao pode ser simulado nem mesmo pelos maiores supercomputadores da
atualidade. Ainda assim, a simulagao de computadores quanticos, mesmo limitada,

¢ de grande importancia.

Um simulador de computadores quanticos pode ajudar a verificar resultados,
seja como ferramenta didatica, ou como auxilio ao pesquisador durante o processo
de desenvolvimento de um novo algoritmo. Pode também servir como ferramenta
para verificar o desempenho de um algoritmo, nao somente em situacgoes ideais,
mas também na presenga de erros e descoeréncia (RAEDT; MICHIELSEN, 2004;
BUTSCHER; WEIMER, 2003; ROSE et al., 2004).

5.1 Modelo fisico

A simulacao de computadores quanticos tem como fundamentacao teodrica a
equagao de Schrodinger,

L, 0 A
iho, [0()) = H Y1), (5.1)

onde A € a constante de Plank dividida por 27; e H éum operador positivo definido!

e Hermitiano, conhecido como Hamiltoniano, e que esta associado ao sistema fisico

2

discreto utilizado na construcao do computador quantico.® Apesar de nenhuma

'Um operador A é positivo definido se (v|AJv) > 0 para qualquer vetor |v) # 0 (NIELSEN;
CHUANG, 2000, pag. 71).

20 artigo de Lloyd e Braunstein (1999) discute a Computacao Quéntica através de sistemas
fisicos continuos.
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simulagao realizada neste trabalho envolver a resolucao explicita da equacao de

Schrodinger, convém estuda-la a fim de esclarecer a teoria envolvida.

Neste trabalho consideramos Hamiltonianos independentes do tempo. Neste

caso, se |¢;) é um auto-estado de H com auto-valor de energia €5, entao
H ;) = €;195), (5.2)

de modo que '
() = exo (=2 o) (5.3

é uma solugao da Equagao de Schrodinger com condigoes iniciais
[¥(t=0)) =l9;) (5.4)

O estado |¢(t)) é estacionério,® pois o fator de fase nao possui aqui efeito ob-
servavel. Como qualquer estado inicial |¢(t = 0)) pode ser expresso como uma
combinagao dos auto-estados |¢;) de H , 0 problema de valor inicial esta resolvido,
em principio. Formalmente, a solucao para H independente do tempo pode ser

escrita como

Bl = U (e =0)
exp <—%) $(0) 53

onde o operador de evolugao temporal U(t) pode ser interpretado por meio da re-

Ut) = exp <_%)

= Yew (-5 ) 0l 56

presentacgao espectral

Todos os auto-valores exp (—%) de U(t) possuem médulo unitario. Portanto,
pode-se demonstrar que U(t) é um operador unitario.*

Como a dimensao da matriz que representa o operador H cresce exponencial-

3Estados estacionarios, em Mecéanica Quantica, sio aqueles com energia bem definida (DAVY-
DOV, 1976, pag. 51).

40 livro de Cohen-Tannoudji, Diu e Laloé (1977, pag. 308) fornece a construgio de um operador
de evolugao unitario para um Hamiltoniano geral, dependente do tempo.
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mente com o nimero de qubits no estado [¢(t)), a Equagao (5.5) torna-se dificil de
ser calculada exatamente, de forma que métodos numéricos aproximados fazem-se
necessarios sempre que a simulagao envolva Hamiltonianos especificos. Dentre estes
métodos pode-se citar a diagonalizagao total, Chebyshev, Lanczos e Suzuki-Trotter,

todos descritos no artigo de Raedt e Michielsen (2004).

Nesta dissertacao, entretanto, a énfase do estudo é o algoritmo em si, nao re-
alizagoes fisicas em particular. Portanto, as simulagoes consideradas sao comple-
tamente gerais, de forma que nenhum hardware especifico é assumido. Assim, a
exponenciacao do Hamiltoniano pode ser evitada através de sua substituicao por

um operador unitario U, de forma que

[¥(tr)) = Ulib(to)) - (5.7)

O estado inicial [1)(tg)) pode ser representado por um vetor de nimeros complexos,
e o operador U por uma matriz unitaria. Estas representagoes seguem as convengoes

utilizadas pela literatura especializada, e revisadas no Capitulo 2.

Desta forma, a simulacao de um computador quantico pode, a principio, ser
realizada através de uma multiplicacao de matrizes por vetores. O problema é o
crescimento exponencial das dimensoes das matrizes e dos vetores envolvidos. Uma
solugao paliativa é distribuir o cédlculo entre diversos processadores. Entretanto,
basta aumentar poucos qubits na simulacao para que o problema torne-se inviavel,
mesmo com a utilizacao de varios supercomputadores. Além disso, a realizacao de
uma simulagao envolvendo apenas conceitos matematicos abstratos fornece somente
o resultado do calculo. A fim de obter informacoes uteis acerca do algoritmo, e
de como ele se comportaria em um computador quantico real, faz-se necessaria
uma simulacao mais elaborada, levando em consideracao a interpretacao fisica dos

calculos efetuados.

5.2 Estado da arte dos simuladores

Nos tltimos anos, a grande quantidade de artigos publicados em Computacao
Quantica, bem como a auséncia de computadores quanticos reais com quanti-
dade adequada de qubits, estimularam uma producao consideravel de simuladores

quanticos. Estes simuladores diferem em muitos aspectos, como objetivo, precisao
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e forma de armazenamento dos dados. Nesta dissertacao, segue-se a classificagao
utilizada no artigo de Raedt e Michielsen (2004). Uma revisao mais antiga sobre
simulagao de computadores quanticos pode ser encontrada no artigo de Wallace
(1999), onde sao descritos e comparados os diversos simuladores existentes na época

— inclusive alguns que hoje estao indisponiveis, ou que nao sao mais atualizados.

5.2.1 Linguagens de programacao para Computacao Quantica

Linguagens de programagao quanticas sao uma tentativa de diminuir a distancia
entre os formalismos da Computagao Cléssica e da Computacao Quantica, proporci-
onando meios adequados para descrever algoritmos quanticos complexos. Considera-
se que a primeira proposta de linguagem de programacao quantica tenha sido apre-
sentada por Knill (1996). Outro trabalho inicial importante foi o Q-gol, desenvolvido
por Baker (1996). A linguagem QCL,® cuja sintaxe é fortemente inspirada no C, foi

desenvolvida por Omer (1996, 1998, 2000, 2001, 2002, 2003).

Além da QCL, merece destaque a linguagem Q. Baseando-se parcialmente na
linguagem Q, Chris Lomont desenvolveu a linguagem Q-++. Esta linguagem, por
sua vez, foi utilizada na construcao do simulador SimQubit. O QDD ¢é uma lingua-
gem que utiliza a estrutura de binary decision diagrams (BDD) para representar os
estados quanticos. O site onde a linguagem ¢ disponibilizada fornece como exem-
plos o algoritmo de Shor, o teletransporte®, a QFT, e algumas portas simples. Esta
linguagem foi utilizada na preparacao do simulador SHORNUF. Pode-se também
mencionar o Quantum Lambda Calculus, cuja teoria é baseada nos artigos de Tonder
(2003, 2004).

Muitos artigos discutem a implementagao de linguagens quanticas em Haskell.
O primeiro destes trabalhos foi de Mu e Bird (2001), posteriormente estendido por
Sabry (2003). Vizzotto e Costa (2005) ainda estendem a idéia do artigo de Sabry,

considerando desta vez a programacao quantica concorrente.

O artigo de Selinger (2004) define uma linguagem de programacgao voltada
para Computacao Quantica, utilizando o paradigma de “controle classico e dados

quanticos”. Altenkirch e Grattage (2005) define a linguagem QML, nao implemen-

5 Quantum Computer Language.

50 teletransporte quantico foi descoberto por Bennett et al. (1993) e realizado experimental-
mente por Bouwmeester et al. (1997), Boschi et al. (1998), Furusawa et al. (1998) e Nielsen, Knill
e Laflamme (1998).
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tada, porém de grande importancia teérica. Na linguagem QML, nao apenas os

dados, como também o controle pode ser quantico (GAY, 2005).

As principais linguagens desenvolvidas até o presente estao listadas na Tabela 4.
Uma boa revisao sobre linguagens de programagcao para Computacao Quantica pode
ser encontrada no artigo de Simon Gay (2005), onde as linguagens aqui mencionadas

sao discutidas com maiores detalhes.

Nome URL' Linguagem | Ultima
Versao
Q http://sra.itc.it/people/ C++ 0.5.8,
serafini/qlang 18/2/02
QCL http://tph.tuwien.ac.at/ C++ 0.6.1
~oemer/qcl.html (beta),
30/3/04
QDD http://thegreves.com/david/ C++
QDD/qdd . html
QML http://www.arxiv.org/
quant-ph/0409065
Quantum En- | http://www.cpan.org Perl 0.32
tanglement
Quantum Fog | http://www.ar-tiste.com 1.6
Quantum http://www.het.brown.edu/
Lambda Cal- | people/andre/qlambda/
culus
Quantum Su- | http://www.cpan.org Perl 2.02,
perpositions 22/4/03
QuBit http://www.bluedust.com/ C++
qubit/default.asp
QULIB http://tph.tuwien.ac.at/ C++
“oemer
Q++ http://www.cybernet.com/ C++
programs/380/quantum/
Q-gol http://www.ifost.org.au/ Tecl 7.5
“gregb/q-gol CaML

TURLSs acessadas em 3 de janeiro de 2006.

Tabela 4: Principais linguagens de programagao quanticas

5.2.2 Compiladores quanticos

Compiladores sao softwares utilizados para converter um cédigo escrito em lin-

guagem de alto nivel, em uma seqiiéncia de instrucoes de baixo nivel, possibilitando
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sua execug¢ao por computadores. Dentre os simuladores de computadores quanticos,
existem pelo menos dois softwares que podem ser classificados como compiladores de
circuitos quanticos por converterem matrizes unitarias complexas em portas logicas
quanticas mais simples — ainda que nao fornecam decomposicoes eficientes, em

geral. Sao eles: o Qubiter e 0 GQC (vide Tabela 5).

Qubiter é um software escrito totalmente em C++ e que permite ao usuario
decompor uma matriz unitaria arbitraria em portas légicas quanticas universais. O
Qubiter pode ser utilizado juntamente com um software de preparacgao de circuitos
em alto nivel, como o Quantum Fog por exemplo. Apds produzir a matriz unitaria
do circuito, pode-se decompo-la em portas mais simples, para serem eventualmente
executadas em um computador quantico real. O artigo de Tucci (1999) aborda este

assunto.

GQC ¢é um compilador on-line que toma como entrada uma matriz unitaria de
dois qubits, que admita saidas emaranhadas a partir de entradas fatoradas, e a utiliza
para construir um CNOT. O GQC serve para ilustrar um resultado tedrico obtido
pelos autores, no qual foi demonstrado que portas que atuam em dois qubits criando
emaranhamento sao universais na Computacao Quantica, desde que assistidas por

operagoes 16gicas de um qubit (BREMNER et al., 2002).

Nome URL? Linguagem | Ultima
versao
GQC http://www.physics.uq.edu.au/
gac/
Qubiter http://www.ar-tiste.com/ C++ 1.1
qubiter.html

'URLs acessadas em 3 de janeiro de 2006.

Tabela 5: Principais compiladores quanticos existentes

5.2.3 Softwares didaticos

Existem muitos softwares desenvolvidos com o objetivo exclusivo de servir como
ferramenta para o ensino e o aprendizado de Computagao Quantica. A maior parte
destes simuladores esta disponivel na Internet, em sites pessoais. O Quantum Tu-
ring Machine Simulator, no entanto, esta disponivel apenas para assinantes do The

Mathematica Journal (HERTEL, 2002).
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Os simuladores didaticos mais relevantes estao listados na Tabela 6.
’ Nome H URL* \ Linguagem ‘
CS 596 http://www.sci.sdsu/Faculty/Don. MatLab
Short/QuantumC/cs662.htm
M-Fun for QC- || http://www.ar-tiste.com/m-fun/ Octave  /
Progs m-fun-index.html MatLab
QTM Simula- | http://www.lix.polytechnique.fr/ C++
tor “durr/Attic/qtm
Optical Simu- | http://www.cit.gu.edu.au/"s55086/ Java ap-
lator qucomp plets
Quantum Tu- Mathematica
ring Machine
Simulator
Simulador de || http://alumni.imsa.edu/ matth/quant
M. Hayward
UH Quantum | http://www.cit.gu.edu.au/"s55086/ Java
Computer qucomp
Virtual Quan- || http://www.pha.jhu.edu/”javalab/ Java
tum Mechanics || qubit/qubit.html

*URLs acessadas em 3 de janeiro de 2006.

Tabela 6: Principais softwares didaticos para Computacao Quantica

5.2.4 Simuladores propriamente ditos

“[Simuladores] sao definidos como sendo programas de computa-
dor que podem ser executados em uma maquina classica para si-
mular as agoes de um computador quantico. Estas simulacoes efe-
tivamente envolvem o uso de maquinas que trabalham de acordo
com as leis da Fisica Cléassica Newtoniana para simular maquinas
que trabalham de acordo com as leis da Mecéanica Quéantica.”
(WALLACE, 1999, pag. 1)

O Fraunhofer Quantum Computer Portal, do FIRST,” é um web-site que oferece
servigos de simulacao de computadores quanticos gratuitamente na Internet. Neste
portal, o pesquisador pode submeter simulagoes através de uma interface grafica
bastante amigavel, para que o sistema as distribua automaticamente por varios nos
de um cluster. O portal de Fraunhofer permite simulagoes de circuitos quanticos e
Hamiltonianos com até 27 qubits. Havendo necessidade, pode-se pedir autorizagao
aos administradores para executar simulagoes com até 31 qubits. Informagoes mais

detalhadas sobre este simulador podem ser encontradas no artigo de Rosé et al.
(2004).

" Fraunhofer Institut fiir Rechnerarchitektur und Softwaretechnik.
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Outro simulador muito interessante é o libquantum, uma biblioteca em C para
simulagao de circuitos quanticos arbitrarios. Possui performance e consumo de
memoria otimizados, simula a descoeréncia dos estados quanticos e permite a im-
plementagao de cédigos correcao de erro quantico. O pacote j& inclui os algoritmos
de Shor, para fatoracao, e de Grover, para busca em listas nao-ordenadas. A docu-
mentacao, juntamente com uma breve introducao aos simuladores de computadores
quanticos pode ser obtida em um artigo dos desenvolvedores (BUTSCHER; WEI-
MER, 2003). A utilizagao da biblioteca esta exemplificada no cédigo abaixo, onde a
funcao void quantum_qgft(int width, quantum_ reg *reg), nativa do libquantum, foi
modificada para executar a Transformada de Fourier Aproximada.
void quantum_aqft (int width, int m, quantum_reg xreg){

int i, j;
for (i=width —1; 1>=0; i—){
for (j=width —1; j>i; j——)
if (j—i<=m) quantum_cond_phase(j, i, reg);

quantum_hadamard (i, reg);

O software JaQuzzi foi escrito em Java e permite o desenvolvimento e simulagao
de circuitos quanticos em ambiente grafico. O software pode ser obtido gratuita-
mente na Internet para execucao off-line, ou pode-se optar pela execucao na forma
de applet. Trata-se de um simulador simples, de facil utilizagao, e que atinge bons

resultados.

O Quantum Computer Simulator, da empresa japonesa Senko, funciona em Win-
dows ou em Machintosh. Ele permite a simulagao de computadores quanticos através
de uma interface grafica amigavel e de forma integrada ao Mathematica. As entradas
sao necessariamente estados da base computacional, mas expressoes com coeficientes
arbitrarios podem ser tratadas no decorrer da simulagao. Um versao de demons-

tracao deste simulador esta disponivel na Internet.

O QCSim ¢é um simulador de cédigo-fonte aberto, disponivel gratuitamente na
Internet. Inclui exemplos de simulacoes do protocolo criptografico BB84%, teletrans-

porte quantico, algoritmo de Grover, cédigos de correcao de erro, dentre outros.

80 protocolo quantico BB84 foi descoberto por Bennett e Brassard (1984). Uma revisao sobre

o assunto, em nivel bastante introdutdrio, encontra-se no artigo de Marquezino e Helayél-Neto
(2004).
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O OpenQUACS? ¢ uma biblioteca escrita em Maple, permitindo a simulacao
de circuitos quanticos arbitrarios. Este software pode ser obtido gratuitamente
na Internet, juntamente com alguns exemplos e um tutorial. Este simulador foi

resultado da tese de mestrado de McCubbin (2000).

O autor do Quantum Qudit Simulator propoe a simulacao de computadores
quanticos baseados em sistemas quanticos com mais de dois niveis. Este simulador
opera com sistemas quanticos de no maximo dez niveis, devido ao alto consumo
de tempo e memoria que surge a partir deste ponto. O Quantum Qudit Simulator

funciona em Windows 95 ou superior, e foi desenvolvido em Visual Basic.

O simulador Quantum eXpress tem como objetivo realizar simulacoes levando
em consideragao o tempo que seria gasto, de fato, em um computador quantico real.
O uso do simulador é gratuito, porém apenas via Internet, devido ao cédigo-fonte

ser fechado. E o software que mais se aproxima do simulador Feynman, discutido
na Sec. 5.3.

As idéias usadas no Finite State Machine Simulator estao expostas no artigo de
Dunlavey (1998). O simulador QCS holandés foi desenvolvido por Nuyens (2002),
autor de uma dissertacao de mestrado sobre técnicas de simulacao de computadores
quanticos. O simulador LGP2 tem como objetivo utilizar técnicas de programacao

genética para desenvolver algoritmos quanticos melhores que os cldssicos.

Simuladores que utilizam Hamiltonianos dependentes do tempo sao chamados
por Raedt e Michielsen (2004) de emuladores quanticos. Estes tém como principal
objetivo emular um hardware especifico em um computador classico. Os principais
emuladores quanticos sao o QCE!? e o QSS''. O QCE simula circuitos quanticos
em condigoes experimentais realisticas, e pode ser obtido gratuitamente na Internet,
juntamente com a documentacao e alguns exemplos de algoritmos quanticos. O
software QSS, desenvolvido em C++, para Windows, pode realizar uma simulagao
com dezoito qubits em cerca trés horas, utilizando um computador de 2.4 GHz, com
1 GB de meméria RAM. Este emulador esta associado a dissertagao de mestrado de

Schneider (2000).

Estes e outros simuladores relevantes estao listados nas Tabelas 7 e 8.

9 Open-source Quantum Computer Simulator.
10 Quantum Computer Emulator.
1 Quantum System Simulator.
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Nome URLA Linguagem | Ultima
versao

CS20c http://www.cs.caltech.edu/ Java
“ayers/Progress.html

Eqcs http://home.snafu.de/
pbelkner/eqcs

Feynman C++ 0.4

Fraunhofer http://www.qc.fraunhofer.de

Quantum

Computer

Portal

FSM  Simula- C

tor

jaQuzzi http://www.eng.buffalo.edu/ Java 0.1
“phygons/jaQuzzi/jaQuzzi.html

jQuantum http://jquantum.sourceforge. Java
net

LGP2 http://hampshire.edu/
lspector/code.html

Libquantum http://www.enyo.de/ C 0.2.4,
libquantum/ 11/01/05

Libquantum http://libquantum. C 0.2.4

para Mac OS darwinports.com/

OpenQUACS || http://userpages.umbc.edu/ Maple 22/5/00
“cmccubl/quacs/quacs.html

QCAD http://acolyte.t.u-tokyo.ac. 1.80
jp/“kaityo/qcad

QCE http://rugth30.phys.rug.nl/ 8.1.1,
compphys0/qce.htm 27/6/04

QCompute Pascal

QCS http://www.senko-corp.co.jp/ | C++ 1.1,
qcs 20/2/00

QCS http://www.cs.kuleuven.ac.be/ | MatLab
“dirkn/thesis

AURLs acessadas em 3 de janeiro de 2006.

Tabela 7: Principais simuladores quanticos existentes - parte A
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Nome URLA Linguagem | Ultima
versao

QCSim http://hissa.nist.gov/"black/ | C++
Quantum/

QDENSITY http://www.pitt.edu/ "tabakin/ | Mathematica
QDENSITY

QDNS http://www.hit.bme.hu/people/
imre/pages/QDNS

QGAME http://hampshire.edu/ Lisp
lspector/qgame.html

Qsims http://gsims.sourceforge.net

QSS C++

QuaSi http://iaks-www.ira.uka.de/ 2
QIV/QuasSi

Quantum algo- | https://www-users.cs.york.av.

rithm designer | uk/~sok/QAD

Quantum eX- || https://www.research.ge.com/ Beta 1

press quantum/index. jsp

Quantum- https://quantum-octave. Octave

octave sourceforge.net

Quantum Qu- | http://www.programmersheaven. | Visual Ba- | 1.1

dit Simulator com, ou http://www. | sic
freedownloadscenter.com

Quack! http://www.physics.uq.edu.au/ | MatLab pi/2
people/rohde/blog/?page_id=20

QuCalc http://crypto.cs.mcgill.ca/ Mathematica
QuCalc/

QuIDDPro http://vlsicad.eecs.umich. 2.14
edu/Quantum/qp

SHORNUF http://thegreves.com/david/
QDD/qdd . html

SimQubit http://www.cybernet.com/ C++/Q++
programs/380/quantum/

Zeno http://www.gia.dsc.ufcg.edu. Java
br/zeno

AURLs acessadas em 3 de janeiro de 2006.
Tabela 8: Principais simuladores quanticos existentes - parte B
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5.3 O simulador Feynman

5.3.1 Motivacao

Apesar de nao ser um fato demonstrado matematicamente, acredita-se que
Richard Feynman estivesse certo ao sugerir que a simulagao de sistemas fisicos
quanticos através de sistemas classicos tenha complexidade inerentemente expo-
nencial. Assim sendo, todos esforcos dos programadores a fim de obter melhor
desempenho nas simulacoes de computadores quanticos sao insuficientes para que
resultados consideraveis sejam atingidos. Um software que simule poucos qubits
deve se tornar cerca de duas vezes mais eficiente para simular apenas um qubit a

mais.

A proposta do simulador Feynman, portanto, é realizar simulagoes que se apro-
ximem tanto quanto possivel da realidade fisica (MARQUEZINO; MELLO JUNIOR,
2004c; MARQUEZINO et al., 2005). Todas as operagoes realizadas nas simulagoes
sao separadas em operacoes com correspondente fisico e sem correspondente fisico.
Contabilizando o tempo total e eliminando tudo o que nao possui correspondente
fisico, é possivel saber quanto tempo o calculo levaria se executado em um compu-

tador quantico real.

Desta forma, pode-se utilizar o simulador Feynman para obter uma melhor com-
preensao dos fatores que levam a construcao de algoritmos quanticos eficientes. Os
esforgos de programacao deixam de visar desempenho computacional, e passam a
ter como alvo a interpretacao fisica dos resultados. Devido a esta abordagem o

simulador Feynman ¢, em geral, mais lento que os demais simuladores.

5.3.2 Implementacao

Alguns detalhes da implementacao do simulador Feynman sao expostos no
Apéndice C. Nesta Segao faz-se um breve comentario sobre as idéias utilizadas

no simulador.

Ao longo do texto alguns termos técnicos sao utilizados, de modo que convém
fazer uma breve apresentacao dos mesmos. Um processo é uma instancia de um pro-
grama em execu¢ao (BACON; HARRIS, 2003; TANENBAUM; WOODHULL, 2000).

Um importante modelo de algoritmos paralelos é conhecido como mestre-escravo.
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Neste modelo, ha um processo conhecido como mestre, responsavel por gerar tra-
balho para ser executado pelos processos conhecidos como escravos (GRAMA et al.,
2003). MPI'? ¢ um padrao para passagem de mensagens proposta para aplicagoes
que utilizam um ambiente computacional distribuido (MARQUEZINO; MELLO JU-
NIOR, 2004c; SNIR et al., 1996). A linguagem de programacao da implementagao foi
o C++, que utiliza o paradigma da programagao orientada a objetos (DEITEL; DEI-
TEL, 2001). Portanto, pelo menos trés conceitos sao freqiientemente mencionados
nesta dissertagao: classe, método, atributo e objeto. Uma classe pode ser vista como
um tipo definido pelo usudrio. As classes possuem dados e um conjunto de fungoes
que os manipulam. Os componentes de dados sao chamados de atributos, enquanto
os componentes de funcao da classe sao chamados de métodos. Uma instancia de

uma classe é chamada de objeto.

Uma caracteristica importante, que distingue os diferentes simuladores, é a re-
presentacao dos estados quanticos. A maioria dos simuladores utiliza a representacgao
na forma de um vetor de niimeros complexos, formado a partir do produto tensorial
de todas as sub-partes do sistema.'? Em simuladores paralelos, o grande vetor de
numeros complexos costuma ser distribuido entre diversos nés. A desvantagem desta
abordagem ¢ a perda de interpretacao fisica, uma vez que durante a simulagao nao

¢ possivel isolar o célculo referente a cada qubit.

O simulador Feynman, por outro lado, representa os estados em sua forma fa-
torada, isolando o estado dos qubits em processos distintos. Desta forma, pode-se
distribuir o calculo entre diversos processadores sem perder interpretacao fisica.
Sempre que nao ocorre emaranhamento na simulagdo (por exemplo, no caso da
QFT, ou da QFT inversa, com entradas projetadas) esta simulagdo é bastante efi-
ciente, principalmente em relagao ao consumo de memoria. Quando um qubit esta
emaranhado ele ¢ descrito pelo vetor de estado que agrupa todos os qubits emara-
nhados entre si. Naturalmente, cada qubit do emaranhamento precisa representar
o mesmo estado, em uma redundancia que pode parecer absurda do ponto de vista

computacional, mas que é necessaria para preservar a interpretacao fisica.

Cada qubit da simulacao possui um numero de identificacao. Como a imple-

12 Message Passing Interface.

13 Algumas excecdes sao o QDD, que utiliza representacio através de binary decision diagrams,
o Quantum Fog e o Qubiter, que utilizam representacgao através de redes Bayesianas (TUCCI, 1999;
WALLACE, 1999).
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mentacao utilizou MPI, e cada qubit foi isolado em um 1nico processo, é natural
aproveitar o nimero do rank, i.e., a numeracao dada pelo MPI para cada processo. O
qubit da implementacao possui ainda um vetor de niimeros inteiros para armazenar

os identificadores de todos os demais qubits com os quais ele esta emaranhado.

Em relacao as portas légicas quanticas, a maioria dos simuladores as representa
através de grandes matrizes de niimeros complexos, de dimensao 2" x 2", onde n é o
numero de qubits na simulacao. As portas légicas utilizadas no simulador Feynman,
por outro lado, sao sempre matrizes de dimensao 2 x 2. As portas possuem ainda um
atributo indicando se a operacao é controlada, e qual é o qubit de controle. Desta
forma, é possivel simular qualquer porta logica, sem a necessidade de matrizes com

dimensoes maiores.

Os circuitos quanticos sao implementados através de uma classe propria, com
métodos, por exemplo, para preparacao da seqiiéncia de portas logicas e para envio

das mesmas aos respectivos qubits.

O programa principal do simulador Feynman, responsavel pela simulacao da
QFT Aproximada inversa, estd exposto no Apéndice C. Em um primeiro mo-
mento, sao realizadas algumas operacoes de inicializacao e de verificacao. Logo
apos, finaliza-se eventuais processos excedentes. Em uma simulacao com n qubits
pelo simulador Feynman sao necessarios n + 1 processos: n escravos, representando
qubits, e um mestre, representando o equipamento de controle. Em seguida, o pro-
cesso mestre prepara o circuito para simulagao. Cada processo escravo também
passa por uma inicializagao, onde faz a leitura do arquivo de entrada para extrair
seu vetor de estado e, se necessario, a lista de qubits com os quais estd emaranhado.
O simulador Feynman permite a utilizacao de entradas superpostas, e até emara-
nhadas, ao contréario de simuladores como o QCS, da empresa japonesa Senko, ou o

jaQuzzi.

Apés as inicializagoes cada processo escravo fica parado, a espera de uma instru-
¢ao via MPI. Quando o processo mestre termina de preparar o circuito, ele passa a
enviar portas logicas a estes processos, — que representam os qubits — aguardando
sempre uma mensagem de confirmacao de porta executada. O processo escravo,
quando recebe uma porta, executa e envia uma mensagem de “pronto” para o pro-
cesso mestre. A unica peculiaridade ocorre quando o qubit estd emaranhado, devido

a necessidade de manter a interpretagao fisica. Neste caso, ao receber a porta, ele
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deve retransmiti-la aos demais qubits com os quais esta emaranhado. Apds efetuar
seu calculo, o processo do qubit emaranhado deve esperar confirmacgao de todos os

demais, para somente entao enviar a mensagem de “pronto” ao mestre.

Apébs o recebimento de uma porta légica por um qubit existem duas possibi-
lidades: o cédlculo sobre estados fatorados e o calculo sobre estados emaranhados.
Na primeira situacao, o qubit apenas calcula o produto entre a matriz da porta
logica e o vetor de estado, verificando antes o estado do qubit de controle, se houver.
Na segunda situacgao, a aplicacao da porta envolve a propriedade de linearidade da
mesma. Por exemplo, o calculo da porta de Hadamard no qubit menos significativo

de um estado emaranhado pode ser realizado como
(I%*® H) (o |000) + B111)) = a (|00) @ H [0)) + B (|11) @ H [1)), (5.8)

de forma que qualquer porta pode ser calculada através de matrizes 2 x 2.

Os swaps podem ser realizados através de trés portas CNOT (conforme Fi-
gura 4), ou através de método da classe Circuito. Neste ultimo caso, pode-se realizar
o swap entre qubits projetados, com um processo enviando seu estado para o outro,
e efetuando a troca; ou entre qubits emaranhados, de modo similar ao artigo de Hsu
(2002).

Para finalizar a simulacao, o processo mestre envia uma mensagem para cada
qubit, para que estes salvem o resultado parcial da simulacao em um arquivo texto,
e finalizem-se. Ap0s a finalizacao de todos os processos escravos, o processo mestre
agrupa os resultados parciais, adiciona algumas estatisticas, e salva tudo em um ar-

quivo, finalizando logo em seguida. O formato do arquivo é descrito no Apéndice C.

Os tempos sao contabilizados internamente através de comandos do MPI junta-
mente com métodos da classe Tempo. O comando MPI utilizado com este propdsito
foi o MPL::Wtime(). Todo tempo contabilizado é classificado como real ou virtual,
sendo estes existentes somente na simulacao, sem correspondente no computador
quantico real; e aqueles existentes, de fato, em uma eventual realizacao fisica do
computador quantico. O tempo virtual, portanto, deve ser desconsiderado na anélise

de desempenho do algoritmo quantico.
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5.4 Metodologia das simulacoes

O simulador foi implementado em C++ com MPI, utilizando a versao MPICH-
1.2.7p1, compilando através do mpiCC. Utilizou-se a opcao de otimizacao do com-
pilador, -03. A execucao do software deu-se através do comando mpirun. Quanto
ao sistema operacional, utilizou-se a distribuicao Linux Red Hat apenas em fases
iniciais do desenvolvimento do software. Mais recentemente, a distribuicao Linux
SUSE foi utilizada. Além do MPICH, utilizou-se a biblioteca matemética GSL4
1.7, e a biblioteca VBLib, para manipulacao de strings.

Os computadores utilizados nas simulacoes foram estacoes Intel Pentium 4, com
CPU de 2.8 GHz, memoria principal de 512 MB, memoria cache de 1024 KB, e sis-
tema operacional Linux SUSE 10. A rede utilizada operava a 100 Mbps. Apesar de
inicialmente o software ter sido testado com muitos computadores, preferiu-se res-
tringir o uso a apenas dois, durante as tomadas de tempo. Esta escolha teve como
objetivo reduzir o tempo de comunicagao entre os processos. Versoes futuras do
software Feynman poderao tratar de forma mais adequada as comunicacoes, permi-
tindo simulagoes envolvendo mais computadores, sem contaminacgao dos resultados

experimentais.

O algoritmo escolhido para as simulacoes foi a QFT inversa. A escolha do algo-
ritmo inverso teve motivacao puramente histérica, visto que o algoritmo de Shor, um
dos mais importantes algoritmos quanticos ja desenvolvidos, utiliza a transformada
inversa. Os resultados obtidos, no entanto, possuem interpretacao independente

deste fato.

As entradas da simulacao foram estados projetados e estados emaranhados do
tipo gato de Schrodinger. A terminologia gato de Schrodinger é utilizada em artigos

como o de Leibfried et al. (2005) e refere-se a estados

00---0) + [11---1)
\/§ 3

isto é, superposicoes de dois estados maximalmente diferentes. A origem deste termo

¥) =

(5.9)

remonta ao inicio do século passado, época de intensas discussoes filoséficas acerca

da Mecanica Quantica.'®

Y GNU Scientific Library
15 A mais famosa dessas discussoes filoséficas foi o paradoxo EPR (EINSTEIN; PODOLSKY; ROSEN,
1935).
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Os resultados da QFT Aproximada inversa foram analisados para o caso de
n = 9 qubits, tanto no caso das entradas projetadas como das entradas emara-
nhadas, de forma a verificar a qualidade das solucoes variando o parametro m. A
visualizacao dos resultados deu-se através de graficos das amplitudes dos estados
obtidos, considerando-se partes real e imaginaria separadamente. A qualidade dos
resultados ainda foi quantificada através da medida de fidelidade, comparando o

caso exato (m = 9) com os aproximados (1 <m < 8).

O objetivo da analise de qualidade das solugoes é a compreensao do compor-
tamento da QFT Aproximada com diversos parametros. O resultado esperado é a
diminuicao da fidelidade, de forma lenta para valores de m proximos a quantidade de
qubits, podendo acentuar-se apenas quando m fica muito proximo de um. Espera-se
ainda que os graficos das solugoes aproximadas sejam visualmente parecidos com os

da solucao exata, para valores de m proximos a quantidade de qubits.

Outro fator analisado foi o tempo de processamento consumido pela simulagao.
Neste caso as entradas também foram de dois tipos, projetadas e gatos de Schrodin-
ger, porém variavam a quantidade de qubits. O primeiro tipo de entrada contemplou
estados variando entre um e cem qubits. O segundo tipo de entrada, por envolver
calculos de complexidade muito maior, contemplou estados variando entre um e nove
qubits. Os parametros utilizados foram m = n e m = logn onde n é a quantidade

de qubits.

As tomadas de tempo tém como objetivo verificar diferencas entre os tempos de
processamento da QFT exata, e da aproximada através de um parametro tipico. O
resultado esperado é uma curva menos acentuada para o algoritmo aproximado, em

relacao ao algoritmo exato.

A utilizacao de entradas projetadas e emaranhadas permite verificar a im-
portancia do emaranhamento no desenvolvimento de algoritmos quanticos eficientes.
Como as entradas projetadas nada mais sao que estados cléssicos, apenas represen-
tados pelo formalismo da Mecanica Quantica, espera-se que a simulacao introduza
pouco tempo virtual, de forma que o grafico do tempo neste caso deve ser parecido
com o grafico da complexidade do algoritmo quantico. Por outro lado, as entradas
emaranhadas nao possuem correspondente classico, e por isso o grafico do tempo
neste caso deve ser uma curva bem mais acentuada, com crescimento exponencial.

Entretanto, o simulador Feynman deve permitir a extracao do tempo que seria gasto
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em um computador quantico real, (a menos de um fator multiplicativo dependente
do tipo de hardware utilizado) e este deve corresponder a complexidade do algoritmo

quantico, obtida pela teoria.

5.5 Resultados e discussoes

5.5.1 Qualidade das solucoes

A solucao da QFT inversa (exata) sobre um estado projetado de nove qubits
encontra-se no grafico da Figura 12. O grafico mostra apenas a parte real das
amplitudes. O grafico da parte imaginaria nao apresenta nenhuma diferenca visual.
Os resultados da QFT inversa atuando sobre o mesmo estado projetado, desta vez
diminuindo o parametro m, encontram-se nos graficos da Figura 13. Nota-se que os
primeiros graficos sao praticamente idénticos ao grafico da solucao pelo algoritmo
exato.
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Figura 12: Resultado exato da QFT inversa (parte real) sobre o estado projetado
1127)

Os resultados sao quantificados através da fidelidade, exposta no grafico da
Figura 14. A definicao para fidelidade encontra-se na pagina 12. Nota-se que, de

fato, o grafico permanece muito perto da fidelidade méxima quando 5 < m < 9.

Portanto, os resultados referentes a qualidade das solucoes da QFT Aproximada

inversa, para entradas projetadas, foram coerentes com as previsoes tedricas.

O resultado da QFT inversa atuando sobre um gato de Schrodinger de nove
qubits, obtido pelo algoritmo exato, encontra-se nos gréaficos das Figuras 15 e 17

— este contendo a parte imaginaria da solucao, e aquele contendo a parte real.



5.5 Resultados e discussoes

83

(a) Parametro m = 8

(b) Pardametro m =7

(¢) Parametro m = 6

(d) Parametro m = 5

0.05

(e) Parametro m =4

0.04
0.03
0.02
0.01

-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05

(g) Parametro m = 2

500

0.05

o.o4 NN NIN NN INAINIAE NI i n

0.03
0.02
0.01

-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05777 S

(f) ParAmetro m = 3

L m=T —

100 200 300 400 500

(h) Parametro m = 1

Figura 13: Resultados aproximados da QFT inversa (parte real) sobre o estado

projetado |127)
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Figura 14: Fidelidade do resultado da QFT inversa sobre um estado projetado em
funcao do parametro m utilizado
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Figura 15: Resultado exato da QFT inversa (parte real) sobre o gato de Schrodinger
de nove qubits

Os resultados da QFT inversa atuando sobre o mesmo estado emaranhado, porém
diminuindo o parametro m, encontram-se nos graficos das Figuras 16 e 18, este
referente a parte imaginaria, e aquele referente a parte real. Nota-se que os primeiros

graficos sao praticamente idénticos ao grafico da solucao pelo algoritmo exato.

Os resultados sao quantificados através da fidelidade, exposta no grafico da
Figura 19. Nota-se que, de fato, o griafico permanece muito perto da fidelidade
maxima quando 5 < m < 9. A peculiaridade, neste caso, foram os resultados da
fidelidade para valores de m menores que trés. Em vez de continuar decrescendo,
a fidelidade aumentou mais um pouco. Este resultado, apesar de imprevisto, nao
representa nenhuma inconsisténcia, tratando-se apenas de uma particularidade do

estado escolhido para entrada.

Portanto, os resultados referentes a qualidade das solucoes da QFT Aproxi-
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Figura 16: Resultados aproximados da QFT inversa (parte real) sobre o gato de

Schrodinger de nove qubits
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Figura 17: Resultado exato da QFT inversa (parte imagindria) sobre o gato de
Schrodinger de nove qubits

mada inversa, para entradas emaranhadas, também foram coerentes com as pre-

visoes tedricas.

5.5.2 Medicao de tempo

No gréafico da Figura 20 estao expostos os tempos totais de simulagao da QFT
inversa exata em dois casos diferentes: com entradas emaranhadas do tipo gato
de Schrodinger e com entradas projetadas. No primeiro caso nota-se uma curva
exponencial, enquanto no segundo caso a curva ¢ bastante suave, ajustando-se a uma
parabola. Neste grafico nao sao exibidos os resultados com mais de quarenta qubits,
permitindo uma comparacao mais nitida entre o caso projetado e o emaranhado.
Resultados para entradas projetadas com mais de quarenta qubits, no entanto, estao

expostos na Figura 22(a).

No grafico da Figura 21 observam-se os tempos totais de simulagao da QFT
inversa aproximada, com parametro m = logn. Foram consideradas as simulagoes
com entradas do tipo gato de Schrodinger e entradas projetadas. Os resultados fo-
ram semelhantes aos da Figura 20, apenas com curvas um pouco mais suaves. No
primeiro caso a curva ainda é claramente exponencial. No caso das entradas proje-
tadas a curva que se ajustou bem aos dados!® é da forma anlog (bn) + ¢, coerente

portanto com a complexidade O(nm) = O(nlogn) prevista pela teoria.

A Figura 22 faz uma comparacao entre os resultados ja mencionados anterior-

16Utilizou-se 0 método nao-linear de minimos quadrados Marquardt-Levenberg, implementado
pelo gnuplot.
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Figura 18: Resultados aproximados da QFT inversa (parte imagindria) sobre o gato
de Schrodinger de nove qubits
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Figura 19: Fidelidade do resultado da QFT inversa sobre o gato de Schrédinger em
funcao do parametro m utilizado
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Figura 21: Tempo total gasto pela simulagao da QFT inversa aproximada, sobre
gatos de Schrodinger e entradas projetadas
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mente, apenas destacando a diferenca entre o algoritmo exato e o aproximado. No
caso das entradas projetadas a diferenca é bem nitida. Nas simulagoes envolvendo
entradas emaranhadas, entretanto, o tempos totais foram quase idénticos. Para ob-
ter resultados mais expressivos no grafico de tempo total seria necesséario realizar
simulagoes com nimero maior de qubits emaranhados, o que ainda nao é possivel
na atual versao do simulador Feynman. Apesar desta limitacao, as simulacoes reali-
zadas permitiram observacoes interessantes quando o tempo virtual foi descartado.
Estes resultados estao expostos na Figura 23. Percebe-se que os resultados experi-
mentais estao de fato consistentes com as previsoes tedricas, visto que o grafico do

algoritmo exato se ajusta a uma parabola, e do algoritmo aproximado, a uma curva

O(nlogn).
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Figura 22: Tempo total gasto pela simulacao da QFT inversa, comparando o algo-
ritmo exato e o aproximado
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Figura 23: Tempo real gasto pelo computador quantico na execucao da QFT inversa
com entradas emaranhadas, comparando o algoritmo exato com o aproximado
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6 Conclusoes

Nesta dissertacao, inicialmente foi feita uma revisao dos conceitos fundamentais
da Computacao Quantica e da DFT classica. Em seguida, o algoritmo classico de
FFT foi descrito, conforme o livro de Knuth. Partindo da descricao matricial do
algoritmo classico, uma revisao da QFT foi apresentada de forma diferente da en-
contrada na literatura. Em vez de fornecer o algoritmo quantico pronto juntamente
com uma demonstracao de corretude, o caminho inverso foi percorrido, apresentando

em detalhes o processo de construcao do algoritmo quantico a partir do classico.

Inicialmente foi possivel identificar a forma matricial correspondente a cada
passo do algoritmo iterativo de FFT, descrito por Knuth. Provou-se que estas
matrizes sao unitarias e, portanto, potencialmente realizdveis em um computador
quantico. No entanto, as matrizes ainda eram muito complexas para serem realizadas
em um unico processo fisico. Ao desenvolver um algoritmo quantico é necessario
formulé-lo em termos de portas logicas quanticas universais, caso contrario nao ha
garantias de que ele possa ser implementado em um laboratério. As matrizes dos
passos do algoritmo classico foram entao decompostas segundo a decomposicao QR,

obtendo-se matrizes ortogonais e diagonais.

As matrizes ortogonais puderam ser decompostas no produto tensorial de iden-
tidades e matrizes de Hadamard. Desta forma, ficou demonstrado que elas corres-
pondem & aplicacao de portas atuando em apenas um qubit por vez. Analisando
a estrutura das matrizes restantes, diagonais, percebeu-se que elas correspondem a

aplicagao de portas légicas controladas atuando em apenas dois qubits de cada vez.

Este processo permitiu a construcao de um algoritmo quantico eficiente para
calculo da DFT, reproduzindo o algoritmo original de Coppersmith. Similar-
mente, partindo dos conceitos de DFT Aproximada e de Transformada de Hada-

mard, mostrou-se como sao desenvolvidos algoritmos quanticos eficientes para estes
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calculos. Neste caso, constatou-se que a QFT Aproximada e a Transformada de Ha-
damard Quantica podem ser obtidas a partir da QFT exata, através da eliminacao
de portas controladas que efetuam mudancas de fase muito pequenas, reproduzindo

também a conclusao de Coppersmith.

Como a construcao do algoritmo quantico a partir do classico vem sendo omi-
tida pela literatura especializada, espera-se que a dissertagao ajude a comunidade
cientifica a desenvolver novos algoritmos quanticos eficientes, utilizando técnicas

semelhantes.

Outro assunto abordado pela dissertacao foi a simulagao de algoritmos quanticos
através de computadores classicos. Apesar de extremamente ineficiente, este tipo
de simulacao desempenha papel fundamental dentro da Computacao Quantica, ja
que para desenvolver novos algoritmos quanticos é necessario também testa-los. Si-
muladores, no entanto, nao devem simplesmente fornecer o resultado do calculo,
mas devem permitir a extracao de informacgoes importantes acerca do algoritmo si-
mulado. Portanto, um bom simulador de computadores quanticos pode ser uma
valiosa ferramenta ao pesquisador, no processo de desenvolvimento de algoritmos
quanticos eficientes. Dentro desta proposta foi apresentado o simulador Feynman
(MARQUEZINO; MELLO JUNIOR, 2004c; MARQUEZINO et al., 2005), atualmente
na versao 0.4. Apesar de ainda estar em desenvolvimento, o simulador Feynman pro-
duz resultados consistentes com os obtidos por outros simuladores, além de permitir

uma andalise de tempo de processamento mais detalhada.

Algumas simulagoes foram realizadas e os resultados foram satisfatérios, de
acordo com o objetivo inicial. O funcionamento da QFT Aproximada foi ilustrado,
e pode-se perceber que a qualidade dos resultados melhora quando parametros m a
partir de logn sao utilizados. Quando o parametro m é reduzido até valores muito
baixos, proximos de um, percebe-se claramente a perda de qualidade nos resultados,
indicando que estes se aproximam da Transformada de Hadamard. Além da anélise
visual das solugoes, foi feita a medida da fidelidade entre resultados aproximados
e exatos. Foram analisadas entradas emaranhadas, do tipo gato de Schrodinger, e

entradas da base computacional.

O tempo também foi considerado nos experimentos computacionais. Neste caso,
notou-se uma curva bem mais suave nos experimentos envolvendo entradas proje-

tadas do que nos experimentos com entradas emaranhadas. Este resultado era pre-
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visto, pois como a proposta do simulador Feynman ¢é imitar, tao fielmente quando
possivel, a realidade dos sistemas fisicos quanticos, as simulacoes com entradas ema-
ranhadas deviam introduzir muito tempo virtual, ao contrario da simulagoes com

entradas projetadas.

A comparacao entre algoritmo exato e aproximado foi bem mais nitida nas si-
mulacoes envolvendo entradas projetadas. Neste caso, o grafico de esfor¢o computa-
cional na simulacao do algoritmo exato foi proximo a uma pardbola. Na simulagao
do algoritmo aproximado com parametro m = logn a curva foi consistente com

O(nlogn).

Nas simulacoes envolvendo gatos de Schrodinger a diferenca foi mais sutil. O
algoritmo aproximado foi mais rapido, porém na andlise de tempo total de proces-
samento a diferenca foi pequena. Isto se deve ao fato de poucos qubits terem sido
usados na simulacao, de forma que o comportamento assintotico do grafico nao pode
ser observado com clareza. No entanto, a andlise do tempo real, i.e., o tempo que
seria gasto em um computador quantico, revelou resultados bastante nitidos, e coe-
rentes com a teoria. Neste caso, foi possivel observar uma diferenca maior entre os
tempos do algoritmo exato e do aproximado, indicando que o algoritmo teria com-
plexidade O(n?) no primeiro caso, e O(nlogn) no segundo. Apesar dos objetivos
da presente dissertagao terem sido alcancados mesmo com poucos qubits emaranha-
dos, versoes futuras do simulador Feynman poderao viabilizar experimentos mais

interessantes.

Em trabalhos futuros pode-se aplicar a técnica aqui descrita a outros algorit-
mos cldssicos, na tentativa de desenvolver novos algoritmos quanticos eficientes. Em
relacao as simulagoes, deve-se continuar o desenvolvimento do simulador Feynman.
Em seguida, pode-se realizar experimentos com maior quantidade de qubits ema-
ranhados, e envolvendo algum modelo de descoeréncia. Pode-se também estudar o
comportamento da QFT Aproximada quando esta é utilizada em diferentes algorit-

mos.
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APENDICE A - Decomposicio QR

A decomposicao QR decompoe uma matriz A quadrada como
A=QR, (A1)

onde () é uma matriz unitaria — ortogonal, se a matriz A for real — e R é uma
matriz triangular superior. O conceito ainda poderia ser generalizado para matrizes

retangulares, porém esta andlise sairia do escopo da presente dissertacao.

Ha ao menos trés métodos bem conhecidos para o célculo da decomposicao QR:
as rotacoes de Givens, as transformacoes de Householder, e a decomposicao por
Gram-Schmidt. Na decomposicio das matrizes P*), no Capitulo 4, utilizou-se o

ultimo método.

Por simplicidade, pode-se considerar que a matriz A seja real. Pode-se aplicar

o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt as colunas da matriz
A = (aolar] - - |an-1) (A.2)

de forma a obter um conjunto de vetores ortonormais, {eg, €1, -+ ,€,-1}. Denotando

por proj, a a projecao do vetor a sobre o subespaco linear gerado por e, tem-se

Qo Ug
60 e = >
laoll  [luol
@y — proj,, a1 Uy
61 = N p— 5
Jar = proj arll ~ T
S az — Proj,, Gz — proj,, as U
2 = - - =
laz — proj., az — proj., az||  [luz|’
k—1 .
ar — Y .._o Pproj.. a
en = k 23_0 p .]e] k UL (AS)

lax — >-5=5 proj,, axl|  lluell’



Apéndice A — Decomposicao QR 94

Pode-se reescrever as Equagoes (A.3) em termos das colunas ay.

ap = eol|uoll

ay = Pproj,, ar + eqlluil|

ay = PIoj,, ag + Proj,, as + es||uz||
ko1

ag = Y proj, ar+ exlux| (A.4)
=0

A projegao de um vetor a; sobre um vetor e; é o produto interno entre os dois. Por-
tanto, as Equagoes (A.4) podem ser reescritas em uma forma matricial que recupera

a Equagao (A.1).

luoll {e1,a2) (e, as)

0 url|  (e2,az) ---
(eoler] -~ [en-1) (A.5)
0 0 ual| -~

A

A primeira matriz, de fato, é ortogonal, e a segunda é triangular superior. Na
fatoracao das matrizes complexas P®®), a tinica modificacdo foi a normalizacio nas
Equagoes (A.3). Em vez de ||ug||, foram utilizados outros nimeros complexos de
mesma norma, de forma a obter vetores e, sempre reais. Isto pode ser feito devido a
uma propriedade das matrizes P, a saber, que suas colunas sao reais ou multiplas

de colunas reais.



95

APENDICE B - Programas em Maple

B.1 Inicializacao

E recomendével inicializar a worksheet com os comandos abaixo. O primeiro
deles, restart, serve para apagar o conteudo das variaveis utilizadas anteriormente.
Sua utilizacao evita a obtencao acidental de resultados errados. O segundo comando,
with(LinearAlgebra), serve para carregar o pacote LinearAlgebra, permitindo a
utilizagao de comandos tteis. O terceiro comando, interface(rtablesize=25),
permite uma melhor visualizagao das matrizes obtidas. Se este comando nao for

utilizado, apenas casos com poucos qubits poderao ser testados.

> restart;
> with(LinearAlgebra):

> interface(rtablesize=25):

B.2 Procedimentos auxiliares

O comando abaixo define uma funcao que toma os valores de n e z, retornando

a 2"-ésima raiz principal da unidade elevada a poténcia x.
> w:=(x,n)->exp((2*Pi*Ixx)/(2°n)):

Em certas situacoes é ttil definir as raizes da unidade sem calcular a exponencial

explicitamente. Esta defini¢ao alternativa é dada pelo comando a seguir.

> w:=proc(expo,n)

local E1;
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El := (expo mod 2°n);
return piecewise(E1<2°n, omega“El, -omega”(E1-27n));

end proc:

Deve-se lembrar que apenas um dos comandos acima pode ser utilizado na worksheet.

O comando abaixo define uma funcao que toma como entradas os valores de s
e J = (Jn-1jn2"""Js " Jo)2, € retorna js, i.e., o (s + 1)-ésimo bit de j, contando
a partir dos bits menos significativos. Nota-se que esta fungao vem diretamente da

Equacao (4.23).
> bitval:=(s,j)->(1-(-1)"floor(j/2"s))/2:

O comando abaixo define uma fungao que retorna fragao binaria 0.5, conforme

a Equacao (4.22).
> binfrac:=(j,n)->add(bitval(X,j)/ (2" (K+1)) ,K=0..n-1):

A seguir, apresenta-se um codigo para calculo do produto tensorial, ou de
Kronecker. Este codigo é disponibilizado gratuitamente para download no site de

R.B. Israel (http://www.math.ubc.ca/"israel/advisor).

> kronprod := proc (A, B)
options ‘Maple Advisor Database 1.00 for Maple V Release 5°,
‘Copyright (c) 1998 by Robert B. Israel. All rights reserved‘;
local Ap, Bp, 1i,];
if nargs > 2
then RETURN (kronprod(kronprod(A,B),args[3..nargs])) fi;
if type(A,\{vector,list(algebraic)\}) and
type (B, \{vector,list(algebraic)\}) then
# vector x vector = vector
vector([seq(seq(A[i]*B[j], j=1..linalg[vectdim] (B)),
i=1..linalg[vectdim] (A))])
else # otherwise result is matrix
if type(A,matrix)
then Ap:= A
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elif type(A,listlist)
then Ap:= convert(A,matrix)
elif type(A,list)
then Ap:= matrix(map(t->[t],A))
elif type(A,specfunc(list,transpose))
then Ap:= matrix([op(A)])
else Ap:= convert(A,matrix)
fi;
if type(B,matrix)
then Bp:= B
elif type(B,listlist)
then Bp:= convert(B,matrix)
elif type(B,list)
then Bp:= matrix(map(t->[t],B))
elif type(B,specfunc(list,transpose))
then Bp:= matrix([op(B)])
else Bp:= convert(B,matrix)
fi;
linalg[stackmatrix] (seq(linalg[augment] (
seq(linalg[scalarmul] (Bp,Ap[i,jl), j =1 ..
linalg[coldim] (Ap))),i = 1 .. linalg[rowdim] (Ap)));
fi

end;

B.3 Definicao das matrizes genéricas

Primeiramente, define-se a matriz para um passo s arbitrario do algoritmo FFT,
conforme Equacao (4.25). O primeiro parametro de P(s,n) refere-se ao passo e o

segundo parametro ao numero de bits de cada elemento do vetor de entrada.

> P:=(s,n)->(2"(-1/2))*Matrix(2°n, 2°n,
(j,k)->piecewise(
j=k,w(add(bitval(s, j-1)*bitval(t,j-1)*2" (n-t+s-1),
t=s..n-1),n),
j=k+27s,bitval(s,j-1),
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j=k-2"s,bitval(s,k-1)*w(add(bitval(t,j-1)*2" (n-t+s-1),
t=s+1..n-1),n),
0) ):

Apoés definir a matriz P na worksheet, pode-se verificar que os resultados para n = 3

correspondem as matrizes obtidas no exemplo da Secgao 4.1.

Em seguida, define-se primeira matriz obtida pela decomposicao QR, conforme

a Equacao (4.34).

> M:=(s,n)->Matrix(2°n, 2°n,
(j,k)->(27(-1/2) ) *piecewise(
j=k, (-1)"floor((j-1)/(27s)),
j=k+2"s,bitval(s,j-1),
j=k-2s, bitval(s,k-1) , 0) ):

O comando abaixo define a segunda matriz obtida pela decomposi¢ao QR, con-

forme a Equacdo (4.35) — ou, equivalentemente, conforme a Equacao (4.50).

> N:=(s,n)->Matrix(2°n, 2°n,
(j,k)->piecewise(
j=k,w(add(bitval(s,j-1)*bitval(t,j-1)*2"(n-t+s-1),
t=s+1..n-1),n),
0) ):

Com as matrizes M e N definidas na worksheet, é possivel verificar alguns casos

particulares da Proposicao 4.2.

Finalmente, o comando abaixo define a matriz R(*** conforme a Equacao (4.51).
Com esta matriz, é possivel utilizar o Maple para testar alguns casos particulares

da Proposigao 4.4.

> R:=(s,t,n)->Matrix(2°n, 2°n,
(j,k)->piecewise(
j=k,w(bitval(s, j-1)*bitval(t,j-1)*2" (n-t+s-1),n),
0) ):
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APENDICE C - Descricio técnica do simulador
Feynman

C.1 Comandos e tipos de dados do MPI

Os principais comandos MPI utilizados na implementacao do simulador foram:

e MPI:Init(int *pargc, char sxxxpargv). Inicia o ambiente de execugao MPI.
pargc - numero de argumentos passados na linha de comando.

pargv - ponteiro para o vetor de argumentos passados.
e MPI::Finalize(). Termina o ambiente de execucao MPI

e MPI::COMM_WORLD.Get_rank(). Retorna um inteiro correspondendo &

identificagao do processo.

e MPL:COMM_WORLD.Recv(void xbuf, int count, const Datatype&
datatype, int src, int tag). Recebe uma mensagem de determinado processo.
buf - ponteiro para a variavel que se deseja receber
count - nimero de elementos a receber
datatype - Tipo de dado do elemento a ser recebido
src - numero do processo que enviou a mensagem

tag - identificador da mensagem

e MPL::COMM_WORLD.Send(void *buf, int count, const Datatype&
datatype, int dest, int tag). Envia uma mensagem para determinado pro-
Cesso.
buf - ponteiro para a variavel que se deseja enviar
count - numero de elementos a enviar

datatype - Tipo de dado do elemento a ser enviado
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dest - niimero do processo de destino

tag - identificador da mensagem
Os principais tipos de dados do MPI, e seus tipos respectivos em C/C++, sdo:

e MPI:INT, equivalente ao tipo signed int.

e MPI::FLOAT, equivalente ao tipo float.

e MPI::DOUBLE, equivalente ao tipo double.

e MPI::COMPLEX, equivalente ao tipo Complex<float>.

e MPI::DOUBLE_COMPLEX, equivalente ao tipo Complex<double>.
e MPI::CHAR, equivalente ao tipo char.

e MPI::UNSIGNED, equivalente ao tipo unsigned int.

e MPI::UNSIGNED_LONG, equivalente ao tipo unsigned long int.

C.2 Programa principal

A seguir sao dados trechos do programa principal do simulador Feynman. Por
simplicidade, foram retiradas todas as linhas nao essenciais ao entendimento. Um
descrigao do algoritmo encontra-se na Segao 5.3.2. Os comandos do MPI foram resu-
midos na Secao anterior, e maiores informagoes podem ser encontradas em manuais
especializados (SNIR et al., 1996) e no site http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi.
Também foram utilizados alguns comandos da GNU Scientific Library. Apesar de
serem comandos bastante intuitivos, pode-se consultar manuais disponiveis na In-

ternet (http://www.gnu.org/software/gsl) em caso de dividas.

Primeiramente, observa-se a parte do codigo que é executada pelo nodo mes-
tre. Antes do trecho exposto, existe uma etapa de inicializacdo, onde algumas
informagcoes sao lidas do arquivo de entrada, e sao realizadas algumas verificagoes.
int i;

AQFTI c¢(nmQubits, parametro );

c.prepara ();
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while (c.portasRestantes ())

c.proxPorta ();

for (i=1; i<=((float)c.getnQubits ()/2.); i++)
c.solicitaSwap (i,c.getnQubits()—i+1);

for (i=1; i<=c.getnQubits (); i++)
c.finalizaQubit (i);

c.salva(argv [3]);

Agora, observa-se parte do codigo executado pelos nodos escravos. O objeto
gbt é da classe Qubit, e foi previamente inicializado com o estado lido a partir do

arquivo de entrada.

int msg=0, origem=0;
MPI:: Status status;
while (msg!=MSG_FINALIZA ) {
MPT: : COMMWORID. Recv(&msg,1 ,MPI: : INT ,MPIL. ANY_SOURCE,
TAGNOVA_INSTRUCAO, status );

origem=status . Get_source ();

switch (msg){
case MSGPORTA: //Uma porta foi recebida
Porta p;
MPT: : COMMWORLD. Recv (&msg,1 ,MPI::INT, origem ,
TAGPROX PORTA CTR)) ;

p.setControle (msg);

MPI: : COMMWORID. Recv(&msg,1 ,MPI:: INT, origem ,
TAGPROX PORTA ALV);

p.setAlvo (msg);

MPT: : COMMWORID. Recv (&msg,1 ,MPI::INT, origem ,
TAGPROX PORTA ORG) ;

p.setOrigem (msg);

gsl_matrix_complex smtr;

mtr=gsl_matrix_complex_alloc (2,2);

gsl_complex z;

MPT: : COMMWORID. Recv(&z, sizeof(z) ,MPIL::BYTE, origem ,
TAGPROX PORTA MTR0) ;

gsl_matrix_complex_set (mtr,0,0,2z);

MPT: : COMMWORLD. Recv(&z, sizeof(z) ,MPIL::BYTE, origem ,
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TAG PROX PORTA MTRO1 ) ;

gsl_matrix_complex_set (mtr,0,1,2z);

MPI: :COMMWORID. Recv(&z , sizeof (z) ,MPI::BYTE, origem ,
TAGPROX PORTA MTRI0) ;

gsl_matrix_complex_set (mtr,1,0,2z);

MPI: :COMMWORID. Recv(&z , sizeof (z) ,MPI::BYTE, origem ,
TAGPROX PORTA MTRI11);

gsl_matrix_complex_set (mtr,1,1,z);

p.setMatriz (mtr);

if (mtr!=NULL){
gsl_matrix_complex_free (mtr);
mtr=NULL;

if (gbt.emaranhado() && (p.getOrigem()==MESTRE))
gbt.reenviaPorta(p);

gbt . efetua(p);

if (gbt.emaranhado() && (p.getOrigem()==MESTRE))
gbt . aguardaTodosOK () ;
gbt .enviaOK (origem );
break;

case MSGMANIPULA ESTADOS SWAP:
int tam;
if (! gbt.emaranhado()){
//Agora eu recebo o estado do outro qubit
MPT: : COMMWORID. Recv(&tam,1 ,MPI::INT, origem ,
TAGESTADO.TAM) ;
gsl_matrix_complex xvet;
vet= gsl_matrix_complex_alloc (tam,1);
gsl_complex z;
MPI: : COMMWORID. Recv(&z , sizeof (gsl_complex ) ,MPI::BYTE,
origem ,TAG_ESTADO_VETO0) ;
gsl_matrix_complex_set (vet ,0,0,2z);
MPT: : COMMWORID. Recv(&z, sizeof (gsl_complex ) ,MPI::BYTE,
origem ,TAG ESTADO_VET1);
gsl_matrix_complex_set (vet,1,0,z);

//Envio meu estado para o outro qubit
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gbt.enviaEstado (origem );

//Atribuo o estado recebido

Estado novoEst (gbt.qtdEmar());

novoEst.setVetor (vet);

gbt .setEstado (novoEst);

if (vet!=NULL){
gsl_matrix_complex_free(vet);
vet=NULL;

}

//Envio pronto para o outro qubit
int msg=MSGNORMAL;

MPT: : COMMWORLD. Send (&msg,1 ,MPI::INT, origem ,

TAGPRONTO) ;
}

break;

case MSGSWAP:

int gbl, gb2;

MPT: : COMMWORID. Recv(&qgbl ,1 ,MPI::INT, origem ,
TAG_SOLICITA_SWAPO ) ;

MPT: : COMMWORLD. Recv(&qgb2,1 ,MPI::INT, origem ,
TAG_SOLICITA SWAP1);

if (gbt.emaranhado() && origem=—=MESTRE)
gbt .reenviaSwap (gbl,gb2);

gbt . efetuaSwap (gbl,qb2);

if (gbt.emaranhado() && origem=—=MESTRE)

gbt . aguardaTodosOK () ;

msg=MSGNORMAL;

MPT: : COMMWORLD. Send (&msg,1 ,MPI::INT, origem ,
TAGPRONTO) ;

break;

case MSG_SOLICITA_ESTADO:

Estado est (gbt.qtdEmar ());

est=gbt . getEstado ();

int tam=(int)pow(2.,(double)est.qtdQubits ());

MPT: : COMMWORLD. Send (&tam,1 ,MPI::INT, origem ,
TAGESTADO.TAM) ;

gsl_matrix_complex xvet;

vet= gsl_matrix_complex_alloc (tam,1);

vet= est.getVetor ();
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gsl_complex z;

z=gsl_matrix_complex_get (vet ,0,0);

MPI: :COMMWORID. Send (&z , sizeof (gsl_complex ),
MPI: :BYTE, origem ,TAGESTADO_VETO) ;

z=gsl_matrix_complex_get (vet ,1,0);

MPI: : COMMWORID. Send (&z, sizeof (gsl_complex ),
MPI: :BYTE, origem ,TAG ESTADO_VET1) ;

if (vet!=NULL){
gsl_matrix_complex_free(vet);
vet=NULL;

¥
break;

case MSG_FINALIZA :
gbt.salva(argv[3]);

MPI : : COMMWORID. Send (&msg, 1 ,MPI: : INT ,MESTRE, TAG_PRONTO) ;

break;

Y//Fim—swicht
Y //Fim—enquanto

C.3 Cddigo-fonte do método efetua

int Qubit:: efetua (Porta porta){
Estado estContr (1);

int msg,tam;

// Verifico se devo realmente executar a porta neste qubit

if (getld()!=porta.getAlvo() && !emaranhado())

return 1;

if (emaranhado ()){

}

setEstado (calculaLinearmente (porta ,estado));

return 0;

else(

if (porta.getControle()==—1){
//Se nao for porta controlada
setEstado (estado.produto(porta));

return 0;
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}

}

else(

//Se for porta controlada

//Solicita estado wvia MPI
msg=MSG_SOLICITA _ESTADO;

MPT: : COMMWORID. Send (&msg,1 ,MPI::INT, porta.getControle (),

TAGNOVAINSTRUCAO) ;

MPT: : COMMWORLD. Recv (&tam,1 ,MPI::INT, porta.getControle (),

TAGESTADO.TAM) ;
gsl_matrix_complex *xvetAux;

vetAux=gsl_matrix_complex_alloc (tam,1);

gsl_complex z;

MPI: :COMMWORID. Recv(&z , sizeof (gsl_complex ) ,MPI::BYTE
porta.getControle () ,TAGESTADOVETO);

gsl_matrix_complex_set (vetAux,0,0,z);

MPT: : COMMWORLD. Recv (&z, sizeof (gsl_complex ) ,MPI::BYTE,
porta.getControle () ,TAGESTADOVET1);

gsl_matrix_complex_set (vetAux,1,0,z);

3

estContr.setVetor (vetAux);

if (vetAux!=NULL){
gsl_matrix_complex_free(vetAux);
vet Aux=NULL;

if (estContr.um()){
setEstado (estado.produto(porta));
return 0;

}

else

return 0;

return 1;

C.4 Coddigo-fonte do método calulaLinearmente

Estado Qubit:: calculaLinearmente (Porta p, Estado est){

int coef, pos;
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Estado estTemp (est.qtdQubits()), estBase (1), estAux(1);

//Para cada coeficiente do estado
for (coef=0; coef<pow(2.,(double)est.qtdQubits ()); coef++){
//Se o coef=0, nao precisa calcular essa iteracao
if(gsl_complex_abs(est.getCoef(coef))>ERRO.COEF){
//Para cada qubit do vetor de base
for (pos=0; pos<est.qtdQubits (); pos++){
if (ibin (coef ,est.qtdQubits()—pos) == 0){
estBase.setCoef (0,gsl_complex_rect (1,0));
estBase.setCoef(1,gsl_complex_rect (0,0));

}
else
estBase.setCoef (0,gsl_complex_rect (0,0));
estBase.setCoef(1,gsl_complex_rect (1,0));
}

if ((pos+1l)==p.getAlvo()){
if (ibin (coef,est.qtdQubits()—p.getControle()+1)==1
|| p.getControle()==-1)
estBase = estBase.produto(p);

}
if (pos==0) estAux = estBase;

else estAux = estAux.tensorial(estBase);

}

estAux = estAux.mulEscalar (est.getCoef(coef));

estTemp = estTemp.soma(estAux);

}

return estTemp;

C.5 Formato dos arquivos de entrada e saida

O arquivo de entrada para o simulador Feynman pode ser gerado em qualquer
editor de textos em formato ASCII. O arquivo de saida respeita o mesmo padrao
do arquivo de entrada, portanto o resultado de uma simulacao pode ser usado como

valor inicial de uma nova simulagao.

Neste formato, pode-se destinar as primeiras linhas a comentéarios como data,

autor, tipo de simulacao, dentre outros. A primeira linha valida é aquela que comeca
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com nqubits: seguida do nimero de qubits da simulacao. Nao pode haver espagos.

Depois disso, cada qubit deve ter seu estado descrito. Indica-se que o estado
de um determinado qubit comeca a ser descrito através da linha qubit:, seguido
do ntmero de identificacdo dos mesmos!. Caso o estado esteja emaranhado, o pro-
cedimento é similar. Neste caso, todos os qubits emaranhados sao listados apds a
palavra qubit: separados apenas pelo caracter dois-pontos (:). Em ambos os casos,

a linha iniciada por qubit: deve ser finalizada por dois-pontos.

Para descrever o estado basta listar seus coeficientes complexos, um em cada
linha, comegando imediatamente abaixo da linha com a palavra qubit:. Até a
versao 0.3 do simulador, os todos os coeficientes deviam ser listados, separando a
parte real da imaginaria através do caracter dois-pontos. A partir da versao 0.4,
pode-se omitir os coeficientes iguais a zero. Entretanto, a partir dessa versao, deve-
se informar em cada linha do arquivo o indice do coeficiente no vetor de estado. O
formato, entao, fica <indice>:<parte-real>:<parte-imagindria>. Finaliza-se a

descricao indicando um indice negativo no vetor de estado.

Na Figura 24 encontra-se um exemplo de arquivo que utiliza o padrao descrito.
Trata-se de uma simulacao de trés qubits, onde os qubits 2 e 3 estao emaranhados.

Neste exemplo, o qubit 1 vale |0), e os qubits 2 e 3 valem \/Li (100) + |11)).

autor: Franklin de Lima Marquezino
comentario: Apenas um exemplo.
nqubits:3

qubit :1:

0:1:0:

—1:

qubit :2:3:
0:0.70710678118654752440084436210485:0
3:0.70710678118654752440084436210485:0
—1:

Figura 24: Exemplo de arquivo de entrada para o simulador

C.6 Diagrama de classes

Note que o nimero de identificacio deve comecar com um.
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Qubit Estado
# tmp : Tempo - vetor : gsl_matrix_complex*
- estado : Estado + getVetor() : gsl_matrix_complex*
-id : int + setVetor(novoVetor : gsl_matrix_complex*) : int
- emaranhamento : gsl_vector_int* Estado(qtdQubits : int)
- nQubits : int Estado(est : const Estado&)
+ Qubit(est : Estado, ngbts : int) ~ Estado()
+ Qubit() tensorial(psi : Estado) : Estado

+

+

+

£

+ ~ Qubit() sasanal T soma(psi : Estado) : Estado

+ Qubit(q : const Qubit&) + produto(p : Porta) : Estado

+ getld() : int + mulEscalar(esc : gsl_complex) : Estado

+ getTempo() : Tempo + qtdQubits() : int

+ gtdEmar() : int + getCoef(pos : int) : gsl_complex

getEstado() : Estado + setCoef(pos : int, novoCoef : gsl_complex) : int

+
£
=
+

+

+ setEstado(novoEst : Estado) : int operator =(est : const Estadod) : Estado&
+ setEmaranhamento(qubit : int) : int zero() : int
+ emaranhado() : int um() : int )
+ enviaOK(dest : int) : int superposto() : int
+ reenviaPorta(porta : Porta) : int
+ aguardaTodosOK() : int
+ efetuaSwap(qgb1 : int, gb2 : int) : int
+ enviaEstado(gb : int) : int
+ salva(local : VBString) : int
+ operator =(q : const Qubit&) : Qubit& QFTI pataetio _AT‘:':TI
+ efet@(porta : Porta_) 1 int ) . T QFTItngbts 1Y | = AQFr](nqb.ts T
+ reenviaSwap(qb1 : int, gb2 : int) : int + ~ QFTI() & o BOFTID vint, m ¢
- |b|n(decv: int, i :int) : int + prepara() © int + Brepara() ¢ Int
- calculaLinearmente(p : Porta, est : Estado) : Estado + getM() : inlt

+tmp

Tempo Circuito

- procReal : double

- procVirtual : double

- comReal : gsl_vector*

- comVirtual : gsl_vector*

+ Tempo()

+ ~ Tempo()

+ Tempo(t : const Tempo&)

+ operator =(t : const Tempo&) : Tempo&
+ getProcReal() : double

+ getProcVirtual() : double Htmp
+ addProcReal(t0 : double, tf : double) : int

+ addProcReal(t : double) : int

+ addProcVirtual(t : double) : int

+ addProcVirtual(t0 : double, tf : double) : int

+ getComReal(nodo : int) : double

+ getComVirtual(nodo : int) : double

+ addComReal(tempo : double, nodo : int) : int
+ addComVirtual(tempo : double, nodo : int) : int

# seqPortas : Porta*

# tmp : Tempo

# totPortas : int

- nQubits : int

- pPorta : int

+ Circuito(ngbts : int)

+ ~ Circuito()

+ Circuito(c : const Circuito&)

+ operator =(c : const Circuito&) : Circuito&
+ prepara() : int

+ proxPorta() : int

+ portaAtual() : int

+ portasRestantes() : int

+ solicitaSwap(qgb1 : int, gb2 : int) : int
+ getnQubits() : int

+ salva(local : VBString) : int

+ finalizaQubit(gb : int) : int

+seqPortas

Porta

- controle : int

- alvo : int

- origem : int

- matriz : gsl_matrix_complex*

Porta(z11 : gsl_complex, z12 : gsl_complex, z21 : gsl_complex, z22 : gsl_complex, origem : int, alvo : int)

Porta(z11 : gsl_complex, z12 : gsl_complex, z21 : gsl_complex, z22 : gsl_complex, origem : int, alvo : int, contr : int)
Porta()

~ Porta()

Porta(p : const Porta&)

operator =(p : const Portad) : Porta&
getOrigem() : int

setOrigem(novaOrigem : int) : int

getAlvo() : int

getControle() : int

getMatriz() : gsl_matrix_complex*
setMatriz(novaMtr : gsl_matrix_complex*) : int
setControle(novoContr : int) : int
setAlvo(novoAlvo : int) : int

FAE A F

Figura 25: Diagrama de classes do simulador Feynman 0.4
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