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Capitulo 1

Introducao

Costuma-se dizer que 1905 foi o annus mirabilis de Albert Einstein, quando
este publicou quatro artigos revolucionarios nos Annalen der Physik. Em um destes
artigos ele estuda o movimento Browniano, que havia sido descoberto em 1827 pelo
botanico inglés Robert Brown, quando este observava o movimento erratico de
graos de polen na superficie da agua. O movimento Browniano pode ser modelado
como o caso limite de uma caminhada aleatoria.

A caminhada aleatoéria, também conhecida como passeio aleatério ou random
walk, é a descricao matematica da trajetoria de uma particula que se move por meio
de passos aleatorios sucessivos. Esse conceito ja foi utilizado para modelar diversos
problemas das mais variadas dreas do conhecimento. Em fisica é utilizado, por
exemplo, no estudo de polimeros, servindo também para modelar o movimento
de moléculas em liquidos e gases. Também existem aplicagoes de caminhadas
aleatorias, por exemplo, na psicologia, na economia e na ciéncia da computacao.
Por tras de todas essas aplicagoes estao os processos difusivos em geral.

Um problema muito importante da computacao, o k-SAT, possui solugoes
eficientes conhecidas para k = 1 e k£ = 2, porém é NP-completo para k£ > 3. Os
melhores algoritmos para resolver esse problema para k = 2 e k = 3 sao basea-
dos em caminhadas aleatorias. Dentre os exemplos bem-sucedidos de aplicacoes
computacionais das caminhadas aleatérias podemos ainda citar o problema de co-

nectividade de grafos, da estimativa de volume de corpo convexo e de aproximagao



do permanente de uma matriz. Mais detalhes sobre as caminhadas aleatérias po-
dem ser encontrados nos livros de Motwani e Raghavan (1995) e Brémaud (1999).

Alguns trabalhos de Richard Feynman chamaram a atencao da comunidade
cientifica para a possibilidade de aplicar sistemas fisicos quanticos no desenvol-
vimento de um novo modelo computacional, possivelmente mais eficiente que o
modelo classico. Entretanto, antes mesmo de serem construidos os primeiros com-
putadores quanticos com capacidade de processamento suficientemente elevada, é
importante que existam algoritmos quéanticos mais eficientes que seus correspon-
dentes cléassicos. O desenvolvimento desses algoritmos até hoje tem se demonstrado
uma tarefa extremamente complexa. Portanto, é importante buscar caminhos mais
eficazes para driblar o cardter contra-intuitivo da mecanica quantica e fomentar o
surgimento de novos algoritmos quanticos com ganho de complexidade em relacao
aos classicos.

Em 1993, pela primeira vez, é utilizado o termo “caminhada aleatéria quan-
tica”, no artigo de Aharonov et al. (1993). A caminhada quantica é um conceito
analogo ao de caminhada aleatéria classica. Ha dois tipos de caminhadas quanti-
cas: as continuas no tempo e as discretas no tempo. O modelo continuo no tempo
foi desenvolvido por Farhi e Gutmann (1998). O modelo discreto no tempo foi
desenvolvido inicialmente por Meyer (1996), por meio de seu estudo de autématos
celulares quanticos, e passou a ser visto como possivel ferramenta computacional
através de Aharonov et al. (2001). No modelo discreto, que serd abordado nesta
tese, consideramos a descricao do movimento de uma particula quantica condi-
cionado a um grau de liberdade adicional da propria particula. Assim como as
caminhadas aleatorias ja foram empregadas com sucesso no desenvolvimento de
diversos algoritmos, as caminhadas quanticas também constituem atualmente uma
importante ferramenta para o desenvolvimento de algoritmos quanticos mais rapi-
dos que seus correspondentes classicos.

Os caminhantes quanticos possuem propriedades muito interessantes. Foi

provado que eles se espalham quadraticamente mais rapido que seus corresponden-



tes classicos (Ambainis et al., 2001) — a variancia da posi¢ao de um caminhante

quantico cresce com o? = O(t?), enquanto a de um caminhante aleatdrio cresce

com 02 = O(t). De modo ainda mais surpreendente, foi demonstrado por Kempe
(2003b) que o tempo de alcance! de uma caminhada quantica no hipercubo de
dimensao n é exponencialmente menor que o de uma caminhada classica no mesmo
grafo. Certamente, essas e outras propriedades dos caminhantes quanticos ja justi-
ficariam as pesquisas nessa area, do ponto de vista da fisica. No entanto, como as
caminhadas classicas tém sido empregadas com tanto éxito no desenvolvimento de
algoritmos cléssicos, surge naturalmente o questionamento sobre a possibilidade de
aproveitar as caminhadas quanticas para o desenvolvimento de novos algoritmos
quanticos eficientes.

De fato, muitos algoritmos quanticos ja foram desenvolvidos com base em
caminhadas quanticas. O algoritmo Shenvi-Kempe-Whaley (SKW) realiza uma
busca por um vértice marcado em um hipercubo de dimensao n em tempo O(v/2")
(Shenvi et al., 2003b). Classicamente, seria necessario tempo O(2"). Mais tarde foi
desenvolvido o algoritmo Ambainis-Kempe-Rivosh para busca de um vértice mar-
cado em uma malha bidimensional finita, de dimensoes v N x v/ N, com condicoes
de contorno periédicas (Ambainis et al., 2005). Esse algoritmo possui complexidade
O(v/Nlog N), em vez de O(N) como no algoritmo classico. O algoritmo de Tulsi
(2008) resolve o mesmo problema que o algoritmo AKR em tempo O(y/Nlog N).
Esses algoritmos podem ser descritos como instancias do algoritmo abstrato de
busca.

Alguns autores, usando um formalismo um pouco diferente, também en-
contraram algoritmos quanticos com ganho de complexidade em relacao aos seus
correspondentes classicos. Dentre estes resultados, podemos citar o algoritmo para
o problema de unicidade de elementos,? desenvolvido por Ambainis (2004), o al-

goritmo para encontrar subconjuntos, desenvolvido por Childs e Eisenberg (2005)

L Hitting time. Significa, grosso modo, o tempo médio que o caminhante gasta para ir de um
vértice a outro de um grafo.

2 Element distinctness. E o problema de determinar se todos os elementos de uma lista séo
distintos.



e 0 algoritmo para encontrar triangulos em grafos, desenvolvido por Magniez et al.
(2007).

Também foram desenvolvidos algoritmos usando caminhadas quanticas con-
tinuas no tempo. O algoritmo de Childs et al. (2003) atravessa rapidamente um
grafo bastante particular — consistindo de duas arvores binarias balanceadas, de
altura n, com ligagoes aleatérias entre suas folhas — e é o primeiro a alcancar ganho
de complexidade exponencial em relagao ao melhor algoritmo classico correspon-
dente, utilizando para isso a técnica das caminhadas quanticas® . Antes disso, todos
os algoritmos quanticos com ganho exponencial de complexidade usavam a trans-
formada de Fourier quantica. Mais tarde, Farhi et al. (2008) desenvolveram um
algoritmo baseado na caminhada quantica continua no tempo e resolveram o pro-
blema da darvore NAND em tempo O(\/N ), enquanto o melhor algoritmo cldssico
conhecido ¢ O(N%™3). Maiores informacoes sobre o desenvolvimento histérico
das caminhadas quanticas podem ser encontradas, por exemplo, nas excelentes re-
visoes de Kempe (2003a) e Kendon (2007), bem como na tese de doutoramento de

Oliveira (2007).
1.1 Questionamentos e contribuicoes

Ao longo deste texto, iremos apresentar nossas respostas a alguns questiona-
mentos que fizemos sobre caminhadas quanticas.

Inicialmente, em nosso trabalho, nos questionamos sobre propriedades da
caminhada quantica nas principais topologias, ou seja, em grafos com importantes
aplicagoes algoritmicas e conceituais, como o hipercubo e a malha bidimensional.

Perguntamo-nos primeiramente qual seria a distribuicao estacionaria da ca-
minhada quantica discreta no tempo, com moeda de Grover, no hipercubo. Sa-
bendo que a distribuicao estacionaria da caminhada continua no tempo nao é
uniforme (Moore e Russell, 2002) e sabendo que a caminhada continua pode ser

obtida a partir da discreta por meio de um processo limite (Strauch, 2006), es-

3 Em um trabalho anterior, Childs et al. (2002) estudaram um caso parecido. No entanto, o
algoritmo resultante nao era mais rapido que qualquer algoritmo classico correspondente.



peravamos que a distribuicao estaciondria também seria nao-uniforme para o caso
discreto no tempo. Uma vez tendo respondido essa pergunta, a sequéncia na-
tural é perguntar-se como cresce o mixing time com a dimensao do hipercubo.
Também nos perguntamos se haveria, no hipercubo descoerente, uma propriedade
semelhante aquela reportada por Kendon e Tregenna (2003) para o ciclo, ou seja,
se haveria um parametro critico de descoeréncia para o qual o mizing time fosse
minimo. Estas perguntas foram respondidas em artigo publicado no periédico
Physical Review A (Marquezino et al., 2008) e no Capitulo 3 desta tese.

Em relacao a caminhada quantica na malha bidimensional finita com condi-
¢oes de contorno periddicas, questionamos inicialmente qual seria sua distribuicao
estacionaria. Em seguida, perguntamo-nos se haveria alguma relagao entre o mi-
xing time da caminhada quantica e a complexidade computacional do algoritmo de
busca espacial nesse grafo. Estas perguntas sao respondidas no Capitulo 3 desta
tese e em artigo em fase final de preparacao.

Também nos perguntamos se o desenvolvimento de um simulador numérico
para caminhadas quanticas poderia contribuir para o desenvolvimento da &rea,
possibilitando aos pesquisadores de computacao quantica estudar propriedades das
caminhadas quanticas sem a necessidade de implementar cédigos especificos. Nos
propusemos a desenvolver um simulador livre e de codigo aberto, capaz de repro-
duzir os principais resultados da literatura de forma simples e rdapida, além de
viabilizar contribuigbes originais com poucas ou nenhuma modificagao no cédigo.
Estas perguntas foram respondidas em artigo publicado no periédico Computer
Physics Communications (Marquezino e Portugal, 2008) e no Capitulo 5 desta
tese.

Tendo em vista a importancia das aplicagoes algoritmicas dos caminhantes
quanticos, também nos perguntamos qual seria o impacto da descoeréncia na com-
plexidade de algoritmos de busca em grafos baseados em caminhadas quanticas.
Portanto, estudamos numericamente o efeito de trés diferentes modelos de ruido

nos algoritmos AKR e SKW sem codigos de correcao de erros. Estas perguntas



foram respondidas em artigo publicado nos anais do XXIX Congresso da Sociedade

Brasileira de Computagao (Abal et al., 2009) e no Capitulo 5 desta tese.

1.2 Organizagao do trabalho

A tese esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 fazemos uma revisao
sobre o modelo de caminhadas quanticas em tempo discreto, abordando diferen-
tes topologias. No Capitulo 3 apresentamos alguns resultados originais de nossa
pesquisa, referentes a analise de distribuicao limite e do mizing time das cami-
nhadas no hipercubo e na malha bidimensional finita com condigdes de contorno
periddicas. No Capitulo 4 fazemos uma revisao sobre o algoritmo abstrato de
busca, um formalismo que possibilita a definicao e analise de algoritmos de busca
em grafos baseados em caminhadas quanticas discretas no tempo. No Capitulo 5
apresentamos resultados também originais de nossa pesquisa, relacionados a si-
mulacao numérica de caminhadas quanticas e dos algoritmos quanticos de busca
descoerentes. No Apéndice A, apresentamos uma revisao de conceitos fundamen-
tais de algebra linear, mecanica quantica e computacao quantica. No Apéncide B,
apresentamos uma analise do algoritmo abstrato de busca, tendo como principal
referéncia o artigo de (Tulsi, 2008). No Apéndice C, abordamos algumas questoes

técnicas do simulador de caminhadas quanticas QWalk.



Capitulo 2

Caminhadas quanticas

Caminhadas quanticas generalizam o conceito de caminhada aleatéria clas-
sica. O modelo de caminhada aleatéria classica descreve o movimento de um
caminhante condicionado ao resultado de uma variavel aleatoria, ou “moeda”. No
caso unidimensional, o caminhante realiza passos iguais a esquerda ou a direita com
probabilidades p e 1 — p, respectivamente. Assim, ocupa sitios discretos distribui-
dos uniformemente sobre a linha, os quais podem ser representados por nimeros
inteiros = 0,£1,42,---. Também é possivel descrever uma caminhada aleaté-
ria em grafos mais gerais. Se o caminhante desloca-se sobre um grafo regular de
grau d, a variavel aleatoria precisa assumir d valores diferentes, usualmente com a
mesma probabilidade 1/d. As arestas do grafo incidentes sobre um vértice v rece-
bem roétulos de 1 a d. Se o caminhante esta no vértice v e o resultado da variavel
aleatéria é 7, entao o caminhante desloca-se para o vértice v’ que se conecta a v
pela aresta de rétulo j. Este procedimento é repetido diversas vezes e o resultado
¢ uma caminhada aleatéria sobre o grafo. Convém ressaltar que, ao usarmos o
modelo de caminhada aleatérias no desenvolvimento de algoritmos, a posi¢ao do
caminhante pode assumir outras interpretacoes. No algoritmo de Schoéning, por
exemplo, a posicao é uma atribuicao de variaveis que pode ou nao satisfazer uma
certa féormula Booleana.

No modelo de caminhada quéantica, o caminhante é representado por um

vetor normalizado no espaco de Hilbert e seu movimento por um operador unitario.



Pode-se definir uma caminhada quantica em tempo discreto ou em tempo continuo,
sendo que neste trabalho iremos abordar somente o primeiro caso. Para determinar
a direcao do movimento do caminhante no modelo em tempo discreto é necessario
considerar um ou mais graus de liberdade adicionais. Esses graus de liberdade
desempenham papel analogo a moeda mencionada anteriormente.

A descoeréncia é um efeito colateral inevitavel em qualquer implementacao
de um computador quantico, fazendo as caracteristicas classicas do sistema fi-
sico emergirem e as vantagens da computacao quantica, portanto, serem perdidas.
Diversos processos fisicos, como imperfei¢coes na aplicagao de portas logicas ou in-
teracoes dos g-bits' com o ambiente, por exemplo, podem ser responsaveis por
comprometer a evolucao coerente da computacao. Ao estudar caminhadas quanti-
cas, especialmente quando se tem em mente aplicacoes algoritmicas das mesmas, é
fundamental considerar o impacto de modelos de descoeréncia. A descoeréncia em
caminhantes quanticos foi considerada previamente, por exemplo, nos trabalhos de
Kendon e Tregenna (2003); Romanelli et al. (2005); Alagic e Russell (2005). Ha
também um importante trabalho de revisao por Kendon (2007).

Na Secao 2.1, descrevemos a caminhada quantica em uma malha unidimensi-
onal infinita. Na Segao 2.2, descrevemos uma caminhada com ligagoes interrompi-
das entre os vértices. Entre outras aplicacoes, o conceito de ligagoes interrompidas
pode ser 1til na elaboracao de modelos fisicos de descoeréncia. Na Secao 2.3, des-
crevemos a caminhada quantica em malha bidimensional infinita. Na Secao 2.4,
discutimos acerca das caminhadas quanticas em malhas finitas com diferentes con-
digoes de contorno. Na Secao 2.5, descrevemos a caminhada quantica no hipercubo
de dimensao n. Finalmente, na Secao 2.6, discutimos acerca da caminhada quan-

tica na malha hexagonal.

L Quantum bit, ou bit quantico. Muitos autores, principalmente em lingua inglesa, preferem
o termo qubit. Neste trabalho utilizaremos o termo g-bit, por ser o mais comum nos principais
textos da area em lingua portuguesa, além de ter uma pronuncia mais natural para leitores
luséfonos. Para uma descricao mais detalhada, veja o Apéndice A.



2.1 Caminhada unidimensional

Vamos comecar definindo o modelo de caminhada quantica na reta. Seja
‘Hp o espaco gerado por todas as possiveis posicoes da particula. No caso que
estamos tratando nesta secao o espaco Hp possui dimensao infinita, de modo
que também podemos denota-lo H,,. A base canonica para este espago-posicao é
Bp = {|x) : x € Z}. Para definir a caminhada quantica em tempo discreto, ainda
é necessario introduzir um grau de liberdade adicional, chamado de quiralidade ou
de estado moeda. E importante ressaltar que a evolugao da moeda na caminhada
quantica é deterministica, e nao aleatéria como no caso da caminhada cléssica.
Este comportamento é consequéncia do segundo postulado da mecanica quantica,
e é¢ uma das principais diferencas entre a caminhada cldssica e a quantica. Seja
‘Hs o espago gerado pelos possiveis estados da moeda, que irao determinar se o
caminhante move-se para a esquerda ou para a direita. Nesse caso, o caminhante
pode ser uma particula quantica de spin 1/2; por exemplo. A base candnica para
o espago-moeda é Bo = {|j) : j € {0,1}}. O espago de Hilbert considerado na
caminhada unidimensional é, portanto, Ho ® Hse.

O estado genérico do caminhante quantico na reta, no instante ¢, é dado por

1 00

W) => > )i ), (2.1)

7=0 z=—00

com P;.(t) € Ce Y >0 [;.(t)|> = 1. Aqui estd implicita a notagao compacta
para produto tensorial (ou produto de Kronecker), de modo que |j) |z) = |j) ®|z).
Os detalhes encontram-se no Apéndice A.

A fim de respeitar os postulados da mecanica quantica (Apéndice A), a dina-
mica do caminhante quantico deve ser totalmente descrita por meio de operadores
unitarios. O primeiro passo em uma caminhada quantica é uma operacao unitaria
no espacgo-moeda, andlogo a um “lancamento de moeda” ou a verificagao do resul-
tado de uma variavel aleatéria no modelo classico. Convém ressaltar, no entanto,

que a leitura de uma variavel aleatéria é um processo irreversivel, enquanto a evo-



lugao do estado quantico da moeda é um processo reversivel. O operador moeda é

dado por

C= Cixli) (k. (2.2)

J,k=0
O operador moeda pode ser definido livremente, desde que se mantenha unitario.

Na reta, porém, utiliza-se usualmente o operador de Hadamard,
H=— . (2.3)

De fato, foi mostrado por Nayak e Vishwanath (2000) que qualquer caminhada
quantica na reta pode ser estudada através do caminhante de Hadamard.
Em seguida, o movimento do caminhante é condicionado ao resultado da

moeda. Na reta, podemos descrevé-lo através do operador unitario

S= > Inilele+(=1)7) (. (2.4)

7=0 x=—00

Portanto, o operador de evolugao para um passo da caminhada quantica é
dado por
U=S0o(C®Ip), (2.5)

em que Ip é o operador identidade no subespago-posicao. Para sabermos o estado

do caminhante em qualquer instante de tempo, basta que fagamos

(W(t+1)) =U[¥(t))

=U"" 9 (0)) (2.6)

em que |¥(0)) é o estado inicial da caminhada. Também podemos aplicar o ope-
rador U diretamente no estado da Equagao (2.1), a fim de obter a equagao de
evolucao

1
Vit +1) = Z Cipre—(—1) (). (2.7)
k=0
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Figura 2.1: Distribuicao de probabilidade do caminhante de Hadamard na reta
apos t = 100 passos, com duas condic¢oes iniciais diferentes.

Apos t passos, caso efetuemos uma medicao na base canonica do subespago-

posicao, a probabilidade de encontrarmos o caminhante na posicao z é dada por
1
P(z,t) =Y [t (2.8)
§=0

de acordo com o quarto postulado da mecéanica quantica (Apéndice A). Na Fi-
gura 2.1, temos a distribuicao de probabilidades do caminhante de Hadamard apos
t = 100 passos, obtida numericamente através do simulador QWalk (Marquezino
e Portugal, 2008). E importante ressaltar que a caminhada quantica respeita a
paridade dos vértices — partindo de x = 0, o caminhante ocupa sitios pares em
tempos pares e sitios impares em tempos impares. Portanto, a fim de facilitar a
visualizagao, os graficos da Figura 2.1 omitem os zeros dos sitios impares. O grafico

a esquerda corresponde ao resultado para a condigao inicial

1

W (0)) 7

(10) +i[1)) ®|0), (2.9)
enquanto o grafico a direita representa o resultado para a condicao inicial
[W(0)) = [1) @10). (2.10)

Discutiremos acerca do simulador QWalk em detalhes no Capitulo 5.
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Figura 2.2: Possiveis situacoes de ligagoes interrompidas.

2.2 Ligacoes interrompidas

Podemos considerar a possibilidade de, no instante ¢, uma ou mais ligagoes
entre vértices da linha estarem interrompidas. A técnica das ligagoes interrompi-
das para caminhadas quanticas foi desenvolvida originalmente por Romanelli et al.
(2005) e posteriormente generalizada para o caso bidimensional por Oliveira et al.
(2006a). As possiveis situagoes de ligagoes interrompidas na reta estao representa-
das na Figura 2.2.

No caso sem ligagao interrompida — Figura 2.2(a) — temos a seguinte evo-

lucao:

Y0, =Co0¥0,241 + Co1¥1 041

12 =CroW0,z-1 + Cr1¢1 2-1, (2.11)

obtida pela Equagao (2.7). E importante observar que a evolucdo unitdria implica
em conservacao do fluxo de probabilidade.

Se a ligagao a esquerda do sitio x estiver interrompida, como na Figura 2.2(b),
a primeira componente da amplitude ¢ em x recebe o fluxo de probabilidade de
x4+ 1. No entanto, o fluxo de probabilidade saindo da primeira componente de v

em z é direcionado para a segunda componente de 1) no mesmo sitio, de modo que
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passamos a ter a evolugao

V0,2 =Co0V0,241 + Co1¥1,041

1,2 =Cooto,z + Co1¥1 - (2.12)

Se a ligagao interrompida estiver a direita do sitio z, o processo é analogo.
Se ambas as ligagoes, a esquerda e a direita do sitio x, estiverem interrompi-
das, como na Figura 2.2(c), a operagao moeda é seguida de uma troca de quirali-

dade. Assim, passamos a ter a evolucao

¢O,z :Clo,@b(),z + 011101,51:

V1,2 =Coo%oz + Co11,. (2.13)

A fim de apresentar uma descricao mais sucinta destas observacgoes, vamos

agora definir a funcao

(=1)7, se ligagdo para x + (—1)7 estd fechada.
L0 7) = 2.14)

0, caso contrario,

para representar todas as possiveis situacoes de ligacoes interrompidas em uma
dimensao. Pela simetria da reta, temos que £(1 — j,z + (—=1)7) = 0 sempre que
L(j,z) = 0. Ou seja, se a ligacado a direita do vértice x estd quebrada, entao a
ligacao a esquerda do vértice x + 1 também esta quebrada.

Tendo definido a fungao L(j, x), podemos reescrever o operador deslocamento

cOomo

1 +oo
Su=Y_ > li+L0@)(1—jl@|r+ L3 ) (), (2.15)

7j=0 z=—00
de modo a incluir a possibilidade de liga¢oes interrompidas.

Aplicando o operador modificado Uy = Sy 0 (C ® Ip) diretamente no estado

13



da Equagao (2.1), obtemos a equacao de evolugao

1
Yroju(t+1) = Z Citrija) kVkatria)(t), (2.16)

k=0

que descreve a evolucao temporal das amplitudes do caminhante quantico. Nao é
dificil verificar que esta equacao abrange todos os casos de evolucao com ligacoes
interrompidas descritos anteriormente.

A técnica de ligagoes interrompidas para caminhadas quanticas pode ser
relevante em realizagoes experimentais de computadores quanticos baseados em
cadeias de spin-1/2 de Ising (Oliveira, 2007), além de servir para modelar um tipo
de descoeréncia uniforme, como veremos mais adiante nesse trabalho. Também é
possivel generalizar o conceito de ligagao interrompida para caminhadas em outros

grafos, como veremos a seguir, para a malha bidimensional e para o hipercubo.

2.3 Caminhada bidimensional

O espaco de Hilbert considerado na caminhada bidimensional é Ho@Ho®H o,
em que Hs ® Hy é o subespaco de Hilbert associado a moeda e H., é o subespaco
de Hilbert associado a posi¢ao do caminhante sobre a malha. A base candnica
para o subespago-moeda é B = {|j,k) : j,k € {0,1}} e a base canonica para o
subespago-posicao é Bp = {|x,y) : x,y € Z}.

O estado genérico do caminhante quantico na malha bidimensional infinita,

no instante t, é dado por

WD) =D D bikan(O) i k) 2.), (2.17)

J,k=02z,y=—00

com Yj kizy(t) € Ce Zj,k Zx,y V) iy (D) = 1.
A evolugao do sistema ao longo do tempo é dada por um operador unitario

U= So(C®Ip), em que S é o operador deslocamento, Ip é o operador identidade
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no subespago-posicao e
C= Y Cingwlik) (', F] (2.18)
Ik’ K

é o operador moeda, que atua no subespaco Hy ® Hy. O operador moeda pode ser
definido livremente, desde que se mantenha unitario. No entanto, existem algumas

moedas notaveis, como a moeda de Hadamard, definida por

11 1 1

111 =1 1 =1
]-]4:5 (2.19)

I 1 -1 -1

I -1 -1 1

Outras moedas importantes no estudo das caminhadas quéanticas bidimensionais

sao a moeda de Fourier, definida por

1 1 1 1
111 ¢« -1 —1
Fi= : (2.20)
1 -1 1 -1
1 — -1 =
e a moeda de Grover, definida por
-1 1 1 1
11 =11 1
Gi=3 (2.21)
1 1 -1 1

Ha uma certa flexibilidade para a definicao do operador S: ele deve ser uni-
tario e deve realizar uma translacao condicional no plano. Parte da liberdade para
escolher S ¢é a forma de associar os estados de moeda com translagoes. Apresenta-

remos aqui alguns operadores de deslocamento para a malha bidimensional infinita.
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Figura 2.3: Distribui¢ao de probabilidades do caminhante de Hadamard com con-
digao inicial dada pela Equagao (2.23), ap6s cem passos. Esquerda: grafico 3D.
Direita: gréfico de contorno.

O primeiro, descrito por Oliveira et al. (2006a), é dado por

Sa = Z Z |.7> k> <]7 k| ® ‘:L‘ + <_1)jay + (_1)k> <ZL‘,y| : (222)

J,k=0 z,y=—00

Percebe-se que este operador descreve um movimento ao longo das diagonais da
malha matematica — o caminhante se desloca ao longo da diagonal principal caso
o valor da moeda seja |00) ou |11), e ao longo da diagonal secundéria caso o valor
da moeda seja [01) ou |10). Nesse caso, dizemos que a malha fisica é diagonal (em
relacdo a malha matemadtica).

Para conhecermos a evolucao do caminhante quantico precisamos definir o
operador de evolugao e sua condigao inicial. Se considerarmos a moeda de Hada-
mard com operador de deslocamento dado por S, e tivermos como condigao inicial
o estado

|W(0)) = =(|0,0) +4]0,1) +4[1,0) — |1,1)) ® |0,0), (2.23)

N | —

entao apos cem passos a distribuicao de probabilidades do caminhante sera aquela
da Figura 2.3.
Também podemos considerar a possibilidade de, em um certo instante, uma

ou mais ligacgoes do sitio (x,y) para seus vizinhos estarem interrompidas. Neste
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caso, precisamos das fungoes

(=1)7  se ligacdo para x + (—1)7,y + (—1)* est4 fechada,

0 caso contrario,
(2.24)

(—=1)*  se ligagao para x + (—1)7,y + (—1)* estd fechada,
0 caso contrario,

(2.25)
com j, k € {0,1}. Sempre que £,(1—j,1—k;z+(—=1)7,y+ (=1)¥) = 0 precisamos
impor L4(j, k;x,y) = 0, e analogamente para L.

Agora podemos redefinir o operador de deslocamento da Equagao (2.22) para

levar em consideragao a possibilidade de ligagoes interrompidas,

1 +o0

San =Y, Y li+LiG kiz,y), k+ Lo(G ks z,y) (1= 4,1 — k| @

J,k=0 z,y=—00

No painel esquerdo da Figura 2.4 temos parte da malha usada na caminhada
quantica bidimensional com o operador de deslocamento S,. A malha matematica
esta representada por uma linha pontilhada e a malha fisica por uma linha cheia.
No exemplo, temos uma ligacao interrompida entre os sitios (z,y) e (z+ 1,y + 1).

Se aplicamos o operador de evolugao U, = Sy 0 (C ® Ip) ao estado (2.17),

como em (Oliveira et al., 2006a), obtemos a equacao de evolugao

1

Y1i—kay(t+ 1) = Y Cirr, (o) htLaGibiam)id' b X
J' k=0

Vit kit L1 Gk )t L2Gise ) (), (2:27)
que descreve a evolucao temporal das amplitudes do caminhante quantico.
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L @ L @ L

X

Figura 2.4: Parte da malha para uma caminhada quantica bidimensional, mos-
trando uma ligacao interrompida. Esquerda: Malha diagonal. Direita: Malha
natural.

Também podemos definir um segundo operador de deslocamento, a fim de
obter uma malha fisica que coincida com a malha matematica. Marquezino e

Portugal (2008) descrevem o operador

o= > Ihd)G.d @ e+ (1)1 =64),y+ (—1)6;a) (x,y].  (2.28)

J,d=0 z,y=—00

Veremos no Capitulo 5, através de exemplos, que a distribuicao de probabilidade
obtida com o operador S difere daquelas obtidas com o operador S, somente por
uma rotagao de 7/4.

Se quisermos incluir a possibilidade de ligacoes interrompidas nesta segunda

malha, precisaremos da funcao

(

(—1)7  se ligacdo para = + (—1)/(1 — d,4),
L(j,d;z,y) = y+ (—1)70;,4 estd fechada, (2.29)

0 caso contrario,

com j,d € {0,1}. Como no caso anterior, precisamos impor L(j, d; z,y) = 0 sempre
que L(1 —j,1 —diz + (=1)/(1 = d;a),y + (—1)70;,4) = 0.
Se aplicamos o operador de evolugao U, = Sy 0 (C' ® Ip) ao estado (2.17) e

incluirmos no operador deslocamento a fungao £, como em (Marquezino e Portugal,
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2008), obtemos a equagao de evolucao

1

Yicicday(t+1) = Y Clar(idwy)dor(day)d
Jdi=0

w.]lvd/7I+L(]udvrﬂy)(1_6],d)1y+L(])da$7y)6j,d (t) ? (2 30)

em que @ significa soma modulo 2. Essa equacao descreve a evolucao temporal
das amplitudes do caminhante quantico.

No painel direito da Figura 2.4 temos parte da malha usada na caminhada
quantica bidimensional com o operador de deslocamento S,. No exemplo, temos

uma ligagao interrompida entre os sitios (z,y) e (z,y + 1).
24 Caminhada em malha finita

Até agora estudamos caminhadas quanticas em malhas uni- e bidimensionais
infinitas. Ha, no entanto, alguns casos relevantes que surgem quando consideramos
malhas finitas com condicoes de contorno periddicas ou reflexivas.

A caminhada no N-ciclo pode ser compreendida como uma caminhada em
malha unidimensional com N vértices, indexados pelo conjunto {0,1,--- , N—1}, e
condicao de contorno periddica — ou seja, o vértice vy_1 estd ligado por uma aresta
ao vértice vyg. A caminhada se passa em um espaco de Hilbert Ho®@H p, em que Hs é
o subespago-moeda, gerado pela base Bo = {|0),|1)}, e Hp é o subespago-posicao,
gerado pela base Bp = {|0),|1),---,|N —1)}. O estado genérico do caminhante

quantico no N-ciclo, no instante ¢, é dado por

N—

V(1) = Z b (t) 17) |2) (2.31)

1
]:O =

—_

com wj,x(t) €Ce Zj Z;g |¢j,x(t)|2 =L
A evolucao do sistema ao longo do tempo é dada por um operador unitario
U= So(C®Ip), similar ao que ja definimos para a caminhada na reta infinita, em

que S € o operador deslocamento, Ip é o operador identidade no subespago-posicao
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e C'=>,.Cjklj) (k| é o operador moeda, que atua no subespago Hs. O operador
de deslocamento pode ser definido como na Equagao (2.4)— ou como na Equa-
¢ao (2.15), caso ligagbes interrompidas sejam consideradas — apenas substituindo
a soma na posi¢ao por uma soma modulo N.

Também podemos considerar a caminhada em um segmento da reta. Nesse
caso, temos uma caminhada quantica em malha unidimensional com N vértices,
indexados pelo conjunto {0,1,--- N — 1}, e condi¢ao de contorno reflexiva. O
espaco de Hilbert é o mesmo descrito para a caminhada no N-ciclo, assim como
o operador de moeda. O operador de deslocamento é definido a partir da Equa-
¢ao (2.15), impondo uma ligagao interrompida entre os vértices vy e vy_1, Ou seja,
fazendo £(1,0) =0e L(0,N —1) = 0.

A caminhada no toro de N vértices pode ser compreendida como uma cami-
nhada em malha bidimensional com dimensées v N x v/N e condicdo de contorno
periédica. A caminhada se passa em um espaco de Hilbert Hy ® Ho ® Hp, em que
Hs ® Hs é o subespago-moeda, gerado pela base Bo = {|j, k) : 0 < j,k < 1}, e
Hp é o subespaco-posicao, gerado pela base Bp = {|z,y) : 0 < 2,y < VN — 1}.
O estado genérico do caminhante quantico no toro de N vértices, no instante ¢, é

dado por
VN-1

(W) =D D Gikaa() 15 k) |29, (2.32)

k=0 2,y=0

com ¥j k. y(t) € Ce Zj,k E:c,y ) kiay (D) = 1.

A evolugao do sistema ao longo do tempo é dada por um operador unitario
U= So(C® Ip), similar ao que ja definimos para a caminhada malha bidimen-
sional infinita, em que S é o operador deslocamento, Ip é o operador identidade
no subespago-posigao e C' = 3., . . Cjpjir |4, k) (5, k'| € o operador moeda, que
atua no subespago Hs ® Hy. O operador de deslocamento pode ser definido como
na Equacgao (2.22)— ou como na Equagao (2.26), caso ligagoes interrompidas sejam
consideradas — apenas substituindo as somas na posicao por somas modulo v/N.

Também podemos considerar a caminhada em uma caixa de N vértices, ou

seja, uma malha bidimensional com dimensoes vV N x v/ N e condi¢ao de contorno
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reflexiva. O espacgo de Hilbert é o mesmo descrito para a caminhada no toro de N
vértices, assim como o operador de moeda. O operador de deslocamento é definido
a partir da Equagdo (2.26), impondo ligacoes interrompidas entre os vértices v,
e VN1, € entre os vértices v, e Uy VN-1- Ou seja, as fungoes L1 e Lo devem
ser definidas de acordo. Também existem outras variacoes, como condigoes de
contorno absorventes (Bach et al., 2004; Kempe, 2003a), que nao serao abordadas

aqui.
2.5 Caminhada no hipercubo

Uma caminhada quantica em tempo discreto no hipercubo (Figura 2.5) de
dimensao n se passa em um espaco de Hilbert Ho ® Hp, em que H¢e é o subespaco-
moeda, de dimensao n, e Hp é o subespaco-posicao, de dimensao 2". A base
candnica para He é o conjunto {[j)}, para 0 < j < n — 1, enquanto a base
candnica para Hp é o conjunto {|z)}, com 0 <z < 2" — 1.

O estado genérico do caminhante quantico no hipercubo de dimensao n, no

instante ¢, é dado por
W(t) = bja(t) 14, 7) (2.33)

com ¢j,x(t) €Ce Zj Zx |¢j,x(t)|2 =L

A evolucao do sistema ao longo do tempo é dada por um operador unita-
rio U = So (C® Ip), em que C = . Cj;|j)(j'| é uma operacdo unitdria
no subespaco-moeda, Ip é a identidade no subespaco-posicao e S é o operador

deslocamento, definido como

n—12"-1

S=> Y liz®e) (x| (2.34)

j=0 x=0

Aqui, x @ e; é a soma bindria bit-a-bit entre os vetores bindrios de n componentes,
x = (Tp_1, -+ ,%1,%0) € €, um vetor nulo exceto pela componente indexada por

7, a qual vale 1. Usaremos a representacao binaria ou decimal conforme seja mais
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Figura 2.5: Hipercubos de dimensoes n = 1,2,3 e 4, com vértices indexados no
sistema binario.
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conveniente. Elas poderao ser facilmente reconhecidas pelo contexto, no entanto.
Se aplicamos o operador U ao estado genérico dado pela Equagao (2.33),

considerando uma moeda também genérica de entradas Cj, obtemos a equagao

n—1
Via(t+1) =D Ciathjane, (1), (2.35)
k=0

que descreve a evolucao temporal das amplitudes do caminhante quantico.
Também podemos considerar a possibilidade de ligagoes interrompidas no

hipercubo. Para isso, definimos os vetores binarios

ej, se ligacao para z @ e; esta fechada,
e (z) = (2.36)

0, caso contrario.

Sempre que €’(xr) = 0, é necessdrio impor que €i(r @ e;) = 0. O operador de

deslocamento modificado passa a ser

n—12"-1

S/:ZZ }j,x@e;(x)ﬂj,ﬂ. (2.37)

j=0 =0

Note que, se no sitio x a ligacao na diregao j estd interrompida entao
|z @ €5) (x| = |z){z @ ¢;] = |2)(z] (2.38)

e nao ha fluxo de probabilidade transferida através das ligagdes interrompidas.
O operador de deslocamento modificado S’ é unitdrio para qualquer nimero de
ligacoes interrompidas.

Podemos usar o modelo de ligagoes interrompidas para estudar a caminhada
quantica descoerente no hipercubo (ver Secao 3.1.4). Nesse caso, a evolugdo se
da como segue. A cada passo da evolucao, a topologia do hipercubo é definida,
abrindo cada ligagao com probabilidade p e ajustando os vetores e;-(x) de acordo
com a Equagao (2.36). Entao, S’ - (I ® C') é aplicado a |¥(t)) para gerar o estado

no instante ¢t + 1. Note que neste modelo o estado da malha no instante ¢ + 1 nao
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estd correlacionado com o estado anterior, no instante t.
A equacao que descreve a evolucao temporal das amplitudes de um cami-

nhante quantico no hipercubo com ligacoes interrompidas é dada por

n—1
wj,x(t + 1) = Z Cj,kz/)j,x@e;(x) (t>> (239>
k=0
em que & denota soma bindaria bit a bit.

2.6 Caminhada na malha hexagonal

A malha hexagonal recebeu atencao de fisicos de matéria condensada por
muitos anos e, mais recentemente, o desenvolvimento dos grafenos — arranjos
hexagonais bidimensionais de &tomos de Carbono — renovou o interesse no assunto.
A malha hexagonal com N sitios nao é uma lattice propria. Seguindo métodos
padrao da fisica da matéria condensada (Kittel e McEuen, 1996), distinguimos
entre os & sitios da lattice (brancos) e os & sitios da base (pretos), usando um
cédigo de cores, como mostrado na Figura 2.6.

Vamos considerar a distancia entre dois sitios adjacentes da malha hexagonal
como a distancia unitaria. Entao, os vetores a; e as que conectam dois sitios
vizinhos da lattice (veja a Figura 2.6) possuem norma V3 e formam um angulo
de 60°. O vetor unitario b que localiza o sitio da base adjacente a um dado sitio

da lattice ¢ dado por b = $(a; +az). Um ponto arbitrdrio da lattice ¢ enderegado

por um vetor com componentes inteiras
r = njay + neodas. (240)

Cada ponto (nj,ns) da lattice possui um ponto associado da base em r + b.

Por simplicidade, vamos supor que o ntimero de sitios é N = 2m?2, com m
inteiro, de modo que \/g também é um inteiro. Assumimos periodicidade em
ambas as diregoes, de modo que os inteiros ny,ny € [0,m — 1]. Entdo, para uma

malha de N elementos, temos N/2 sitios brancos da lattice, (ny,ns), e os N/2 sitios
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Figura 2.6: Vetores elementares para a malha hexagonal. Os sitios brancos formam
uma lattice e os sitios pretos formam a base associada. Aqui temos um exemplo
para a malha com N = 32 elementos, sendo 16 da lattice e 16 da base. Note a

identificacao dos elementos do contorno.
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correspondentes da base. Na Figura 2.6 temos N = 32 e, portanto, m = \/g =4.

Os kets |n1, ng) geram o subespago-posi¢ao associado aos N/2 pontos da lat-
tice. A fim de levar em conta também os N/2 sitios da base, vamos introduzir um
g-bit auxiliar, {|0),|1)}, que é |0) para um ponto da lattice e |1) para um ponto
da base. Entao |0;n1,n2) = |0) ® |nq,n2) indica o estado associado a um ponto da
lattice e |1;n1,n9), 0 estado associado ao ponto da base correspondente. O subes-
paco de dimensao N da lattice, Hp, é gerado pelos kets {|s;n1,n1)} com s =0,1e
ni, ne inteiros em [0, m—1]. Em cada sitio hé trés dire¢oes possiveis de movimento,
as quais indexamos com um inteiro j = 0,1, 2. Eles definem um subespag¢o-moeda
tridimensional, H¢, gerado por {|0),|1),|2)}. O espago de Hilbert completo, de
dimensao 3N, é H = H¢ ® Hp e possui uma base genérica |j, s;nq,n2) que forma

um conjunto ortonormal. Um estado genérico |¥) € H pode ser expresso como

|\IJ> = Z aj,n1,n2 |.]7 Oa ni, n2> + bj,nl,nz |j7 17 ny, n2> (241)

J,n1,m2

em que Qjn,n, (bjnim,) 580 0s componentes da lattice (base) e a condicao de
normalizacao (V|W) = 1 é assumida. Um passo em qualquer diregdo a partir de
um ponto da lattice (base) leva a um ponto da basis (lattice), de acordo com a

regra de propagacao
l7,s,m1,n2) = |7, 5D 1;n1 — aj,ne — G)) (2.42)
em que @ é a soma bindaria e ¥; = (o, 5;) s@o os vetores bidimensionais
Vo =(0,0), Vi =(1,0), e ¥=1(0,1). (2.43)
Esses deslocamentos em H sao implementados com o operador de deslocamento,

S = Z|j,1—8,f‘—(—1)SVj> <j787f.| (244)

J7S7r
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no qual introduzimos a notagao abreviada ¥ para (n;,ny) e subentendemos a soma
modulo m para estas componentes.

O operador de evolugao de uma caminhada quantica na malha hexagonal é

U=25-(Gy® Ip), (2.45)

em que Ip é a identidade em Hp. A operacao de Grover tridimensional (G5 atua

em He e, na representagao acima, ¢ dada por

2 -1 2 |. (2.46)

Apés t iteragoes, um estado inicial |U(0)) evolui para |¥(¢)) = U’ |¥(0)). Note
que U é um operador real, como exigido pelo formalismo do algoritmo abstrato de
busca.

Até aqui, mostramos como é possivel definir a caminhada quantica em diver-
sas topologias. A seguir, discutiremos acerca das distribuicoes limite e do mizing
time de caminhadas quanticas. Também apresentaremos alguns resultados origi-

nais de nossa pesquisa.
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Capitulo 3
Distribuicoes limite e mixing time

No estudo das caminhadas aleatorias, o conceito de mizing time desempe-
nha um papel fundamental. Grosso modo, trata-se do tempo médio gasto para a
distribuicao de probabilidades induzida por um caminhante aleatdrio aproximar-se
de uma distancia e da distribuicao estacionaria. E natural perguntar, portanto, se
a caminhada quantica possui mizing time e se este é inferior ao classico.

Seja P(z,t) a probabilidade de encontrar o caminhante quantico no vértice
x de um grafo qualquer, no instante ¢t. Esta probabilidade depende da condigao
inicial. Como a distribuicao de probabilidades da caminhada quantica resulta de
um processo unitario, ela nao pode convergir para uma distribuicao estacionaria.
De fato, como matrizes unitarias preservam a norma de vetores, a distancia entre
os vetores que descrevem passos subsequentes da caminhada nao converge para
zero (Aharonov et al., 2001). Foi demonstrado, porém, que a distribui¢do média,

definida no caso discreto no tempo como

Pz, T) :% " Plot), (3.1)

t

Il
=)

de fato converge para uma distribui¢ao limite (Aharonov et al., 2001). Também
denotaremos Pr(x) = P(x,T) onde for conveniente. Essa distribuicao é equivalente
a escolher um instante ¢ uniformemente em [0, 7'— 1], deixar o caminhante quantico

evoluir por t passos, e depois medir a posicao do caminhante. Definimos, portanto,
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a distribuicao estacionaria como
m(x) = Tlim P(z,T). (3.2)

Formalmente, podemos definir o mizing time quantico de dois modos dife-

rentes. Ambas as defini¢coes dependem da condicao inicial do caminhante quantico.

Definigao 3.1 (Mixing time). O mizing time médio M, de um caminhante quan-

tico em relacao a uma distribuicao de referéncia w €

M, =min{T |Vt > T, |

E—WH <€}, (3.3)

em que ||[A—B| =) |A(x) — B(x)| € a variagao total da distancia entre duas

distribuicoes.

Esta definigao (Aharonov et al., 2001) captura a taxa com a qual a dis-
tribuicao de probabilidades média se aproxima da distribuicao assintética de um
caminhante quantico. Uma definicao alternativa para o mizing time, apresentada
por Moore e Russell (2002), captura o primeiro instante no qual a caminhada esta

perto por uma distancia € de uma distribuigao de referéncia 7,

Definicao 3.2 (Mixing time instantaneo). O mizing time instantaneo I. de um
caminhante quantico €

I. = min{t| || P, — 7|| < €}. (3.4)
Um resultado importante para o cdlculo do mizing time foi dado por Aharo-
nov et al. (2001), o qual enunciaremos a seguir.

Teorema 3.1. Considere um caminhante quantico qualquer em um grafo G comn
nos e com um espaco de moeda de dimensao d. Entao, para um dado estado ini-
cial |Wo), a distancia entre a distribuicdo de probabilidades média e a distribuicao

estacionaria satisfaz

1P(2,T) — m(x)|| < % (m%d + 1> , (3.5)
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em que A € definido como a menor distancia entre dois autovalores distintos do

operador de evolucao do caminhante.

Neste capitulo estaremos interessados em calcular a distribuicao estacionéria
de caminhantes quanticos em diferentes topologias e em seguida estudar proprie-
dades de seu mizing time. Na Secao 3.1, discutimos acerca da caminhada quantica
no hipercubo. Na Secao 3.2, analisamos a caminhada quantica na malha bidimen-
sional com condigoes de contorno peridédicas. Na Secao 3.3, fazemos uma breve

discussao sobre os resultados aqui apresentados.

3.1 Caminhada quantica no hipercubo

O mizing time de uma cadeia de Markov no hipercubo de dimensao n esta
em O(nlogn). No artigo de Aharonov et al. (2001) encontramos um limite assin-
totico superior para o mizing time de caminhadas quanticas em grafos genéricos.

1.5

. . . .. , n . ~
Particularizando para o hipercubo, esse limite é O (—> Nossas simulagoes nu-
€

méricas indicam um mizing time em O (%), ou seja, melhor que o muixing time
classico (Marquezino et al., 2008). Moore e Russell (2002) consideraram mizing
times com relacao a distribuicao uniforme, tanto no modelo discreto no tempo
como no modelo continuo no tempo. No caso continuo no tempo eles encontraram
que a distribuicao limite média nao ¢ uniforme. Também concluiram que sempre
se pode encontrar ¢ > 0 tal que nao existe mizing time para a distribuicao uni-
forme. Como a caminhada quantica discreta no tempo pode ser obtida a partir
do modelo continuo por meio de um processo de limite adequado (Strauch, 2006),
esperariamos que a distribuicao limite no caso discreto no tempo fosse também nao-
uniforme. De fato, é importante ressaltar que a distribuicao uniforme ndao coincide
com a estaciondria, conforme demonstramos em nosso trabalho (Marquezino et al.,
2008).

Nesta secao, mostramos que a distribuicao assintética de um caminhante
quantico discreto no tempo sobre o hipercubo nao é uniforme. Obtivemos a ex-

pressao explicita para essa distribuicao e caracterizamos o mixing time médio para
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esta distribuicao (Marquezino et al., 2008). O mizing time instantaneo também é
um conceito bastante util, que captura o primeiro instante em que a distribuicao da
posicao esta proxima a uma distancia € de uma distribuicao de referéncia. Moore
e Russell (2002) mostraram que, para ambos os modelos de caminhada quantica
no hipercubo, o mizing time instantaneo para a distribuicao uniforme depende li-
nearmente da dimensao n. Isso representa uma melhoria em relagao a caminhada
correspondente classica, de O(nlogn) para O(n). Em nossas simulagoes numéri-
cas, confirmamos esse resultado para o caso discreto no tempo e mostramos que
existe € > 0 tal que o mizing time instantaneo para a distribuicao estacionaria
(nao-uniforme) nao existe (Marquezino et al., 2008).

Todas essas propriedades sao afetadas pela descoeréncia. O impacto da des-
coeréncia sobre caminhadas quanticas foi estudada principalmente em sistemas
uni- ou bidimensionais usando medigoes repetidas (Brun et al., 2003; Kendon e
Tregenna, 2003), ou ruido topoldgico de ligacoes interrompidas (Romanelli et al.,
2005; Abal et al., 2007; Oliveira et al., 2006a). Kendon e Tregenna (2003) também
apresentaram resultados numéricos mostrando o impacto de medigoes repetidas no
hitting time de um caminhante quantico discreto no tempo no hipercubo. Cha-
mamos de hitting time o tempo médio gasto pelo caminhante quantico para sair
de um vértice inicial x( até atingir um vértice final z;. Na presenca de descoe-
réncia, espera-se que a distribuicao média da posicao de um caminhante quantico
em um hipercubo de dimensao n convirja para a distribuicao uniforme, como no
caso classico. Recentemente, o efeito de medicoes repetidas em um caminhante
quantico no hipercubo foi estudado por Alagic e Russell (2005) usando técnicas
de super-operadores para o caso continuo no tempo. Eles concluiram que para
taxas de descoeréncia pequenas, tanto o hitting time como o mizring time — em
relacao a distribuicao uniforme — permanecem lineares em n. Porém, se a taxa
de medigoes for superior a um certo limiar, o resultado classico é reobtido, com a
distribui¢ao média convergindo para a uniforme em tempo O(nlogn). Nesta secao,

consideramos o efeito que a abertura aleatéria de ligacoes do hipercubo exerce na
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distribui¢ao de probabilidades da caminhada quantica discreta no tempo (Marque-
zino et al., 2008). Esse mecanismo nao envolve medigdes, sendo um exemplo de
ruido unitério (Shapira et al., 2003).

Em geral, a descoeréncia é considerada um obstaculo ao desenvolvimento da
computacao quantica, por destruir o emaranhamento e as superposicoes necessarias
para o processamento eficiente da informacao no computador quantico. No entanto,
existem resultados bastante surpreendentes que mostram como uma quantidade
controlada de descoeréncia pode ser util para obtencao de certas distribuigoes de
probabilidades. Kendon e Tregenna (2003) mostraram que uma pequena taxa de
descoeréncia pode ser usada para gerar distribuigdes quase uniformes na caminhada
quantica na linha. Maloyer e Kendon (2007) mostraram que o mizing time de
uma caminhada quantica discreta no tempo em um ciclo de N elementos pode
ser reduzido permitindo um certo nivel de descoeréncia de medigoes repetidas,
desde que essas medicoes afetem a posicao do caminhante quantico. Em nosso
trabalho, encontramos um efeito similar no caso do hipercubo com descoeréncia de
ligagoes interrompidas (Marquezino et al., 2008). Existe um taxa de descoeréncia
critica, para a qual o mizing time possui um minimo. Esse resultado mostra um
novo caso para o qual a descoeréncia, gerada através de aleatoriedade topoldgica
e sem medigoes, melhora uma propriedade 1til da mecanica quantica. Nesse caso,

possibilitando mixing times réapidos.

3.1.1 A caminhada coerente

A caminhada quantica no hipercubo ja foi descrita na Secao 2.5. Para calcu-
larmos a distribuicao limite dessa caminhada, precisamos antes resolver o problema
de autovalor e autovetor de seu operador de evolugao. Esse problema torna-se mais
simples se considerarmos a caminhada coerente no espaco de Fourier.

Como o hipercubo é um grafo de Cayley do grupo Z%, a transformacao mais
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adequada é a transformada de Fourier nesse grupo, gerada pela base de 2" vetores

2" -1

\/ﬁ Z )R |2 (3.6)

para k € [0,2" — 1], em que k-x = Z;l o T;jk; ¢ o produto bit a bit. As amplitudes

transformadas siao
on_1

Vi = Z Ve g (3.7)

O operador de deslocamento é diagonal no espaco de Fourier. Para verificar essa

propriedade, fazemos

= (=1)¥15,k). (3.8)

Desse modo, o operador Sy, que atua em |WUy) = (k|¥) = > "7 “thix |7), possui

elementos matriciais dados por

= (=)™ (i, klj, k)
= (=15, (3.9)

Portanto, o operador Uy, que atua em |¥;), tem elementos matriciais dados por
Uy (i,7) = (=1)*C; ;. Os autovetores de U sao o produto tensorial dos autovetores
de Uy e |k).

Daqui em diante, iremos considerar o caso particular da moeda de Grover
n-dimensional, dada por Cj; = — = ik Esta moeda obedece as simetrias por
permutacoes observadas no hipercubo de dimensao n, além de ser o operador deste

tipo mais distante da identidade (Moore e Russell, 2002). Passaremos a descrever o
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problema de autovalores de U. Seus autovalores dependem somente da dimensao
n e do peso de Hamming de k, definido como |k| = Z;:ol k;. Entretanto, seus

autovetores, |v;(k)) para j = 1---n, dependem de k.

Para pesos de Hamming |k| = 0 (ou |k] = n), um conjunto de n — 1 au-

tovetores degenerados com autovalor A = 1 (ou A = —1) é dado por |14(0)) =
1

—(]0) —]4)), para i € [1,n — 1]. O autovetor restante, com autovalor A = —1

V2

(ou A = 1) é a superposicao uniforme |v,(0)) = % ijol |7)-

No caso em que o peso de Hamming toma valores 0 < |k| < n, hd n—|k|—1 au-
tovalores degenerados com autovalor —1 e |k|—1 autovetores degenerados com auto-
valor 1. Indexando as entradas do vetor k segundo a notagao k = (ko, k1, -+ , kn_1),
seja Zo = {j; k; = 0} o conjunto de indices para entradas nulas do vetor bindrio £,
e seja Z; = {j;k; = 1} o conjunto de indices para entradas nao-nulas de k. Seja

mz, = min(Zy) e mz, = min(Z;). Os autovetores com autovalor —1 sd@o dados por

1
lvi(k)) = E(\m%) — 7)), para j € Zy/{mz,}. Os autovetores com autovalor 1
- 1 : :
sao dados por |v;(k)) = E(|m1'1> —17)), para j € Z, /{mz, }.

Os dois autovalores restantes sao os mais relevantes para nossa analise. Eles

podem ser expressos como e+ em que

2|k
cosw =1 — |—‘ (3.10)
n

Os autovetores conjugados correspondentes sao |v,(k)) = Z;:é a;(k)|7) elvn1(k)) =

Z;:& (k) |7), com componentes a;(k) dadas por

as(k) = -5 (m m) . (3.11)

Na tltima equacao, i = v/—1.

Este conjunto de autovetores normalizados formam uma base nao-ortogonal,

e estao resumidos na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Autovalores e autovetores de Uy. As quantidades wy e «;(k) sao
definidas nas Equacoes (3.10) e (3.11), respectivamente.

Peso de Hamming k| =0

Autovalor | Autovetor |v;(k)) | indicei [ multiplicidade
—1 75(10) — 7)) i€ l,n—1] n—1
i Ly " i
Pesos de Hamming 1 < |k| <n -1
-1 5lmz) —1i))  [i€Do/{mz} | n—Jk[-1
1 5mz) —1i)  |ie€Li/{mg} k-1
e > o (k) 1) n 1
e > as(k) 1) n—1 1
Peso de Hamming k| = n
1 (10) — |3))/v/2 i€ [1,n—1] n—1
= S li) [V " i

3.1.2 Distribuicao limite

Passamos a considerar o problema de determinar a distribuicao limite para
uma caminhada quantica no hipercubo de dimensao n. O vetor de estado inicial
esta localizado no vértice x = 0 e uniformemente distribuido no subespago da

moeda,

W(0)) = %Z ) ® |z =0). (3.12)

Esta escolha respeita a simetria de permutacao do hipercubo. O estado inicial é

expresso em termos de autovetores de Uy,

2"—1 n

\/% > > ailk) (k) @ [k) (3.13)

[W(0)) =

em que os coeficientes sdo somatdrios dos componentes dos autovetores, a;(k) =

1
n2n

n—1 . s ~ . . .
> o (Vi(k)]7). Esses somatérios sio iguais a zero exceto quando i = n — 1
ou i = n, de modo que somente esses dois autovetores contribuem. Assim,

n—1

(U(0)) = Y (an-1(k) a1 (k) + an(k) [va (k) ® [k). (3.14)

k=0
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Os coeficientes relevantes sao a, (k) = (v/[k| +iy/n — |k])/Vn2rtL e a,_1 (k) = aX (k),
em que |k| € [1,n —1]. Se |[k| =0 ou |k| = n, entéo a, = 1/vV2"* e a,_ 1 =0. O

estado do caminhante no instante t é dado por

2" —1

(1) = Y (an-1(k) € |vnor (k) + an(k) & v (k) @ k). (3.15)

k=0

A probabilidade de encontrar o caminhante no instante ¢ no vértice x é dada
por P(z,t) = Z;:Ol (5, 2| ¥ (t))|*. Esta quantidade pode ser calculada no espaco

de Fourier, usando a identidade da Equacao (3.6) para obter

n—1
, 2| W (1) VT (G, k| 3.16
U (0) = 3 (1) ) (316)
Desse modo, temos
= n—1
_ k@kz’ )z /.
Plo) =35 3 (DL HIONEOK.S) (317
: Jj=

Portanto, eliminando do somatério os termos nulos, temos

on_1
1 , ,
P(l’, Zf) = 2_n (_1)(k®k )-x {an,l(k)az_l(k/) <Vn<k)|Vn(k/)>efz(wk7wk/)t_'_
k,k'=0

()t (K) (U1 (R) [ ())& n ) 4
()%, (k') (01 () [y () et 4

1 (k) as, (k) (v () [va () e~ ()t (3.18)

Nosso objetivo é calcular a distribui¢ao de probabilidade assintética 7(x), definida

pela Equagao (3.2). Os dois primeiros termos contribuem somente se |k| = ||,

T—1 di(wp—wy)t

. . 1 o ~ / . <~ A
pois limr_. 7 Yoo € = OJ|,lwv| © nao hd contribuicao dos dois ultimos

: : -1 o s
termos devido a limr_, >, e @s+ew)t = (. Portanto, a distribuigao assintética
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pode ser calculada como

2" —1

Zéw YR L, () P () | (K))+

kk’

[ ()| (-1 () [V (K)) } - (3.19)

O produto interno entre os autovetores nao-triviais é dado por

(v (F) [ (K)) = (wn1 ()1 (K))

n (k- k) + K]0 — 2Jk))
Ml ) (3.20)

Ap6s usar |a, (k)|> = |an_1(k)|? = 1/2"*1 obtemos a distribuigao estaciondria

2" —1
21 e [0 (- 1) + k| (n — 2[K])
= — 4+ — 1)(kk) - 3.21
@ = 2 (D R T &21)
(k= |k’|750")

A expressao acima nao ¢ eficiente para calcular w(x). E possivel simplifica-la

notando que 7(z) depende somente do peso de Hamming de z, ou seja, |z| = Z;Zg x;.

Apoés alguma dlgebra, encontramos

izl =zl om

w<x>=22—n+2mZZZZZ

i=1 =0 [=0 m=0 p=0
( lz| —m )(m)(n—|$|—i+m)x
l—m+p/\p/\t—j—l+m—p
(i—m) (n—]z\) (\x|> i(n—2i)+nj (3.22)
j—p)\i—m)\m 2i(n—1i) =

. . .. ~ |
em que os coeficientes combinatoriais sao (7’;) = m paran > m > 0 e

(:1) = 0 caso contrario. Esta expressao é equivalente a Equacao (3.21) e, para

alguns valores de x, ela fornece resultados bem simples, tais como

1 D(n+1?)
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Figura 3.1: Distribuicoes limite para caminhadas quanticas em hipercubos com
n = 3,4,6,8 obtidas da Equagao (3.22) com a condigao inicial (3.12). Como refe-
réncia, mostramos a distribui¢ao uniforme como uma linha horizontal pontilhada.

Deve-se notar que a identidade 7(z) = 7(2" — 1 — z) também ajuda no calculo
de 7(z). Claramente, a distribuicao assintética para P(z,t) ndo é uniforme para
a condigao inicial da Equagao (3.12). Note, por exemplo, que para n suficiente-
mente grande, Equacao (3.23) nos da 7(0) &~ 1//27(2n + 1) > 27", Realizamos
implementagoes numéricas que confirmam a Equacao (3.22). Esta distribuicao é
mostrada para hipercubos de diversas dimensoes na Figura 3.1. O maximo da
distribuigao ocorre no sitio inicial zp = 0 e em Zy = 2" — 1. Note que 7(z) toma
somente 1+ |n/2| valores diferentes, correspondentes aos sitios com distancias de
Hamming 0, 1,2,..., |n/2] em relagao ao sitio inicial zy ou ao seu oposto, .

E interessante considerarmos a probabilidade p(z) de encontrar o caminhante
a uma distancia de Hamming |z| do sitio inicial, para tempos grandes. H& (|Z‘) sitios
com peso de Hamming |z| e, portanto, a probabilidade que estamos considerando

¢é dada por

pllal = (7))o, (3:24)

A distribuicao estacionéria 7(x) depende somente de |x| e pode ser calculada efi-

cientemente a partir da Equacao (3.22). A probabilidade p(|z|) toma no maximo
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1+ |[n/2] valores diferentes, assim como 7(x). Na Figura 3.2, p(|z|) é comparado
com a probabilidade correspondente para uma distribui¢ao uniforme sobre o hiper-
cubo. Nesse caso, a situacao mais provavel seria encontrar o caminhante com uma
distancia de Hamming ~ n/2 do sitio de partida. Em vez disso, notamos que a
situacao mais provavel para o caminhante quantico coerente com moeda de Grover

¢ encontra-lo préximo aos vértices xy e Ty do hipercubo, com |z| ~ 0 ou |z| ~ n.

0,2—————

- +-+uniforme |

—e estacionaria

0,15~ P i

r N

=
<

= 0,1 4 N -
o

0,05

& a
L

TR IR R S N RS R - S0 G G G

0 5 10, 15 20 25
distancia de Hamming, |X|

Figura 3.2: Probabilidade assintética de encontrar o caminhante com uma distancia
de Hamming |z| em relacao ao sitio inicial, dado pela Equagao (3.24), para n = 25.

A distribuicao binomial 2% (|Z\)7 que corresponde a distribuicao de posigao uniforme

do caminhante, é mostrada para comparacao.

Em resumo, o fato do caminhante quantico iniciar localizado em zy = 0
marca ambos os vértices xy e Ty como sitios especiais e efeitos persistentes de
interferéncia dao origem a uma distribuicdo nao-uniforme sobre os sitios. A proba-
bilidade de encontrar a particula com uma dada distancia de Hamming varia muito
mais lentamente do que para uma distribui¢ao uniforme sobre os sitios. Devemos
ressaltar que os resultados obtidos para a distribuicao assintética sao dependentes
da condicao inicial. Por exemplo, ja que a superposicao uniforme da moeda e
posigao, \/%W Z;.:Ol Zii_ol |7, z), é um autovetor de U com autovalor 1, para esta

condigao inicial em particular a distribuicao permanece uniforme.

3.1.3 Mixing time de uma evolugao coerente

Agora vamos considerar o mizing time de uma evolucao coerente. Iremos

nos basear em simulagoes numéricas, que nos permitem extrair informacoes so-
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Figura 3.3: Esquerda: distancia da distribuicao média no instante t até as distribui-
¢oes uniforme e estacionaria, para um caminhante quantico coerente movendo-se
sobre um hipercubo de dimensao n = 8. Eixos em escala logaritmica no grafico
maior e linear no detalhe. Direita: mixing time em funcao da dimensao n para
diferentes limiares e.

bre o mixing time da caminhada quantica no hipercubo, e em resultados gerais
apresentados por Aharonov et al. (2001).

O painel esquerdo da Figura 3.3 mostra a dependéncia temporal da distancia
entre a distribui¢ao média e a distribuigao estacionaria, dada pela Equacao (3.21).
Para tempos grandes, essa distancia decai aproximadamente como ~ 1/t enquanto
a distancia correspondente a distribuigao uniforme permanece essencialmente cons-
tante.

Para um caminhante quantico em um grafo genérico com condi¢ao inicial
arbitraria, uma cota superior para distancia entre a distribuicao de probabilidades
média e a distribuigao assintética 7(x) pode ser obtida a partir do Teorema 3.1,
apresentado no inicio deste capitulo. Particularizando para o hipercubo de dimen-
sao mn, temos

|P(x,T) — n(z)| < % (1+In(n2" ). (3.25)

Esta cota é expressa em termos da separacao minima A entre autovalores distintos
de U. Para um hipercubo de dimensao n com moeda de Grover, essa separacao mi-
nima é A = min |e* — 1| = 2/y/n. Portanto, para n grande, o mizing time médio
M, é limitado por O (@) O painel direito da Figura 3.3 mostra a dependéncia
linear do mixing time médio com a dimensao n e o limiar €, para o estado inicial

dado pela Equagao (3.12). Para dimensoes suficientemente grandes, o mizing time
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Figura 3.4: Esquerda: distancia para a distribui¢do estacionéria m(x), como uma
fungao de t/n. Direita: mizing time instantaneo I, para a distribui¢ao estacionaria
como funcao da dimensao n.

cresce como n/e, consistentemente com a cota obtida.

Se o caminhante quantico, no instante t, estiver localizado em um vértice
com peso de Hamming par (impar), sabemos que no instante ¢ 4 1 ele estard em
uma superposi¢ao de vértices com peso de Hamming {mpar (par). O mizing time
instantaneo, I., o primeiro instante para o qual a distribuicao de probabilidades
P(z,t) estd perto por uma distancia e de uma dada distribuigao, precisa ser calcu-
lado considerando a paridade apropriada para cada passo da caminhada. No painel
esquerdo da Figura 3.4, mostramos a variacao total da distancia da distribuicao
instantanea para a distribuigao estacionaria 7(z), dada pela Equacao (3.22), como
uma fungao de t/n, para diversos valores de n. Note que os minimos locais nao
se aproximam de zero conforme t aumenta. Portanto, para € < 0.3 e n fixo, nao
ha mixing time instantaneo com limiar €. No painel direito da Figura 3.4, mos-
tramos o mixing time instantaneo como uma funcao da dimensao n do hipercubo.
Observam-se grandes oscilagoes em I, para € pequenos e a dependéncia em n é
claramente nao-linear.

Moore e Russell (2002) exploram o mixing time instantaneo para a distri-
bui¢ao uniforme com a paridade apropriada. Esta é uma nocao bastante util que
captura o primeiro instante em que a distribuicao do caminhante quantico estéa
perto por uma distancia e da distribuicao uniforme. Na Figura 3.5, mostramos
este mixing time instantaneo com limiar € como uma fun¢ao da dimensao n do hi-

percubo, para diferentes limiares. Ele aumenta linearmente com n com inclinagao
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Figura 3.5: Mixing time instantaneo para a distribui¢ao uniforme como funcao da
dimensao n.

proxima a 7/4 ~ 0.8. Como reportado por Moore e Russell (2002) e confirmado
por nossos calculos numéricos, para t/n = 7/4 a distribuigao da posi¢ao do cami-
nhante quantico no hipercubo de dimensao n é proxima da distribuicao uniforme.
Entretanto, a distancia para a distribuigao estacionéria 7(z) nao possui essa pro-

priedade, como mostrado no painel esquerdo da Figura 3.4.

3.1.4 Descoeréncia e mixring times

Agora vamos considerar os efeitos da descoeréncia na distribuicao estacio-
naria e no mixing time médio da caminhada quantica no hipercubo. Como fonte
de descoeréncia consideramos ruido topoldgico que abre ligacoes entre sitios do
hipercubo aleatoriamente, como descrito na Secao 2.5. Os efeitos deste modelo
de ruido baseado em ligagoes interrompidas foi estudado anteriormente para uma
caminhada quéantica na reta (Romanelli et al., 2005; Abal et al., 2007) e no plano
(Oliveira et al., 2006a). O ruido de ligacao interrompida é um exemplo de “ruido
unitario” (Shapira et al., 2003) que pode afetar a dinamica de um modo diferente
do resultado de realizar medigoes parciais na moeda ou na posicao com proba-
bilidade p. Este tipo de ruido é caracterizado por uma sequéncia de operagoes

unitarias independentes aplicadas sobre um estado inicial,

(1)) = UyUypy ... Uy |9(0)) . (3.26)
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Figura 3.6: Evolucao da distancia da distribui¢cao média (a) para a distrigao uni-
forme, Y = 27" e (b) para a distribuicdo estacionaria, 7(z), obtida da Equa-
¢ao (3.21). Diversas taxas de descoeréncia sao mostradas, juntamente com o caso
coerente (p = 0), para uma dimensao fixa n = 8.

Nao sao realizadas medicoes durante a evolucao. Cada operador U;, para i =
1,...t, é da forma da equagao de evolugao original, U = S o (C' ® I), porém com
um operador de deslocamento modificado, S’, responséavel pelo estado corrente da
malha, ou seja, responsavel por quais ligacoes estao interrompidas no instante <.
A generalizacao do operador de deslocamento deve preservar a unitariedade. Este
operador ja foi descrito detalhadamente na Secao 2.5.

Na presenca de descoeréncia, a distribuicao estacionaria do hipercubo de
dimensao n nao depende da condigao inicial. Na Figura 3.6, mostramos a evolucao
da distancia (a) para a distribuigdo uniforme e (b) para a distribuigao estacionaria
do caso coerente, dada pela Equacao (3.21). Estd claro que a introducao até
mesmo de uma descoeréncia fraca faz com que a distribuicao assintética se torne
uniforme em um tempo caracteristico ~ 1/p. Apdés este tempo, a distancia para
a distribuicao uniforme decai de acordo com o inverso de uma lei de poténcias
que independe da taxa de descoeréncia p. Para taxas de descoeréncia fracas, a
distribuicao de probabilidades média permanece préxima aquela do caso coerente
para um tempo da ordem de p~'/2, como mostrado no painel (b) da Figura 3.6.

Também percebe-se a partir da Figura 3.6 que o caso p = 0.1 vai mais
rapidamente para a distribui¢ao uniforme que os demais casos exibidos, tanto para
valores menores como para valores maiores que p. De fato, quando a taxa de

descoeréncia é reduzida ou aumentada proximo a este valor critico, a taxa de
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convergéncia para a distribui¢cao uniforme se torna menor. O fato de que uma
taxa de descoeréncia critica p. minimiza o mixing time foi reportado anteriormente
por Kendon e Tregenna (2003) no contexto de um caminhante quantico descoerente
no ciclo. A dependéncia do mixing time de um caminhante quantico no hipercubo
com a taxa de descoeréncia ou, equivalentemente, com a probabilidade p de ligacoes
interrompidas ¢ mostrada no painel esquerdo da Figura 3.7. Um minimo pode ser
identificado préximo a p. = 0.1, que corresponde a uma taxa de descoeréncia que
pode proporcionar um mixing time mais rapido no hipercubo. O valor critico
parece independente — ou ao menos fracamente dependente — da dimensao do
hipercubo. Esta conclusio é similar a obtida por Kendon e Tregenna (2003) para o
ciclo com medigoes repetidas, apesar de termos empregado aqui um tipo diferente
de descoeréncia em um grafo também muito diferente.

No painel direito da Figura 3.7, mostramos a dependéncia com a dimensao,
do mixing time médio para a distribuicao uniforme, para diferentes niveis de des-
coeréncia. O mizing time linear para a distribuicao estacionaria do caso coerente
— Equagao (3.22) — também ¢é mostrado (curvas com circulos). Os mixing times
descoerentes aumentam com a dimensao em uma taxa que é aproximadamente
n™/3, ou seja, ligeiramente mais rdpido que quadrético, de modo que mizing times
com ligacoes interrompidas sao maiores que o mizing time coerente para todas as
dimensoes. Note que os dados na Figura 3.7 também confirmam que a caminhada
com p ~ 0.1 converge mais rapidamente que caminhadas com outras taxas de
descoeréncia.

Os resultados desta secao foram publicados no periédico Physical Review A
(Marquezino et al., 2008). Na sec@o seguinte, discutiremos acerca da distribui¢ao
estacionaria e do mizing time da caminhada quantica em uma malha bidimensional

com condig¢oes de contorno periddicas.
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Figura 3.7: Esquerda: mizing time médio para a distribuicao uniforme em um
hipercubo descoerente como uma funcao da probabilidade de ligagoes interrompi-
das p. Direita: a mesma quantidade como fun¢ao da dimensao n. O mizring time
médio para a distribuicao média para o caso coerente também é mostrado para
comparagao (curva com circulos).

3.2 Caminhada quantica na malha bidimensional

A anélise da caminhada quantica na malha bidimensional com condigoes de
contorno periédicas é de grande interesse, principalmente por suas aplicacoes algo-
ritmicas. Ambainis et al. (2005) demonstraram como procurar um vértice marcado
nesse grafo em tempo O(v/N log N). Posteriormente, Tulsi (2008) conseguiu me-
lhorar esse tempo para O(y/Nlog N). Nesta secao, iremos calcular analiticamente
a distribuicao estacionaria da caminhada para o caso de uma malha de N vérti-
ces com v/ N fmpar. Para isso, antes iremos resolver o problema de autovalores e
autovetores do operador de evolugao da caminhada. Uma vez calculada essa distri-
buigao, iremos analisar o mixing time da caminhada numericamente. Em seguida,
iremos estudar a caminhada com uma modificacao no operador de evolucao con-
forme a prescri¢ao do algoritmo AKR de busca na malha. O célculo da distribuigao
estacionaria dessa caminhada modificada serd feito somente de modo numérico, e o
calculo sera utilizado para estudar o mixing time. Nossos resultados sugerem uma

possivel relacao entre o mizing time e o tempo de execucao do algoritmo de busca.

3.2.1 A caminhada coerente com inversao de moeda

A caminhada quantica na malha bidimensional j& foi estudada na Secao 2.3.

Entao, haviamos considerado a caminhada em uma malha infinita. Agora, estamos
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interessados no comportamento do caminhante quantico em uma malha finita de
dimensdes VN x /N, i.e., com N vértices, e com condicdo de contorno periédica.
A particula portanto vive no espago de Hilbert Hy ® He ® Hp, em que Hy ® Ha
é o subespaco associado a moeda, de dimensao 4, e Hp é o subespaco associado a
posicao, de dimensao N. A base canonica para o subespago-moeda é Be = {|d, s) :
0 < d,s < 1} e a base canonica para o subespago-posicao é Bp = {|z,y) : 0 <

z,y <V N}. O estado genérico do caminhante no instante ¢ é, portanto,

1

VN-1
(W) = Y Y Yasay(t)|d,s) |z,). (3.27)

d,s=0 z,y=0

O operador de evolugao para um passo da caminhada é U = So(C'®1), como
nos casos anteriores, com S representando o operador de deslocamento, C' repre-
sentando o operador moeda e I representando o operador identidade no subespaco-
posicao. O operador C utilizado serd a moeda de Grover, ja definida anteriormente.
O operador de deslocamento considerado, porém, é diferente de todos aqueles vistos

no Capitulo 2. Definimo-lo como

1 VN-1
S=3, D ld1=s){ds|@r+ (=1)0m0.y+ (~1)%a) (.5, (3.28)
d,s=0 z,y=0
com as somas na posicao sendo efetuadas modulo v/N.

Note que, além de estarmos considerando um caminhante em malha finita,
também estamos definindo um operador de deslocamento que efetua uma inversao
do sentido da moeda apds cada passo. A razao disto é o fato desta escolha possuir
consequéncias interessantes para os algoritmos abstratos de busca (Ambainis et al.,
2005).

Para calcularmos a distribuicao limite da caminhada quantica na malha bi-
dimensional, primeiro precisamos resolver o problema de autovalor e autovetor de
seu operador de evolugao. Esse problema torna-se mais simples se considerarmos

a caminhada coerente no espaco de Fourier.
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Assim como na andlise do hipercubo empregamos a transformada de Fourier
no grupo Z4, na andlise da malha bidimensional temos de considerar a transfor-
mada no grupo apropriado, a fim de que efetivamente os calculos sejam simplifi-
cados. A malha bidimensional é um grafo de Cayley do grupo Zf/ﬁ, de modo que
devemos aplicar a transformada de Fourier deste grupo, que ¢é gerada pela base

de N vetores

vVN-1
Z wke VR 02 4 (3.29)

z,y=0

X)) =
Xkaky) = \/N

27

com w = evnN,

As componentes do operador de evolugao no espaco de Fourier sao
7 . —1)3(840ke+041 K
<d, s, mk;,k;| U ‘d .S ,likmky> = (71" Gaoke+oa y)Gd,s@1;d',s/ 51%,1@;51@,%- (3.30)

Para cada k,, k,, definimos um operador de evolucao reduzido no espago da moeda,
dado por

ka,ky (d, s d,, S/) — w(_l)s(5d0kx+5d1ky)Gd71_S;d,’S/’ (331)

que é uma matriz 4 X 4 e pode ser diagonalizado. Os autovetores de U sao o
produto tensorial dos autovetores de Uy, , € |/<Lkz’ky>. Agora, passamos a descrever
o espectro de Uy, x, -

Se k, = 0 e k, = 0, entao os autovetores de Uy, , com autovalor 1 sao
s9)y =1(1,1,1,1)T, \%(1, —1,0,0)T e \%(O, 0,1,—1)T. O autovetor com autova-
lor =16 (1,1, -1,-1)".

Se k, # 0 ou k, # 0, entao os autovetores de Uy, , com autovalor 1 sao

whe (wky — 1)
1 1 — whv
Vit = = (3.32)
5ky 4sin 5 Wk (1 _ wkz)
whe — 1
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e 0s autovetores com autovalor —1 sao

—whe (1 + wky)
1 — (1 + whv
Vit = 17 ( ) , (3.33)
Ccos 5 Wk (1 + wkz)
1+ whe=
em que
1 2k 21k
cosf = = [ cos —= + cos y) . 3.34
2( N T UN (3.34)
Os autovetores com autovalores e/ sao
e—i0 _ ks
. —if kg
+6 ¢ e v
‘sz,k > == ‘ (3.35)
Y 2v/2sin 6 e—i0 _ Ry
6—19 _ w—ky

Note que ¢ depende de k, e de k,. Substituindo ¢ por —f, obtemos os auto-

+0

Qs autovetores ‘ka ky> possuem norma unitaria e

vetores com autovalor e,
(ukifku |s¢) = \/LE Eles formam uma base ortonormal para o espago reduzido.

Tomamos o estado
W (0)) = |57 o = 0,y = 0) (3.36)

como a condi¢@o inicial, ou seja, o caminhante comega no ponto (0,0) da ma-
lha e uniformemente distribuido no subespagco-moeda. Na base de autovetores, a

condicao inicial é dada por

vVN-1

1 1 _
|0 (0)) = \/_N ’30> Ix0,0) + \/ﬁ k kz_o ‘Vza:7ky> ’szky> + ‘kaky> ’sz,ky> .
(i ey ) #(0.0)

(3.37)

Aplicando U* em |¥(0)), obtemos o estado do caminhante quantico no instante ¢,
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que é dado por

vt ,
RO = 75 B ot e 2 ) ko) e [l k)
ko, ky=0

(ka,ky)7#(0,0)

(3.38)

3.2.2 Distribuicao limite

Para calcular a distribuicao limite na malha bidimensional finita com moeda
de Grover e condicoes de contorno periddicas, serd 1til considerarmos o seguinte

teorema, valido para grafos mais gerais.

Teorema 3.2 (Aharonov et al. (2001)). Seja U o operador de evolug¢io do ca-
minhante quantico e sejam |¢;),\; os autovetores e autovalores de U, respecti-

vamente. Seja v um vértice qualquer do grafo. Para um estado inicial dado por

(W (0)) = Zj aj|¢;), temos

lim P(v,t) = a;a}(a,v|¢;)(¢;]a, v), (3.39)

T—o0
’.]’

em que o somatorio corre somente nos pares i,j tais que A\ = A;.

Particularizando o Teorema 3.2 para a malha bidimensional e usando os coefi-
. e , o’ 0 o -0’ —0
cientes da condigao inicial (3.37), além do fato de que (v, *, Vg ) = (Vi " Vi, )

podemos simplificar a expressao da distribuicao limite para

11 - .
7T({L‘,y> = W + m Z Z Vk’ K, |ka,ky (ka—kz)+y(ky =k ) (340)

(ki k) 7(0,0)
(KL k!, )7#(0,0)
0(kg ky)=0(k., k’)

Quando 0(k, k,) = 0(k, k), temos
1 —2cos?O(ky, ky) + cosO(ky — K, ky — k)

3.41
2sin 0(k,, k,) (3-41)

<VI§’I,% |szky> =

Precisamos analisar todos casos em que 0(k}, k;) = 0(k,, k,). Quando VN é
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fmpar, podemos fixar (k,, k,) e obter os seguintes casos para (k.,, k;):

(1) Se k, #0 e k, =0, entdo

(K K'Y = (ky,0), (0, ky), (—kz, 0) ou (0, —k;) mod v'N.

s Vy
(2) Se k, =0e k, # 0, entdo

(K., k) = (0,ky), (ky,0), (0, —k,) ou (—k,,0) mod VN.
(3) Se k, #0, k, #0 e k, = +k, mod VN, entio
(K. K.) = (kuo ky), (ke —ky), (=, ky) 0u (—ky, —k,) mod V/N.

(4) Se k, #0, k, #0 e k, # +k, mod VN, entio

(klxv k;) = (kwv ky)v (kyv kw)v <_k17 ky)? (k?ﬁ _kw)v

(ka, —ky), (—ky, kz), (—ka, —k,) ou (=k,, —k,) mod V'N.

Abrindo o segundo somatério da Equacao (3.40) para cada par (k,,k,) e

realizando algumas simplificagoes, podemos chegar a seguinte expressao para a
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Figura 3.8: Esquerda: distribuicao limite para um caminhante quantico em malha
bidimensional com vN = 101, obtida a partir da Equacao (3.42) com condicao
inicial (3.36). Direita: gréfico de contorno para a mesma distribuigao.

distribuicao limite:

1 2
m(r,y) = — + — —_—X
(@) N NZ Z 3 + cos k,

ke=1

(et (1m0 ) 4

1 VN-1 1 o
+— g : (w’;(k‘”_ky)”(ky_kx) <COS (ky — k) — cos 29) +
2 2 z Y
2N Nt sin® 0

kyg{kzv\/ﬁsz}
+ w?xkz (C082 ];x — COS 29) + w2yky <C082 ];:y — COS 29) +

+ W=k tyhathy) (cos @k, — ky, ky + k) — cos 20) +

+ %w’”(k”ky)ﬂ(ky_k’) (Sin2 k, + sin® l;:y> +
L oukytoyk 7 =\ 2
+ §w e TEYRy <cos k, — cos ky>

4 @t lkarthy) Ty (kathy) (cos (l}x + l%y) — oS 26)) . (3.42)

2rky 27k,

emquel%x: N el;:y: N

A distribuigdo é mostrada para uma malha de dimensoes 101 x 101 na Fi-

gura 3.8. O maximo da distribui¢ao ocorre no sitio inicial (z,yo) = (0,0).
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3.2.3 Mixing time e algoritmo de busca

Nesta secao, iremos considerar inicialmente o mizing time da evolugao coe-
rente descrita anteriormente. Em seguida, realizaremos uma analise numérica da
distribuicao estacionaria da caminhada com operador moeda modificado. A mo-
dificacao que iremos introduzir na moeda corresponde ao formalismo do algoritmo
abstrato de busca, como veremos no Capitulo 4.

Pelo Teorema 3.1, temos uma cota superior para a distancia entre a distri-
buicao de probabilidades média e a distribui¢ao estacionaria, para a caminhada
quantica em um grafo genérico com condi¢ao inicial arbitraria. Particularizando
para a malha bidimensional com N vértices, como o grau de cada vértice é d = 4,
temos

|P(z,T) — m(x)| < ﬁ (In2N +1), (3.43)

em que A é a separagado minima entre autovalores distintos de U. O valor de A,

i0(ke ky) _ iO(K; k)|

portanto, é o valor minimo de |e para k., k, e ki, k, na faixa de

[0, VN — 1]. Para N grande e valores pequenos de k,, k, e k., k!, temos

x) 'y7
2
Ax TR = he ).

Portanto, obtemos o valor mfnimo de A tomando valores de k,, k, e k, k; tais que

(3.44)

0(ks, ky) # 0(kL, k) e tais que

) My
NGRS SRR (3.45)

Podemos fazer bons palpites examinando a estrutura da equacao acima. Com esses
palpites podemos tentar encontrar uma cota superior para M, numericamente. Os
valores de A que encontramos sao O(1/v/N) ou O(1/N). Portanto, os melhores
palpites para M, sao O <@> ou O (w) De fato, plotando M, contra
v/Nlog N para diversos valores de €, obtivemos as linhas retas da Figura 3.9. Os

dados numéricos, apesar de ainda nao serem conclusivos, sugerem que uma cota
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superior para o crescimento do mizing time seja dado por

v Nlog N

€

M.=0 (3.46)

No painel esquerdo da Figura 3.9, nds temos a variacao total da distancia
entre a distribuicao de probabilidades média e as distribuigoes uniforme e estacio-
naria. Este resultado numérico esta consistente com uma distribuicao estacionaria
nao-uniforme para o caminhante quantico na malha bidimensional periédica, con-
forme ja haviamos observado na Figura 3.8, obtida a partir da Equacao (3.42).
Também observamos que a distribuicao média converge para a estaciondria se-

gundo uma lei de poténcias préxima de 1/t.

10! - : 1400 ‘ ‘ ‘ ‘ | |
uniforme e
estacionaria

1200 ~

1000

600 -

400 -

200 -

i I L
5 0 50 100 150 200 250 300 350
(N log N)*?

Figura 3.9: Painel esquerdo: variagao total da distancia entre a distribuicao média
e as distribui¢oes uniforme e estacionaria do caminhante na malha bidimensional
com o operador de deslocamento da Equagao (3.28), em fungao do tempo. Painel
direito: mixing time para a distribuicao estacionaria em funcao do tamanho da
malha.

Nosso interesse ao analisar o mizing time da caminhada usando o operador
de deslocamento com inversao de moeda — definido na Equagdo (3.28) — ¢é a
aplicagao ao algoritmo de busca por um vértice marcado na malha bidimensional.
O algoritmo sera explicado mais detalhadamente no Capitulo 4. Por enquanto,
basta considerarmos uma caminhada na malha bidimensional que, além de usar o

operador de deslocamento com inversao de moeda, também utiliza um operador

de moeda modificado,

C' = =1 ®|xo,y0) (o, yo| + G @ (I — |xo, Yo) (%0, Yo|); (3.47)

93



0.08

F0.04

Probabilidade
OO L2
o000 C —imim—m

SR EO—N R0

Figura 3.10: Caminhada quéntica em malha bidimensional com v'N = 101 e uma
moeda modificada usada para procurar por um vértice marcado. Painel esquerdo:
distribuicao de probabilidades apos ¢t = 200 passos, correspondente ao instante de
maxima probabilidade no vértice marcado. Painel direito: distribuicao estacionaria
aproximada com T = 10* passos de simulacao.

em que |zg, yo) é o vértice procurado. Ou seja, o operador C” aplica a moeda —1 se
o caminhante esta no vértice procurado e aplica a moeda de Grover usual, GG, caso
contrério. Portanto, o operador C’ marca o vértice |xg, y9) com um sinal negativo.
Com a defini¢ao desse operador de evolu¢ao, Ambainis et al. (2005) mostraram que
um caminhante quantico partindo da distribui¢cao uniforme vai para o vértice mar-
cado apés O(y/N log N) passos, com probabilidade O(y/log N). Isso significa que
o algoritmo deve ser repetido em média O (ﬁ) vezes. Tulsi (2008) melhorou
esse resultado, mostrando como obter probabilidade O(1) no vértice marcado.

O efeito do operador de evolucao modificado é aumentar a probabilidade de
encontrar o caminhante no vértice marcado em alguns instantes especificos, o pri-
meiro dos quais pode ser calculado pelo método empregado por Ambainis et al.
(2005). O painel esquerdo da Figura 3.10 mostra a distribuigao de probabilidades
para o caso VN =101 apos t = 200 passos, o que corresponde ao instante de pro-
babilidade maxima no vértice marcado. O tempo de execucao do algoritmo pode
ser associado ao mizing time instantaneo tomando como distribuigao de referéncia
aquela com probabilidade maxima no vértice marcado e tomando um valor pe-
queno de e. Esta observacao, no entanto, nao ¢ muito til, j& que nao conhecemos
essa distribuicao a priori.

Por outro lado, conhecemos a distribuicao estacionaria para malhas com v N
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impar e podemos utilizd-la como distribuicao de referéncia para o calculo do mizing
time. O painel direito da Figura 3.11 sugere que uma cota superior para o mizing
time médio da caminhada seja dada por

v N log N

€

M, =0 (3.48)

Desse modo, nosso resultado indica uma possivel relagao entre o mizing time e a
complexidade do algoritmo de busca no grafo. Ha interesse na investigacao dessa

relagao em um trabalho futuro.

; uniform
5 stationary ———

4 0 50 100 150 200 250 300 350
10 05
(N log N)

Figura 3.11: Painel esquerdo: variagao total da distancia entre a distribuicao média
e as distribui¢oes uniforme e estacionaria para o caminhante quantico em malha
bidimensional com moeda modificada para buscar um vértice marcado. Painel
direito: mixing time para a distribuicao estacionaria em funcao do tamanho da
malha.

3.3 Discussoes

Neste capitulo, apresentamos resultados originais de nossa pesquisa referen-
tes a analise de distribuicao limite e do mizing time das caminhadas no hipercubo e
na malha bidimensional finita com condic¢oes de contorno periédicas. Inicialmente,
consideramos a caminhada no hipercubo de dimensao n. O efeito de descoeréncia
de ligacoes interrompidas — um tipo especifico de ruido unitario que nao envolve
medig¢oes — sobre propriedades do mixing time da caminhada também foi investi-
gado.

A distribuicao estacionaria para a caminhada coerente no hipercubo de di-
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mensao n com moeda de Grover foi encontrada analiticamente, para o caso particu-
lar da condicao inicial simétrica. Concluimos que ela em geral ndo € a distribuicao
uniforme, como no caso classico, mas depende fortemente da condigao inicial. No
entanto, para a condicao inicial considerada, observa-se que em sua distribuicao
estacionaria todos os pesos de Hamming sao aproximadamente equiprovaveis.

De acordo com nossas simulagoes numéricas, o mixing time M, do hipercubo
de dimensao n cresce como O(n/e). Mostramos que este fato é consistente com
um resultado mais geral de Aharonov et al. (2001), que particularizado para o
hipercubo de dimensao n, fornece uma cota superior de O(@)

A variacao total da distancia entre a distribuicao instantanea e a distribuicao
uniforme mostra um minimo local para ¢ = n, como reportado por Moore e Rus-
sell (2002), porém um efeito similar em relagao a distribuicao estacionaria nao foi
observado. Também encontramos que o mizing time instantaneo para a distribui-
¢ao estacionaria, quando existe, possui dependéncia nao-linear com a dimensao do
hipercubo. Estes resultados estabelecem uma conexao entre as caminhadas quan-
ticas discreta e continua no tempo, no hipercubo. A distribuicdo média de ambas
as caminhadas no hipercubo de dimensao n nao converge para a distribui¢ao uni-
forme, porém ambas sao uniformes ou proximas da distribuicao uniforme por uma
distancia € em certos instantes (¢ = n).

Descoeréncia, mesmo a taxas pequenas, fazem com que a distribuicao esta-
cionaria seja uniforme. O decaimento da variacao total da distancia ocorre apés
um tempo caracteristico 1/p e segue uma lei de poténcias inversa, independente
de p. Para o caso de ruido unitario de ligagoes interrompidas, que nao envolve
medigoes, uma taxa de decaimento 6tima foi encontrada para o qual o mizing time
¢ minimo. No mizing time em funcao da dimensao, a mesma taxa de descoeréncia
6tima proporciona uma convergéncia mais rapida no caso descoerente. Um efeito
similar foi reportado por Kendon e Tregenna (2003) para o ciclo com descoeréncia
de medigoes parciais.

Além do estudo da caminhada no hipercubo, também analisamos o com-
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portamento do caminhante sobre uma malha bidimensional finita com condigoes
de contorno periédicas. Foi utilizado um operador de deslocamento que efetua
inversdes na moeda a cada passo, a semelhanca do algoritmo de busca AKR. Cal-
culamos analiticamente a distribuicao estacionédria da caminhada nesse grafo, para
malhas com N vértices e v/ N fmpar, fazendo também algumas consideracoes sobre

o mixing time. Nossas simulagoes numéricas indicam que o mizing time cresce

como O <_M

; ) Em seguida, calculamos numericamente a distribuicao estaci-

onaria para uma caminhada que, além do operador de deslocamento com inversao
de moeda, também utiliza um operador de moeda modificado. Essa moeda marca
um determinado vértice, fazendo com que a probabilidade do caminhante ser en-
contrado ali em certos instantes seja amplificada. A distribuicao estacionaria da
caminhada com moeda modificada foi obtida numericamente por meio de simula-
¢ao. A curva do mizing time M. obtido, para diversos valores de €, sugere um
crescimento dado por M, = O (—VNIEOgN>, indicando uma relacao entre o mizing

time e a complexidade do algoritmo de busca no grafo.
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Capitulo 4

Algoritmo abstrato de busca

Apés o trabalho seminal de Grover (1996), sabe-se que um computador quan-
tico pode buscar um elemento em um banco de dados nao-estruturado em tempo
quadraticamente mais rapido que um computador classico. Recentemente, diversos
algoritmos de busca foram desenvolvidos tendo como base o modelo de caminha-
das quanticas em tempo discreto. Trata-se de uma formulacao diferente em muitos
aspectos daquela proposta inicialmente por Grover, mas que pode trazer vantagens
em implementacoes praticas. O modelo de caminhadas quanticas é particularmente
interessante quando consideramos o problema de busca espacial. Trata-se de uma
variacao do problema de busca em que os N itens do espaco de busca estao armaze-
nados em N posicoes diferentes na memoria, sendo necessario tempo para mover-se
entre estas posicoes. Em algumas instancias do problema de busca espacial, o al-
goritmo de Grover pode nao alcancar ganho quadratico de complexidade. Para a
busca espacial na malha bidimensional, por exemplo, foi demonstrado por Benioff
(2002) que um algoritmo quantico baseado no algoritmo de Grover nao tem ganho
em relagao ao algoritmo cldssico, ou seja, possui complexidade O(N). Aaronson e
Ambainis (2003) conseguiram um algoritmo mais eficiente para esse problema, de
complexidade O(v/Nlog? N). Childs e Goldstone (2004) mostraram que a busca
espacial em malhas bidimensionais, se baseada no modelo de caminhada quantica
continua no tempo, possui complexidade (). Entretanto, Ambainis et al. (2005)

mostraram que um algoritmo quantico para o mesmo problema, baseado em uma
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caminhada quantica discreta no tempo, é mais eficiente que todas as tentativas an-
teriores. O algoritmo de Ambainis et al. (2005) possui complexidade O(v/N log N),
e ainda pode ser melhorado pelo algoritmo de Tulsi (2008), alcangando complexi-
dade O(y/Nlog N). No entanto, ainda nao ha uma prova de otimalidade para este
algoritmo. O primeiro algoritmo quantico para o problema de busca espacial com
desempenho 6timo foi dado por Shenvi et al. (2003b), para buscas no hipercubo.

Outro aspecto interessante de muitos dos algoritmos quanticos de busca ba-
seados em caminhadas quanticas é o fato de serem instancias de um algoritmo mais
geral, definido para um grafo regular genérico, conhecido como algoritmo abstrato
de busca. O proprio algoritmo de Grover pode ser visto como caso particular do
algoritmo abstrato de busca em um grafo completo. O algoritmo de Shenvi-Kempe-
Whaley (SKW) é uma aplicagao do algoritmo abstrato de busca ao hipercubo de
dimensao n (Shenvi et al., 2003b). Ele encontra o elemento buscado em tempo
O(v/2"), contra O(2") do algoritmo cldssico. O algoritmo de Ambainis-Kempe-
Rivosh (AKR) ¢ o algoritmo abstrato de busca para a malha d-dimensional finita
com condigoes de contorno periddicas (Ambainis et al., 2005). Tomando N como
o numero total de sitios da malha, pode-se verificar que o algoritmo AKR para o
caso bidimensional possui complexidade O(v/Nlog N), contra O(N) do algoritmo
classico. O algoritmo de Tulsi (2008) melhora o algoritmo AKR, reduzindo sua
complexidade para O(y/Nlog N).

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 4.1, descrevemos
o algoritmo de Grover. Na Sec¢ao 4.2, descrevemos o algoritmo de Shenvi-Kempe-
Whaley (SKW). Na Secao 4.3, descrevemos o algoritmo de Ambainis-Kempe-
Rivosh (AKR). Na Secao 4.4, descrevemos o algoritmo de Tulsi. No Apéndice B,
apresentamos uma analise do algoritmo abstrato de busca, generalizando a discus-

sao deste capitulo.
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4.1 Algoritmo de Grover

Nesta secao faremos uma breve revisao do algoritmo de Grover. Para detalhes
adicionais, consulte o livro de Nielsen e Chuang (2000) ou o livro de Portugal et al.
(2004). O objetivo do algoritmo de Grover é determinar a posi¢ao de um elemento
t em uma lista nao-ordenada. Equivalentemente, podemos definir este problema da
seguinte forma. Suponhamos que o dominio de uma funcao f é {0,1,--- N — 1}
e que sua imagem ¢é

1, sex=t
flz) = (4.1)

0, caso contrario.

Suponhamos que alguém tenha implementado a fungao f em um computador clas-
sico, sem nos fornecer detalhes desta implementagao — ou seja, sem nos informar
o valor t. Podemos obter a imagem de qualquer valor de entrada utilizando a
funcao f implementada. No entanto, somente através de busca exaustiva podemos
descobrir o valor de x para o qual f(z) = 1. Portanto, O(IN) é a complexidade do
melhor algoritmo cléssico para encontrar o elemento buscado .

Agora consideremos um computador quantico de n g-bits, em que n = log V.
Seu estado é descrito por um vetor unitario em um espaco vetorial de dimensao N =
2". A base ortonormal mais simples para este espago vetorial é {|0) , [1),--- ,|N — 1)},
usualmente chamada de base computacional. Suponhamos que alguém tenha im-
plementado o operador de reflexdo Ry = I —2|t) (t| com relagao ao estado buscado
|t), em um computador quantico, sem nos fornecer detalhes desta implementagcao,

do mesmo modo como procedemos no caso anterior. Note que

—lz),  se fx) =1t)
Ry|z) = (4.2)

|z) , se |x)y L |t).

O operador Ry, portanto, marca o elemento procurado, modificando sua fase em
relacao aos demais. Desse modo, funciona de modo anélogo ao oraculo f do algo-

ritmo classico. No computador quantico, entretanto, podemos nos aproveitar do
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paralelismo quantico e aplicar o operador R; ao estado superposto

p N
|s) = Wi JZO 1) (4.3)

também chamado de estado diagonal. Esse estado pode ser obtido eficientemente,
em tempo O(log N), através da aplicagao da transformada de Hadamard ao estado
|0). E interessante notar que, devido a linearidade do operador R;, ao aplica-lo ao
estado diagonal, estamos efetuando uma consulta simultanea a todos os elementos
do espago de busca e marcando somente o elemento procurado.

Apés a aplicacao de Ry, a amplitude do estado procurado sofreu apenas uma,
mudanga de fase, mas nao de magnitude. Portanto, o resultado de uma medicao
efetuada nesse momento teria uma probabilidade muito baixa de sucesso, a saber,
1/N. Para amplificar a amplitude do estado procurado ainda é necessario mais um
operador de reflexdo, Ry = I —2|s) (s, com relagao ao estado diagonal |s). E facil
verificar que o estado diagonal é um autovetor de R, com autovalor 1.

A aplicagao sucessiva de Ugs = RyR; sobre o estado diagonal rotaciona o
estado no subespaco bidimensional gerado por |s) e |t), de modo que apds O(v/N)
iteragoes o estado do computador quantico estd muito proximo do estado procu-
rado. Logo apds o tltimo passo do algoritmo, pode-se efetuar uma medicao no

registrador e obter o estado [t) com probabilidade 1 — O(1/v/N).

4.2 Algoritmo de Shenvi-Kempe-Whaley

O algoritmo SKW efetua uma busca no hipercubo de dimensao n por meio
de uma caminhada quantica. Uma descricao da caminhada quantica no hipercubo
pode ser encontrada na Secao 2.5. No algoritmo SKW, tomamos como condigao
inicial o estado diagonal |Vy) = |sc>® ‘sP >, em que ‘SC> é a superposicao uniforme
sobre todos os n estados da moeda, e ‘SP > é a superposicao uniforme sobre todos

os 2" vértices do hipercubo.
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Consideremos inicialmente a caminhada com a moeda

Co=—-1+2 ‘sc> <sc

, (4.4)

também conhecida como moeda de Grover de dimensao n — convém recordar que
na Equacao (2.21) ja haviamos definido a moeda de Grover para dimensao 4. O
operador de evolugao, portanto, é dado por U = So(Cy® Ip), com o operador des-
locamento descrito na Equagao (2.34). Note que o estado diagonal |sc> |5P > ¢ um
autovetor de U com autovalor 1, de modo que a caminhada de Grover no hipercubo
mantém essa condigao inicial inalterada. Em geral, os algoritmos de busca base-
ados em caminhadas quanticas necessitam que se faca uma modificacao em uma
caminhada quantica padrao. No entanto, a ordem do algoritmo de busca resultante
dependera do espectro de autovalores da caminhada original nao-modificada.
Suponhamos que desejamos procurar o vértice vy. O vértice precisa ser mar-
cado de alguma forma, e isso é feito por meio de um operador moeda modificado.
A atuacao do novo operador moeda depende do vértice onde o caminhante esta:
se estiver no vértice procurado vg, a moeda atua como o operador C4; mas se ele
estiver em qualquer outro vértice, atua como a moeda original Cy. A nova moeda,

portanto, é definida como
O/ = O() X IP + (01 - O()) X |U0> <Uo| . (45)

Esta nova moeda define um novo operador de evolucao dado por U’ = SC".
No algoritmo SKW, aplica-se ao vértice procurado a moeda C; = —I¢, en-
quanto aos demais vértices aplica-se a moeda de Grover definida na Equagcao (4.4).

Substituindo esses valores na Equagao (4.5), temos o operador evolugao

U =So(Co®Ip)—So((Co+Ic)® |ug) (vol)

:SO(C()@IP)—QSO(‘SC> <SC‘ ® |vo) (vol). (4.6)
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Como |SC> é autovetor de Cy com autovalor 1, podemos reescrever a equagao

anterior,

U' =50 (Co® Ip) — 250 (Cy|s) (s @ |vo) (vo)

=U — QU(‘SC> <SC‘ ® |vo) (vol)- (4.7)
Desse modo, temos,
U' =U(I—-2]s) (5| @ |vo) (wo]). (4.8)

Portanto, vimos que o algoritmo SKW pode ser escrito como uma composicao
de dois operadores unitarios, U’ = UR,,,, em que R,, é o operador de reflexdo em
torno do vértice marcado. Um algoritmo de busca que possa ser escrito nesta
forma é um algoritmo abstrato de busca se U satisfizer algumas condigoes:! (1)
U precisa ser uma matriz real, (2) U precisa ter um tnico autovetor com autovalor
1, e (3) este autovetor precisa ser o estado inicial do algoritmo. Usualmente, U é o
operador de evolugao de uma caminhada de Grover nao-modificada no grafo onde
se deseja efetuar a busca.

O algoritmo SKW é, portanto, um algoritmo abstrato de busca. Logo, po-
demos analisd-lo com auxilio da teoria desenvolvida para essa classe mais geral de
algoritmos. Voltando a secao anterior, vemos que o algoritmo de Grover também é
um algoritmo abstrato de busca, apesar de nao ter sido desenvolvido originalmente
como busca baseada em caminhadas quanticas.?  No entanto, a maior motiva-
¢ao para o estudo do algoritmo abstrato de busca é o desenvolvimento de novos
algoritmos quanticos baseados em caminhadas quanticas em grafos.

Utilizando o arcabougo matemaético do algoritmo abstrato de busca, podemos
calcular a complexidade do algoritmo SKW com base no problema de autovalores

de U. Trataremos disso mais tarde. Por ora, basta sabermos que o algoritmo SKW

I Também pode-se admitir que essas propriedades sejam satisfeitas em um subespaco que seja
preservado pelo operador U.

2 O algoritmo de Grover pode ser formulado como um algoritmo abstrato de busca baseado
na caminhada quantica em um grafo completo (Ambainis et al., 2005).
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possui complexidade O(y/2").
4.3 Algoritmo de Ambainis-Kempe-Rivosh

O algoritmo AKR efetua uma busca em uma malha d-dimensional N/ x
NVdx...x NY? com condicoes de contorno periddicas. Neste trabalho, vamos nos
concentrar no caso bidimensional, ou seja, quando temos uma malha v N x v/N.
A caminhada quantica nesta malha se passa em um espaco de Hilbert He ® Hp,
em que H¢ é o subespago-moeda, de dimensao 4, e Hp é o subespaco-posicao,
de dimensao N. A base candnica para He é {|d,j)}, para 0 < d,j < 1. A
varidvel d indica a diregdo do deslocamento (d = 0 para deslocamento horizontal
e d = 1 para deslocamento vertical), enquanto a varidvel j indica o sentido do
deslocamento (j = 0 indica que o caminhante se move para frente e j = 1 indica
que o caminhante se move para tras). A base canonica para Hp ¢é {|z,y)}, em que
0<zy<VN-L

O estado genérico do caminhante quantico na malha bidimensional v/ N x v/ N
ap6s t iteragoes é dado pela Equacao (2.17), que reproduzimos aqui por comodi-

dade,

1 VN-1
W) =D > Yajey(t)|d, )|, y), (4.9)

d,j=0 x,y=0
A evolucao do sistema ao longo do tempo é dada por um operador unitario
U' = 8C" em que S é o operador deslocamento e C’ é uma moeda modificada. O

operador deslocamento é definido como

1

VN-1
S=Y" > ld1—=j){djl®|r+ (=1)6a0,y + (=1)Vda1) (x,y|.  (4.10)

4,k=0 z,y=0

Note que este operador difere do apresentado na Equacdo (2.22) por haver uma
inversao no sentido do movimento logo apds a aplicacao do operador deslocamento.
Essa modificagao na definicao usual do operador deslocamento é essencial para

melhoria da eficiéncia do algoritmo. Sem essa modificagdo, Ambainis et al. (2005)
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mostraram que o algoritmo nao teria nenhum ganho de complexidade em relacao
a busca classica. O operador moeda para os sitios nao-marcados é a moeda de
Grover, definida na Equagao (4.4). O operador moeda para o sitio marcado é

C7 = —1, como na secao anterior. O operador moeda modificado é, portanto,
C"'=Co®Ip — (Ic + Co) ® |20, Y0) {0, Yol (4.11)

em que (xg,yp) ¢ o sitio marcado.
Também é possivel verificar que o algoritmo AKR é um algoritmo abstrato

de busca. Nesse caso, o operador de evolucao deve ser reescrito como
U/:U(I—2|SC> <SC| ® |To, Yo) (To, Yol), (4.12)

em que U é o operador de evolucao da caminhada nao-modificada.

O estado inicial do algoritmo AKR é |¥(0)) = [s“) [s”). O operador U’ deve
ser aplicado O(y/N log N) vezes. Logo apds o ultimo passo, a sobreposi¢ao entre o
estado final e o sitio marcado é O(1/y/log N). A fim de melhorar a probabilidade
de encontrar o sitio marcado, sao necessdrias em média O(y/log N) repeticoes do

algoritmo. Desse modo, a complexidade final do algoritmo AKR é O(v/N log N).

4.4 Algoritmo de Tulsi

O algoritmo de Tulsi (2008) ¢ uma melhoria sobre o algoritmo AKR. Ele
adiciona um @-bit ao sistema, que serve para controlar as demais operacgoes. A
caminhada quantica, neste caso, se passa em um espaco de Hilbert H, ® He ® Hp,
em que H; é o espaco bidimensional do g-bit auxiliar, e Ho e Hp sa0 0s mesmos
espagos descritos no algoritmo AKR.

O estado genérico do caminhante quantico para o algoritmo de Tulsi apds ¢

iteragoes é dado por

1

VN-1
TE) = > Y Whagiay(t) [0) 1, 5) 2, 9), (4.13)

b,d,j=0 x,y=0
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com Yy jiny(t) € Ce Yoy ¥ |Yajwy(t)]? = 1. No algoritmo de Tulsi, o estado
inicial ¢ dado por [¥(0)) = [1) [s©) |s7).

A evolucao do sistema ao longo do tempo é formulada a partir da Equa-
cao (4.12), referente a evolucao do algoritmo AKR. Passaremos a descrever as
diferencas introduzidas pelo algoritmo de Tulsi. Inicialmente, vamos denotar por
R(z4,40) 0 operador de reflexao em torno do sitio marcado. Também vamos de-
notar por c¢;U o operador U controlado pelo primeiro g-bit, e analogamente para
c1Rzy,40)- O operador controlado atua no g-bit alvo se e somente se o -bit de con-
trole for igual a |1). A operacao controlada quantica é diferente da classica quando
o g-bit de controle esta em superposicao de estados. Maiores detalhes sobre as

portas logicas da computacao quantica por ser encontradas no Apéndice A.

Vamos definir as operagoes unitarias sobre um g-bit,

cosd sind
Xs = (4.14)
—sind cosd

7 = : (4.15)

No algoritmo AKR, a primeira operacao seria a reflexao em torno do sitio marcado.
J& no algoritmo de Tulsi, antes de aplicar o operador de reflexao controlado, é
necessario efetuar uma pequena rotagao no g-bit auxiliar por meio do operador
Xs. Depois da reflexao, aplica-se o inverso da rotagao no g-bit auxiliar, por meio
do operador Xg. No algoritmo AKR, ficaria restando somente aplicar o operador
da caminhada nao-modificada. J& no algoritmo de Tulsi, a acao do operador de
caminhada é controlada pelo primeiro g-bit, e depois depois dessa aplicacao ainda
resta realizar a operacao Z no q-bit auxiliar.

Portanto, a evolucao do algoritmo de Tulsi é dada pelo operador unitario

U =(Z)y-aU- (XD 1 Reem - (Xs)b- (4.16)
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Figura 4.1: Circuito quantico para o algoritmo de Tulsi, mostrando apenas uma
iteragao, por simplicidade. As portas devem ser repetidas O (/N log N) vezes para
que o estado final indicado seja obtido.

Pode-se verificar que este operador esta no formato do algoritmo abstrato de busca,
pois (X g) bC1 Rgem(Xs)p € uma reflexdo em torno do estado procurado, e o operador
(Z)y-c1U - (X1, satisfaz as trés propriedades do operador de caminhada, descritas
na se¢ao anterior. O circuito na Figura 4.1 mostra a sequéncia de operagoes para
o algoritmo de Tulsi. Note que § é um parametro que pode ser escolhido antes do
inicio da execucao do algoritmo.

O estado marcado no algoritmo de Tulsi é [t5) = [6;) |s9)[s”), em que
0;) = —sind [0) + cosd|1). Se escolhermos cosd = O(y/1/log N), o algoritmo
requer O(y/N log N) iteracoes para alcangar o estado procurado, da mesma forma
que o algoritmo AKR. No entanto, para esse mesmo valor de 9, a probabilidade de
acerto do algoritmo é constante. Desse modo, a complexidade final do algoritmo
de Tulsi é O(y/Nlog N), apresentando vantagem em relagao ao algoritmo AKR.

No Apéndice B, apresentamos uma analise do algoritmo abstrato de busca,

que generaliza os algoritmos descritos neste capitulo.
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Capitulo 5

Simulacoes computacionais

Muitas vezes, o estudo analitico de certas propriedades das caminhadas quan-
ticas pode ser uma tarefa altamente complexa, ou mesmo inviavel. Nessas situ-
acoes, a saida é realizar simulagoes computacionais da caminhada com diversos
parametros de entrada e, com base dos dados obtidos, inferir as propriedades inves-
tigadas. Em certas situacoes, o estudo numérico de uma caminhada pode fornecer
informagoes valiosas a fim de direcionar um futuro estudo analitico.

Neste capitulo apresentamos os resultados originais que obtivemos com base
em simulagdes computacionais. Na Se¢ao 5.1, descrevemos um simulador genérico
de caminhadas quanticas para malhas unidimensionais e bidimensionais (Marque-
zino e Portugal, 2008), chamado QWalk. Na Secdo 5.2, discutimos acerca da
descoeréncia em algoritmos de busca baseados em caminhadas quanticas (Abal
et al., 2009). As conclusoes dessa secao foram obtidas a partir de simulagoes com-
putacionais, ainda que o simulador QWalk nao tenha sido utilizado diretamente.
Na Secao 5.3, apresentamos algumas observagoes numeéricas sobre o desempenho
de algumas variantes do algoritmo abstrato de busca. Finalmente, na Secao 5.4,

fazemos algumas discussoes sobre os assuntos aqui tratados.

5.1 O simulador QWalk

Um simulador de caminhadas quanticas é muito importante para o desenvol-

vimento dessa area de pesquisa. Sem um simulador genérico, o esfor¢o dos pesquisa-
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dores é desviado para a implementacao de simulagoes numeéricas especificas, quando
o foco deveria estar nos aspectos fisicos e matematicos da pesquisa. Nesta secao
descreveremos o QWalk, um simulador de cédigo-fonte aberto, multiplataforma,
desenvolvido em linguagem C e distribuido com a licenca de software livre GNU
GPL. O simulador faz parte das contribuiges originais desta tese (Marquezino e
Portugal, 2008), sendo aplicado a caminhadas quéanticas para malhas unidimensi-
onais e bidimensionais. O simulador QWalk permite que a comunidade cientifica
realize simulagoes importantes em caminhadas quanticas utilizando comandos sim-
ples e também facilita a geracao de graficos para visualizar os resultados. Em sua
versao atual, o simulador QWalk pode reproduzir muitas das simulagoes presentes
em artigos de pesquisa. Malhas bidimensionais finitas com topologias genéricas
podem ser definidas e a descoeréncia pode ser simulada de dois modos diferentes:
através de medicoes ou quebra de ligagoes da malha. Nesta secao usaremos exem-
plos para explicar o funcionamento do simulador e para mostrar alguns resultados
da literatura que sao facilmente reproduzidos pelo simulador.

O simulador QWalk consiste de trés ferramentas: qwld simula caminhadas
quanticas em malhas unidimensionais; qw2d, em malhas bidimensionais; e qwam-
plify melhora a visualizacao dos gréaficos gerados por qw2d, amplificando algumas
regides. A seguir, daremos alguns exemplos de resultados recentes da literatura,
a fim de demonstrar o funcionamento do simulador. Outros exemplos também
sao disponibilizados com os arquivos descarregados. No Apéndice C encontram-se

instrugoes de instalagao e comandos adicionais do simulador.

5.1.1 Malhas bidimensionais

Para usar o qw2d é necessario escrever um arquivo de entrada em qualquer
editor de texto ASCII — sem formatacao. Esse arquivo de entrada consiste de
palavras-chave que definem as opc¢oes de simulagao. A maioria das palavras-chave
importantes sao explicadas através dos exemplos dessa se¢ao. Aquelas que nao sao

cobertas aqui, sao discutidas no Apéndice C.
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Apoés criar um arquivo de entrada — digamos que ele se chame file.in —
basta que se digite qw2d file.in no prompt de comando do sistema operacional
utilizado. Os resultados da simulagao ficam armazenados em alguns arquivos de
saida. Esses arquivos sao descritos em detalhes no Apéndice C, e incluem arquivos
para as amplitudes complexas da fun¢ao de onda no final da simulacao, arquivos
para a distribuicao de probabilidades final, para a distribuigao estacionaria, para

estatisticas, para scripts de gnuplot e muitos outros.

5.1.2 Experimento de fenda dupla

Na Figura 5.1 nés temos o resultado de uma simulacao do experimento de
fenda dupla com caminhantes quanticos, reproduzindo alguns resultados obtidos
recentemente por Oliveira et al. (2007). Esta simulagdo gastou menos de 2s em
um Pentium IV 2.6GHz com 512MB de meméria RAM, 512KB de memoria cache
e sistema operacional Linux. A fim de realizar essa simulacao com qw2d o arquivo

de entrada precisa ter as seguintes palavras-chave, todas em caixa alta:

BEGIN

COIN HADAMARD

STATE HADAMARD

STEPS 100

BLPERMANENT

SCREEN 60 -100 60 100
LATTYPE DIAGONAL

END

Nao é necessario posicionar os comandos exatamente como no exemplo. O
usuario pode pular linhas entre os diferentes comandos ou até mesmo escrever tudo
em uma tnica linha. B importante, no entanto, manter todas as palavras-chave na
secao principal do arquivo de entrada, delimitadas por uma palavra-chave BEGIN e
uma palavra-chave END. Caso contrario, as palavras-chave serao interpretadas como
comentarios. Os graficos da Figura 5.1 foram gerados pelo gnuplot, utilizando um

script fornecido como saida do qw2d. A geracao dos graficos gastou cerca de 30s.

70



100

75

50

Probability
25

0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

-100
-100 -75 -50 -25 0 25 50 75 100

Figura 5.1: Distribuicao de probabilidades apds um experimento de fenda dupla.
Um fator amplificagao 5 foi usado para x > 20, a fim de melhorar a visualizacao.
Esquerda: Grafico 3D. Direita: Grafico de contorno.

A palavra-chave COIN define a moeda usada na simulacao. No exemplo an-
terior escolhemos a moeda de Hadamard. Poderiamos também ter escolhido as
moedas de Fourier ou Grover com as opgoes FOURIER ou GROVER respectivamente.
Também poderiamos ter escolhido uma moeda unitaria arbitraria, usando a opc¢ao
CUSTOM. Nesse caso, uma secao extra no arquivo de entrada seria requerida, a fim
de definir a moeda arbitraria. Veja o Apéndice C.

Analogamente, a palavra-chave STATE define o estado inicial da simulacao.
No exemplo anterior nés escolhemos o estado que fornece um maior espalhamento
para a moeda de Hadamard. Também poderiamos ter escolhido o estado inicial
correspondente para as moedas de Grover ou Fourier, ou mesmo um estado inicial
arbitrario.

A palavra-chave STEPS define o niimero de iteracoes que serao executadas
pela simulagao. No exemplo anterior o caminhante realizava cem passos de simu-
lagao. O usuario deve ter em mente que quanto maior o tempo de simulacao em
uma malha sem fronteiras, mais longe da origem a particula ird se encontrar, o que
significa que sera necessédrio reservar um espago maior na meméria do computa-
dor para a simulacao. Portanto, esta palavra-chave pode aumentar nao somente o

tempo de execucao mas também a meméria requerida pela simulagao. Sera expli-
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cado mais adiante como evitar esse consumo excessivo de memoria quando fixamos
certas condicoes de contorno para a malha.

As fendas foram criadas com ajuda da palavra-chave BLPERMANENT na secao
principal do arquivo de entrada. Com este comando, declaramos que algumas
ligacoes na simulacao serao interrompidas permanentemente. A fim de definir a
posicao destas ligacoes interrompidas, nés usamos uma secao separada no arquivo

de entrada, com os comandos

BEGINBL

LINE 20 100 20 7
LINE 20 5 20 -5
LINE 20 -7 20 -100

ENDBL

O comando LINE x0 yO x1 y1 isola todos os pontos que passam pelo segmento
que vai de (z0,y0) até (x1,y1). A linha de pontos isolados pode ser paralela aos
eixos z ou y, ou pode formar um angulo de 45 graus com um destes. Também ¢é
possivel isolar um tnico ponto com o comando POINT x0 y0. Usando combinacgoes
destes dois comandos é possivel simular nao somente experimentos de fenda tinica
e fenda dupla, mas também a evolucao do caminhante em uma enorme variedade
de contornos. Neste primeiro exemplo, temos uma fenda em (20,6) e outra em
(20, —6).

Um anteparo de observacao pode ser definido com a palavra-chave SCREEN,
seguida das coordenadas inicial e final. O anteparo pode ser definido paralelo aos
eixos x ou y, ou formando um angulo de 45 graus com um destes. No exemplo o
anteparo vai de (60, —100) até (60, 100).

Como no exemplo anterior somente uma fracao muito pequena da onda pas-
sava pelas fendas, a visualizacao obtida inicialmente pela simulagao era bastante
precaria. A fim de resolver isso, usamos a ferramenta qwamplify para amplificar
por um fator 5 toda a regiao em que x > 20. Esta ferramenta pode ser usada
digitando algo como qwamplify file.dat [opg¢des] no prompt de comando. O

programa cria uma cépia de seguranca de file.dat e substitui o arquivo original
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por um novo, com parte da funcao de onda amplificada. Ajuda em relacao as
opgoes disponiveis pode ser obtida simplesmente digitando qwamplify no prompt
de comando.

O comando LATTYPE DIAGONAL declara que o operador de deslocamento uti-

lizado na simulagao é aquele definido pela Equacgao (2.22), ou seja,

1 +oo

Se=3 3 R Gk @ et (<1 y+ (D)l (5.

§,k=0 z,y=—o00

O operador de deslocamento padrao, que também pode ser declarado explicita-
mente com o comando LATTYPE NATURAL, é aquele definido pela Equagao (2.28),

ou seja,

1 +o0o

Sp=Y > 1id) (G d ® |z + (=1)/ (1 = 6ja),y + (=1)8;a) (x,9] . (5:2)

],d:O T,Yy=—00

A malha natural, quando comparada a malha diagonal, fornece distribuicoes de
probabilidade rotacionadas de um angulo de 45 graus. Podemos observar esse
comportamento na Figura 5.2, referente a simulagao de cem passos de um cami-
nhante de Hadamard sem fendas. Note que ha uma regiao inutilizada nos quatro
cantos do grafico. Na maioria das situa¢oes, a malha diagonal proporciona uma
melhor visualizagdo que a malha natural. Esse tipo de malha nao-diagonal foi
usado por Inui et al. (2004) com um operador de deslocamento ligeiramente dife-
rente. Nossa equacgao de evolucao, no entanto, possui a vantagem de preservar a
distribuicao de probabilidades final para um mesmo operador de moeda — a menos
da rotacao mencionada anteriormente.

Na Figura 5.3 temos os resultados de dois experimentos de fenda dupla com
caminhantes de Hadamard. As fendas foram posicionadas exatamente como no
exemplo anterior: uma em (20,6) e outra em (20, —6). Na primeira simulagao
executamos 17" = 100 passos; na segunda simulacao, T' = 800 passos. A simulacao
levou cerca de 15min no segundo caso. Nos graficos da Figura 5.3 temos o pa-

drao que seria observado em anteparos posicionados, respectivamente, ao longo de
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Figura 5.2: Distribuicao de probabilidades apds cem passos de um caminhante
de Hadamard. Aqui, o operador de deslocamento é tal que a malha matematica
coincide com a malha fisica. Esquerda: Grafico 3D. Direita: Grafico de contorno.
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Figura 5.3: Simulacao de anteparos de observagao no experimento de fenda dupla.
Esquerda: Simulagao com T = 100 passos e anteparo ao longo de x = 60. Direita:
Simulacao com T = 800 passos e anteparo ao longo de xz = 500.

x = 60 e x = 500. No segundo caso observamos que os minimos locais sao menores

e a curva mais suave.

5.1.3 Detectores

Detectores sao descritos por uma cole¢ao {M,,} de operadores de medicao,
os quais satisfazem a equagao de completeza, ) M M,, = I. O indice m in-
dica o resultado da medicao. De acordo com o terceiro postulado da mecanica
quantica, antes do estado |¥) ser medido, a probabilidade do resultado m ocor-

rer é dada por p(m) = (V| M M,, |¥), e apés a medicio o estado colapsa para

W) = —~—M,, |¥). No qw2d podemos definir um ntimero arbitrario de detecto-
v/ p(m)
res especificando uma lista de coordenadas (my,ny), -, (my,ny). Os operadores

de medicao, portanto, sao
N
MO :[4®[OO_ZMZ € Mz :I4® \ml,m} <mi,ni], (53)
i=1

paral <17 < N.

Na Figura 5.4 temos os graficos de outro experimento de dupla fenda. Nessa
simulagao, usamos a moeda de Grover e posicionamos a parede paralelamente a
diagonal secundéria. A parede vai de (—60,—100) até (100,60). Uma fenda vai
de (13,—27) até (15, —25) e a outra vai de (25, —15) até (27, —13). No6s também

posicionamos um detector préximo a primeira fenda, em (15, —27). O experimento
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Figura 5.4: Resultados de um experimento de dupla fenda com caminhante de
Grover. Tanto a parede como o anteparo estao paralelos a diagonal secundaria e
existe um detector proximo a uma das fendas. Esquerda: Gréfico de contorno da
distribuicao de probabilidade final. Direita: Simulagao do anteparo.

foi repetido dez vezes a fim de tomar a média dos resultados.

As posicoes dos detectores sao definidas na secao principal do arquivo de
entrada, usando a palavra-chave DETECTORS seguida pelo nimero de detectores e
suas respectivas coordenadas. O ntmero de repeticoes do experimento é definida
usando-se a palavra-chave EXPERIMENTS. Aqui temos um exemplo de como utilizar

essas duas palavras-chave:

DETECTORS 1 15 -27

EXPERIMENTS 10

O anteparo, também posicionado paralelamente a diagonal secundaria, vai de
(20, —100) até (100, —20). O eixo = no painel direito da Figura 5.4 estd numerado
sequencialmente, comecando pelo primeiro ponto do anteparo. Notamos em ambos
os graficos que os padroes de interferéncia sao assimétricos e também mais fracos

no lado do detector.

5.1.4 Malhas finitas

O simulador QWalk pode ser usado para simular caminhadas quanticas em
malhas finitas. Nesta Secao estudamos o exemplo de uma malha quadrada, porém
o QWalk também permite a definicao de contornos arbitrarios. No caso aqui con-

siderado, os contornos foram gerados pela quebra das ligacoes sobre um quadrado
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cujos vértices sao (—M, M), (M, M), (M,—M) e (—M,—M), como em Oliveira
et al. (2006b). Diferentes valores de M foram investigados. A distribuicao estaci-
ondria foi aproximada através da execucao da simulacao por 5 - 103 passos.

A fim de calcular a variacao total da distancia entre a distribuicao de proba-
bilidades média e a distribuicao limite, precisamos da palavra-chave MIXTIME na
secao principal do arquivo de entrada, seguido do ntimero de passos usados para
aproximar a distribuicao estacionaria. Esse niimero deve ser maior que — ou pelo
menos igual a — o nimero de passos que serao simulados, e as posicoes das ligacoes
interrompidas permanentes precisam ser corretamente declaradas de modo a defi-
nir uma regiao fechada da malha. Ja que o nimero de passos simulados pode ser
muito maior que o tamanho da malha obtida, podemos melhorar o desempenho da
simulagao usando a palavra-chave LATTSIZE. Essa palavra-chave declara que a ma-
lha somente é usada de x = —max até r = max e de y = —max até y = max, em
que max é o nimero inteiro passado como argumento da palavra-chave LATTSIZE.
Essa opg¢ao reduz o consumo de memoria e o tempo de processamento, devendo
ser usada sempre que o caminhante é restrito a uma regiao finita da malha. A
palavra-chave LATTSIZE precisa ser usada depois da palavra-chave STEPS.

Para o exemplo anterior, tomando M = 60, podemos preparar um arquivo

de entrada com as palavras-chave
MIXTIME 5000

STEPS 2000

LATTSIZE 59
juntamente com as palavras-chave que declaram o contorno,
BEGINBL

LINE -60 60 60 60
LINE 60 60 60 -60
LINE 60 -60 -60 -60
LINE -60 -60 -60 60

ENDBL
Quando a opc¢ao MIXTIME é usada, a distribuicao estacionéaria aproximada é

obtida no comeco da simulacao. Depois disso, o arquivo de saida .sta registra a
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Figura 5.5: Variacao total da distancia entre a distribuicao média e a distribuicao
estacionaria aproximada em funcao do tempo (esquerda); e evolucao do desvio
padrao (direita). Ambos os gréficos sao referentes a caminhada de Hadamard na
malha diagonal e para diferentes tamanhos de caixas quadradas.

variacao total da distancia, a cada passo, entre a distribuicao média e as distribui-
¢oes estacionaria e uniforme, de modo que o usuario possa facilmente gerar graficos
desta informagao com auxilio de um software adequado, como o gnuplot. Em sua
atual versao, o simulador calcula a distribuicao uniforme sobre todos os sitios da
malha matematica, sem levar em consideracao o contorno em particular.

No painel esquerdo da Figura 5.5, temos a variagao total da distancia entre a
distribuicao média e a distribuigao estacionaria aproximada, em funcao do tempo,
para o caminhante de Hadamard em uma malha finita com contornos retangulares,
para diferentes valores de M. Notamos que a distancia converge para zero, como
esperado. No painel direito da Figura 5.5 temos a evolucao do desvio padrao
do caminhante de Hadamard na malha diagonal, para diferentes valores de M.
O desvio padrao considerado é a soma do desvio da posicao x com o desvio da
posicao y do caminhante. Notamos a oscilacao do desvio padrao apds o caminhante
colidir com as paredes da caixa. No arquivo de saida .sta encontramos informagcao
suficiente para gerar esse tipo de grafico com apenas alguns poucos comandos do
gnuplot ou qualquer outra ferramenta similar. Podemos notar que esses graficos
est@o consistentes com os resultados obtidos por Oliveira et al. (2006b).

Na Figura 5.6, temos a distribuicao estaciondria aproximada para o cami-
nhante de Hadamard dentro de uma caixa com M = 60. Pode-se notar que ela

é visualmente diferente da distribuicdo uniforme. Além do mais, pode-se tam-
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bém confirmar pelo arquivo de saida do QWalk, que a distribuicao média nao
converge para a distribuicao uniforme mesmo em tempos longos. Podemos notar
semelhancas entre a distribuicao estacionaria da Figura 5.6, correspondente a um
caminhante de Hadamard na caixa e condigao inicial localizada, e a distribuicao
estacionaria dada na Figura 3.8, referente a um caminhante de Hadamard com ope-
rador de deslocamento efetuando inversao na moeda e condicao inicial distribuida

uniformemente entre todos os vértices e todas as moedas.

Figura 5.6: Distribuicdo estaciondria aproximada com 5 - 10® passos em uma caixa
com M = 60.

5.1.5 Descoeréncia

O simulador QWalk permite a simulagao de caminhantes quanticos bidimen-
sionais com duas fontes diferentes de descoeréncia. A primeira delas é gerada por
meio de medicoes a partir de detectores dispostos aleatoriamente. Também é possi-
vel simular um tipo de ruido unitario (Shapira et al., 2003) que abre aleatoriamente
ligagoes da malha. Este modelo de ruido ja havia sido estudado para o caminhante
quantico em uma linha (Romanelli et al., 2005) e em um plano (Oliveira et al.,
2006a).

A descoeréncia de medigoes é melhor observada na simulagao de malhas fini-
tas. A fim de declarar a probabilidade de medir cada sitio, usamos a palavra-chave

DTPROB na sec¢ao principal do arquivo de entrada, seguida de um valor numérico.

79



T T
unitary decoherence

measurement decoherence -

total variation distance

to uniform

0.01 n L L L
1 10 100 1000 10000

time

Figura 5.7: Variagao total da distancia, em funcao do tempo, da distribuicao média
da caminhada bidimensional coerente para as distribui¢oes uniforme e estacionaria
coerente. Duas fontes de ruido sao comparadas. Foi usada a moeda de Hadamard
e a distribuicao estaciondria foi aproximada com 7 - 10* passos.

Na Figura 5.7 nés comparamos dois tipos de ruidos — medigoes e ligacoes interrom-
pidas — com o mesmo parametro de descoeréncia p = 1072 e o mesmo tamanho de
caixa M = 20. Em ambos os casos o experimento foi repetido dez vezes com a mo-
eda de Hadamard a fim de tomar a média dos resultados. Nas linhas pontilhadas
temos os resultados para a descoeréncia de medigoes e nas linhas cheias temos os
resultados para a descoeréncia unitaria. Em ambos os casos temos a variagao to-
tal da distancia, em funcao do tempo, entre a distribuicao média e as distribuicoes
uniforme e a estaciondaria coerente. A distribuigao estacionaria foi aproximada com
7 - 10* passos. Notamos que em ambos os casos a distribuicao média inicialmente
se aproxima da distribuigao estaciondria coerente até ~ 1/p passos, indo para a
distribuicao uniforme apds esse tempo.

Na Figura 5.8 nds temos o resultado de uma simulacao de uma caminhada
de Fourier com descoeréncia unitaria assimétrica. Os resultados sao similares aos
obtidos por Oliveira et al. (2006a). Nés declaramos uma probabilidade py = 0 de
ligagoes interrompidas na diagonal secundaria, e uma probabilidade de p; = 0.2
de ligagoes interrompidas na diagonal principal. Este tipo de simulagao pode ser
feita com a palavra-chave BLPROB, a qual deve ser seguida pelas probabilidades de
ligagoes interrompidas em cada direcao — nas diagonais secundaria e principal,

quando a malha diagonal é usada; e nas direg¢oes horizontal e vertical, quando a
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Figura 5.8: Distribuicao de probabilidades apds cem passos de um caminhante de
Fourier descoerente na malha diagonal. A probabilidade de ligacGes interrompidas
foi assimétrica, a saber, py = 0 na diagonal secundaria e p; = 0.2 na diagonal
principal. Esquerda: Grafico 3D. Direita: Grafico de contorno.

malha natural é usada.

5.1.6 Malhas unidimensionais

O uso do qwld é analogo ao uso do quw2d, exceto pela auséncia de algu-
mas palavras-chave. A saber, qwld nao reconhece as palavras-chave SCREEN e
BLPERMANENT e nao reconhece as sub-opcoes FOURIER e GROVER para moedas e con-
digoes iniciais. Ele também nao reconhece as sub-opcoes DIAGONAL ou NATURAL
para a palavra-chave LATTYPE. Por outro lado, qwld funciona com trés tipos de
malha, selecionados com a palavra-chave LATTYPE: a reta infinita ¢ selecionada pela
sub-opc¢ao LINE; a malha finita unidimensional com condigoes de contorno reflec-
tivas € selecionada pela sub-opcao SEGMENT; e o ciclo é selecionado pela sub-opgao
CYCLE. Informacao adicional sobre o uso do qwld pode ser encontrada juntamente
com o codigo-fonte ou com os arquivos binarios distribuidos na Internet.

Na Figura 5.9 nés temos a distribuicao de probabilidades para um cami-
nhante de Hadamard em uma malha unidimensional infinita (Kendon e Tregenna,
2003; Ambainis et al., 2001; Konno, 2002; Nayak e Vishwanath, 2000). Compa-
ramos o caso da evolucao coerente com um descoerente, no qual a descoeréncia é

introduzida por ligacoes interrompidas aleatoriamente. Poderiamos ter introduzido
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Figura 5.9: Caminhada quantica em malha unidimensional com ligacoes interrom-
pidas. Esquerda: Simulacao com T = 10% passos e p = 0. Direita: Simulacao com
T = 10? passos e p = 1072, tomando a média sobre cem experimentos.

descoeréncia através de medigoes aleatorias também. A probabilidade de ligagoes
interrompidas no exemplo é p = 1072, Tanto no caso coerente como no caso desco-
erente, nds executamos 7' = 10° passos com qwld. No caso descoerente, tomamos
como resultado a média sobre cem experimentos independentes. Notamos pela fi-
gura que, devido ao nimero de passos ser muito maior que 1/p, o comportamento
classico do caminhante quantico ja emergiu (Romanelli et al., 2005).

Na Figura 5.10 temos o resultado de uma caminhada de Hadamard sobre o
ciclo (Kendon, 2007; Kendon e Tregenna, 2003) com cem sitios, apés T = 2 - 10*
passos. Aharonov et al. (2001) provaram que a caminhada quantica no ciclo com
um numero impar de sitios converge para a distribuicao uniforme. O mesmo re-
sultado nao vale em geral, entretanto, para ciclos com ntmero par de sitios, como
podemos ver no painel direito da Figura 5.10. Nesse grafico, a distribuicao esta-
cionaria foi aproximada com um nimero grande de passos. Também é possivel
confirmar essa observacao usando a informacao gerada pelo QWalk a fim de visua-
lizar o grafico da variagao total da distancia, em cada passo, para as distribuicoes
uniforme e estacionaria aproximada. O grafico mostraria que esta converge para

zero, enquanto aquela nao.
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Figura 5.10: Caminhada quantica no ciclo com cem sitios. Esquerda: Distribuicao
de probabilidades final, apés T' = 2 - 10* passos. Direita: Distribuicao estaciondria
aproximada com T = 10° passos.

5.2 Descoeréncia em algoritmos de busca em grafos

Uma abordagem para lidar com o problema da descoeréncia e das imperfei-
¢oes das portas logicas em algoritmos quanticos, com aumento significativo nos re-
cursos requisitados pelo sistema, consiste em usar codificacao redundante e diversos
niveis de cédigos de corregao de erros. Outra abordagem consiste em desenvolver
algoritmos que sao resistentes a certos tipos de erros que podem ser dominantes
em dada implementagao. Isto requer um conhecimento detalhado do efeito que
diversos tipos de ruido tém sobre o desempenho do algoritmo. Parece provavel que
um computador quantico real ird se aproveitar de ambas as abordagens.

Os resultados desta secao ja nao sao mais referentes ao simulador QWalk,
ainda que a base das implementacoes utilizadas tenham aproveitado seu codigo. O
conteudo desta secao foi publicado inicialmente em (Abal et al., 2009) e faz parte

das contribuigoes originais desta tese.

5.2.1 Modelos de descoeréncia

Em implementacoes fisicas reais, operadores sao sujeitos a descoeréncia. E
importante determinar o grau de resisténcia a erros que um algoritmo possui em
determinadas implementacoes. Em algoritmos quanticos de busca, existem trés
operadores: a moeda original (C'), a moeda usada no vértice marcado (—1) e o ope-

rador de deslocamento (S). No Capitulo 4, em especial na Segao 4.2, encontram-se
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informagoes mais detalhadas sobre a definicao desses operadores nos algoritmos
quanticos de busca baseados em caminhadas quanticas. Passaremos a analisar o
impacto no desempenho do algoritmo de busca causado por erros em cada um
desses trés operadores.

Erros de fase no operador de moeda que é aplicado ao vértice marcado podem

ser implementados substituindo-se Z por

Cyy(0) = O] (5.4)

com € [—m,w|. O operador de moeda ideal —I no vértice marcado é recuperado
para # = 0. Dizemos que o erro é sistematico quando o erro de fase € é constante
em cada passo da simulagdo (modelo I), e dizemos que o erro é aleatério quando o
erro de fase # em cada passo da simulagao é uma varidvel aleatoria Gaussiana com
média zero e desvio padrao o (modelo II).

Erros de fase no operador de moeda que é aplicado aos vértices nao-marcados

podem ser implementados reescrevendo-se C' como

C0) =1~ (1) s) (s| (5.5)

com 6 € [—m,7|. O operador de moeda de Grover é recuperado para 6 = 0.

O efeito de erros de fase no algoritmo de Grover original foi analisado por
Long et al. (2000) e posteriormente por Shenvi et al. (2003a). Os autores deste
segundo trabalho ainda investigaram a importancia do crescimento dos erros de
fase com o tamanho N do banco de dados. Em um trabalho recente, Li et al.
(2006) estudaram o efeito de um operador C' imperfeito no algoritmo SKW. Os
operadores —I (atuando no vértice marcado) e S foram considerados sem erros.

Erros no operador de deslocamento S podem ser implementados abrindo-se
aleatoriamente, com probabilidade p por unidade de tempo, algumas ligacoes entre
vértices conectados (modelo I1T). Este modelo de ruido de ligacao interrompida foi

considerado anteriormente para um caminhante quantico na reta e no plano (Ro-
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Tabela 5.1: Modelos de descoeréncia para algoritmos de busca em grafos, estudados
em trabalhos recentes da literatura.

Modelo
I |11 | 111
Tipo de erro sistematico | aleatdrio topoldgico
Moeda marcada Abal et al. | Abal et al. | N/A
(2009) (2009)
Moeda nao-marcada Li et al. |Li et al. |N/A
(2006) (2006)
Operador deslocamento | N/A N/A Abal et al.
(2009)

manelli et al., 2005; Oliveira et al., 2006a), e também no hipercubo (Marquezino
et al., 2008). Para implementar este tipo de erro, generalizamos o operador de des-
locamento S de tal forma que nenhum fluxo de probabilidade é transferido através
de ligacoes interrompidas. Este operador de deslocamento modificado é unitario
para qualquer niimero de ligacoes interrompidas na malha. A cada passo da simu-
lacao, a topologia do grafo é definida, abrindo cada ligacao com probabilidade p e
realizando o deslocamento para o vértice vizinho somente se a ligacao nao estiver
interrompida. O operador S original é recuperado para p = 0. Uma descri¢ao mais

detalhada desse modelo pode ser encontrada nas Secoes 2.5 e 3.1.4.

5.2.2 Resultados para o algoritmo SKW

A Figura 5.11 mostra a probabilidade de se encontrar o caminhante no vértice
marcado em funcao do nimero de passos, para cada modelo de ruido. No painel
esquerdo, comparamos os resultados para o caso ideal, sem ruido, com aqueles
para os modelos de ruido I e II. No painel direito, comparamos o caso ideal com
a evolucao segundo o modelo de ruido III. Todos os graficos correspondem a um
hipercubo de dimensao n = 8. Para o modelo I, tomamos um erro de fase 6§ = 0.3;
o desvio padrao no modelo II foi ¢ = 0.3; e a probabilidade de ligacoes interrom-
pidas por unidade de tempo no modelo III foi p = 0.02. Note que o maximo da
probabilidade no vértice marcado para o erro sistematico (modelo I), ocorre mais

cedo que no caso ideal, sem ruido. O comportamento do algoritmo com ruido do
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Figura 5.11: Esquerda: probabilidade no vértice marcado em fun¢ao do nimero
de passos s, comparando o caso ideal com os modelos de erro sistemético (6 = 0.3)
e aleatério (o = 0.3). Direita: o mesmo para erros de ligacao interrompida com
p = 0.02.

modelo I afetando o operador de moeda no vértice marcado (—1I) é semelhante ao
observado em Li et al. (2006), no qual o operador C foi afetado. Apesar dos mo-
delos aleatorios II e III corresponderem a diferentes tipos de ruido, eles resultaram
em padroes bastante semelhantes. Em ambos os casos o primeiro maximo local na
probabilidade ocorre aproximadamente no mesmo nimero de passos que no caso
sem ruido, e atinge um valor mais baixo. Maximos locais subsequentes sofrem uma
atenuagao gradativa com o nimero de passos s.

O tempo de parada no caso sem ruido corresponde ao primeiro maximo, e
para n = 8 este ponto é %\/ﬁ ~ 18. Os graficos da Figura 5.11 sugerem que na
presenca de ruido possa ser vantajoso parar o algoritmo antes desse ponto e repeti-
lo outras vezes a fim de encontrar o resultado correto. Para verificar a eficacia dessa
estratégia, devemos analisar o custo total do algoritmo, levando em consideracao as
repeticoes que devem ser realizadas a fim de amplificar a probabilidade de sucesso.
Se a probabilidade de obter o resultado correto em uma rodada é p, entao o niimero
esperado de tentativas necesséarias é 1/p. Se a complexidade computacional para
uma execucao do algoritmo é O(v/N), entdo a complexidade total é O(v/N/p).

Note que se p nao depender de N, ele nao ird mudar a complexidade. Vamos

definir o custo algoritmico ¢(s) como o nimero total de passos necessarios para
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Figura 5.12: Custo ¢(s), da Equagao (5.6), versus nimero de passos, para o al-
goritmo de busca sem ruido e para o algoritmo com os trés tipos de modelos de
ruidos descritos no texto. O hipercubo considerado foi de dimensao n = 8.

encontrar o vértice procurado. Portanto,

c(s) = —, (5.6)

em que s é o numero de passos executados antes de efetuar a medicao em uma
rodada do algoritmo, e p, é a probabilidade do caminhante ser encontrado no
vértice procurado no instante s. Na Figura 5.12, mostramos a fungao custo c(s)
para diferentes modelos de ruido. No caso de um erro de fase sistematico, a fungao
custo tem um minimo bem definido em s =~ 10. Nosso trabalho mostra que é
mais conveniente parar o algoritmo antes do instante de probabilidade maxima,
tanto no caso ideal como no caso com ruido. Para os outros modelos de ruido, e
também no caso sem ruido, a fungdao custo tem um minimo muito raso e cresce
muito lentamente com o niimero de passos apds este minimo. No entanto, mesmo
nestes casos, os resultados sugerem que seja vantajoso parar o algoritmo antes que
o maximo de probabilidade do caso ideal seja alcancado, e entao repetir o algoritmo
mais vezes se necessario.

Na Figura 5.13, nas trés curvas superiores, observamos a probabilidade de
obtengao do vértice procurado em fungao do nivel de ruido. No painel esquerdo (di-
reito), temos os resultados para o modelo I (modelo II). Note que a fase 6tima é
f = 0 ou o = 0, ou seja, quando —I ¢é usado no vértice marcado, do mesmo

modo que no algoritmo padrao. O grafico também mostra que o algoritmo é muito
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Figura 5.13: Esquerda: resultados para modelo I. Direita: resultados para o mo-
delo II. Trés curvas superiores: probabilidade méxima no vértice marcado em fun-
cao do parametro de erro, para trés valores de dimensao n do hipercubo. Trés cur-
vas inferiores: probabilidade méaxima nos vértices nao-marcados, usando a mesma
convencao para a dependéncia da dimensao do hipercubo.

sensivel a ruido de erros operacionais, se nenhum codigo de correcao de erros é
utilizado. As trés curvas inferiores representam a maior probabilidade dentre os
vértices nao-marcados. Observamos que, conforme o erro de fase aumenta, a pro-
babilidades no vértice marcado torna-se muito préxima da maior probabilidade nos
vértices nao-marcados. Neste caso nao se pode distinguir entre a solucao correta
e, portanto, o algoritmo nao é mais ttil.

Nosso trabalho mostra que o ruido gerado por erros sisteméticos (painel
esquerdo) parece ter papel mais significativo no algoritmo que o ruido gerado por
erros aleatérios (painel direito).

Na Figura 5.14, temos os resultados para o modelo III. No painel esquerdo,
nas trés curvas superiores, observamos a probabilidade maxima no vértice marcado
em funcao da taxa p de ligacoes interrompidas. As trés curvas inferiores represen-
tam a probabilidade maxima dentre os vértices nao marcados. No painel direito,
temos a probabilidade méxima no vértice marcado em fungao da dimensao n do
hipercubo. Neste caso, as probabilidades decaem conforme a dimensao do hiper-
cubo aumenta, de modo semelhante ao resultado obtido por Li et al. (2006) para
ruido afetando o operador de moeda de sitios nao marcados.

A fim de estimar como erros do modelo II mudam a complexidade do algo-
ritmo, usamos uma férmula que cresce com N na forma § = 1/N?, e aplicamo-la a

Equagao (5.4). Na Figura 5.15 temos o grafico do custo escalado — o logaritmo na
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Figura 5.14: Resultados para o modelo III. Esquerda: analogo a Figura 5.13, porém
como funcao da taxa de ligacoes interrompidas. Direita: probabilidade maxima no
vértice marcado em fungao da dimensao n do hipercubo.

base N do custo algoritmico, dado pela Equacao (5.6) — versus parametro de erro
0, para diversos valores de n. Convém lembrar que a complexidade do algoritmo
SKW é O(N"?) e sua probabilidade de sucesso é 1/2 — O(1/n). Portanto, para
valores maiores de 0 e N, deviamos obter um custo escalado proximo a 0.5, cor-
respondendo a complexidade do algoritmo SKW sem ruido. Nosso grafico mostra
um custo escalado proximo a 0.6, que é consistente com os valores de N considera-
dos. Isto significa que para § > 1, o algoritmo SKW com com ruido possui mesma
complexidade que o algoritmo SKW sem ruido. Para § < 1, a taxa de ruido cresce
e o algoritmo gradativamente perde eficiéncia em relacao a busca sem ruido. Para
0 &~ —0.1 o custo escalado é proximo a 1, o que significa que o algoritmo quantico
possui a mesma complexidade da busca classica, O(N). Para § < —0.1 o custo

escalado é maior que 1, o que significa que o desempenho da busca quantica é pior

que o da busca classica.

5.2.3 Resultados para o algoritmo AKR

O comportamento da probabilidade méxima no vértice marcado no algo-
ritmo AKR segue um padrao semelhante ao do algoritmo SKW. A diferenca prin-
cipal é que para o algoritmo AKR, a probabilidade maxima diminui conforme N
aumenta, enquanto para o algoritmo SKW a probabilidade maxima permanece
proxima a 1/2. Os resultados numéricos para o custo no algoritmo AKR também

mostram que na presenca de ruido, é melhor parar o algoritmo antes antes do
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Figura 5.15: Logaritmo (base N) do custo algoritmico em fun¢ao do parametro §
para o modelo II, comparando diferentes dimensoes.

tempo de parada esperado do caso ideal.

A Figura 5.16 mostra a probabilidade maxima em fung¢ao do nivel de ruido.
No painel esquerdo (direito) nés temos os resultados para o modelo I (modelo IT).
Esta figura deve ser comparada a Fig. 5.13. Note que o nimero de vértices das
malhas correspondem ao ntimero de vértices dos hipercubos. As curvas para o al-
goritmo AKR sdo muito similares aquelas para o algoritmo SKW e podemos tirar
conclusoes semelhantes para ambos os casos. A principal diferenga é a distancia en-
tre as curvas, uma consequéncia do fato de que no algoritmo AKR a probabilidade
maxima no vértice marcado diminui quando aumentamos N.

Na Figura 5.17, mostramos os resultados para o modelo ITI. No painel es-
querdo, observamos a probabilidade maxima no vértice marcado, em funcao da
taxa de ligacoes interrompidas p. No painel direito, o eixo horizontal esta em es-
cala logaritmica. Estes resultados devem ser comparados com a Figura 5.14. A
probabilidade cai mais rapidamente no algoritmo AKR que no algoritmo SKW.
Isto foi previsto no trabalho de Ambainis et al. (2005), no qual foi mostrado que a
probabilidade no vértice marcado cresce como O(1/4/Iog N).

Na Figura 5.18 temos o gréfico do custo escalado logy ¢(s) em fungao do
parametro de erro §. Esse grafico é o analogo da Figura 5.15 para o algoritmo AKR.
Convém lembrar que o custo no algoritmo AKR é O(N%5log N). Portanto, para

valores maiores de § e N, devemos encontrar um custo escalado um pouco acima
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Figura 5.16: Esquerda: resultados para o modelo I. Direita: resultados para o
modelo II. Probabilidade maxima no vértice marcado em funcao do nivel de ruido
para tres valores de dimensao da malha.
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Figura 5.17: Resultados para o modelo III. Esquerda: probabilidade méxima no
vértice marcado em funcao da taxa de ligagoes interrompidas. Direita: probabi-
lidade méxima no vértice marcado em funcao da dimensao log, N de uma ma-

lha VN x v/N.
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Figura 5.18: Logaritmo (base N) do custo algoritmico em fun¢ao do parametro §
para o modelo II, comparando diferentes dimensoes no algoritmo AKR.

de 0.5, correspondendo a complexidade do algoritmo AKR sem ruido. O custo
escalado nao é exatamente a poténcia de N devido a expressao do custo possuir
o termo log N. Nosso grafico mostra um custo escalado proximo a 0.8, o que é
consistente com os valores de NV considerados. A partir da figura podemos observar
que para 6 > 1/2, o algoritmo AKR com erro possui a mesma complexidade que
o algoritmo sem ruido. Para § < 1/2, a taxa de ruido aumenta rapido o suficiente
para que o algoritmo perca sua eficiéncia em relagao a busca sem ruido. Quando
diminuimos §, o custo escalado aproxima-se de 1, significando que o algoritmo
quantico passa a ter a mesma complexidade do algoritmo cléssico, O(N). Para ¢ <
0, o custo escalado é maior que 1, significando que o desempenho da busca quantica
é pior que o algoritmo cldssico. Observa-se que 6 = 1/2 é o ponto de transi¢ao
no algoritmo AKR, enquanto 6 = 1 é o ponto de transigao no algoritmo SKW.
Para comparacao, note que Shenvi et al. (2003a) obtiveram 6 = 1/4 como ponto

de transicao no algoritmo de Grover.

5.3 Algoritmo de busca com reducao de chamadas ao oraculo

Em nosso trabalho realizamos simulagoes numéricas do algoritmo AKR para
a malha bidimensional e constatamos que este pode ser acelerados por meio de uma
reducdo no numero de aplicagoes do oraculo (Figura 5.19). O método consiste em

aplicar o operador marcado um nimero reduzido de vezes — por exemplo, metade
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Figura 5.19: Probabilidade de sucesso em funcao do numero de aplicacoes do
operador de evolugao, na malha 10 x 10 (esquerda) e na malha 11 x 11 (direita).

— intercalando-o com o operador original da caminhada no grafo. A aceleracao
alcancada por nosso método consiste em um fator constante, e que portanto nao
muda a classe de complexidade do algoritmo. Mesmo assim, além de representar
um pequeno ganho no tempo de execucao do algoritmo, também ¢é possivel que a
reducao no niumero de vezes em que o oraculo é utilizado torne o algoritmo mais
robusto na presenca de certos tipos de ruido.

Na Figura 5.19 temos a probabilidade de sucesso em fun¢ao do nimero de
aplicagoes do operador de evolucao, comparando o algoritmo usual com o modifi-
cado — em que o operador marcado foi aplicado metade das vezes. Pode-se notar
que, apesar da probabilidade de sucesso ser muito baixa em instantes impares, nos
demais instantes ela fica proxima a obtida pelo algoritmo usual ou até maior. Nota-
se também que o comportamento do algoritmo modificado depende fortemente da
paridade da malha.

Outras estratégias de evolucao também resultam em aceleragao do algoritmo.
Pode-se, por exemplo, aplicar o operador nao-marcado uma vez para cada trés
aplicagoes do operador marcado. Na Figura 5.20, temos o custo do algoritmo mo-
dificado comparado ao algoritmo usual para malhas com nimero par de vértices
por lado. O custo é definido como ¢(N) = 1%’ em que T é o nimero de apli-
cagoes do ordculo até que a probabilidade de sucesso atinja o maximo, e py é a
probabilidade de sucesso méaxima.

No entanto, nem todas as estratégias de evolucao funcionam. Se aplicarmos,
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Figura 5.21: Probabilidade de sucesso em funcao do numero de aplicacoes do
operador de evolucdo, na malha 10 x 10 (esquerda) e na malha 11 x 11 (direita).

por exemplo, o operador marcado uma vez para cada duas aplicagoes do operador
nao-marcado, a probabilidade de medigao do vértice buscado nao é amplificada

(Figura 5.21).

5.4 Discussoes

Neste capitulo, inicialmente apresentamos o simulador QWalk e descrevemos
seu uso. O QWalk é um simulador para malhes uni- e bidimensionais. Mostramos,
através de exemplos, como o simulador pode ser usado para simular experimentos
de dupla fenda, caminhantes em malhas finitas, detectores e dois tipos diferentes
de descoeréncia. Trés tipos de malha sao disponiveis para caminhadas unidimen-
sionais e trés tipos sao disponiveis para caminhadas bidimensionais.

As simulacoes apresentadas neste capitulo correspondem a trabalhos recen-
tes em caminhadas quanticas e foram realizadas com comandos bastante simples
do simulador QWalk. Além de haver simulado os resultados disponiveis da litera-
tura com grande precisao, o simulador também é uma ferramenta importante para
pesquisadores conduzirem novos experimentos computacionais.

Uma das maiores potencialidades deste simulador é a possibilidade de es-
tudar a caminhada com diferentes contornos, definindo apropriadamente algumas
ligacoes interrompidas permanentes. O simulador também possibilita investigar a
influéncia de detectores na caminhada quantica e o comportamento do mixing time

em diferentes situagoes. O simulador pode ser 1util para simular situagoes fisicas
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interessantes, tais como o experimento da dupla fenda dado como exemplo.

Em seguida, passamos a investigacao dos efeitos de operadores quanticos im-
perfeitos nos algoritmos quanticos de busca baseados em caminhadas quanticas.
Consideramos erros de fase sistematicos e aleatorios no operador de moeda. Os
efeitos de ligacoes interrompidas aleatorias afetando o operador de deslocamento
também foram considerados. Esse tipo de erro afeta diretamente a propagacao
espacial do caminhante. Consideramos a busca por um vértice marcado em hiper-
cubos (algoritmo SKW) e em malhas bidimensionais (algoritmo AKR).

Para o algoritmo SKW, encontramos que o efeito geral do ruido no operador
de moeda para o vértice marcado é similar aquele do ruido no operador de moeda
para os vértices nao-marcados, considerado por Li et al. (2006). Também foram
encontradas muitas semelhangas com o algoritmo AKR. O efeito qualitativo geral
do ruido parece semelhante em todos os algoritmos de busca considerados. Por
outro lado, obtivemos resultados quantitativos para a tolerancia dos algoritmos a
erros.

No contexto do algoritmo de busca de Grover, foi mostrado analiticamente

que erros de fase crescendo como %, para 0 < }l, modificam a complexidade do
algoritmo para O(N'~%°) (Shenvi et al., 2003a). Para § > 1, a complexidade do
algoritmo de Grover com erros é igual & complexidade do caso sem ruido, O(v/N).
Se § < %1, a vantagem sobre uma busca cldssica, O(N), é reduzida gradativamente.
Se 6 = 0, ou seja, se o erro é constante, entao a complexidade do algoritmo de
Grover é igual a complexidade da busca classica. Nossas simula¢oes numéricas
mostram que esse ponto de transicao é préximo de 6 = % para o algoritmo AKR
e proximo de ¢ = 1 para o algoritmo SKW. Para ¢ abaixo desses limiares, o
algoritmo perde a eficiéncia gradativamente até se tornar pior que o algoritmo
classico, quando o parametro é préximo de 6 = 0.

Nossos resultados numéricos também mostram que é possivel melhorar a efi-

ciéncia do algoritmo em todos os casos (com ou sem ruido) se pararmos a execugao

do mesmo antes do niimero de passos previsto teoricamente. Neste caso, rodadas
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adicionais de execucao do algoritmo sao necessarias para a amplificagao da proba-
bilidade de sucesso, porém mantendo o custo total inferior ao que seria observado
usando-se o ponto de parada tedrico.

Também apresentamos resultados numéricos preliminares que sugerem a pos-
sibilidade de acelerar o algoritmo abstrato de busca por meio de uma reducao do

nimero de aplicacoes do oréaculo.
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Capitulo 6

Conclusoes

Por muito tempo, todos os algoritmos quanticos que eram desenvolvidos po-
diam ser vistos como variantes do algoritmo de Shor ou do algoritmo de Grover.
Era necessario desenvolver uma nova técnica a fim de estimular o surgimento de
algoritmos quanticos diferentes. De fato, a computacao quantica ganhou novo im-
pulso quando comegaram a surgir algoritmos quanticos baseados em caminhadas
quanticas. Em seguida, surgiu o conceito de algoritmo abstrato de busca como
ferramenta bastante promissora para o desenvolvimento de novos algoritmos quan-
ticos. Esse modelo nos fornece todos os elementos necessarios para desenvolver um
algoritmo quantico de busca em um grafo regular arbitrario e ainda permite sua
analise de complexidade com base em um problema de autovalores. As caminhadas
quanticas também possuem propriedades interessantes do ponto de vista da fisica,
que ja justificariam seu estudo independentemente das aplicagoes algoritmicas.

Este trabalho contribuiu para uma melhor compreensao da caminhada quan-
tica no hipercubo. Calculamos analiticamente, pela primeira vez, a distribuicao
estacionaria do caminhante de Grover nesse grafo, para a condigao inicial simé-
trica. Nossa equacao mostrou que essa distribuicao nao é uniforme. Além disso,
observamos que na distribuicao estacionéria todos os pesos de Hamming sao apro-
ximadamente equiprovaveis.

De posse da equagao exata da distribuicao limite, pudemos estudar melhor

o mixing time dessa caminhada. Mostramos que o mizing time M, da caminhada
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no hipercubo de dimensao n cresce com O(n/e), fato consistente com um resul-
tado mais geral de Aharonov et al. (2001) que particularizado para o hipercubo
nos fornece uma cota superior O(%/z) Também realizamos simulagoes numéricas
para estudar o comportamento do mixing time da caminhada com ruido. Nossas
simulagoes também mostraram um minimo local para a distancia entre a distri-
buigao instantanea e a uniforme, em ¢ = 7n, como reportado por Moore e Russell
(2002), porém o mesmo nao foi observado em relagao a distribuigao estaciondria.
Encontramos que o mizing time instantaneo, quando existe, possui dependéncia
nao-linear com a dimensao do hipercubo. A distribuicao média da caminhada
quantica no hipercubo de dimensao n, seja ela discreta ou continua no tempo, nao
converge para a distribuicao uniforme, porém ambas sao uniformes ou préximas
da distribui¢ao uniforme por uma distancia ¢ em certos instantes (t = §n).

Na analise da caminhada com descoeréncia no hipercubo, encontramos re-
sultados similares aos reportados por Kendon e Tregenna (2003) para a caminhada
no ciclo. Observamos que a descoeréncia, mesmo a taxas pequenas, faz com que a
distribuicao limite seja uniforme. A distancia entre a distribuicdo média e a uni-
forme cai apds um tempo caracteristico 1/p e segue uma lei de poténcias inversa,
independente de p. Para o caso de ruido unitario de ligacoes interrompidas, sem
envolver medicoes, foi encontrada uma taxa de descoeréncia 6tima para a qual o
mizing time é minimo. O efeito observado para o ciclo por Kendon e Tregenna
(2003) foi semelhante, apesar de ter sido usado outro modelo de descoeréncia,
baseado em medigoes.

Também estudamos a caminhada quantica na malha bidimensional, tendo
em vista a aplicacao ao algoritmo de busca AKR. Uma contribuicao relevante
deste trabalho foi o cédlculo da distribuicao estacionaria para o caso impar, anali-
ticamente. Também analisamos numericamente o mixing time da caminhada em
relacao a essa distribuicao, tendo encontrado que este cresce como O (—VNleogN>

Em seguida, consideramos a caminhada com operador de moeda modificado se-

gundo a prescrigao do algoritmo AKR e fizemos simulagbes numéricas a fim de
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relacionar o mixing time dessa caminhada a complexidade do algoritmo de busca.

Nossas simulagoes sugerem que o mizing time da caminhada modificada cresce

\/NlogN>

€

também como O (

Outra contribui¢ao do trabalho foi uma melhor compreensao do impacto da
descoeréncia nos algoritmos de busca baseados em caminhadas quanticas. Tam-
bém fizemos algumas propostas de pequenas otimizagoes nos algoritmos de busca,
parando a execucao dos mesmos antes do ponto previsto teoricamente e aplicando
o oraculo um numero menor de vezes. Essas propostas podem ajudar também a
desenvolver algoritmos mais resistentes a erros, se levarmos em conta a redugao no
numero de portas légicas necessarias na implementacao.

Desenvolvemos uma ferramenta computacional livre, eficiente e multiplata-
forma, para simulagoes numéricas de caminhadas quanticas em malhas uni- e bi-
dimensionais com diversos tipos de contorno. Por meio de exemplos de estudos
recentes da literatura demonstramos como ela pode ser 1til para a comunidade
cientifica, permitindo a obtencao de resultados relevantes através de comandos

simples.
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Apeéendice A

Mecanica quantica e computacao

quantica

Alguns conflitos entre os resultados experimentais e as previsoes tedricas da
mecanica Newtoniana e do eletromagnetismo classico, quando sistemas fisicos em
escala atomica ou subatomica eram considerados, tornaram-se evidentes por volta
do inicio do século XX. Nessa época, a mecanica quantica comecou a ser desenvol-
vida, passando a fornecer um arcabouco matematico bastante preciso para descre-
ver muitos fendmenos que nao podem ser descritos pela mecanica classica. A fisica
moderna apdia-se fortemente na mecanica quantica e na teoria da relatividade.

Neste capitulo serd apresentada uma revisao da mecanica quantica adequada
ao estudo da computacao quantica. Uma revisao mais detalhada pode ser encon-

trada nos livros de Cohen-Tannoudji et al. (1977), Davidov (1976), dentre outros.

Al Notagao de Dirac e algebra linear

E conveniente revisar algumas notacoes utilizadas no estudo da mecanica
quantica e da computacao quantica (Nielsen e Chuang, 2000; Preskill, 1998).

Um vetor em um espago de Hilbert costuma ser denotado por |1;), ou sim-
plesmente por |i). Este simbolo chama-se ket, e faz parte da notagao de Dirac.
O vetor dual é denotado por (i|. O produto interno entre |1);) e [1);) é igual a
(¥i] |¥;), mas pode ser denotado abreviadamente por (1;]1);).

O produto tensorial ou produto de Kronecker Loan (1992); Portugal et al.
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(2004), é uma forma de reunir espagos vetoriais para formar espacos maiores. E

denotado por |¢;) ® |¢;), ou abreviadamente por |¢;)[v;), ou ainda |¢;1;). O

produto tensorial de duas matrizes A, € Bpxg,

aix aiz2 - Qip by b - blq
A Q21 Qg2 -+ Qop B— bai by - qu ’ (A.l)
Am1 Gm2 - Gmp bpr by -+ bpg
¢ a matriz (A ® B)mpxng definida por
anB appB -+ a1, B
A®B= aZ?B aQ?B - az’fB . (A.2)
am1 B amaB - amanB

H& defini¢oes mais gerais para o produto tensorial, porém o tratamento matricial
apresentado aqui ¢ suficiente para os propésitos desta dissertacao.

O produto de Kronecker satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Seja M um espago vetorial de dimensao m, e seja N um espago vetorial
de dimensao n. Se |u) € M e |v) € N, entéo |u) ®|v) € M@ N, e M@ N

é um espaco vetorial de dimensao mn.

(2) Para qualquer |u) € M e |v) € N, e para qualquer escalar z, tem-se

2w @ ) = (zlw) @ lv) = [ © (z|v),

(3) Para quaisquer |uy),|pe) € M e para qualquer |v) € N, tem-se

() + lp2)) ® V) = (1) © |v) + |p2) @ [v),
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(4) Para qualquer |u) € M e para quaisquer |v1), |ve) € N, tem-se

1) © ([p1) + |v2)) = [p) @ 1) + 1) @ [v2).

(5) Se |va) € M e |Yp) € N, ese A e B sao operadores lineares definidos nos

espagos vetoriais M e N, respectivamente, entdao (A ® B)(|1a) ® |[¥p)) =
Alva) @ Blys).

Convém lembrar que um operador N é normal se NNT = NTN; um operador
U é unitério se UTU = I; e um operador H é Hermitiano se H = H'. Consequen-
temente, todo operador Hermitiano é normal. Um resultado muito importante

associado aos operadores normais é o teorema espectral,

Teorema A.1 (Teorema espectral). Para todo operador normal N atuando em
um espaco de Hilbert de dimensao finita H, existe uma base ortonormal de H

consistindo de autovetores |N;) de N.

Note que o operador N é diagonal em sua prépria base de autovetores, ou seja,
N =", N;|N;) (N;]. Chamamos de decomposigao espectral de N a representacao
deste operador em sua prépria base de autovetores.

Como boas referéncias em algebra linear podemos citar, por exemplo, os

livros de Hoffman e Kunze (1971), Lang (2003) e de Strang (1988).

A2 Postulados

Na computacao classica a unidade de informagao, chamada de bit, é codifi-
cada em um sistema fisico com dois estados bem diferenciados. Este sistema pode
ser, por exemplo, a voltagem de um sinal elétrico. Na computagao quantica a uni-
dade de informacao, chamada de g-bit, é codificada em um sistema fisico quantico
de dois estados ortogonais. Este sistema pode ser, por exemplo, a dire¢ao de pola-
rizacao de um foéton ou a orientacao do spin de um elétron. Usualmente denotamos

estes estados quanticos ortogonais por meio da notagao de Dirac, como |0) e |1).
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Podemos definir um ¢-bit simplesmente como um vetor normalizado no es-
paco de Hilbert H de dimensao 2, tomando {|0),|1)} como base ortonormal. Em
computacao quantica normalmente nao precisamos da definicao mais geral de es-
paco de Hilbert, sendo suficiente considerarmos simplesmente o espaco C2. Assim,

um q-bit arbitrario pode ser escrito como

) = a|0) + 31), (A.3)

onde «, 8 € C sao chamadas amplitudes e satisfazem |o|*> + |3|> = 1. Ao vetor
|¢) dé-se o nome de superposicao de estados |0) e |1), e sua interpretagao fisica é
a coexisténcia do g-bit nestes dois estados. Entretanto, ao medir o g-bit na base
computacional obtemos o bit cldssico |0) com probabilidade |«|? ou o bit cldssico
|1) com probabilidade |3]2. O processo de medicio ficara claro mais adiante, po-
rém deve-se ressaltar que ele é sempre irreversivel e destréi a superposicao. Além
das medicoes, a descoeréncia também destroi as superposicoes quanticas, sendo
portanto um dos maiores obstaculos a criagao de computadores quanticos.
Apesar de um g-bit aparentemente requerer quatro ntimeros reais para ser
completamente descrito, pode-se aproveitar a restricao dos valores de suas ampli-

tudes e reescrever a Equacao (A.3) como

[y) = e (cosg 0) + € sing |1)) : (A.4)

onde v,¢,0 € R. A fase global e pode ser ignorada, por nao possuir efeito

observével (Nielsen e Chuang, 2000). Assim, pode-se reescrever a equagao como
0 i . 0
|4) = cos 3 |0) + €' sin 5 11). (A.5)

Desta forma, um g-bit pode ser representado por um ponto em uma esfera no R?,
chamada esfera de Bloch (Figura A.1). No entanto, a mesma representagao grafica

nao pode ser utilizada para sistemas de multiplos g-bits.
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Figura A.1: Esfera de Bloch

Podemos agora generalizar essa discussao e formalizar o primeiro postulado
da mecanica quantica, que trata da representacao matematica de sistemas quanti-

cos arbitrarios.

Postulado 1 (Espago de estados). O estado de um sistema fisico quantico é des-

crito por um vetor unitario em um espaco de Hilbert.

Todas as portas logicas na computacao quantica devem ser representadas
por operagoes unitarias. A porta quantica de Hadamard (H), por exemplo, é uma
operacao unitaria que atua nos estados da base da seguinte forma:

1

V2

1

H|0) = NG

(10) + 1), H 1) = —=(10) = [1)). (A.6)

Note que esta porta produz superposigoes a partir dos estados de entrada. Repre-

sentando os vetores da base computacional por

H=— . (A.8)
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Podemos tratar as operacoes quanticas de modo mais geral, por meio do

segundo postulado da mecanica quantica.

Postulado 2 (Evolucao). A evolugio temporal do estado de um sistema fisico
quantico fechado € descrita por um operador unitdrio. Isto €, para qualquer evolu-
cao do sistema fechado existe um operador unitario U tal que, se o estado inicial

do sistema € |Wy), entao apds a evolugdo o estado do sistema serd |Vy) = U |W).

Neste trabalho também consideraremos espacos de Hilbert de dimensoes mai-
ores. Com frequéncia construiremos espacos de estados maiores a partir da conca-
tenacao de uma sequéncia de estados menores. Dizemos que um estado quantico
de n g-bits, por exemplo, é um vetor unitario |1)) no espaco de Hilbert H,,, ou sim-
plesmente no espaco C?". Estes espacos de Hilbert sao obtidos a partir do produto

tensorial dos espagos de um q-bit,

Hi=H® --@H.
N————

n VEZes

Estados quanticos com n > 1 g-bits sao frequentemente chamados de registradores
quanticos.

Quando consideramos estados de mais de um ¢-bit obtemos propriedades
interessantes, por vezes sem nenhum analogo na Computacao Cléssica. Vamos
ilustrar algumas dessas propriedades por meio de um exemplo simples. Considere-
mos um estado de dois g-bits, inicialmente no estado |00). Esta notagao significa
que temos um produto tensorial de dois ¢-bits no estado |0), ou seja, [00) = |0)®|0).
Aplicamos, entdo, a operagao unitaria H ® H sobre o estado de dois g-bits |00),

obtendo o estado

(H® H)|00) = H|0)® H|0)

1 1 1 1
= (ﬁ 10) + E\1)) ® (E\m 7 |1>)
= 2 (00) + [o1) +[10) + [11) (A.9)
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Portanto, como resultado da aplicagdo de H® H ao estado |00) obtivemos uma su-
perposicao de todos os possiveis estados com dois g-bits. Este tipo de superposicao
¢é utilizado com frequéncia em algoritmos quanticos, a fim de explorar o chamado
paralelismo quantico. Se temos um operador U; que, de alguma forma, calcula
uma fungao f(z), ent@o a aplicagdo de Uy a um estado como o da Equacao (A.9)
faz com que f seja calculada simultaneamente para muitos valores de x. No en-
tanto, cabe ressaltar que apesar do resultado do céalculo ser obtido paralelamente,
0 mesmo nao se torna totalmente disponivel, ja que o processo de medicao provoca
um colapso irreversivel das superposicgoes. E necessdrio processar de modo ade-
quado a informacao antes de medir o sistema, a fim de aproveitar eficientemente o
paralelismo quantico.

Também podemos — e frequentemente iremos — representar o estado (A.9)
usando uma notacao mais compacta, como 3(|0) +|1) +[2) +|3)). Caso o contexto
nao deixe claro se o conteiudo do ket esta escrito em binario ou decimal, sera feito
algum comentario a fim de evitar ambiguidades.

Podemos agora generalizar essa discussao e formalizar o terceiro postulado,

que trata da composicao de sistemas fisicos quanticos arbitrarios.

Postulado 3 (Composicao de sistemas). Quando dois sistemas fisicos sao tratados
como um sistema combinado, o espaco de estados do sistema fisico combinado € o
espaco produto de Kronecker Hy ® Ho dos espacos de estados Hi, Hs dos subsiste-
mas componentes. Se o primeiro sistema estd no estado |¥y) e o sequndo sistema

estd no estado |Ws), entdo o estado do sistema combinado € |Vq) @ |¥s).

Aproveitando ainda o estado (A.9), vamos dar prosseguimento ao nosso
exemplo, aplicando uma porta de Hadamard somente ao segundo g-bit. Ao pri-
meiro g-bit sera aplicada a identidade, ou seja, ele nao serd modificado. Desse

modo, temos,

1 1 1 1 1 1
(I®H) (E |0) + EH)) ® (EI()) +E |1>> = (E 0) +E |1>> ® |0)
1
5 (100) + 10))  (A.10)
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Em seguida, vamos aplicar uma porta CNOT! ao estado resultante. Esta
porta inverte o g-bit alvo se o g-bit de controle é igual a |1), e ndo faz nada caso
contrario. Podemos descrever a porta CNOT de forma compacta, utilizando a

operacao de soma modulo 2, denotada por ®:

C'la,b) = |a,a ®b), (A.11)

onde a,b € {0,1}, a é o g-bit de controle e b é o g-bit alvo. Outras portas quanticas
também podem atuar de modo controlado, seguindo a mesma estrutura da porta
CNOT. Além disso, é possivel definir portas com multiplos g-bits de controle. Por
exemplo, podemos ter um Hadamard controlado, que atua sobre um g-bit alvo se
e somente se dois ¢-bits de controle forem iguais a |1). Ao contrario das operagoes
H® H e I ® H, apresentadas anteriormente, a porta CNOT nao pode ser fatorada
em produto tensorial de operadores atuando sobre um g-bit cada. Existe um
resultado interessante na computacao quantica, segundo o qual todas as portas
quanticas podem ser fatoradas em CNOTs e portas sobre um g-bit (Barenco et al.,
1995).

Na base computacional, a porta CNOT com alvo no segundo g-bit e controle

no primeiro g-bit pode ser representada matricialmente como

C= . (A.12)

Aplicando a porta CNOT descrita acima ao estado (A.10), obtemos

1 1 1 1
C <— 100) + — y1o>) = 5100} + —

7 v 7 11). (A.13)

O interessante nesse estado é o fato dele nao poder ser decomposto. De fato, é

L Controlled NOT, ou NOT controlado.
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0) < H —5(100) +[11))

0) “H—H

Figura A.2: Circuito representando a sequéncia de operagoes realizadas no exem-
plo.

bastante simples verificar que nao existem «, (3,7, d € C tais que

(@l0)+811)) @ (710) +5]1) = = [00) + =11}

V2 V2

Estados que nao podem ser decompostos sao chamados de estados emaranhados,
e desempenham papel fundamental na computacao quantica.

As operagoes quanticas também podem ser representadas por circuitos, ana-
logos aos circuitos utilizados na computacao classica. Nesse modelo, as portas
légicas sao representadas por caixas e os fios representam o fluxo dos dados de
uma porta até a outra. O circuito é sempre lido da esquerda para a direita. O
simbolo e é colocado sobre os fios correspondentes aos g-bits de controle, e uma
caixa com a identificacao da porta logica é colocada sobre o fio correspondente
aos g-bits alvo. A porta légica quantica NOT pode ainda ser representada pelo
simbolo & no modelo de circuitos.

Na Figura A.2 temos o circuito referente ao exemplo desta secao. Iniciamos
com o estado |00). Em seguida aplicamos o operador H a cada um dos g-bits
de entrada. Depois, aplicamos o operador H apenas ao segundo g-bit. Por fim,
aplicamos uma porta CNOT com controle no primeiro g-bit e alvo no segundo
g-bit. A saida é um estado emaranhado.

Vimos como a informagao quantica é representada matematicamente e como
os estados quanticos evoluem no tempo. Convém ressaltar que o postulado da
evolucao pressupoe que o sistema fisico é fechado e, portanto, nao interage com o
meio. Em algum momento estaremos interessados em medir alguma propriedade

do sistema a fim de obter informacao para a computacao realizada. Nesse momento
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serd necessario que o sistema interaja com o equipamento de medida, de modo que
o postulado da evolugao nao pode ser usado para descrever o processo. A evolucao
do estado de um sistema fisico quantico durante o processo de medi¢ao nao é

unitaria. Portanto, é necessario introduzir mais um postulado.

Postulado 4 (Medicao). As medi¢coes quanticas sio descritas por operadores { M, },
que atuam sobre o espaco de estados do sistema e satisfazem a relagdo de comple-
titude, > M} M,, = 1. O indice m se refere aos possiveis resultados da medida.
Se o estado de um sistema quantico imediatamente antes da medida for |¥), entao

a probabilidade do resultado m ocorrer é

p(m) = (U |M, M| ¥) (A.14)

e o estado do sistema apos a medida serd

1
V) = ——=M,, | V). (A.15)
p(m)
A.3 Histérico do processamento quantico da informacao

Duas importantes teorias desenvolvidas no inicio do século XX foram marcan-
tes. Uma delas foi a mecanica quéantica, um arcabougo matematico que permitiu
a elaboracao de teorias precisas para descrever sistemas fisicos muito pequenos,
tais como fotons e elétrons. Outra grande conquista foi o desenvolvimento da Te-
oria da Computacao, com grande colaboragao de Turing (1936). Em seu artigo,
motivado pelo Entscheidungsproblem de Hilbert, ele descreve a nogao abstrata de
uma maquina capaz de executar algoritmos: a Maquina de Turing. Trata-se de
uma magquina tedrica composta de: um programa; um controle de estados finitos,
consistindo de um conjunto finito de estados internos; uma fita, desempenhando
o papel de meméria do computador; e uma cabeca de leitura e gravagao (Nielsen
e Chuang, 2000). Turing criou ainda a nogao de computador programével, de-

monstrando a existéncia de uma Maquina Universal de Turing, capaz de simular
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qualquer outra Maquina de Turing. Outro passo importante para o estabeleci-
mento da Ciéncia da Computacao foi a tese de Church-Turing, — nomeada desta
forma por ter sido desenvolvida originalmente por Church (1936) e posteriormente
aprofundada pelo ja mencionado matematico ingles — segundo a qual todo pro-
cesso algoritmico que possa ser realizado na natureza pode ser descrito por uma
Maquina de Turing (Shapiro, 1990).

Desde a invencao do transistor por Bardeen, Brattain e Shockley em 1948, um
grande progresso foi observado no desenvolvimento dos computadores (Tanenbaum,
2001). Estes tornavam-se cada vez menores e mais velozes. Gordon Moore, em
1965, estabeleceu uma lei segundo a qual o nimero de transistores por unidade
de area — e consequentemente, o poder de processamento dos computadores —
dobraria aproximadamente a cada dois anos (Moore e Russell, 2002). Esta lei
ficou conhecida como lei de Moore, e de fato conseguiu prever razoavelmente a
evolucao dos computadores até o presente. No entanto, para que a lei de Moore
seja valida, faz-se necessaria uma constante miniaturizacao dos componentes dos
computadores. Naturalmente, chegard o dia em que os componentes alcangarao
o limite de indivisibilidade da matéria, e a lei de Moore deixara de ser valida.
Mesmo antes disso, surgirao problemas quando os componentes dos computadores
forem se aproximando de dimensoes atomicas, devido ao aparecimento de efeitos
quanticos. A fim de vencer o obstdculo imposto pela natureza, e dar continuidade
ao avanco dos computadores, existem ao menos duas possibilidades. Uma delas
envolve o aperfeicoamento da propria computacao cldssica, como a introducao
de modificagoes na arquitetura dos computadores ou a utilizacao de computacao
paralela, por exemplo. A outra possibilidade consiste na utilizacao daquilo que,
inicialmente, parecia o grande obstdculo: os efeitos quanticos da matéria. As duas
alternativas representam grandes desafios da ciéncia da computacao na atualidade,
e neste trabalho iremos nos concentrar na segunda.

De fato, a teoria da computacao nao pode ser totalmente separada da fisica.

Essa afirmacao torna-se bastante clara através de Landauer, que em 1961 publi-
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cou um importante trabalho onde é feito um estudo da relagao entre consumo de
energia e computacao. Segundo Landauer, a energia dissipada por um computador
quando este apaga um unico bit de informacao é maior ou igual a kg7 In2, onde
kp € a constante de Boltzmann e T' é a temperatura do ambiente do computador
(Landauer, 1961). Outro resultado notavel na fisica da computacao foi o artigo
de Bennett (1973), onde é demonstrada a possibilidade de realizacao de opera-
¢Oes computacionais reversiveis. Como consequéncia deste trabalho, tem-se que é
possivel realizar operagoes computacionais sem dissipagao de energia.

A partir da década de 1980 surgiram alguns trabalhos muito importantes para
a computacao quantica. Uma contribuicao importante foi o conceito de Maquina
de Turing quantica, desenvolvido por Benioff (1980), e posteriormente aprofundado
por Deutsch (1985), Yao (1993) e Bernstein e Vazirani (1997). Destaca-se também
o artigo de Feynman (1982), onde este fisico norte-americano argumentava que a
simulagao de sistemas fisicos quanticos por Maquinas de Turing seria um problema
de complexidade exponencial, e que para simular eficientemente sistemas quanti-
cos, seria necessario construir um computador baseado nos mesmos principios da
mecanica quantica. O trabalho desenvolvido independentemente por Manin (1980)
também trazia conclusoes semelhantes. Em 1989 o modelo de circuitos quanticos
foi desenvolvido por Deutsch, e em 1993 foi aprofundado por Yao (Deutsch, 1989;
Yao, 1993). Posteriormente, Barenco et al. (1995) demonstraram a universalidade
das portas CNOT e portas atuando em um g-bit.

Para se melhor compreender as motivagoes da computagao quantica, é in-
teressante fazer uma breve digressao sobre a tese de Church-Turing. Sua versao
forte dizia que qualquer processo algoritmico da natureza pode ser simulado efi-
cientemente por uma Maquina de Turing. A tese de Church-Turing normal-
mente é aceita sem muita hesitacao, porém a sua versao forte ja foi desafiada pela
existéncia de algoritmos probabilisticos que nao parecem ter solugao eficiente em

Miquinas de Turing deterministicas? . Uma safda paliativa seria modificar a ver-

2 Segundo Nielsen e Chuang (2000), o primeiro destes algoritmos foi o teste de primalidade
desenvolvido por Solovay e Strassen (1977).

121



sao forte, passando a dizer que qualquer processo algoritmico da natureza pode
ser simulado eficientemente por uma Maquina de Turing probabilistica. No en-
tanto, dentro deste contexto, uma questao levantada pelo fisico David Deutsch é
se existe um modelo computacional, baseado nas leis da fisica, com o qual seja
possivel estabelecer uma versao ainda mais forte da tese de Church-Turing. Este
modelo computacional deveria ser capaz de simular eficientemente um sistema
fisico arbitrario. Feynman (1982), em um artigo seminal, j4 argumentava que
a simulacao de sistemas quanticos de n particulas por equipamentos classicos é
um problema aparentemente de complexidade exponencial. Em outras palavras,
sistemas fisicos quanticos parecem nao obedecer a versao forte da tese de Church-
Turing. Portanto, esse mesmos sistemas quanticos, se utilizados como dispositivos
computacionais, talvez possam ser mais eficientes que dispositivos computacionais
classicos.

Ja em 1985, Deutsch utilizou a teoria da mecanica quantica e conseguiu de-
senvolver um algoritmo quantico mais rapido que qualquer algoritmo possivel de
ser implementado em um computador classico (Deutsch, 1985). Para uma fun-
cao f(z) : {0,1} — {0,1} o algoritmo de Deutsch verifica se f(0) = f(1) ou
f(0) # f(1), avaliando f(z) apenas uma vez. O algoritmo de Deutsch nao possui
nenhuma aplicagao pratica. No entanto, varios pesquisadores conseguiram resolver
eficientemente, utilizando o formalismo da mecanica quantica, alguns problemas
computacionais de grande importancia que nao possuem solucao eficiente conhe-
cida em Méquinas de Turing — mesmo probabilisticas. Shor (1994) desenvolveu
algoritmos para fatoracao de inteiros grandes e calculo de logaritmo discreto, uti-
lizando para isso um algoritmo para calculo de DFT em computadores quanticos,
eficiente quando N é menor que log N, onde N é a quantidade de elementos do
vetor a ser transformado. No mesmo ano, motivado pelo trabalho de Shor, Cop-
persmith (1994) desenvolveu uma versao quantica da FFT quando N é poténcia
de dois. Esta importante sub-rotina quantica é a QFT. A mesma sub-rotina foi

desenvolvida independentemente por Cleve (1994), através de uma abordagem re-
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cursiva.

Kitaev (1995) utiliza a QFT para calcular ordem de elementos de um grupo.
Simon (1997) desenvolveu um algoritmo quantico para resolver uma instancia do
Problema do Subgrupo Escondido (HSP? ), quando G = Z%. H4 ainda resultados
mais recentes em algoritmos para Teoria de Grupos como, por exemplo, o trabalho
de Hallgren et al. (2000), onde se apresenta uma solu¢cao do HSP para um sub-
grupo normal através da QFT, e os trabalhos de Mosca (1999); Watrous (2001);
Cheung e Mosca (2001) e de Ivanyos et al. (2003) onde se discutem problemas
como decomposicao de grupos Abelianos e calculo de ordem de grupos soluveis.

Todos os algoritmos mencionados nos paragrafos anteriores, que apresentam
ganho exponencial de complexidade em relagao aos algoritmos classicos, utilizam a
QFT. A transformada de Fourier quantica ainda foi utilizada no desenvolvimento
de um algoritmo para soma, sem no entanto alcancar ganho exponencial de comple-
xidade em relagao ao algoritmo cldssico (Draper, 2000; Draper et al., 2004). Como
j& mencionado neste trabalho, Grover (1996) desenvolveu um algoritmo quantico
para busca em listas nao-ordenadas com ganho quadréatico em relacao ao melhor
algoritmo classico.

Desta forma, a presenca de efeitos quanticos nos computadores pode nao ser
um problema. Ao contrario, pode ser a oportunidade de desenvolver um modelo
computacional muito mais eficiente que os atuais baseados na mecanica Newtoni-

alna.

3 Hidden Subgroup Problem. Dado um grupo G, por meio de um conjunto gerador, o HSP
consiste em encontrar os geradores de um subgrupo H. Para isso, utiliza-se uma funcao, chamada
ordculo, que diz se um elemento em G também pertence a H ou a um coset de H (Lomont, 2004).
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Apéendice B
Analise do algoritmo abstrato de busca

Neste apéndice, apresentamos uma andlise do algoritmo abstrato de busca,
tendo como principal referéncia o artigo de Tulsi (2008). No algoritmo abstrato de
busca aplica-se o operador Uy = U - R, repetidas vezes sobre o estado |¥g), que é o
unico autovetor de U associado ao autovalor 1. Aqui, U é um operador real e R; é
um operador de reflexdo sobre o estado alvo, |t). Podemos encontrar propriedades
importantes da caminhada modificada, U4, por meio da decomposicao espectral
de U e dos coeficientes da expansao de [t) na base de autovetores de U.

Como U é uma matriz unitaria real, seus autovalores diferentes de +1 exis-
tem em pares de complexos conjugados, e*. O autovalor correspondente ao au-
tovalor 1, ou seja, @ = 0, é o estado diagonal, que iremos denotar por |®g). Os
autovetores correspondentes ao autovalor —1, ou seja, # = 7, sao denotados por
|®,). Os autovetores correspondentes aos autovalores e diferentes de 41, sao

denotados por |<I>;t> Portanto, como U é uma matriz unitaria real, temos

Ul®;)=e"|d]),

Ule;)" =e™[@)", (B.1)

e portanto,

o) = |of).

Sejam ag = (Polt), aj»E = <<I>]i]t> e ap = (Px|t) os coeficientes do estado

procurado [t) na base de autovetores de U. Como [t) é real, temos que a; = (a; ).

Além disso, a menos de uma fase global, pode-se escolher ‘q)ji> de modo que
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af = a; = a;. Também é possivel escolher [¥g) e [¥) de modo que ag, ay sejam

reais. Entao,
[t) = ao [@o) + > a;(|OF) + [27)) + ) ax|Dy) . (B.2)
J k

Para um ntimero real \, definimos o vetor nao-unitario |w,), cuja expansao na
base de autovetores de U é dada por (®;|wy) = a;F5\(6;), em que Fy(6;) = cot (25%).

Existem algumas propriedades importantes, que serao utilizadas mais adiante:

(=1 +iFy(0)) = e*1+iF\(0)), (B.3)
F(0) + Fy(-0) = 1A (B.4)
F(0) = cot ), (B.5)
Fa(r) = —tan%. (B.6)

As demonstracoes dessas propriedades serao omitidas neste trabalho, porém elas

podem ser encontradas no artigo de Ambainis et al. (2005).

Proposicao B.1. O vetor |wy) € ortogonal a |t) se e somente se o vetor (nao-
normalizado) |\) = [t) + i|wy) € um autovetor do operador Uy = U - Ry com

autovalor ™.

Demonstracao. Primeiramente, notamos que

(Do A) = (Puft) + i (Pi|wn)
= + z'alFA(Hl)

Também podemos notar que R; |\) = — [t) + i |w;), se e somente se |wy) L |t), pois
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nesse caso R; nao altera |wy). Assim, temos,

(D Re|A) = —(Pylt) + i{Pyfwy)
= —q + i&lFA(Ql)

:al(—l—i—iF)\(@l)), (BS)
se e somente se |wy) L |t). Como |P;) sdo autovetores de U, temos

(DU - Re|A) = €™ (Pi| Re| A)

= a;e" (=1 4+ iF\(6))). (B.9)
Usando as propriedades mencionadas anteriormente neste apéndice, temos

(DU - Ry N) = are™(1 +iF\(6)))

= e™MD|N). (B.10)

Como a equagdo anterior vale para todo vetor |®;) da base, segue-se que |\) é
autovetor de Uy = U - R;, com autovalor associado €™, se e somente se |wy) é

ortogonal a |t). O

Verifica-se facilmente que a condigao de |wy) ser ortogonal a [t) é equivalente

a Y, aiF\(6;) = 0. Expandindo esse somatério e usando a Equagao (B.4), temos

aOF)\ 90 —I—ZCLQF)\ )+a F>\ +ZakF,\ Qk
J
2a sin A

A —
aocot +Z—cos€ —COS)\+ZakCOt

Too (B.11)
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Portanto, a condigao é equivalente a

Y 2a2 sin A Y
2 j 2

o=y — 21—+ ajtan=
o 0 2 - cos A — cos 0, - W 8L112

, Cot % Za? , tan %
CLO R — - < + k . bl
sin A Z cos A — cos 0, sin A
J

(B.12)

em que A, = /Y, ai. Note que A ¢é a projecao do estado |t) sobre o autoespago
de U associado ao autovalor —1. E fécil verificar que a Equacio (B.12) também é
valida para —A.

Seja O, 0 menor angulo dentre os §;. Ambainis et al. (2005) demonstraram
2
+ia

que a Equacao (B.12) tem exatamente duas solugdes, A = +q;, tais que |a| <

Como veremos mais adiante, os autovetores correspondentes aos autovalores e
geram de modo aproximado o vetor |®g) e, portanto, a iteragdo de Uy sobre |®g)
pode ser analisada considerando-se somente estes autovetores.

Tipicamente, 6,,;, ¢ muito pequeno, de modo que o também é muito pequeno.
Avaliando a Equagao (B.12) em « obtemos

2 2 A2

ag aj; k

— = E _  F B.1
(B.13)

cos o — cos 0; 4

Como mostrado no artigo de Ambainis et al. (2005),

2 2

4 i
= B.14
ZCOSOC_COSQJ‘ @<Zl—cosej)’ (B-14)

de modo que

Qo
a=0
2
Z,L_A_i
Jj 1—cosb; 4

Agora, sejam |+a) = |t) + i |w+,) autovetores nao-normalizados de Uy cor-

(B.15)

respondendo aos autovalores e*®. Seja |a;) = |a) — |—a) = i(Jwa) — |w_a)) um
estado nao-normalizado e seja |a~) = |ay, ) /|| |ay,) || 0 estado normalizado corres-

pondente.
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Proposicao B.2. O estado inicial |Pg) € gerado pelos autovetores |ta).

Demonstragao. Vamos calcular a sobreposicao de |®y) com o vetor |a~). Os coe-

ficientes da expansao de «, na base de autovetores de U sao dados por

[(@i]a, )] = (Pr|wa) = (Prw-a)

= al(Fa<(91> — F,a(el)). (B16)
Fazendo [ = 0 na equagao acima, obtemos

[(Pola,)| = ao(Fa(0) = Fa(0))

= ap(cot ot _a)

2 2
— 24, cot % (B.17)
Bl
Um vez que [(®gla™)| = %, resta-nos somente limitar || |, ) || para que

possamos limitar |(®o|a~)|. Temos que

Hae) = > K@ilag)?

_ \/Z ay(Fa(0)) — F_o(6))]2. (B.18)

No somatorio em [, o termo Ty correspondente a [ = 0 é

e (aj) ' (B.19)
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Calculando os termos do somatorio correspondentes a [ € k, temos

[(@rlay,)] = (Phlwa) — (Prlw-a)
= ax(Fo(m) — FLa(T))

= —2qy, tan %. (B.20)
Portanto, o termo T} do somatorio, correspondente a [ € k, é
Tp = > [(Dilay )|
k

2
= 4 tan® % (Z ak>
k

=0 (4a?). (B.21)

Finalmente, o termo 7 do somatério, correspondente a [ € j, foi calculado por

Ambainis et al. (2005), que encontraram

2

T,=0 <a2 EJ: d#m) , (B.22)

Além disso, no caso da busca espacial, eles mostraram que Ty é muito maior que

T; e T), quando N ¢é grande. Portanto, como || |o,) || = +/To + 1 + Tk, temos que

_ VI

| e ) |
g LT
2T,

[{Pola)|

(B.23)

Mais explicitamente,

a? 1 Aja
I VR A S NP 2 B.24
[(Pola™)| = @(a zj:ag(l—cosﬁj)Q) @( ag ) 2

Logo, o estado inicial do algoritmo, |®¢), é muito préximo de |a™) = ¢(|a) —|—a)),

em que c é o fator de normalizacao. O
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Como |£a) sdo autovetores de Uy associados a autovalores e, temos que
Ul la™) = c(e |a) —e " |—a)). Apés T = {%—‘ iteragoes de U4, chega-se perto
do estado |at) = ¢(|a) +|—a)). Para finalizar a andlise, mostraremos que o estado
|a™) é uma boa aproximagao para o elemento procurado.

Seja |a;) um estado nado-normalizado. Podemos normaliza-lo fazendo |o,f) =
o) |{tlea)|

e I Heaf) |

o Como |af) = 2[t) + i(Jwa) + |w-a)) €
|wia) s@0 ortogonais a |t), temos |(t|a

e portanto |(tlat)| =

X
| = 2. Também temos que

Hom ) 17 = 112 [£) + i(lwa) + lw—a))II*

=4+ | |lwa) + lw—a) I (B.25)

A expansao do vetor |w,) + |w_,) na base de autovetores de U é dada por

(D] (|wa) + |wa)) = ai(EFa(6)) + F-o(6:)), e portanto,
Hwa) + lw-a) [I* = Z |ar(Fa(61) + F-a(60))]". (B.26)

Os temos correspondentes a | € {0, k} desaparecem. J4 os termos correspondentes

a |l € 7 somam
| |wa) + lw_a) I* = (Za cot? j) (B.27)

conforme calculado por Ambainis et al. (2005).

Substituindo este resultado na Equagao (B.25), obtemos

N|=

[(t|a™)| = (1 +6 <Z a2 cot” %)) . (B.28)

Quando o valor do somatério é grande em comparagao com 1, obtemos

1
|(tja™)| = © | min 1] ]. (B.29)

\/ 2o, @ CotQZ]7

Portanto, o estado final do algoritmo, |a™), é uma boa aproximagao para
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o elemento procurado. Assim, completamos a andlise do algoritmo abstrato de
busca.

Isto implica em m reptigoes (em média) do algoritmo para encontrar o
estado buscado com probabilidade O(1). Junto com a Equacao (B.15), isto implica
que a ordem do algoritmo de busca é é . W e sua dependéncia com N pode
ser calculada a partir do conhecimento do problema de autovalores do operador U

nao-modificado. Este formalismo, assim, se torna uma ferramenta poderosa para

a analise de novos algoritmos de busca espacial.
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Apéndice C

Simulador QWalk: instalacao e

comandos adicionais

A instalagao do simulador QWalk em ambiente Linux (ou semelhantes) é
bastante simples. Basta descarregar o cédigo-fonte em http://qubit.lncc.br/qualk,
descompacta-lo em qualquer diretério, entrar no diretério src e finalmente usar o
comando make para compilar o cédigo. O cédigo-fonte do simulador também foi
compilado com sucesso no sistema operacional Microsoft Windows, usando o com-
pilador Dev-C++ 4.9.9.2, que pode ser descarregado gratuitamente na Internet, no
sitio http://www.bloodshed.net. Usando o comando make doc é possivel gerar uma
listagem do codigo-fonte dentro do diretorio doc. Informagoes detalhadas de como
compilar o simulador, assim como versoes pre-compiladas do mesmo, também es-
tao disponiveis no web-site. Juntamente com os arquivos descarregados, o usuario
que possua conhecimento em programacgao C também encontra informagoes sobre
como mudar o cédigo-fonte.

Como vimos na Secao 5.1, o simulador QWalk consiste de trés ferramentas:
qwld simula caminhadas quanticas em malhas unidimensionais; qw2d, em malhas
bidimensionais; e qwamplify melhora a visualizacao dos graficos gerados por qu2d,
amplificando algumas regioes. Para usar o qwld ou o qw2d é necessario escrever
um arquivo de entrada em qualquer editor de texto ASCII — sem formatacao. Esse
arquivo de entrada consiste de palavras-chave que definem as opcoes de simulacao.

A maioria das palavras-chave importantes foram explicadas através dos exemplos
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da Secao 5.1. As demais, sao explicadas neste apéndice.

Apoés criar um arquivo de entrada — digamos que ele se chame file.in —
basta que se digite quw2d file.in ou qwlid file.in no prompt de comando do sistema
operacional utilizado, dependendo se a simulagao é referente a uma caminhada
unidimensional ou bidimensional. Convém ressaltar que usuarios do sistema ope-
racional Windows também devem executar o programa a partir do prompt de co-
mando, ja que um duplo-clique no nome do executavel nao faz abrir uma interface
grafica.

Os resultados da simulagao ficam armazenados em alguns arquivos de saida.
Iremos citar os arquivos gerados pela simulacao de caminhadas bidimensionais
(usando qw2d), mas o usudrio deve ter em mente que o conjunto de arquivos
gerados para simulagoes unidimensionais é menor.

O arquivo de saida file.dat contém a distribuicao de probabilidades final. O
arquivo de saida file-wave.dat contém as amplitudes complexas da funcao de onda
no final da simulagao. O arquivo de saida file-pb.dat contém a distribuicao estaci-
onaria aproximada, quando esta é requisitada. O arquivo de saida file-screen.dat
contém os dados observados no anteparo, quando este tipo de simulacao é requisi-
tado. O arquivo de saida file.sta contém certas estatisticas como variancia, desvio
padrao, média e a variagao total da distancia para uma distribuigao estacionaria
aproximada e para a distribuicao uniforme. O arquivo de saida file.plt é um script
do gnuplot. Os arquivos postscript que ele gera dependem das opgoes usadas.
Tipicamente esses arquivos sao: file-3d.eps, o grafico 3D; file-2d.eps, o grafico de
contorno; file-screen.eps, o padrao observado no anteparo; file-pb.eps, o grafico da
distribuicao estaciondria aproximada. Graficos adicionais podem ser gerados por
usuarios que possuam algum conhecimento em gnuplot ou em alguma ferramenta
semelhante.

O simulador QWalk possui algumas opgoes que nao foram usadas nos exem-
plos citados na Secao 5.1. Passamos a descrevé-las neste apéndice. A palavra-chave

CHECK faz com que testes de consisténcia sejam efetuados ao longo da simulacao.
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Uma sub-opcao é esperada apods essa palavra-chave: a sub-opc¢ao STATEPROB de-
clara que a unitariedade do estado deve ser verificada apds cada passo da simulacao;
e a sub-opcao SYMMETRY, a simetria da distribuicao de probabilidades deve ser veri-
ficada. Evidentemente, esta sub-opcao somente deve ser usada quando ha suspeita
da simetria da distribuicao de probabilidades a priori, a fim de confirmar ou des-
cartar essa suspeita. Nas simulagoes bidimensionais, podemos selecionar dois tipos
de verificacao de simetria. A sub-op¢ao XSYMMETRY verifica se hd simetria em torno
do eixo z, ou seja, verifica se a probabilidade no sitio (z,y) é a mesma probabili-
dade do sitio (—z,y), para todo z, y na malha. Analogamente, temos as sub-opgao
YSYMMETRY.

A fim de definir uma moeda genérica, precisamos ter o comando COIN CUSTOM
na secao principal do arquivo de entrada, além da descricao da moeda em uma secao
separada do mesmo arquivo. Essa secao deve ser delimitada pelas palavras-chave
BEGINCOIN e ENDCOIN, e precisa conter todas as entradas da matriz da moeda,
da esquerda para a direita e de cima para baixo, com partes real e imagindria

separadas por um espago em branco. Por exemplo, o cédigo
BEGINCOIN

0.707106781186 0.0
0.0 0.707106781186
0.0 0.707106781186
0.707106781186 0.0

ENDCOIN

define, em caminhadas unidimensionais, a moeda

Em simulagoes bidimensionais a descricao da moeda é analoga.
A fim de definir um estado genérico, precisamos ter o comando STATE CUSTOM
na secao principal do arquivo de entrada, além da descri¢cao do estado em uma se¢ao

separada do mesmo arquivo. Essa secao deve ser delimitada pelas palavras-chave
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BEGINSTATE e ENDSTATE, e precisa conter todas as amplitudes diferentes de zero do
estado inicial, com partes real e imaginaria separadas por um espaco em branco.
Em simulag¢oes unidimensionais, cada uma destas amplitudes precisa ser precedida
por dois inteiros: o primeiro indicando a moeda e o segundo indicando a posi¢ao

do caminhante. Por exemplo, o cédigo

BEGINSTATE
100.01.0

ENDSTATE

define, em caminhadas unidimensionais, o estado inicial |¥y) = |1) [0). Em cami-
nhadas bidimensionais a descricao do estado é analoga, exceto por requerer dois
inteiros para a moeda e dois inteiros para a posicao do caminhante.

A palavra-chave SEED define manualmente uma semente para o gerador de
numeros aleatorios. Por padrao, o simulador define essa semente a partir do relégio
do sistema e geralmente o usuario nao deve alteré-la.

O comando AFTERMEASURE define o nimero de iteragoes que serao executadas
apos um resultado de medicao nao-trivial, ou seja, apos o resultado de uma medicao
colapsar o estado para um detector em vez de seu complemento.

A palavra-chave LATTEXTRA é usada raramente. Ela define um espaco adici-
onal reservado para a malha a fim de evitar acesso a regides invalidas de meméria
durante a simulacao. Seu valor padrao é 1 e normalmente este valor nao deve ser
alterado pelo usudrio. Quando este comando é usado juntamente com LATTSIZE
e STEPS, existe uma ordem que deve ser respeitada: primeiro LATTEXTRA, depois
STEPS e finalmente LATTSIZE. O uso da palavra-chave LATTEXTRA pode ocasionar
a geracao de scripts de gnuplot ruins. Nesse caso, o usuario deve fazer pequenas
correcoes ao script, fornecendo ranges e tics adequados.

Na Tabela C.1, temos um resumo de todos os comandos permitidos pelo

QWalk, tanto para malhas unidimensionais como bidimensionais.
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Tabela C.1: Comandos do QWalk

Comando ‘ Sub-opc¢oes ‘ qwld ‘ qw2d
AFTERMEASURE sim sim
BEGINBL/ENDBL LINE nao sim
POINT nao sim
BEGINCOIN/ENDCOIN sim sim
BEGINSTATE/ENDSTATE sim sim
BLPERMANENT nao sim
BLPROB sim sim
CHECK STATEPROB sim sim
SYMMETRY sim nao
XSYMMETRY | nao sim
YSYMMETRY | nao sim
COIN CUSTOM sim sim
FOURIER nao sim
GROVER nao sim
HADAMARD sim sim
DETECTORS sim sim
DTPROB sim sim
EXPERIMENTS sim sim
LATTEXTRA sim sim
LATTYPE CYCLE sim sim
DIAGONAL nao sim
LINE sim nao
NATURAL nao sim
SEGMENT sim nao
MIXTIME sim sim
SCREEN nao sim
SEED sim sim
STATE CUSTOM sim sim
FOURIER nao sim
GROVER nao sim
HADAMARD sim sim
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