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Um Computador Quantico Universal é capaz de efetuar qualquer calculo que qualquer
Maquina de Turing classica possa efetuar. Entretanto, a Mecanica Quantica ortodoxa é
descrita a partir de sistemas isolados. Portanto, a descricao de Computadores Quanticos é
feita a partir de transformacoes lineares e reversiveis. A interacao do meio ambiente tende
a eliminar efeitos quanticos como a superposicao de estados. Contudo, nenhum sistema
na natureza é de fato isolado. Assim, ruidos, dissipagoes e erros sao “inevitaveis” para
quaisquer procedimentos que manipulem informacao com quaisquer recursos naturais. O
formalismo conhecido por Operagao Quantica (OQ) é usado para descrever sistemas quan-
ticos abertos. A partir desse formato pode-se evidenciar operacoes e ruidos caracteristicos
de processos computacionais. Para mostrar a eficicia de OQ’s, aplicamos o formalismo
no modelo quantico-biolégico de Frohlich. A partir dessa caracterizagao construimos uma
ponte entre Computacao Quantica e processos biolégicos. Essa ponte pode revelar pro-
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Capitulo 1

Introducao

A definicao formal de computacao é atribuida a Alan Turing. Em 1936, num
famoso artigo “On Computable Numbers, with an application to the Entscheidungsprob-
lem”, Turing descreveu um procedimento abstrato que correspondia a um Sistema Formal
automatico [1,2]. Esse procedimento fornece um conjunto de definicoes, na forma de tabela
de instrugoes, para estipular e manipular os estdgios de uma méquina. Por isso esse proced-
imento é chamado de Maquina de Turing (MT). Uma Maquina de Turing Universal (MTU)
¢é o procedimento que inclui o repertério de todas as Maquinas de Turing possiveis. A MTU
estipula a classe de fungoes que poderiam ser computaveis, ou expressas na forma de um
algoritmo. Essas funcoes sao ditas funcoes Turing-computaveis ou fungoes algoritmizaveis
[1,3,4].

A proposicao do critério de processamento de informacao, proposto por Turing,

levou a construcao de maquinas reais. Estas maquinas sao objetos fisicos que utilizam



recursos fisicos para simular o comportamento logico da MT. Assim, existe uma equivalén-
cia entre certos objetos fisicos, que simulam as operacoes booleanas, e as portas logicas
abstratas em si [5]. Dessa equivaléncia surge uma proposigao, inerente ao formalismo, de
ulitilizacao de recursos classicos da natureza.

Um processo computacional pode ser sumarizado como um conjunto de entradas,
que corresponde aos estados iniciais da MT, que evoluem por passos finitos para estados
intermediarios até que um conjunto de saida especifico seja encontrado. Se cada estado
da maquina corresponde a um tipo de informacao, entao podemos dizer que a MT ¢é um
critério bem estabelecido para manipular informagao. A disposi¢ao de cada entrada (e de
cada saida) define uma informagao com respeito a fungao que se esta calculando [6,7].

Observando o comportamento de simulacao de processos quanticos, Richard Feyn-
man em 1982, foi o primeiro a conjecturar sobre a possibilidade de se utilizar recursos
quanticos para efetuar computacao [8]. Feynman verificou que a simulacdo de objetos
quanticos era uma tarefa intratavel' para computadores utilizando recursos cléssicos. Ele
conjecturou um simulador quantico que, através de um conjunto integrado de spins inter-
agindo entre si, poderia reproduzir as propriedades mecanicas de qualquer ambiente a ser
simulado [9,10].

Em 1985 David Deutsch provou a existéncia de um Computador Quantico Universal
(CQU). Um CQU é capaz de efetuar qualquer célculo que qualquer MT possa efetuar e de

forma tratével [3]. David Deutsch reivindica ainda que processos computacionais, assim

!Tarefas ou funcoes intrataveis sao aquelas que o tempo de computacio cresce pelo menos exponencial-
mente quando o tamanho da entrada cresce linearmente.



como computadores em si, sao processos da natureza e que portanto uma manipulacao
universal de informagao depende nao apenas de critérios abstratos mas do que também a
natureza permite ser manipulado [3,5].

Uma Computagao Quantica (CQ) funciona exatamente nos moldes descritos por
Turing. No entanto, a CQ utiliza efeitos quanticos para manipular a informacao. A prin-
cipal caracteristica da CQ é o uso do efeito de interferéncia e de emaranhamento quantico
3,5,7,8,10].

A grande questao é que qualquer sistema quantico, incluindo computadores quan-
ticos, em geral sao descritos como sistemas isolados (Apéndice A) [7,8]. Efeitos quanticos,
como superposicao de estados, sao “sensiveis” a interagoes com o ambiente. Estas, tendem
a desaparecer conforme o tipo de acoplamento entre o sistema principal e o ambiente.

O efeito mais importante presente na intereragao de sistemas quanticos e o meio
ambiente é a descoeréncia. Descoeréncia é um fendmeno de emaranhamento entre o am-
biente e o sistema principal. Este emaranhamento gera uma interferéncia entre as fases
relativas da funcao de onda do sistema principal e do ambiente. Devido ao elevado grau
de liberdade que o ambiente possui, surge uma interferéncia aleatoria entre os muito es-
tados do ambiente com o sistema principal [8,10-12]. Esse efeito se reflete diretamente na
sustentacao das superposicoes dos estados quanticos como sera visto no topico “Canal de
Amortecimento-de-Fase” do Capitulo 3.

Qualquer processamento de informacao, quantico ou classico, terd maior dificul-

dade de realizacao se estiver num sistema aberto. Uma computacao a sistema aberto insere



inevitavelmente erros e perda de informacao. Em contrapartida, nenhum sistema na na-
tureza é de fato isolado. Assim, ruidos, dissipacoes e erros sao inevitaveis para qualquer
procedimento que manipule informacao com quaisquer recursos naturais. Desta forma,
faz-se inteiramante necessario a descri¢ao formal de um sistema computacional interagindo
com o ambiente. Isso, para que se possa entender, evitar (ou controlar) os efeitos do meio
sobre o processamento de informagao que o sistema realiza [8,13].

A primeira parte dessa abordagem é quanto a definicao e representacao de infor-
macao utilizando-se recursos quanticos. Com essas defini¢oes, sumarizamos a Teoria Quan-
tica da Computagcao introduzindo os conceitos e relagoes mais importantes [4,8,13,14]. A se-
gunda parte é uma revisao detalhada do formalismo chamado Operagoes Quanticas (OQ’s).
Através desse formalismo é possivel descrever a grande maioria dos sistemas quanticos in-
teragentes com o ambiente num formato de tempo discreto. A partir desse formato pode-se
evidénciar operacoes e ruidos caracteristicos de processos computacionais. OQ’s sao uma
ferramenta extramente importante pois, em sua abordagem, deixa explicito o sistema prin-
cipal, revelando propriedades escondidas [8,13-17]. A terceira parte é quanto a possibilidade
do tratamento de sistemas bioldgicos (que sao sistemas abertos) sobre o ponto de vista, nao
apenas quantico, mas também computacional. Herbert Frohlich desenvolveu um modelo
teodrico de sistemas bioldgicos enfocando algumas das propriedades fisicas elétro-oscilatorias
desses sistemas. O que ele conseguiu foi mostrar que, aproximando tais bio-sistemas por
osciladores harmonicos acoplados com o ambiente, é possivel haver efeitos quanticos nos

mesmos [18,19].



A ponte com a computacao é dada através da descricao das relagoes e interacoes
fisicas discretas e bem definidas. Além disso, essas interacgoes fisicas devem, ao final, fazer
correspondéncia a algum tipo de processamento de informagao (dadas as defini¢oes prévias
dos tipos possiveis de representagao de informagao nesse contexto). Essa correspondéncia

é totalmente possivel através do formalismo de Operacoes Quanticas.



Capitulo 2

Informacao e Computacao Quantica

Para se falar de computacdo é conveniente introduzir alguns conceitos basicos sobre
informagdo. A defini¢do formal de informagao classica é atribuida a C. E. Shannon [20]. A
definicao de Shannon quantifica o quanto podemos obter de informacao, em média, de uma
variavel aleatéria X, quando aprendemos sobre o valor de X. Por essa razao essa definicao

é também chamada de Entropia de Shannon, pois mede a incerteza que X carrega [8,13]:

(1(X)) = U(p(x1) .p(2n))) = = Zp(xi) log p(x:), (2.1)

tal que p(xy) representa a probabilidade da variavel X assumir o valor xj e onde o logaritmo
é tomado na base dois. Essa definicao de informacao aparentemente nao mostra uma
correspondéncia direta com o mundo fisico. No entanto, quaisquer eventos que ocorram na
natureza sao mediados por interacoes fisicas e por objetos fisicos. Cada parte da natureza

carrega informacao, e inversamente, para cada tipo de informagao deve existir algum objeto



fisico para representé-la. Essa afirmativa pode ser verificada a partir da relagao [12,21,22]:
Sp=klnQ=—kN (> PInP | = —kNn(2)S, (2.2)

onde Sy é a entropia fisica de Boltzman (Apéndice A), Sy = (I) é a entropia de Shannon,
k é a constante de Boltzman, €2 é a medida da probabilidade de ocorrer um certo estado
termodinamico, N a quantidade de entidades fisicas do sistema e P; é a probabilidade
de ocorrer um certo estado termodinamico definida por P, = 1\}1_1%0 N;/N. O termo € é
dado pela distribuicao do nimero total de micro estados correspondentes a um dado macro
estado.

Da relagao (2.2) pode-se deduzir que o conceito de informacao e a entropia fisica
descrevem o mesmo processo na natureza [21]. Essa expressao, portanto, corrobora com o
enunciado de que o mundo fisico é informacao e informacao é, em certo sentido, fisica !

Portanto, temos uma maneira de tratar e relacionar informagao com recursos fisicos.
A questao entao é como representar e processar informagcao utilizando recursos quanticos.
Os efeitos de superposicao e correlagao quantica podem proporcionar uma nova perspectiva
no que se refere ao processamento de informacao. Essa é a motivacao chave da computacao
quantica.

Os primeiros grandes resultados foram proporcionados por algoritmos usando ferra-

mentas unicamente quanticas. P. Shor demonstrou que um sistema fisico utilizando recursos

'Uma anélise mais cautelosa sobre o conceito de informacao pode revelar certos rumores mais funda-
mentais e filoséficos. Um primeiro ponto é que podemos assumir que o mundo existe objetivamente, mas
uma informacgao sé existe se houver algum sistema que assimile essa informagao, processe-a e reaja a partir
dela. O conceito de informagao carrega inerentemente uma certa subjetividade ou a necessidade de uma
semantica.



quanticos pode, em principio, fatorar nimeros de maneira tratével [6]. Um pouco depois
L. Grover desenvolveu um algoritmo quantico de busca em banco de dados no qual reduz

quadraticamente a busca quando comparado com o tempo de computagao cléssico [7,23].

2.1 Representacao Quantica de Informacao

Dentro da Teoria de Informacao, a unidade de informagcao classica é o bit, no
qual é definido em dois valores {0,1}. Na informacao quéantica a unidade de informacao
faz referéncia aos bits classicos e aos estados quanticos associados, sendo chamados de
“quantum bits” ou qubits®.

Um qubit mora num espago de Hilbert bidimensional [24]. A base ortonormal para
os vetores deste espago é dada por {]0),[1)}. O estado mais geral de um qubit pode ser,

portanto escrito na forma® [8,7,13,25,]

) = al0) + 3[1)
X . . (2.3)
= ) +5 = ,
0 1 15}

onde « e 3 sao nimeros complexos que satisfazem a relagao de completeza |a|* + |5]? = 1.
Essa expressao mostra a propriedade de conservagao de probabilidade. Portanto, um qubit,
no estado geral, possui probabilidade |a|? de assumir o valor légico “0” e |3|*> de tomar o

valor l6gico “1”7 [8,11,13].

25 importante dizer que este é um formato inteiramente matematico. Fisicamente um qubit pode ser
pensado como qualquer sistema quantico representando dois niveis. Nessa classe inclui-se spins, fétons,
niveis de energia, etc.

3 Aqui é usada a notacdo de Dirac para a representacio dos vetores de estado e dos operadores quanticos
[8,11,13].



Como obviamente valem as relagoes quanticas, qualquer medida sobre |¢) destruird
a superposicao, exceto para a = 0 ou § = 0. Se o valor de um qubit é desconhecido,
entao nao existe nenhum procedimento que revele os valores de v e 3. Porém, se o qubit
estiver num estado conhecido pode-se controlé-lo, por meio de transformacgoes unitarias,
sem destruir a superposicao, de modo a leva-lo para um estado final desejado. Este é
procedimento chave para se fazer computagao quantica [11,13].

Uma segunda alternativa, extremamente ttil, para a representacao de informagao
quantica é a forma de operador densidade ou matriz densidade*. Operadores densidade sao
um formalismo totalmente equivalente ao descrito pelos estados quanticos. Um operador
densidade p pode ser definido como um ensemble de estados quanticos {p;, |¢;)}, onde
estado [¢;) ocorre com probabilidade p;. Isto é, para 0 < p; < 1 e > ,p; = 1, temos
[8,11,13]

P = sz|¢z><¢z| (2.4)
i
A representagao de um qubit dado por (2.3), na forma de operador densidade fica

cOomo

p = lo*|0)(0] + 5|0} (1] + a”BI1)(0] + |B*[1)(1]. (2.5)

As propriedades de p sao:
1. p é Hermitiano: p = pf

2. p é positivo: para qualquer estado |1), (¢|p|i)) > 0.

4E advertido que serd usado ambos os termos em situacoes diferenciadas sem prévio aviso.



3. p conserva a probabilidade: tr(p) = 1.

Dessas propriedades segue que p pode ser sempre diagonalizavel e que seus autoval-
ores sao numeros reais nao negativos, onde a soma destes € igual a um. Dizemos ainda que
p estd num estado puro se p = |{){1)| e neste caso vale a propriedade Tr[p?] = 1. Quando
o estado nao é puro é chamado de estado misto tal que Tr[p?] < 1.

A extensao da representacao para mais de um qubit é dada pelo quarto postulado

da Mecanica Quantica [11]. Ou seja, para um conjunto de dois qubits na forma

1) = al0) + B[1),
(2.6)
) = 7]0) +6[1),
vale o produto tensorial:
) @ [¢) = (a]0) + B[1)) ® (7]0) + 4]1))
(2.7)

= a7|00) + a6|01) + By|10) + B5|11).

onde, este é um produto nao comutativo, |¢) ® |¥) # 1) @ |).
Um estado na forma |00) +|11), nao fatordvel, é dito estar emaranhado ou correla-
cionado . Estados nesta forma sao também conhecidos por estados de Bell em homenagem

a John Bell [8,11-13].

2.2 Evolucao de Qubits:

Do postulado sobre a evolugao temporal de sistemas quanticos na Mecanica Quan-

tica (MQ) temos que, para qualquer sistema quantico isolado, a evolugdo deste sistema é

10



descrita por uma transformacao unitaria. Um estado |¢), que representa o sistema num in-

stante to(= 0) passard para um estado |¢’), num instante ¢, pela aplicacdo de um operador

unitario U, que depende somente de ty e t [8,11]:

[¥) = [0(t)) = Ulto, t1)[(0)).

Ou, da equagao de Schrédinger [8,11-13,21], inferimos que®

ihlp(t)) = Hw(t) < [9() = exp (FH(E — 1)) [¢(0)).

Portanto,

i) - o (210

Da mesma forma, pode-se verificar, da definigao (2.4), que

= p(t) = Ut to) p(to)U'(t, 10).

2.3 Operacoes sobre Qubits:

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Dada a representacao bésica de informacao utilizando recursos quanticos e a forma

geral como essa informacao evolui, pode-se introduzir operagoes logicas basicas. A nivel de

didética, sera apresentado operacoes sobre sistemas de um tunico qubit. Operacoes sobre

qubits precisam preservar a norma, pela condicao de conservacao da probabilidade exigida

0 fato de nao haver especificidade para quais tipos de transformacoes unitdrias devam ser aplicadas,

implica que qualquer transformagao unitaria é possivel na pratica.

11



pelo postulado da evolucao de um sistema da MQ), e sao descritas por matrizes unitarias.

As transformagoes mais importantes sdo aquelas dadas pelas matrizes de Pauli [8]:

(0 1) (0—@) _(1 0)
X = . Y= . Z= . (2.11)
10 i 0 0 —1

Existem ainda outras trés matrizes extremamente importantes em computacao

quantica. Sao elas H (Hadamard), S (matriz de faze) e T' (matriz 7/8) [8]:

g1 (10 (! 0 212
V21 -1 )7 “\o i) N0 exp(in/4) ) '

Para melhor adequagao a linguagem computacional essas matrizes também sao

chamadas de portas légicas quanticas.

2l =10} L 113 +10)
2 2

El al 1} + o} bI1} + 210}
PORTAS UNITARIAS
al1y + bl0O} —EI— b0} - al1}

al1} + bl0}

Figura 2.1: Exemplos de portas logicas

(figura modificada de [8], pag. 19)

Essas expressoes quanticas podem ser representadas tanto na forma matricial (ou de
operadores) quanto na forma de circuito. A figura 2.1 fornece uma boa nogao da esquema-
tizagao de matrizes em portas logicas. Essa notagao é extremamente 1til pois compacta,
organiza e fornece uma visualizacao do processo computacional realizado. Para essa repre-

sentacao, basta associar a cada matriz uma porta lgica que serd ligada por um “fio” [8].

12



Este fio é apenas uma abstracao que, de fato, representa uma operacao I (identidade) sobre

o estado.

Figura 2.2: Circuito Quantico

(criagao prépria)

Na figura 2.2 vemos um esquema geral para representarmos as operagoes computa-
cionais quanticas em forma de circuito. Os operadores U; (i = 0,1,2,3) sdo operadores
unitarios® que atuam sobre os qubits |g;) (7 = 0,1,2). Nesse circuito da figura 2.2, U, atua
nos trés qubits de entrada (ou seja, sobre o estado |qy) ® |q1) ® |gs)), Us atua apenas em
l90) e |q1), enquanto U atua apenas em |g2). Na porta légica Us aparece uma dependéncia
de sua atuagao, ou seja, a aplicacao de Uz sobre o qubit |¢2) depende do valor do qubit |qy).
Esse tipo de porta légica é conhecida por operacdo controlada (controlled gate) [8,13,25].
Operagoes controladas descrevem situagoes onde existem condicionais do tipo “Se A entao
B”. A porta controlada mais usada em computacao quantica é o CNOT (Controlled NOT,

figura 2.3) que atua sobre dois qubits. Sua representacao é:

0

0
0
CNOT =
0
1

0
1
0
0

o O O =

0
1
0

6Por exemplo as matrizes de Pauli ou H, T ou S.
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Figura 2.3: Representacao da operacgao controlada CNOT
(figura retirada de [8], pag. 24)
O qubit associado a da linha de cima, no circuito da figura 2.3, é chamado de qubit
de controle (control qubit) e o de baixo de qubit alvo (target qubit). A matriz correspondente

a operacao computacional CNOT realiza a seguinte tarefa:
|00) — |00); |01) — |01); [10) — |11); |11) — |10). (2.13)

Portas controladas sao extremamente importantes pois, a partir dessas, é possivel

a demonstracao da universalidade computacional quantica.

2.4 Portas Légicas Quanticas Universais

Classicamente existe um conjunto de portas légicas que sao consideradas universais
(AND, OR, NOT) [8,26]. Através dessas portas pode-se realizar qualquer procedimento
computacional. Da mesma maneira, existem certas portas légicas quanticas que tornam a
computacao quantica universal. E possivel mostrar que qualquer operacao unitaria pode
ser aproximada por um circuito contendo as portas de Hadamard (H), CNOT, 7/8 (T) (e a
matriz de fase (S)) [8,5,3]. Neste caso, uma porta quantica de dois qubits é suficiente para

uma computagao universal [4].
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Capitulo 3

Operacoes Quanticas

Operagoes Quanticas (OQ’s) sao um formalismo mateméatico chave para a descrigao
da dinamica de sistemas quanticos abertos. Esse formalismo descreve quase todos os sis-
temas quanticos, incluindo sistemas fechados, sistemas fracamente interagentes com o am-
biente, fortemente interagentes e sistemas que estdo sujeitos a mensuragao [8,13-17,27,].
Outra caracteristica interessante das operacoes quanticas é a possibilidade de escrevermos
as transformacoes de estados sem a explicitacao da passagem continua do tempo. Apesar
de ainda ser possivel tal explicitacao, em geral, usa-se outras ferramentas tais como master
equations, equagoes de Langevin e equagoes diferenciais estocdsticas[13,16].

Podemos definir uma OQ como um mapeamento que transforma um sistema quan-
tico, definido por uma matriz (ou operador) densidade p, para um outro sistema na forma

I(p). O mapeamento mais simples é aquele que leva um estado p num outro estado p/,
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expresso por’
o =), (31)

As OQ’s capturam as mudangas dinamicas num estado devido a algum processo
fisico [13].
3.1 Axiomatizacao das Operacgoes Quanticas

Formalmente, uma Operacao Quantica pode ser expressa em trés basicos axiomas.

Estes, sumarizam as relagoes entre os sistemas quanticos:

Axioma 1: O mapeamento (.), que leva um conjunto de operadores densidade de um
espaco de entrada A; para um conjunto de operadores densidade de um espacgo de saida

Ay, é dito completamente positivo se [8]:
V Py € A, tal que V |¢), (¢|Palp) > 0, entao (p|S(Pa)|p) > 0.

onde, por simplicidade, assumimos A = A; = A, na referéncia do operador P,. E ainda,

para qualquer extensdo B, gerando o espago conjunto A ® B, o mapa (.) satisfizer:
V Pp € B, onde §(Pp) = Pp tivermos (p|(S ® 0)(Pa ® Pp)|e) >0,V |p).

A completa positividade diz que se P4 evolui e Pg nao, entao P4 ® Pp evolui [13].

IEste novo sistema, 3(.), ndo necessariamente é uma matriz densidade, como serd visto adiante.
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Axioma 2: O mapa J(.) é linear-convezo sobre o conjunto de operadores densidades

[13,15];
S ipipi) = 22 piSS (i)
(3.2)
Vi>p; >0, Y.pi=1

Axioma 3: O trago Tr[J(p)] é a probabilidade do processo (.) ocorrer, quando p for

o estado inicial. Sendo 0 < Tr[J(p)] < 1 para qualquer estado p [8].

Dada a axiomatizacao das Operagoes Quanticas, podemos introduzir vinculos com
propriedades fisicas de sistemas conjuntos. Podemos assumir um estado inicial de um
sistema, conjunto AB comecando por um produto tensorial? na forma p4 ® pp, onde p4 é o
operador densidade associado ao sistema principal A e pg o operador densidade associado
ao sistema secundario B. O sistema conjunto AB evolui, num tempo finito, por uma

transformagao unitéria dada por Uxp [8,27]:

Uas(pa @ pp)Ulg. (3.3)

E importante frizar que a transformagao Usp atua no sistema conjunto AB simul-
taneamente. Portanto, para considerar somente o sistema A, precisamos tomar o traco

parcial sobre o sistema B como

Py = Tr[Uas(pa © pp)Ul ). (3.4)

Desta forma, a equagao (3.4) representa um mapeamento & : pg — p/y, onde

X(pa) = py é uma matriz densidade. Na figura 3.1 vemos uma representagao geral do

2Pode-se mostrar que o formalismo de OQ é totalmente valido para sistemas que nao estejam inicialmente
num produto tensorial — sistemas emaranhados
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mapeamento realizado por uma OQ.

[ d
% CIRCUITO 3t %]
% QUANTICO 2

Figura 3.1: Circuito representando uma Operagao Quantica
(figura modificada de [8], pag. 362)

3.2 Operacoes Quanticas e Sistemas Abertos

Para estudarmos o caso de um sistema quantico aberto, basta particularizarmos o
sistema B (apresentado no tépico anterior), fazendo com que este represente o estado do
ambiente:

S(p) = TrelU(p @ pp)UT], (3.5)

onde pg representa o estado correspondente ao ambiente, p representa o sistema principal

e U a transformacao unitaria que atua no sistema conjunto p ® pg.

3.3 Superoperadores e a Representacao Operador-Soma

Existe uma segunda forma de representacao de OQ’s que explicita o sistema prin-
cipal e as operagoes sobre ele. Para descrevermos esta representacao vamos tomar o ambi-
ente num estado puro na forma pg = |eg)(eg| onde sua base ortonormal é dada por {|ex)},

tomada num espago de dimensao finita. Denotando ainda o estado principal por p e a
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transformagao unitdria conjunta por U, resgatamos a equacao (3.3). Tomando o trago no
ambiente teremos

3(e) = 2l 0 oo U = 37 oS} (36)

onde S, = (ex|Uagleo) é um operador que atua somente sobre o espago de estados do
sistema principal. A equagao (3.6) expressa a representagao conhecida por Operador-Soma
(Operator-Sum Representation). Os operadores Sy, sdo chamados de elementos de operagao
ou superoperadores 3[8,13,15,27].

Uma importante relagao sobre OQ’s surge quando tomamos o trago sobre um ma-

peamento (p) :

Tr[S(p)] = Trl(Y_ SiSp)p] < 1. (3.7)

Da condigao do trago de um operador densidade, implica que a equacao (3.7) sera

igual a unidade se e somente se

> SSi=1. (3.8)

k

Essa condicao expressa a relacao de completeza que determina quando um mapea-
mento é dito trago-preservado (trace-preserving), isto é, quando o mapeamento leva um es-
tado quantico noutro estado quantico. O caso onde Tr[J(p)] < 1 portanto ocorrerda quando
tivermos ), SkS,i < I, essa é a condigao para um mapeamento tra¢o-nao-prevervado (non-
trace-preserving) [8]. Do axioma 3, podemos inferir que essa situagao representa uma falta

de informacao sobre o sistema.

3 As vezes é referido também como representagio de Kraus, e operadores de Kraus [13].
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A representacao Operador-Soma é interessante pois atribui toda a importancia da
descricao da dinamica do sistema conjunto ao estado principal. Tudo o que se precisa é
conhecer as propriedades dos operadores S;, que atuam sobre o sistema principal. Quaisquer

informacoes irrelevantes, contidas no sistema secundério podem ser descartadas.

3.4 Operacoes Quanticas e Medicoes

Nessa secao sera feito uma generalizagao sobre a aplicacao de OQ’s na dinamica
de sistemas acoplados ao ambiente. Essa generalizacao diz respeito ao processo de medida
apods o sistema conjunto ter evoluido por uma interagao unitaria.

Para descrevermos esse processo sob a otica de Operacoes Quanticas, tomemos

novamente conjunto dado por

p=pa® pg, (3.9)

onde A denota o sistema principal e F o ambiente. O sistema conjunto evolui por uma

transformagao unitdria U. Apés a interagao unitéria, o estado (3.9) estard na forma [8,11-13]
P =U(pa® pp)U". (3.10)

Assumindo um conjunto de projetores {P,} e aplicando o postulado da medida

[8,11-13] em (3.10) teremos:

/ Pmp,P’Ij’L _ PmU(pA ® pE)UTPJm

= - - (3.1)
Tr(P.pPrn]  TrlPhU(pa® pr)UtPY]

que fornece o estado final do sistema AFE quando a medida m é realizada. Para isolarmos
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o estado principal tomamos o trago sobre o ambiente:

Tre[PnU(pa ® pp)UTP ]
Tr[PoU(pa® pp)UTPL]

Trelp,) = (3.12)

Dos axiomas apresentados anteriormente, a definicao de uma OQ pode ser entao
extendida como

Sn(p) = Tre[PaU(p ® pe)UTPL]. (3.13)

E importante notar que o estado final de p/,,, apés a medida, é dado pela equagao
(3.11) ou equivalentemente por S, (p)/T7[Sm(p)]. Ou seja, a probabilidade da medida m
ocorrer é dada por T7[S,,(p)], satisfazendo o axioma 3.

Comparando (3.12) com (3.13) vemos que a extensdo impoe uma perda de infor-
macao sobre o sistema principal medido. Essa perda de informacao é atribuida a nao
normalizacao do estado final. Isto é, a generalidade da extengao (3.13) pode ser vista na
desigualdade

Smlp) < Trelp),). (3.14)

Onde a igualdade sera valida apenas para o caso particular de P,, = I. Com essa
particularizagao resgata-se toda a descrigao anterior [8].

Para uma descricao no formato de Operador-Soma, tomemos uma decomposicao

expectral do estado do ambiente pg = ). ¢;|i)(i| com sua base ortonormal dada por {|e;)}.

Dessa maneira, ganha-se uma completa extensao do formato de OQ’s. O mapeamento

entao fica [27]
Sin(p) = 2045 4:ej| PuU (p @ i) (iU P |e;)
(3.15)

= Zij SijpSsza
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onde os superoperadores tomam uma forma ainda mais geral:

Sii = V@i (ej| PrU|i). (3.16)

E importante colocar que nem (3.13), nem (3.15) sao do tipo trago-preservadol8].

22



3.5 Interpretacao Fisica para Operador-Soma

Uma forma interessante de interpretarmos Operacoes Quanticas é imaginar que
existe um processo de medida sobre o sistema. Considerando o postulado da medida (MQ)
[11,12], dado um sistema num estado p, o estado correspondente logo apds uma medida m

ter sido realizada, sera
SmpST

Tr([SmpSh] (3.17)

m

aqui os superoperadores {S,,} fazem o papel dos operadores de medida [2,3]. Para escrever-
mos os superoperadores S, em funcao de transformagoes unitarias e das bases do ambiente,
é interessante pensarmos numa medida projetiva P, = |e,,){e,| atuando somente sobre o
ambiente. Assim, considerando o caso onde o estado inicial do ambiente é pr = |eg)(eo],

cuja base é dada por {|e;)}, ent@o escrevemos

SmpSt, = (emlU(p @ leo) (e )UTlem)
= 2;{es| (lem) (emlU(p @ leo) (e ) U lem) {eml) le;) (3.18)

= Trpllen)(em|U(p ® leo){eo) U em) (emll-

A situagao apresentada em (3.18) difere de (3.15) pois, a medida estd sendo real-
izada sobre o espaco do ambiente e nao sobre o espaco do sistema principal. Esse processo é
garantido pelo teorema da medida implicita® (veja representacao na figura 3.2) [13]. Temos
ainda que,

Tr(SmpS),] = Trllem){enlU(p @ leo)(ea) U em) (eml] = p(m). (3.19)

4Se ao final de um processo computacional, alguns estados quanticos nio tiverem sido medidos, pode-se
assumir a medida efetuada.
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A equacao (3.19) fornece a ligagdo entre uma medida implicita [8], o postulado
da medida (MQ) e os axiomas apresentados no primeiro tépico. Da equagao (3.17) e da

definicao de uma OQ, temos que

ZTT oSt mpiSL =" p(m) (3.20)

m

Podemos entao interpretar uma OQ como a acao de se tomar um estado p e troca-lo

aleatériamente por p,, com probabilidade Tr[S,,pS! ] [8].

AMBIENTE

AMBIENTE

Figura 3.2: Esquematizacao da medida implicita

(figura modificada de [8], pag. 364)

E importante observar que essa interpretacao usou a propriedade de traco-preservado.

3.6 Canais Quanticos

Sob o ponto de vista da Teoria de Informagao [8,11-12,20,21,28], uma OQ pode
ser vista como um canal quantico. Canais quanticos sao sistemas fisicos que levam alguma

informagao de um ponto X para um ponto Y. Os canais de maior interesse, sao aqueles
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que apresentam ruido ou, perda de informacgao. Essa interpretacao pode ser tutil quando
se esta analizando transmissao de informagao e se pretende evitar ruidos. Nessa secao
porém, utilizaremos os conceitos de “canais quanticos” afim de extender o conceito e a
aplicabilidade do formalismo de OQ’s. Analizaremos o caso particular de um qubit afim de
mostrar uma representacao geométrica para o efeito dos diferentes ruidos num canal. Outra
restricao serd quanto ao tipo de mapeamento, isto é, a andlise empregada serd apenas para

mapameamentos do tipo trago-preservado [8,13].

3.6.1 Visualizacao Geométrica de Operacoes Quanticas

Escrevendo o qubit sobre a esfera de Bloch (Apéndice C) poderemos visualizar as
mudangas que o estado quantico sofre devido a intera¢ao com o ambiente (ou apds atravessar

um canal). Relacionando o estado quantico de um qubit e o raio da esfera temos [8,13,29]:

1 14+7r, r,—1ir
p:E( y). (3.21)

Ty +iry 1-—r1,
Para uma OQ tipo traco-preservado podemos interpretar o mapeamento como uma

acao sobre o raio 7 do estado quantico p [§]
7S (3.22)

7 . — ~
Desta forma, apds atravessar o canal, o raio r" sofre uma deformagao de acordo
com o tipo de operacao determinada pelos superoperadores. A seguir, é mostrado uma lista

dos tipos mais importantes de Canais Quanticos.
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3.6.2 Canal Quantico Troca-de-Bit

O canal troca-de-bit (bit flip) modela a mudanca do estado |0) para o estado |1),
e do estado |1) para |0), com uma certa probabilidade (1 — p). Ou, quando se mantém

intactos com probabilidade p. Na base {|0),|1)} teremos:

L |z) — /plx),

2. |z) = VI=Dply); x#y.

Esse ruido pode ser representado por um mapeamento (.) onde os elementos de
operagao sao dados por [8,13]

0

1>, Sl—\/l—pX—\/—l—p<0 1). (3.23)

1
So=+/pl = \/p
0= VP \/_(0 10

Podemos estimar o efeito do canal sobre o raio de um estado p a partir das definigcoes
(3.6) e (3.21). Esse efeito de deformacao do canal troca-de-bit é tomado a partir da rep-
resentacdo do raio como 7 = (ry, ry,72). Deste modo o efeito pode ser particularizado em

cada direcao de p, adotando-se o seguinte procedimento:

1. Na direcao-z tomamos 7 = (0,0, 1).

10
p:<0 0). (3.24)
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3. Aplicando-se (3.6) S(p) = p' = (p)Ipl + (1 —p) X pX.

P 0
p= .
0 1—p

7 =(0,0,2p —1).

Portanto,

4. Comparando-se com (3.21):

Para as demais diregoes executa-se o mesmo procedimento.

1. Na diregdo-y tomamos 7 = (0,1,0).

2. Substituindo-se em (3.21) p fica:

3. Aplicando-se (3.6) S(p) = p' = (p)Ipl + (1 — p)XpX.
Portanto,

p:

N | —

4. Comparando-se com (3.21):

7' =(0,2p —1,0).

1. Na direcao-z tomamos 7 = (1,0,0)
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1 i(1 - 2p)
—i(1 — 2p) 1 '

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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2. Substituindo-se em (3.21) p fica:

111
p:§<1 1). (3.30)

3. Aplicando-se (3.6) S(p) = p' = (p)Ipl + (1 — p) X pX.

111
p:§<1 1). (3.31)

7' =(1,0,0). (3.32)

Portanto,

4. Comparando-se com (3.21):

Portanto, para o canal troca-de-bit o raio do estado p sofre uma deformacao dada
por

7 = (ry, 20— 1)1y, (20— D)r2), (3.33)

ou seja, a esfera de Bloch sofre uma contragao no plano-yz [8,13].

3.6.3 Canal Quantico Troca-de-Fase

O efeito desse canal é manter a fase (Apéndice C) do estado |0) inalterada com
probabilidade p e inverter a fase do estado |1) com probabilidade (1 — p). Resumindo

8,13]:

1. |0) = v/p(+]0)),

2. |1y = /1T —=p(=]1)).
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Podendo ser expressado pelos superoperadores

So=+/pl = /p Lo , S1=V1-pZ=+1-p Lo : (3.34)
VP VP 01 0 —1

O efeito desse canal pode ser verificado utilizando-se o procedimento anterior em-

pregado no calculo do canal troca-de-bit. Portanto, o raio apds passar pelo canal fica com
—/
ro= ((2]9 - 1)Txa (2]7 - 1)ry7 Tz)- (335)

A esfera de Bloch é projetada sobre o eixo-z enquanto as componentes z e y sao

contraidas.
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3.6.4 Canal Quantico de Amortecimento-de-Amplitude

(Quantum Amplitude-Damping Channel)

A interagao de um sistema com o ambiente pode provocar perda de energia (Apéndice
A) [16,21,22,28]. Um canal de amortecimento-de-amplitude ¢ um modelo do decaimento de
um estado excitado, devido a alguma emissao espontanea. Esse efeito pode ser visto como
um tipo de ruido que “atenua” a funcao de onda associada ao sistema principal.

Para modelar esse canal vamos considerar, para o sistema principal, o estado padrao
nao-excitado como |0) e o excitado como |1). O efeito de atenuagao pode ser descrito como a
probabilidade p de, apds um certo intervalo de tempo, o sistema principal dissipar energia e
sair do estado |1) e ir para |0). O sistema terd entao uma probabilidade (1 —p) de continuar

no estado excitado [8,13]. Ou seja:

L 1) — /pl0),

2. |1) - /T —p|1) (+ DECAIMENTO DA AMPLITUDE).
No formalismo de superoperadores esse efeito pode ser descrito como® [8,13]

50:<1 0 ) slz(oﬁ). (3.56)
0 VI—p 0 0

Assim, S induz um “salto quantico” no estado do sistema principal, correspondendo

a perda de energia do mesmo. J4 Sy nao muda o estado mas reduz a amplitude do estado

5E possivel ainda generalizar esse processo abordando o caso onde existem efeitos de dissipacdo &
temperatura finita. Esse fenomeno é de interesse principalmente para modelar redes de spins ou em
experimentos de RMN [42].
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|1). A esfera de Bloch apds atravessar o canal fica com

T = (ron/1—p, my/1—p, 7.(1 —p) +p). (3.37)

Isto é, sofre uma contragao uniforme no plano-zy [8,13].

3.6.5 Canal Quantico de Amortecimento-de-Fase

(Quantum Phase-Damping Channel)

Nos ultimos paragrafos da introdugao foi exposto a idéia bésica do fendmeno de de-
scoeréncia. Como dito, descoeréncia é um efeito exclusivo de sistemas quanticos e portanto
pode ser elegantemente descrita por OQ’s. O canal de amortecimento-de-fase modela esse
efeito que, no contexto de canais quanticos, aparece como um ruido do canal. Esse ruido
retira informagao do sistema principal porém nao retira energia do mesmo. Na descoerén-
cia, existe um “emaranhamento” entre as fases do sistema e sua vizinhanca. O que esse
efeito faz é destruir (exponencialmente) as superposi¢oes quanticas existentes no sistema
principal [11,12,28,30,31].

Para modelar esse canal vamos assumir um espaco de estado tridimensional para o
ambiente F cuja base serd dada pelos estados {|Ep), |E1),|E2)}. O sistema principal A serd
descrito por um espago bidimensional onde {|0),|1)} representa a base do mesmo. Nesse

canal, o ruido sobre o sistema A pode ser resumido como [13]:

1. 0)|Eo) — /1 = p|0)|Eo) + /PlO)| Ex),

2. [)|Eo) — v1—=p|1)|Eo) + /PI1)|Es).
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O mapeamento sobre a matriz densidade p, escrita sobre as bases do sistema A,

pode ser descrito com os elementos de operagao

0 0 0 1

Apos atravessar o canal, o estado do sistema A estara num estado cujo os termos
da diagonal secunddria (ndo-ortogonais), que relatam as superposigoes do sistema, podem

sofrer decaimento de acordo com:

I(p) = ZS@OSJ _ ( Poo (1 —p)por ) . (3.39)

(1—p)p1o P11

Para enfatizarmos esse efeito sobre os termos nao-diagonais, tomemos uma pro-
gressao temporal. Assumamos que a probabilidade de decaimento num intervalo de tempo
At é dado por uma constante A, ou seja, p = AAt. Vamos ainda admitir que a probabili-
dade p seja muito pequena em relacao a unidade, tal que AAt < 1. Agora aplicando o canal
amortecimento-de-fase n vezes sucessivamente no estado p, os elementos nao-diagonais es-

tarao sujeitos a um probabilidade de decaimento dada por [13]

pri = (1= )" pra. (3.40)
Considerando uma relagao entre a aplicagdo do canal (.) e a evolugao temporal

do sistema dada por t = nAt, teremos:
(1—p)™ = (1 — AAY)/AT 220 =2 (3.41)
Portanto, o efeito de descoeréncia diz que para um estado inicial na forma super-
posta |¢) = «|0) 4+ 5|1), cujo operador densidade é dado por
p = [al*|0){0] + aB"|0) (1] + a”BI1){0] + [BI*1)(1], (3.42)
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apds um tempo t > A7!, o sistema decaird para o estado ortogonal

p = la?|0)(0] + |B*|1)(1]. (3.43)

Uma relacao extremamente importante, que o formalismo de Operacoes Quanti-
cas mostra, ¢ dada entre o canal de amortecimento-de-fase e o canal de troca-de-fase. Do
teorema da nao-unicidade de representagao do Operador-Soma % [8,13], pode-se mostrar
que existe uma transformagao V' = (v;;) tal que o canal de amortecimento-de-fase pode ser

descrito por um canal de troca-de-fase. Neste caso, para (3.34) e (3.38) teremos

220 1 [2-2a 124 _ (3.44)

onde a = (1 — 2p)/2, quando adotamos alpha no lugar de p em (3.38).

Dessa relagao podemos inferir a atuacao desse canal na fase dos estados relativos
ao sistema principal. Além disso, como dito, a superposicao de estados é caracterizada
justamente pela coeréncia das fases de cada estado. O acoplamento com o ambiente gera
uma interferéncia entre as fases de cada sistema, gerando um emaranhamento entre estados.

A descoeréncia pode ser ainda vista como o acoplamento de um sistema com “um
nimero muito grande” de micro-estados (muitos graus de liberdade), que descrevem o am-

biente, com um outro sistema com poucos graus de liberdade. A diferenca média de energia

®Duas representagoes distintas de superoperadores, {F;} e {E;}, para um mesmo sistema, serdao iguais
se e somente se existir um v;; complexo tal que E; = Zij v I
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entre os niveis vizinhos é extremamente pequena, gerando uma grande sensibilidae a pertur-
bagoes forcando um equilibrio no sistema total. Desta forma, as principais caracteristicas
do efeito de descoeréncia, que estao intimamente ligadas, sao: muitos graus de liberdade,
sensibilidade a perturbagoes e tendéncia de estados se tornarem ortogonais no tempo [12].

A figura 3.3 mostra um esquema de construcao de um circuito para este canal:

) 3(p)

|0g3 T

Figura 3.3: Circuito amortecimento-de-fase, com Ry () = exp(—iaY/2)

(figura modificada de [8], pag. 385)

Através de OQ’s, podemos interpretar o canal de amortecimento-de-fase, como um
efeito de descoeréncia a tempo discreto [8].

O efeito de amortecimento-de-fase é um ruido inevitavel para sistemas abertos e/ou
sistemas macroscépicos. Esse tem sido tema de grande discussao para o entendimento de
porque o mundo cléssico é ortogonal (sem superposi¢oes de estados) ou, em outras palavras,

na explicagdo do coldpso da fun¢do de onda durante os processos de medida [12,13,31].
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Capitulo 4

Aplicacao em Sistemas Bioldgicos

Este capitulo sera dedicado a aplicacao do formalismo das Operagoes Quanticas
no modelo Tedrico de Frohlich. Frohlich desenvolveu uma teoria quantica para sistemas
biol6gicos em geral [18,19,32-35].

Do ponto de vista termodinamico qualquer sistema biolégico é um sistema aberto
longe do equilibrio térmico [31]. A caracteristica mais controversa e complexa é o ordena-
mento que todo sistema bioldgico apresenta. Por ser um sistema aberto, a irreversibilidade
e a desordem deveriam prevalecer sobre tais sistemas. Porém, uma outra caracteristica forte
em bio-sistemas ¢ a nao-linearidade. E desta nao-linearidade, acrescida de um suprimento
de energia adequado, que pode haver ordenamento sobre o sistema ! (Apéndice A) [21].

Por outro lado, fisicamente, um sistema biolégico pode ser reduzido a interacao
entre biomoléculas. Essa interagao pode ser modelada como sistemas oscilatdrios (ou vi-

bracionais) vinculados. Biomoléculas (proteinas, enzimas, etc) apresentam comportamento

LQualquer tipo de organizacdo depende da diferenca entre a energia interna e o calor absorvido do meio.
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oscilatério predominante para a realizacao de suas tarefas. Uma das caracteristicas mais
importantes em sistemas oscilatérios, é que estes podem acumular energia em certos modos
de vibracao. E, o fluxo de energia®? tem papel fundamental na mudanca e controle dos
modos de vibragao dessas moléculas [19,21,32,33].

O ordenamento presente nos sistemas bioldgicos pode revelar uma espécie de coop-
eracao entre as componentes do sistema. Essa cooperacao é caracterizada pelo transporte de
massa, energia e informacao. Além disso pode gerar o que se entende por regides coerentes.

A idéia de coeréncia em sistemas biolégicos foi inicialmente introduzida por Herbert
Frohlich [18,32,33]. Frohlich considerou as propriedades de polariza¢ao dos constituintes
bioldgicos. Estes constituintes apresentam campos eletromagnéticos que mediam interagoes
entre as partes do sistema, funcionando como agente ordenador [32]. Além disso, Frohlich
utilizou os principios de nao-linearidade. A nao-linearidade em sistemas oscilatorios per-
mite a transferéncia de energia entre diferentes modos de vibragao. A energia pode ser
‘canalizada’ tanto de altas frequéncias de oscilacao para baixas, quanto de baixas frequén-
cias para altas. Portanto, a energia fornecida para um sistema nao-linear nao termaliza

3. Alguns modos

imediatamente e pode condensar em certos modos normais de vibragao
de vibracao, quando em alta excitacao, podem manter a relacao de suas fases e ampli-

tudes invariantes no tempo e no espaco. Essa é justamente a caracteristica necessaria para

coeréncia [12,21,18].

2A energia em bio-sistemas normalmente é transportada por moléculas especializadas. A ATP
(adenosina de trifosfato) e GTP (guanosina de trifosfato) sdo as mais comums. Ambas fornecem ener-
gia a partir da liberagdo de um fésforo [5,43].

3Somente alguns graus de liberdade sdo excitados enquanto o sistema como um todo parece se manter
no equilibrio térmico.
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A aproximacao de sistemas bioldgicos e suas vizinhancas por osciladores harmonicos
acoplados permite a descricao da energia absorvida em termos de uma vibracao nao-linear,
balanceada com a energia perdida*. Dependendo da energia absorvida e da liberada para o
ambiente, o sistema pode mudar de um regime de incoeréncia para um regime de coeréncia
[19,34].

Sistemas coerentes, que transportam energia condensada, podem conter informacao;
essa informacao é dependente da distribui¢ao da energia condensada ou o quanto o sistema
estd fora do equilibrio termodinamico [21]. A transferéncia de informacao em bio-sistemas
pode ainda ser mediada por campos eletromagnéticos. A natureza oscilatéria e eletro-
magnética em sistemas bioldgicos é a principal caracteristica empregada por Frohlich na

construcao de seu modelo [32].

4Em geral, modelos que introduzem termos nao-harmonicos mostram poucos melhoramentos [21].
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4.1 O Hamiltoniano de Frohlich

Para montar o modelo de Frohlich é preciso trés constituintes basicos [21]:

1. um sistema oscilatorio;
2. uma fonte de energia;

3. um banho térmico.

Um sistema oscilatorio aqui sera definido por um sistema que contém um niimero
suficientemente grande de sub-unidades oscilantes que apresentam carga dipolar ou multi-
polar. Essa carga produz um campo eletromagnético responsavel pela interacao entre as
sub-unidades resultando numa banda de modos normais com diferentes freqiiéncias [21].
Para excitar as sub-unidades é necessario que a fonte de energia esteja acoplada ao sis-
tema (em verdade, elas podem ocupar a mesma regiao). O nivel de excitagdo de cada
sub-unidade do sistema depende da energia fornecida ao mesmo. Deste modo, a fonte de
energia representa uma parte do ambiente.

O banho térmico representa a parte complementar do meio ambiente o qual esta
acoplado ao sistema principal. Esse acoplamento modelara a perda de energia do sistema
principal para o ambiente. No entanto, devido ao tipo de acoplamento, pode haver também
um refluxo de energia fazendo com que o banho térmico funcione como uma segunda fonte
de energia, figura 4.1. A combinacao de emissao e absorcao permite uma transferéncia de
energia entre os modos normais com diferentes frequéncias; esse tipo de interagao pode,

muitas vezes, aparecer de forma nao-linear® [21].
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FOMNTE /e
e SISTEMA BANHO
CALOR BIOLOGICO TERMICO
L I L _ :
ACOPLAMENTO ACOPLAMENTO HAO-LINEAR

Figura 4.1: Esquema das caracteristicas termodinamicas do modelo de Froéhlich

(figura modificada de [21], pag. 26)

De fato, o meio ambiente bioldgico é uma estrutura extremamente complexa. No
meio intra ou extra celular, por exemplo, pode-se encontrar desde de atomos, pequenas
moléculas até grandes polimeros [36]. Essa estrutura fornece na realidade um mecanismo
de troca de energia muito mais complexo incluindo colisoes, interagoes de Coulomb, trocas
térmicas e etc [21]. A primeira aproximagao no modelo serd considerar o ambiente (como
um todo) como uma cole¢ao de osciladores acoplados ao sistema (Apéndice C).

Os maiores avancos no estudo do modelo de Frohlich foram devidos principalmente
a [19,34]. Em [21] também existe uma grande discussao sobre a estabilidade das solugoes do
modelo de Frohlich. Eles descreveram as interacoes entre sistema e ambiente a partir de um
modelo quantico oscilatério em dois modos de vibragao (absorgao e emissao) com diferentes
frequéncias. A partir de seus resultados, eles definiram quatro regimes de oscilagao para o
bio-sistema: incoerente, coerente de tempo limitado, coerente constante e super coerenteS.

Dependendo da energia fornecida (e da perdida), o sistema pode mudar de um regime

5Essa nao-linearidade é verfificada calculando-se o o valor médio do ntimero de ocupacio n a partir da
relacio (N) = —4([N, H]), onde N|n) = a'aln) = n|n). Dessa relagio mede-se a taxa de transferéncia
(ndo-linear) de energia de um modo de vibragao para outro [13,21,38,39].

6Um sistema super coerente é aquele que apresenta um aumento da coeréncia em funcao tempo.
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incoerente para um dos regimes coerentes.

Para analizar estas questoes vamos tomar o Hamiltoniano para descrever o modelo
de Frohlich, também conhecido como Hamiltoniano de Wu-Austin, que pode ser escrito na
forma [21,34]:

H:H1+H2+H3, (41)

onde

Hy, =Y, hwala; + > hvblb; + 3, hucher,
Hy, =", Zj ﬁ()\aib; + )\*agbj) +D> D ﬁ(ncz»a; + n*czaj), (4.2)

Hy =353, h(&aabt + &afa;b;).

O Hamiltoniano (4.1) descreve o sistema bioldgico como uma colegao de osciladores
harmonicos acoplados. Os termos w, aj e a; representam respectivamente a frequéncia, o op-
erador de criacao e o operador de aniquilagao do sistema principal. O bio-sistema oscila na
frequéncia w; devido as interagoes do campo eletromagnético produzido pelas sub-unidades
vizinhas (o termo £ é a constante de Plank divida por 27). O segundo termo em H; carrega
informacao sobre o banho térmico onde v}, b} e b; representam respectivamente a frequéncia
de vibracao, o operador criacao e o operador aniquilacao. O terceiro termo esté associado
a fonte de energia, sendo u,c' e ¢ a frequéncia, operador criacdo e operador aniquilacao,
respectivamente. O Hamiltoniano Hs descreve com o primeiro termo o acoplamento entre
o sistema bioldgico e o banho térmico — mediado pelas constantes de acoplamento A\* e
A. Com o segundo termo, descreve o acoplamento entre o sistema bioldgico e a fonte de

energia — com as constantes de acoplamento n* e . Chamaremos esse tipo de acoplamento
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de acoplamento de primeira ordem. O Hamiltoniano Hj descreve o acoplamento entre dois
modos de vibragao do sistema biolégico com o banho térmico — com as constantes de
acoplamento & e £*. Esse acoplamento, o qual chamaremos de acoplamento de sequnda
ordem, ¢ essencial para possibilitar uma sustentagao da coeréncia quantica em sistemas bi-
olégicos a temperaturas como a do corpo humano [21]. A partir dele surge a possibilidade
de condensacao de energia no sistema principal através da transferéncia de energia entre os
modos de vibracao do sistema e do banho térmico. A vibracao do sistema pode ser linear

mas através do acoplamento com o banho térmico aparecem efeitos nao-lineares [21].
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4.2 Modelo de Frohlich como uma OQ

O objetivo deste topico é aplicar o formalismo de Operagoes Quanticas no sistema
biolégico descrito pelo modelo de Frohlich. Para tal aplicacao, precisamos encontrar a
operagao unitaria que descreve a evolugao do sistema conjunto ambiente/bio-sistema. Essa
operagao unitéria pode ser derivada da equacao (2.8). A equagao (2.9) é vélida pois estamos
considerando o conjunto formado pelo sistema biolégico mais o ambiente como um sistema
fechado e o Hamiltoniano independente do tempo [36-38,40]. Portanto, substituindo (4.1)

em (2.9) teremos a transformac@o unitaria que governa a evolugao do sistema conjunto:

U(t,to = 0) = exp [—z’t (En Wnal a, + > ij}bj +> ukc;ick
3, 0 (Aanb] + Nalby) + 32, 32, (nead] + 1 chay) (4.3)

Y X (€afant] + €aanby))]

O proximo passo é encontrar os superoperadores que atuam no sistema principal.
Entretanto, dada a complexidade do Hamiltoniano precisaremos fazer algumas consider-
acoes. Para estudarmos os efeitos de cada termo do Hamiltoniano total (4.1), a melhor
estratégia de calculo é “separar” cada parte. Esse estudo é importante pois mostrara os
ruidos que cada termo insere isoladamente no sistema. A partir do estudo prévio que
caracterizou os tipos possiveis de canais num sistema quantico, sera possivel mostrar um
paralelo com tais canais elucidando as caracteristicas fisicas inerentes ao Hamiltoniano de
Frohlich. Dessa analise, sera possivel a vizualizagao da correspondéncia entre os processos

computacionais atribuidos a um oscilador harmonico e o modelo biolégico proposto por
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Frohlich.

4.2.1 Consideragoes e Métodos

Para calcularmos os superoperadores associados ao sistema principal (sistema bi-
olégico), representado por p, vamos tomar as bases do ambiente, fonte de energia e banho

témico respectivamente, como {|C5)} e {|By)}, tal que
Sis = (BrCs|U|ByCh), (4.4)

onde a fonte de energia comega num estado |Cp) e o banho térmico num |By). Assim:

S(p) = Trpc|U(p @ | Bo)(Bo| @ |Co)(Col)UT
= >k 2o BrCi|U(p @ | Bo){Bo| ® |Co)(Co|)UT| BCs) (4.5)

- st Skspslis

No entanto, dada a complexidade que a transformagao unitaria pode assumir, é
extremamente valido a introducao de uma relacao derivada da férmula de Baker-Campbell-
Hausdorf (BCH)7 [8]. Através desta relacao serd possivel expressar uma dependéncia entre
os operadores do sistema principal e os demais sistemas. Assim, o operador evolucao
pode ser reescrito num formato mais simplificado e compacto auxiliando no calculo dos

superopreradores. Entao a partir de (BCH) inferimos que

exp(xR)Aexp(—xR) = Z =

n=0

Ch, (4.6)

n!

"A férmula de BCH diz que se dois operadores A e B nio comutam entdo para um niimero \ vale
e(A+B)A _ oA BXo—[A,B]A? + O()\3).
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onde s é um numero complexo e A, R e C sao operadores, valendo a recursao
CO - A7 Cl = [R7 CO] T Cn - [R7 Cn—l] . (47)

o operador R é definido de acordo com a expressao do Hamiltoniano do sistema tratado.
A partir das relagoes de comutagao (B.5) apresentadas no Apéndice B, pode-se

separar o sistema principal em subsistemas que operem apenas no seu préprio espaco.

Para o sistema principal isolado e completamente desacoplado do ambiente, temos H =

> hwiajai. A energia pode ser entao calculada tomando-se apenas um subsistema ¢ de H,
Hy|ng) = hwgng|ng), (4.8)

tal que o espago do conjunto total de osciladores corresponde ao produto tensorial [8,11-13]

na forma:
n1) ® |ng2) ® ... @ |ng)... = |n1, N2, ..., Ny, ...). (4.9)

Portanto, de (4.8) e (4.9), vale a notagao:
A, BoCo) = | A A" .. BY...BE..C0..C..). (4.10)

tal que o ket | X,) diz respeito ao “n-ésimo "nivel de energia do “r-ésimo”oscilador do sistema
X — com X = A (sistema principal), B (banho térmico) ou C' (fonte de calor)®. Assim,
para o caso particular onde existem apenas a oscilagao livre dos sistemas (A =n =& ~ 0)

— principal, fonte de calor e banho térmico — teremos a evolucao do conjunto dada por

Ui(t,tog =0) = exp [—it <Z wnaLan + Z ij}bj + Z /chltck>] , (4.11)
n J k

8Quando for omitido o fndice referente ao sub-sistema de osciladores, estard subentendido que o espaco
tomado é o referente ao subsistema r, ou seja, |A"B"C"). Do contrario serd especificado.
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Este é um caso particular de desacoplamento ou de acoplamento fraco. Logo, o
Hamiltoniano (4.1) se reduz a H; que representa trés conjuntos de osciladores indepen-
dentes, oscilando com frequéncias distintas. Chamaremos de U] o operador que governa a

evolugao de um subsistema 7 correspondente ao termo H; de (4.1), tal que:
Ui (t,ty = 0) = exp [—it (wyala, + v,b1b, + p,cle,)] . (4.12)

O préxmo passo entdao é aplicarmos esses métodos para os termos de (4.1) que

apresentam algum tipo de acoplamento com o ambiente.

4.2.2 Canal de Amortecimento-de-Amplitude no Modelo de Fr6h-
lich

O efeito desse canal pode ser dado pelo termo Hy; do Hamiltoniano de Frohlich
(4.1). Para tal, estamos interessados apenas no comportamento dos termos acoplados
nesse dominio. Considerando, portanto, a situagao fisica onde os termos de acoplamento
A e 1 sao muito maiores que as freqiiéncias de oscilagao de cada conjunto de osciladores,

assim como o acoplamento de segunda ordem — mediado por & — teremos:
wi=p; =v;~0, Vi, §~0. (4.13)

Desta maneira reduzimos o Hamiltoniano (4.1) a H,. Considerando ainda 1 e A

reais, e 0s casos para A > n e 1 > A, respectivamente teremos:
Hay =30, 32 hM(aibl +alby),  Hap =30, 3, in(cyal + clay). (4.14)

45



Dadas as consideragoes anteriores, teremos um operador evolugao para cada situ-

acao, governando a evolucao de cada subsistema, dados por
Uy, = exp [—itA(a,b] +afb,)],  Udy=exp —itn(cqal + cLad)] : (4.15)

Essa separagao ¢ proposta haja visto que os termos Hy; e Hy 5 descrevem a mesma
situacao fisica. A diferenca se deve apenas porque, no modelo proposto por Frohlich, existe
a distingao entre banho térmico e fonte de calor. Entretanto, na pratica, essa diferenciagao é
delicada quando nao inexistente [21]. Dada ainda a proposta de comparagao dos atributos
computacionais inerentes ao modelo, faz-se totalmente conveniente o tratamento apenas
de um dos termos. Portanto, calculando os superoperadores associados ao operador Uy |,
teremos

Spat = (BCu|US, | BoCh). (4.16)

Valendo as mesmas consideragoes anteriores quanto as bases do ambiente {|By),|C5)} e
quanto ao estado inicial {|By), |Cy)} do mesmo. Para simplificagao de célculo devemos en-

contrar o operador Uy af(U3,)". Desta maneira, aplicando a relagao de BCH (4.6) teremos:
A=al, R=abl+alb, »x=—ith (4.17)

Das relacoes de comutagao:

Co = CL;[, ¢y = bia Cy = a;fw oy Cha = bi, Cn= ai (418)
que, substituidas em (4.6), produz
U;ﬁlaIUQIT = al cos(\t) — ib] sin(\t). (4.19)
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Verifica-se que a operagao U; ; no estado fundamental do sistema global Uy ;[ AgByCo) =

|AgBoCp) ¢ invariante, portanto vale o seguinte procedimento:

Ug,l’AnBOC@ = UzT,l@I‘A(n—l)BOC@
= Ug,laiUggTUgg|A(n—1)Boco> = (4.20)

o= (Us1alU5 1) " Ao ByCh).
Aplicando a relacio (4.19) e as propriedades de af e b} apresentadas no Apéndice B, teremos

U;jl\AntCo) =31 ( 7 ) cos' (\t) sin”_l()\t)(al)l(bl)”_l]AOBOCO>
(4.21)

=210 f(n, DA B Co).
Lembrando que al e bl comutam para quaisquer r e s e que foi empregado o teorema da

nao-unicidade com f(n,l) definida por

1/2

f(n,l) = [( T; ) (1 —p)lp”_ln!] (4.22)

onde p = sin*(At) e () ¢ o binomio de Newton.

A expressao (4.4) representa cada superoperador na forma matricial. Para representé-
los na forma de operadores inserimos o estado do sistema principal, considerando toda sua

base de espago, tal que da relacao de completeza [8,11]:

St =3 (A BiCy|Us 1| Ay BoCo) | A (Anl. (4.23)

Usando (4.21) temos que
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Si = 3 S i Otk (0, D) A (A
(4.24)

= >0 Do Ok—n)0s0.f (1, 1) | Ar) (Anl,

e portanto
Zf R An-) (Aul (4.25)

onde o termo Opn—; impoe que n — k = [ permitindo assim a juncao dos somatorios
S e=2>," — valida somente para n > k.

Pode-se utilizar o mesmo procedimento para o calculo dos superoperadores no
acoplamento com a fonte de calor (dado por Hys). A diferenca no resultado final estard

apenas na atuagao de U, sobre o estado conjunto |AgByCo):

Ug,Q‘AnBOC@ = (U5,2CL:SU2T,2T)H | Ao ByCo)
_y (" Ut sing™! B\ T ynt
—Zzzo< l )COS (nt) sin™ " (nt)(ag)"(cy)" [ Ao BoCo) (4.26)

= 210 S (0, DA BoCli)

produzindo, de forma analoga

S = 30 1 = ) | (4.27)

onde novamente tomou-se p = sin?(nt) com f(n, ) definida por (4.22).
As expressoes (4.24) e (4.27) representam uma generalizagao, em niveis de energia,
para o canal de amortecimento-de-amplitude. Assim, os cdlculos apresentados foram para

um espago de dimensao N (finita) — tanto para o sistema principal quanto para o ambiente.
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Portanto, implica que os indices, referente a cada subsistema, correm {n, k,s} =0,..., N—1.
Para um sistema particular de 2 niveis teremos um espago de Hilbert bidimensional ou,

N = 2 implicando em {n, k, s} = 0, 1. Aplicando essa particularizacao em (4.27), teremos
Soat = £(0,0 = 5)|Ag_o) (Ao| + F(1,1 = )| A1) (Ad. (4.28)

Para os casos em que s = 0 e s = 1, obtem-se respectivamente

Sie? = |Ao)(Ag| + /1 = pl A (A] = ( (1) 10—p ) , (4.29)

Sor” = V/plAo)(Ai| = ( 8 \f ) . (4.30)

O mesmo pode ser feito para (4.24).

4.2.3 Canal de Amortecimento-de-Fase no Modelo de

Frohlich

Iremos agora inferir o canal de amortecimento-de-fase a partir de H3 do Hamilto-
niano de Frohlich (4.1). Para analizarmos isoladamente esse termo teremos de considerar
a situagao fisica onde o tipo de acoplamento revelado por Hj (acoplamento de segunda
ordem) seja muito mais relevante que os demais mas com freqiiéncias de oscilagao baixas.

Pode-se conseguir esse sistema fisico considerando
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Desta forma, reduzimos o Hamiltoniano (4.1) a Hj. Considerando ainda o caso em
que & é real e efetuando-se todas as consideracoes anteriores, teremos um operador evolucao

U;, para um sub-sistema particular de H3 — de um espaco particular r — é dado por
Us = exp [—it¢ (ala,b! + ala,b,)] . (4.32)
Aplicando (4.6), teremos:
A=al, R=alabl +alab,, x=—ité. (4.33)

Das relacoes de comutagao, encontra-se os coeficientes:

Co=al, Oy = (b +0b)al, Cy= (b +0b)%al, ---, Cpn=(b+b)"al (4.34)
que produzem a relacao:
e =S 7 bl = Uzd]
> — =) — (b +0])"a] = Uja tust, (4.35)
m=0 m=0
Portanto: .
U3 ’A Boco> (Z]g&Jf TT) ‘AOBOCO>
(4.36)

o Zm 0 ( T(L%) 1/2 (bT + bl)mlAnBOCO>

O problema agora é conhecer a regra de aplicacio de (b, + bl)™ no estado |By).
A nao-comutatividade de b' e b gera uma expressao recursiva. Esse problema pode ser

descrito como o de conhecer os coeficientes da expressao:

(b+ 0™ By) = Zg m, j)|B;), (4.37)
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onde o termo g(m,j) é um coeficiente dependente de dois indices, sendo o indice j limi-
tado pelo tamanho do espago do sistema. O calculo detatalhado do coeficiente g(m, j) é
apresentado no Apéndice D.

Portanto, a partir dessa relacao, tem-se que:

oo N-—1
—mt
U A4uBoCo) = S° % —g)mg(m )4 B;Co), (4.38)

m =0 (mh) (n!)

e os superoperadores associados ficam:

- Zv Zn<AkaOS|U§|AnBOCO>|Av><An|

(4.39)
Logo,
N—-1 oo —Z?’Ltg
=X 3 g Bl (A (140
n=0 m= O

A expressao (4.40) fornece a generalizacao do canal de amortecimento-de-fase sobre
o sistema principal. Este é o termo responsavel pelo efeito de descoeréncia sobre super-
posicoes quanticas possiveis no sistema biolégico de Frohlich.

Resta agora mostrar a correspondéncia entre essa expressao geral e os superoper-
adores particulares apresentados anteriormente em (3.38). Como no canal de amortecimento-
de-amplitude, para um sistema particular de 2 niveis, teremos {n, k,s} = 0,1. Aplicando

essa particularizagao em (4.40), teremos para k = 0 e k = 1, respectivamente:

Sgg - Z:l:() Zf::o %g(mv 0)|A,) (A,
(4.41)

81 = Lonco Lommo g a9 DIAn) (Anl.
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Das relagoes e resultados do Apéndice D temos que, para N = 2:

1 , Vm par 0 , Vmpar
g(m, 0) = P e g(m,1)= P (4.42)
0 , V m impar 1 , V m impar

Desta maneira, tem-se que para g(m,0) a série em m converge para a fungao cosseno e para

g(m, 1) converge para a funcao seno. Logo,

S5 = [ Ao) (Aol + cos(t6) A1) (41| = ( (1) f’_p ) , (4.43)
0 0

ST = sin(t€)| A1) (Ay] = : 4.44

()] A1) (A (0 \/]_)> (4.44)

onde tomou-se p = sin®(t£)
Através do teorema da nao-unicidade, encontramos as matrizes W e V' que, apli-

cadas sucessivamente em (4.43) e (4.44), fornecem os superoperadores encontrados em

(3.38); sendo W definida por:

W = 0 (4.45)

onde o = (14 /T —p).

A matriz W leva (4.43) e (4.44) nos superoperadores do canal troca-de-fase. Assim,
basta aplicar V, definida por (3.44), para resgatarmos o canal de amortecimento-de-fase
como calculado. Fecha-se portanto, a ponte entre o modelo quantico-biolégico proposto

por Frohlich e o formalismo de OQ’s.
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Capitulo 5

Conclusoes

O presente texto teve como principal objetivo tratar sistemas biologicos, pelo mod-
elo tedrico de Frohlich, com o formalismo matemético de Operagoes Quanticas. O modelo
de Frohlich estuda as possibilidades de efeitos quanticos serem relevantes em sistemas bi-
olégicos; enquanto Operacoes Quanticas ajudam na caracterizacao desses efeitos quanticos
para um formato computacional a sistema aberto. A partir dessa caracterizagao torna-se
possivel uma ponte entre Computacao Quantica e processos biolégicos. Essa ponte pode
revelar propriedades desconhecidas ou ajudar na compreensao da dinamica microbioldgica.

Para tanto, inicialmente buscou-se uma sumarizagao dos principais conceitos dentro
da teoria da computagao quantica (e classica). Fez-se uma revisao detalhada do formalismo
de Operagoes Quanticas para descricao de processos fisicos e computacionais. A partir dai,
apontou-se os principais requisitos para a construcao do modelo tedrico de Frohlich ou,
para a modelagem de sistemas bioldgicos sob a dtica do formalismo quantico.

Aplicando o formalismo de OQ’s no modelo de Frohlich ficou natural o tratamento
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quantico de bio-sistemas. Isso porque o formalismo explicita fenémenos somente encontra-
dos em tais sistemas fisicos. Além disso, devido a caracterizacao de tempo discreto que
0OQ’s fornece, pode-se construir a ponte desejada para um tratamento computacional de
maneira simples e direta. Ou seja, aplicando um formalismo direcionado para sistemas
quanticos, em sistemas biolégicos, revelamos também um possivel carater computacional
para esses bio-sistemas.

As caracteristicas computacionais surgem com a abordagem do problema (interagao
fisica de subsistemas) como canais de informagao quanticos — canal de amortecimento-de-
amplitude e canal de amortecimento-da-fase!'. Dessa abordagem, enfoca-se os ruidos tipicos
presentes numa transferéncia e/ou processamento de informacao. O modelo de Frohlich
portanto, “revela” canais fundamentais dentro da Teoria Quantica de Informacao.

Logo, dessa anélise, podemos tentar elucidar as diversas formas pela qual a natureza
se vale para transferir e processar informagao. Dependendo do contexto biolégico, essa
pode ser a chave para o entendimento de como certos fendmenos biolégicos aparecem e/ou
interagem de forma tao coordenada e eficiente. No cérebro por exemplo, esse tratamento
poderia ser de vital importancia para explicar porque e como certas fungoes mentais surgem,
ou como certas relagoes fisiologicas podem ocorrer a tempo 6timo de processamento.

Além disso, estudar os efeitos ruidosos em sistemas naturais torna-se extremamente
importante para se entender a dinamica completa desses sistemas. Uma hipdtese possivel,

por exemplo, poderia ser levantada considerando esses ruidos como uma espécie de pressao

! Apesar de nao podermos extrair o canal troca-de-bit do Hamiltoniano de Frohlich, nao é dificil imaginar
esse efeito sob qualquer tipo de interagao ambiental. Esse deve ser o ruido mais natural e portanto trivial
para qualquer sistema aberto.
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seletiva que o meio bioldgico exerceria sobre certas configuragoes do sistema. Desta maneira,
apesar de um processo computacional ser algo artificial e bem definido, ainda assim pode-
ria haver a ponte requerida entre processos fisicos (quanticos/computacionais) e processos
biolégicos. Nesse sentido, o formalismo de Operagoes Quanticas se torna crucial para a

descrigao da interagao bio-sistema-quantico/ambiente.
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Apeéendice A

Sistemas Abertos

Sistemas abertos sao aqueles que nao estdo isolados do seu meio [37]. Esta falta de
isolamento pode gerar trocas de matéria ou de energia entre o sistema principal e o meio
ambiente. A troca de energia com o meio altera a energia interna do sistema [21]. A forma
mais bésica de energia encontrada na natureza é o calor. Calor pode ser descrito como
o movimento randomico gerado pela manifestacao da energia cinética das particulas, num
certo meio!. Quanto maior o calor, maior a energia cinética das particulas gerando uma
maior aleatoriedade na posicao dessas particulas, implicando num aumento de desordem. A
desordem das particulas num sistema é a propriedade fundamental que relaciona o aumento
da energia cinética com o conceito de calor. A funcao que caracteriza a propriedade de
aleatoriedade (ou medida de desordem) num sistema com calor é a entropia. A defini¢ao

de entropia é dada por [21,22,41]:
_dQ
=

!Calor também pode ser definido como a transferéncia de energia de um corpo para outro devido a
diferenca de temperatura.

ds (A.1)
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onde T é a temperatura do sistema, d() a quantidade de calor inserido no sistema a um
processo reversivel?. A relacao entre a energia interna de um sistema, calor e trabalho é

dada pela primeira lei da termodinamica

AU = 5Q + 5W, (A.2)

onde dU representa a energia interna do sistema, 0(¢) representa a quantidade de calor
inserida no sistema e W a quantidade de trabalho fornecida®. No entanto nem @ nem
W sao fungoes de estado do sistema, por isso, 6¢) e 0, nao representam um diferencial
de uma fungao [22,41]. A figura A.1 mostra um modelo de um sistema aberto interagindo
com suas vizinhancgas. Nessa figura, existe a representacao uma fonte de calor que fornece

energia ao sistema e um banho térmico que modela a perda de energia.

i ™
FONTE
e ST o \|[ BANHO
ABERTO :
aon TERMICO
b -

Figura A.1: Esquematizagao de um sistema aberto com fonte de calor e banho térmico

(figura modificada de [21], pag. 26)

Sob o ponto de vista de microestados possiveis para as particulas de um sistema, a

entropia pode ser definida de acordo com a probabilidade de encontrarmos o sistema num

2Quando nao existe nenhum tipo de dissipacao de energia para o meio.
3Se o sinal de §W for negativo significa que o sistema realiza algum trabalho no meio.
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dado estado [21,22], ou seja,

S =klnQ, (A.3)

onde k é a constante de Boltzmann e {2 é a medida da probabilidade de ocorréncia de um
certo estado termodinamico. Ou seja, €2 é fornecida a partir da distribuicao do ntimero de
microestados correspondentes a um dado macroestado.

A caracteristica mais importante em sistemas abertos é a irreversibilidade ou au-
mento da desordem. Num processo reversivel, a variacao da entropia do sistema é nula;
enquanto num processo irreversivel a entropia do universo sempre aumenta ou seja, sua
variagdo é sempre maior que zero [8,21,41]. A natureza sempre favorece o maximo de
entropia. No maximo de entropia de um sistema diz-se que o sistema estd em equilibrio
termodinamico [22].

As trocas de energia num sistema aberto implicam na mudanca de entropia no

tempo que pode ser escrita em duas partes [21] como
dS = dSy + dS, (A4)

onde dS; ¢ a entropia associada ao fluxo de calor entre o sistema e o meio, e dS; ¢ a en-
tropia produzida dentro do sistema em si. Da segunda lei [12,21,22,41] temos que dSs; > 0
(com dSs = 0 no equilibrio termodinamico). Num sistema aberto a mudanga de entropia
dSy, dada pelo fluxo de energia, pode ser positiva (quando o sistema libera energia tér-
mica) e negativa (quando sistema recebe energia do meio). Quando o fluxo é negativo a
entropia do sistema aberto pode diminuir. Nesse processo algum ordenamento pode ocor-

rer; por exemplo, se tivermos dSy < 0 e |dSy| > |dS;]|. Se o sistema aberto possuir um
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fluxo negativo de energia térmica suficientemente alto (liberacao de calor do sistema para
o ambiente), entdo a aleatoriedade de certos microestados do sistema podem dimuinuir,
implicando na diminuicao local da energia interna em relagao a energia interna total. Nesse

processo alguma organizacao pode emergir.
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Apendice B

Oscilador Harmoénico Quantico

O Hamiltoniano de um oscilador harménico quantico é dado por [8,11-13,21]:
H="—+-w'mX? (B.1)

sendo P operador momento, X operador posicao, w freqiiéncia e m a massa do sistema.

Entretanto, se definirmos os operadores, aniquilacdo a e criacdo a', na forma

= VE(X+E), o= /E(X-L) 32)

e, substituindo (B.2) em (B.1), poderemos reescrever o Hamitoniano (B.1) como [8,11]:
T 1

E conveniente introduzir aqui, as propriedades de comutacao dos operadores de
aniquilagdo e criagao’[11]:

la,a'] = % (—mlw[x, Pl + me[P, X]) =1, (B.4)

LA relagao de comutagdo entre um operador A e um B é definida por: [A, B] = AB — BA [1,3,5].
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onde usou-se o fato de que [ X, P] = ih, [X, X] = 0 e [P, P] = 0. Chamando de N o operador
a'a, pode-se calcular todos os modos normais de vibracio correspondentes a um autoestado
In) de N, isto é: N|n) = n|n). Usando a defini¢ao (B.2) e a relacao (B.4) deriva-se que

[N,a] = a'[a,a] + [aT, d]a = —a,
(B.5)
[N, a'] = a'la,d] + [al, a']a = a.

Das relagoes (B.5) verifica-se que:
aln)y =vnln—1), e afln) =vVn+1n+1) (B.6)

Dessas relacoes surgem os nomes “aniquilacdo” para a e “criacdo” para af, ja que
esses operadores fazem a transicao dos modos normais de vibracao do sistema. Usando-se

(B.6) pode-se mostrar ainda que
(al)"

n!

n) = 10), (B.7)

sendo |0) o estado associado ao primeiro modo de vibragdo que, por sua vez, demarca o
primeiro nivel de energia do sistema (ground state)?. Os niveis de energia do oscilador

harmonico entao podem ser calculados tomando-se

Hin) = hw <N + %) In) = fw (n + %) In). (B.8)

Portanto,

B, = hw (n + %) . (B.9)

2E comum, em anélises que envolvam componentes cldssicos - como macromoléculas - negligenciar o
estado |0) como ground state, simplificando o Hamiltoniano como H = hwa'a. Isso é equivalente a uma
translacdo no Hamiltoniano H = H — hw/2 [11].
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A evolugao temporal dos autoestados é dada pela equagao de Schrodinger [8,11-13).
Assim, tomando-se um estado na base do sistema |¢/(0)) = > ¢,(0)|n), a evolugao sera:

[0(t)) = exp(=iHt/B)[ (1)) = Y _ cpexp (—inwt) |n). (B.10)

n

Uma questao a ser respondida é em relagao a capacidade de um oscilador har-
monico quantico realizar computagao. No primeiro capitulo, mostrou-se que o formalismo
matematico usado na computacao quantica é independente do sistema fisico usado. De
fato, um possivel candidato para um computador quantico é o oscilador harmonico. Este é
um sistema fisico de fécil realizagao, controle e entendimento [8,13].

Uma forma de se fazer computagao seria definindo os auto-estados de energia |n)
como os estado légicos (qubits) do computador. A figura B.1 mostra uma molécula de 2,3—
dibromotiofenil usada em RMN (Ressonancia Magnética Nuclear) para implementacao de
algoritmos quanticos [42]. Essa implementacao foi possivel usando 4 (quatro) niveis de
energia de um oscilador harménico no qual esta molécula pode ser aproximada (modelando
2 qubits) [8]. Transformagoes de estados légicos seriam equivalentes a transformagoes de

niveis de energia ®.

3Uma possivel codificacio, para 2 qubits, seria: [00) = |0),[01) = |2), [10) = |4),[11) = |6).
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Figura B.1: 2,3—dibromotiofenil: exemplo de um oscilador harmonico

(figura modificada de [8], pag. 342)
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Apéndice C

Representacao na Esfera de Bloch

A representacao na Esfera de Bloch é de extrema importancia pois permite uma
interpretacao geométrica de um estado quantico de dois niveis.
Dado um qubit na forma superposta [) = «|0) + |1), a partir da conservacao da

probabilidade podemos resgatar a equagao da esfera |a|? + |3]? = 1, tal que [¢) fica [8]:
) = e (COS %](D + € sin §|1>) : (C.1)

onde \, ¢ e 6 sao numeros reais. E ainda facil mostrar, pelo produto interno, que o termo
e, chamado de fase global, ndo contribui com nenhuma informacao do estado durante um
processo de medida [11-13]. Entéao, efetivamente um estado quantico (de um qubit) pode
ser escrito como [8]

¢ ¢

|t)) = cos 5\0) + ¢ sin 5\1) (C.2)

Os numeros ¢ e 6 definem um ponto numa esfera de raio um. Essa esfera é conhecida como
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|03

11>

Figura C.1: Esfera de Bloch
(figura modificada de [8], pag. 15)

Esfera de Bloch e esta representada na C.1 [8,29].
Nesse esquema, 6 representa a fase relativa da base computacional |0), |1). Uti-
lizando a representagao em matrizes densidades, podemos generalizar a descrigao geométrica

para estados mistos (e puros). Escrevendo o operador densidade de um qubit na forma

8,13]:

I+7-7
P="

(C.3)
onde 7 é um vetor real tridimensional tal que || 7| < 1 e é chamado de de vetor de Bloch
para o estado p. E & é o vetor que contem as matrizes de Pauli em cada direcao. Dessa

representacio vemos que quando o vetor 7 é nulo, isto é p = I /2, o estado p atinge o

méximo de impureza (ou mistura) e p serd puro quando || 7| = 1.
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Apeéendice D

Calculo de g(m,j)

Simplificando a notagao, o calculo do coeficiente g(m, j) é iniciado pela relacao

N-1

(b+5)"10) = 3 glm. )l

=0

(D.1)

onde |0) representa o ground state do sistema e N o tamanho do espago. Essa relagao de

recorréncia aparece devido a ndo-comutatividade entre b e b, isto é [b, b'] = 1. Como cada

sistema possui dimensao finita, valem os limites de atuagao dos operadores:

. |]_]—> ) Sej>0 . ‘j+1> ) S€j<N—1
blj) = _ e bflj) = ,
0 , se <0 0 , sej>N-—-1

Aplicando indutivamente (D.1), teremos:

(b+5)"110) = (b-+b7) (050" g(m, )13

= (b+ 1) (9(m, 0)]0) + 35 g(m, )15} + glm, N = 1IN = 1))

= g(m, 0)[1) + 32757 (9(m, )i + 1) + g(m, j)|j — 1)) + g(m, N = 1)|N —2)

(D.2)

= g(m,0)[1) + 325" g(m. j — D)I5) + 355" g(m, j + 1)]j) + g(m, N = 1[N —2).
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De (D.1), tem-se ainda que:

B+8)"™10) = 3 glm+ 1.5)l) 0.4

Logo,
S g(m 4 1,5)]5) = g(m, 0)]0) + (g(m, 0) + g(m,2)) |1)+

+3 7 (g(m,j = 1)+ g(m,j + 1)) i)+ (D.5)
(g(m, N —3) + g(m, N — 1)) |N — 2) + g(m, N — 2)|N — 1).

Gerando, portanto, as relagoes de recorréncia:

(

g(m+1,0) = g(m, 1)

gm+1,j) =g(m,j—1)+g(m,j+1), paral <j< N -2 , (D.6)

\

onde, dos limites (D.2), tiramos as condigdes iniciais:
9(0,0) =1, ¢(1,0)=0. (D.7)

A expressao principal do sistema (D.6) é uma equacao de diferencas em duas va-
ridveis cuja solugao pode ser verificada em [44]. Porém, para o sistema particular de dois
niveis, (N = 2 com j = 0, 1.), podemos utilizar diretamente (D.6) e (D.7) para calcularmos

os coeficientes. Assim, com N = 2, (D.1) fica

(b+1)"]0) = g(m, 0)[0) + g(m, 1)]1). (D.8)
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E o sistema (D.6) se reduz a

g(m+1,0) = g(m,1)

(D.9)
g(m+1,1) = g(m,0)
Fazendo m = 0,1, ...00 e aplicando (D.7) obtem-se que
1 , sem par 0 , sem par
g(m,0) = e g(m,1)= . (D.10)
0 , sem impar 1 , se mimpar

Logo, a aplicagao de (b + b")™ faz o sistema oscilar entre os niveis |0) e |1).
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