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JOGOS QUÂNTICOS A PARTIR DE HAMILTONIANOS BIOFÍSICOS E
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Otimização Sub-Neuronal da Informação
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B O Problema Cérebro-Mente 135
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3.2 Representação esquemática da interação entre sistema principal e ambiente
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dois CQAAs são considerados como dois jogadores, A e B, com máximo grau de
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do indiv́ıduo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
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mas técnicos, mas também com grande incentivo, bom humor e amizade. E a todos os amigos do

LNCC que de alguma forma, direta ou indiretamente, tornaram posśıvel a realização desse trabalho.
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A Teoria de Jogos (TJs) é um formalismo matemático usado para analisar situações de

conflitos entre duas ou mais partes. Nesses conflitos, cada parte possui um conjunto de ações

(estratégias) que auxilia na otimização de seus objetivos. Os objetivos dos jogadores são

as recompensas (payoffs) que cada um recebe de acordo com a estratégia adotada. Ao se

quantizar um jogo, mostra-se ganhos em eficiência operacional e ganhos na estabilidade das

soluções. Em um jogo quântico (JQ), as estratégias são operadores que atuam num sistema

isolado. Uma questão natural é considerar um jogo num sistema aberto. Nesta situação as

estratégias são trocadas por operadores de Kraus que representam uma medida natural do

ambiente. Nosso interesse é encontrar as condições f́ısicas necessárias para modelarmos um

sistema quântico aberto como um jogo. Para analisar essa questão aplicamos o formalismo de

Operações Quânticas (OQs) sobre o sistema de Fröhlich e o apresentamos como um modelo

de JQ. A interpretação é um conflito entre diferentes configurações do ambiente que, ao

inserirem rúıdo no sistema principal, exibem regiões de mı́nima perda de informação. O

modelo de Fröhlich vem sendo usado para descrever a dinâmica biof́ısica dos microtúbulos

neuronais. Ao estruturarmos o modelo de Fröhlich nos JQs, mostramos que as regiões de

estabilidade podem existir sob condições fisiológicas. Usando o aspecto evolucionista, a TJs

pode ser a chave para a descrição de processos naturais de otimização da informação em

ńıvel sub-neuronal.
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given according to their chosen strategy. By quantizing a game, advantages in operational

efficiency and in the stability of the game solutions are demonstrated. In a quantum game,

the strategies are operators that act on an isolated system. A natural issue is to consider a

game in an open system. In this case the strategies are changed by Kraus operators which

represent a natural measurement of the environment. We want to find the necessary physical

conditions to model a quantum open system as a game. To analyze this issue we applied the

formalism of Quantum Operations on the Fröhlich system and we described it as a model
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Caṕıtulo 1

Introdução

Em 1944 J. von Neumann e O. Morgenstern publicaram um livro desenvolvendo os

primeiros fundamentos e conceitos da Teoria de Jogos (TJs). Esta idéia inicial foi direcionada

para a Economia [1]. Pouco mais tarde em 1950, J. Nash fez uma importante contribuição

introduzindo uma solução de equiĺıbrio nas situações formalizadas pela TJs [2,3]. Já na

década de setenta, M. Smith e G. R. Price, com algumas mudanças conceituais, aplicaram

a TJs à situações de conflitos entre espécies num contexto biológico [4-6]. A generalidade

matemática inerente à TJs, permitiu que diversas outras aplicações fossem formuladas, desde

problemas em matemática pura, engenharia até em ciências humanas [7-12]. Essas aplicações

mostram a eficiência e a maleabilidade da TJs, sugerindo algumas questões importantes:

Podeŕıamos aplicar a TJs a sistemas puramente f́ısicos? Quais as condições para essa

abordagem? Quais as vantagens? A TJs poderia ser uma ponte entre Darwinismo e sistemas

f́ısicos?

A TJs é um formalismo abstrato que descreve qualquer conflito entre duas ou mais partes.

Cada parte possui um conjunto de ações visa maximizar seus interesses. Na TJs cada parte é

identificada como um jogador, cada ação é identificada como uma estratégia e cada interesse

é identificado como algum tipo de recompensa (payoff ). A TJs é portanto um critério de
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otimização de recursos e ações. Todo jogador quer aplicar a estratégia que lhe garanta

a melhor recompensa. Encontrar situações onde uma única estratégia seja a melhor para

um jogador ou um conjunto de estratégias que garanta a maximização na distribuição das

recompensas a todos os jogadores é o grande desafio dentro de um jogo. Essas situações

correspondem a pontos de equiĺıbrio que, quando contextualizados, descrevem situações de

domı́nio ou de cooperação entre jogadores. Esses pontos são de fundamental importância

em qualquer sistema analisado.

Recentes trabalhos vêm propondo métodos de quantização de um jogo [13-18]. Esses tra-

balhos ligam a Teoria de Informação (TI) e Computação Quântica (CQ) com a TJs criando

a Teoria de Jogos Quânticos (TJQs). Existem inúmeras razões para se querer quantizar

um jogo. O simples fato da TJs poder ser escrita numa forma probabiĺıstica já instiga a

generalização para o mundo quântico. Além disso, como a TJs é um método de otimização,

aplicando-a à computação quântica pode-se derivar novos meios de construção de algoritmos

mais eficientes. Ao se quantizar um jogo cria-se um v́ınculo f́ısico inerente ao formalismo

teórico. Assim, a TJs pode ser um método extremamente útil e eficiente na descrição de pro-

cessos micro e nanométricos presentes na natureza. Sistemas de nano escala são os primeiros

a apresentar interesse de investigação dada a complexidade de suas sub-unidades. Contudo

a razão mais direta para se querer quantizar um jogo é a demonstração de novos pontos

de estabilidade e o ganho em eficiência computacional. Essa eficiência gera uma economia

de tempo e de recursos f́ısicos [19,20], requisitos cruciais para a construção e elaboração de

qualquer processo de otimização (tecnológico ou natural).

Na TJQs padrão [13] as estratégias são representadas por operadores unitários que atuam

sobre estados quânticos que representam o arranjo inicial do jogo. Portanto, o sistema

f́ısico num jogo é um sistema isolado do meio ambiente. Entretanto, nenhum sistema na

natureza é de fato isolado. Logo, se quisermos uma ligação entre TJs e algum sistema
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natural precisamos considerar as interferências do ambiente. Em sistemas quânticos essas

interferências representam rúıdos que destroem a coerência do sistema. Assim, a construção

de qualquer tecnologia baseada em recursos quânticos deve, antes de mais nada, compreender

e controlar esses rúıdos. E por outro lado, a descrição de qualquer dinâmica natural f́ısica

deve considerar esses rúıdos no sistema para avaliar a relevância e a sustentabilidade dos

efeitos quânticos nesses sistemas.

A extensão de jogos quânticos considerando também como estratégias operadores de

medida, foi descrita inicialmente por J. Eisert e M. Wilkens [13,16]. Nessa extensão, a

medida realizada por cada jogador sobre o estado inicial do jogo expressa o não-isolamento

do sistema. Contudo, nosso interesse é a modelagem de sistemas abertos quânticos a partir

da TJQs. Dado um sistema f́ısico, queremos saber quais os v́ınculos entre a f́ısica do sistema

e a TJQs; quais os critérios necessários para essa descrição, quais as restrições, vantagens e

desvantagens.

Para fazer o estudo da relação entre TJQs e sistemas abertos quânticos escolhemos o

sistema de Fröhlich. Herbet Fröhlich desenvolveu um modelo teórico de sistemas biológicos

enfocando algumas das propriedades f́ısicas mais importantes desses sistemas. Aproximando

esses bio-sistemas por osciladores harmônicos acoplados com o ambiente, seu modelo mostra

que, para um suprimento adequado de energia é posśıvel haver efeitos quânticos relevantes em

condições fisiológicas [21-29]. Apesar de ser um modelo teórico, o modelo de Fröhlich apre-

senta propriedades que são fundamentais em qualquer sistema f́ısico (quântico ou clássico).

Em seu modelo aparece expĺıcitamente os v́ınculos mais relevantes entre o sistema principal

(bio-sistema) e o ambiente (fonte de calor mais banho térmico). Assim, aplicando o forma-

lismo de Operações Quânticas (OQs) [30-37] é posśıvel escrever os acoplamentos do sistema

principal com o ambiente num formato de tempo discreto. Esse formato é extremamente

importante para qualquer caracterização computacional. Além disso, permite o estudo de
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rúıdos quânticos existentes em sistemas abertos através da Teoria de Informação Quântica.

Nesse formato, a informação f́ısica de um sistema quântico é perturbada por rúıdos ao atra-

vessar um canal de comunicação [30,31]. Fisicamente analisaremos a perturbação do sistema

por duas configurações distintas do ambiente. Essas duas configurações ambientais serão

interpretadas na TJs como dois jogadores, onde as estratégias serão operadores de medida

derivados do tipo de acoplamento realizado com o sistema principal. Com um critério de

recompensa que mede a informação contida no sistema principal após ter passado por um

canal quântico (CQ), construiremos a ponte entre sistemas quânticos abertos, TI e TJs.

Modelando um sistema biof́ısico de Fröhlich através da TJQs, analisaremos a relação

entre as condições f́ısicas necessárias para a emergência e sustentação de efeitos quânticos a

partir das soluções de jogo. Com isso, mostramos um posśıvel critério de otimização ao qual

a natureza pode usar. Além disso, o modelo de Fröhlich tem ganhado bastante interesse por

apresentar caracteŕısticas muito próximas das propriedades f́ısicas dos microtúbulos celu-

lares. Pesquisas teóricas vêem propondo a existência de efeitos quânticos nesses bio-sistemas

que realizariam um processamento quântico de informação sub-neuronal. Esse processa-

mento seria responsável pela emergência de funções cerebrais mais complexas [38-58]. Algu-

mas pesquisas experimentais mostram boas perspectivas nessa direção [59,60]. Contudo, o

quadro geral ainda é pendente por confirmação. Mesmo as dinâmicas e relações biof́ıcas dos

microtúbulos com a célula ainda não são totalmente conhecidas [61-68]. Uma formulação a

partir da TJs pode ajudar a análise f́ısica e o entendimento da estabilidade desses sistemas.

Através de um modelo de jogo para um sistema aberto, como o de Fröhlich, podemos propor

um critério de otimização natural em ńıvel sub-neuronal [69-80]. Esse critério poderia ser a

chave para a ligação das hipóteses quânticas e um processamento de informação estável em

sistemas biológicos.
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A primeira etapa dessa abordagem será a apresentação das definições e conceitos básicos

da TJs e TJQs. A segunda será a caracterização de um sistema aberto quântico segundo

o formalismo de OQs. Nessa etapa consideraremos o Hamiltoniano do modelo de Fröhlich

onde analisaremos cada acoplamento com o ambiente separadamente. Com essa caracteriza-

ção identificaremos o conjunto de estratégias quânticas como operadores de medida derivados

de cada tipo de acoplamento. Identificado as estratégias, construiremos um critério de recom-

pensa baseado na informação mantida no sistema principal após interação com o ambiente. A

partir desse critério será posśıvel a caracterização natural de um jogo em um sistema f́ısico.

A terceira etapa será então o cálculo e análise das soluções dos modelos de jogos. Essas

soluções permitirão avaliar as condições de estabilidade f́ısica e os pontos de mı́nima perda

de informação no modelo de Fröhlich. Finalmente, na quarta etapa, faremos uma ponte entre

as hipóteses quânticas nos microtúbulos e o modelo de Fröhlich. Com a TJQs calculamos e

avaliamos os pontos de estabilidade f́ısica do jogo para temperaturas próximas à do corpo

humano. Além disso, relacionamos essas condições f́ısicas com as taxas de coerência quântica

e de amortecimento de amplitude.

Para finalizar, apresentamos uma interpretação alternativa dos modelos de jogos quânti-

cos estudados baseada na teoria evolucionista. Essa “nova interpretação” pode representar a

chave para a descrição de um processo de seleção natural em ńıvel quântico. Além disso, a

partir dessa interpretação Darwinista expomos alguns critérios teóricos para a construção de

um modelo quântico de otimização e processamento de informação em ńıvel sub-neuronal.
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Caṕıtulo 2

Teoria de Jogos

Teoria de Jogos (TJs) é um formalismo usado para analisar quaisquer situações de conflito,

entre duas ou mais partes. As partes podem cooperar ou não de forma a maximizar seus

interesses. As partes de um jogo são chamadas de jogadores. Os conceitos mais importantes

dentro da TG são: estratégia e payoff (recompensa) [4,6].

• Estratégia é um plano de ação que um jogador realiza quando exposto a alguma situação

de decisão. As estratégias podem ser classificadas como puras ou mistas.

? Uma estratégia será pura quando um jogador tomar a mesma decisão sempre

que se deparar com uma dada situação.

? Uma estratégia será mista quando um jogador tomar decisões diferentes, com

probabilidades diferentes, numa dada situação. Neste sentido, uma estratégia mista é

uma combinação de estratégias puras onde cada estratégia é escolhida probabiĺıstica-

mente.

• Payoff (recompensa) é o que o jogador recebe depois de ter adotado uma certa es-

tratégia. Esta recompensa pode ser positiva (ganho, incentivo) ou negativa (perda,
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punição). Normalmente as recompensas são dispostas numa matriz chamada de ma-

triz payoff. Este é o conceito mais importante e mais arbitrário dentro da TJs. Um

jogo é essencialmente definido pela construção da matriz payoff.

Para medirmos o desempenho médio de um jogador num certo jogo define-se ainda a

função de avaliação ou função payoff. Esta função avalia todas as possibilidades de jogadas

de um jogador e o quanto esse jogador recebe para cada uma dessas possibilidades [6].

A TJs é um formalismo abstrato, desta forma não há qualquer especificação dos objetos

f́ısicos envolvidos em cada jogo. Entretanto, mesmo nas situações mais abstratas, é sempre

posśıvel idealizar um um contexto onde haja inerentemente a necessidade de algum objeto

ou meio f́ısico para o desenrolar do jogo1.

Um jogo pode ser classificado de acordo com as ações dos jogadores, ou de acordo com a

construção da matriz payoff [11,33,81].

? Jogo Estático: todos os jogadores escolhem e jogam suas estratégias simultaneamente;

? Jogo Dinâmico: todos os jogadores escolhem e jogam sequêncialmente suas estratégias.

Ou quando houver alguma relação temporal entre as jogadas dos jogadores;

? Jogo de Informação Completa: quando os jogadores conhecem todas as estratégias de

seus oponentes e as recompensas associadas a cada estratégia. Quando esses critérios não

são satisfeitos o jogo é chamado de Jogo de Infomação Incompleta.

? Jogo Cooperativo: quando, de comum acordo, existe alguma transferência de infor-

mação entre os jogadores. Do contrário o jogo é chamado de Jogo não-Cooperativo.

? Jogo Simétrico: quando os jogadores recebem a mesma recompensa para uma mesma

estratégia jogada. Do contrário o jogo é chamado de Jogo Assimétrico.

1Uma estratégia pode ser desde uma expressão fisionômica (sorrir, chorar,...), uma expressão corporal
brusca (bater, fugir,...) ou simplesmente jogar um “coringa” ao invés de um “rei” num jogo de cartas.

7



? Jogo de Soma-Zero: quando o valor do ganho de um jogador é exatamente igual ao

valor da perda de seu adversário.

? Jogo Bi-Matriz: onde cada jogador possui uma matriz payoff própria. Para um jogo

de dois jogadores, A e B, o jogo será simétrico quando a matriz payoff de A for simétrica à

matriz payoff de B, caso contrário o jogo é dito assimétrico.

Formalmente, um jogo pode ser definido por um conjunto Ω = {N,Si,Fi}, onde N é o

número de jogadores, Si = (s1, ..., sn)i é o conjunto finito de n estratégias puras do i-ésimo

jogador e Fi é a função de avaliação do i-ésimo jogador. Num jogo misto associamos cada

estratégia pura sj, do ı́−ésimo jogador, a uma probabilidade pi
j (com pi

j ∈ [0, 1], ∀ i, j). Para

um jogo misto, onde o conjunto de estratégias de cada jogador é identico (Si = Sk,∀ i, k ⇒

pi
j = pk

j ,∀ i, j, k), a função de avaliação do i−ésimo jogador será [6]:

Fi(p1, ..., pn) =
∑
l,...,m

p1
l ...p

N
mw

i
l,...,m, (2.1)

onde (pi
1, ..., p

i
n) ≡ pi é o vetor das probabilidades das estratégias (s1, ..., sn) e wi

l,...,m

são os coeficientes da matriz payoff do i-ésimo jogador. Esses coeficientes representam as

recompensas dadas a cada disputa entre estratégias.

A representação matricial de um jogo com dois jogadores (N = 2) , A e B, com n

estratégias pode ser escrita como

B : s1 · · · B : sn

A : s1

...

A : sn


(wA

11, w
B
11) · · · (wA

1n, w
B
1n)

...
. . .

...

(wA
n1, w

B
n1) · · · (wA

nn, w
B
nn)

 ≡ WA,B.

(2.2)

Esta é uma representação bi-matriz onde o primeiro termo de cada parênteses é a recompensa

dada ao jogador A e o segundo termo é a recompensa dada ao jogador B. Com N = 2
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podemos reescrever (2.1) na forma compacta [6]:

FA(p,q) = p.WAq

FB(q,p) = q.WBp

(2.3)

onde p = p1 = pA é o vetor probabilidade associado ao jogador A e q = p2 = pB ao jogador

B. WA é a matriz payoff associada ao jogador A e WB é a matriz payoff associada ao

jogador B. No entanto, somente a definição de um jogo através da matriz payoff não é

o suficiente. Para analisarmos as melhores estratégias, frente às recompensas, é necessário

estudarmos as soluções deste jogo.

As soluções de um jogo correspondem à análise de pontos de equiĺıbrio e domı́nio das

estratégias. Esses pontos são determinados de acordo com os valores da matriz payoff asso-

ciados a cada par de estratégia. Os conceitos mais importantes, na análise da solução de um

jogo, são:

• Estratégia Dominante (ED): é aquela que possui a melhor performace num jogo em

relação à todas as outras estratégias. Não necessariamente é a que fornece a melhor

recompensa para o jogador. Na verdade, se todos os jogadores adotarem suas EDs não

há qualquer garantia de que todos receberão a melhor recompensa. Esta é uma análise

inteiramente individual que oferece as maiores recompensas que você receberia caso

seguisse qualquer outra estratégia contra qualquer estratégia do seu oponente

De um jogo misto, definido por (2.2), dizemos que a estratégia
?
p, do i-ésimo jogador2, é

uma ED quando [4]

Fi(
?
p,q)−Fi(p,q) = (

?
p− p).Wiq ≥ 0, ∀ p,q (2.4)

Quando a desigualdade é estritamente maior que zero, dizemos que a estratégia é estri-

tamente dominante.

2Explicitamente seria um conjunto de estratégias (
?
s1, ...,

?
sn) associado ao vetor

?
p.
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• Equiĺıbrio de Nash (EN): é o conjunto de estratégias que fornece as melhores recom-

pensas posśıveis a todos os jogadores simultaneamente. Uma vez adotado pelo grupo,

nenhum jogador pode melhorar sua recompensa mudando unilateralmente suas estraté-

gias. Este é um conceito de análise global de jogo.

De (2.2), dizemos que um par de estratégias (
?
p,

?
q) estão num EN se satifaz as desigual-

dades simultaneamente
FA(

?
p,

?
q)−FA(p,

?
q) = (

?
p− p).WA

?
q ≥ 0, ∀ p;

FB(
?
p,

?
q)−FB(

?
p,q) =

?
p.WB(

?
q− q) ≥ 0, ∀ q.

(2.5)

Nash provou que todo jogo misto possui no mı́nimo um ponto de EN [2,3]. Uma extensão do

EN é o conceito de Nash-Pareto (NP) ou Pareto eficiente. Um par (
?
p,

?
q) será um NP quando

for imposśıvel para todos os jogadores melhorar suas recompensas mudando suas estratégias

simultaneamente. Portanto, um ponto em EN não é necessariamente um NP. Além disso,

uma solução está estritamente num EN quando as desigualdades de (2.5) forem estritamente

maiores que zero.

2.1 Jogos Evolucionistas

De acordo com o Darwinismo em qualquer sistema biológico existe inerentemente uma

disputa pela vida entre indiv́ıduos de uma população e seu meio ambiente [4-7,11,12]. Os

indiv́ıduos podem ser de espécies (como dinossauros, homens, peixes...) a genes; já o am-

biente pode ser intempéries f́ısicos (temperatura, pressão, umidade...), outros indiv́ıduos da

mesma espécie (disputando fêmea, comida, liderança,...) ou ainda indiv́ıduos de espécies

diferentes (como predadores). No entanto, desses conflitos aparecem aglomerados extrema-

mente estáveis, grupos de indiv́ıduos que cooperam mesmo tendo interesses próprios. A

natureza mostra que o processo evolutivo é um grande otimizador. Essa otimização introduz
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inerentemente situações de equiĺıbrio que vizam a manutenção da organização do grupo. M.

Smith e G. R. Price perceberam que o conflito Darwinista não é diferente de nenhum outro

conflito e, portanto, pode ser descrito pela TJs. Essa descrição é conhecida por Teoria de

Jogos Evolucionista (TJE).

Uma importante diferença na TJE é que os jogadores são interpretados como indiv́ıduos

“irracionais” dentro de uma população. Assim, suas estratégias correspondem a uma pro-

priedade inerente que expressa um comportamento fenot́ıpico frente as exigências do meio

ambiente. Essa consideração expressa o controle do ambiente sobre os indiv́ıduos já que a

adaptação dos indiv́ıduos é uma consequência direta dessas exigências. Deste modo, os indi-

v́ıduos são mais (ou menos) recompensados se suas estratégias prolongam mais (ou menos)

suas chances de sobrevivência. No contexto biológico a aptidão (fitness) do indiv́ıduo é a

expressão de toda a desenvoltura desse indiv́ıduo num dado ambiente. E as exigências ambi-

entais são descritas através da matriz payoff. Portanto, na TJE a função payoff é chamada

de aptidão3[4].

A partir dessa descrição M. Smith e G. R. Price mostraram que há um outro tipo de

solução de jogo: as Estratégias Evolutivamente Estáveis (EEEs).

• Estratégia Evolutivamente Estável (EEE): é aquela que quando adotada pela maioria

dos indiv́ıduos de uma população, qualquer estratégia alternativa que tentar invadir

essa população será punida por seleção natural.

Formalmente, considere uma população constituida basicamente por indiv́ıduos do tipo

A que adotam uma estratégia
?
p e um pequeno grupo de indiv́ıduos do tipo B que adotam

uma estratégia q. A probabilidade de encontrarmos um indiv́ıduo jogando uma estratégia
?
p

é (1−ε) e uma estratégia q é ε, onde ε� 1. Portanto, podemos dizer que a população, como

um todo, joga uma estratégia mista εq + (1− ε) ?
p. Assim, uma estratégia

?
p será EEE numa

3Durante todo o texto usaremos o termo aptidão para designar a função de avaliação ou função payoff.

11



população quando, para uma pequena possibilidade de aparecer uma estratégia mutante q,

gerar a maior recompensa, isto é:

F(
?
p, εq + (1− ε)

?
p) > F(q,εq + (1− ε)

?
p), (2.6)

onde consideramos FA ≡ FB ≡ F . Além disso, como ε � 1,
?
p será EEE se e somente se

satisfizer, ∀ q 6= ?
p:

F(
?
p,

?
p)−F(q,

?
p) ≥ 0,

F(
?
p,

?
p) = F(q,

?
p), =⇒ F(

?
p,q)−F(q,q) > 0.

(2.7)

A primeira condição é nada mais do que o EN. Portanto, o conceito de EEE impõe uma

restrição a mais no EN. Assim, é fácil ver que uma estratégia estritamente num EN implica

em EEE e vice versa.

2.2 Jogos Quânticos

Com o desenvolvimento da Computação Quântica e, mais genericamente, da Teoria Quân-

tica da Informação, diversos ramos da f́ısica vem sendo estudados sob essa nova formulação

(algoritmos, criptografia, random walk,...) [82-90]. Nessa direção, a TJs, usando a lin-

guagem informacional e computacional, também se expande considerando efeitos quânticos

nas situações de jogo.

Muitos trabalhos estão extendendo os conceitos da TJs para o mundo quântico [13-20,69-

71,91-102]. Estas extensões estão mostrando uma maior eficiência dos jogos quânticos e uma

generalização dos jogos clássicos. A eficiência é verificada ao mostrar-se um acréscimo de

pontos de estabilidade e equiĺıbrio nas soluções de um jogo quantizado. A generalização é

verificada ao mostrar-se que qualquer jogo clássico finito pode ser descrito e implementado

pelo formalismo quântico mas não o inverso [18,92]. A eficiência é verificada ao mostrar-se
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que a quantidade de recursos f́ısicos e o tempo de processamento num jogo quântico são

menores que num jogo clássico [18,92,93,100].

Ao contrário da TJs clássicos, na Teoria de Jogos Quânticos (TJQs) existe inerentemente

um apelo f́ısico do sistema em questão. As estratégias de um jogador são expressas pela

atuação de operadores sobre estados quânticos que representam um sistema f́ısico espećıfico.

Os estados quânticos iniciais representam a disposição (preparação) inicial do jogo. Os

estados quânticos finais (após todas as operações) representam a disposição final do jogo.

Sem qualquer perda de generalidade, com apenas dois jogadores e duas estratégias pode-

mos descrever todas as relações associadas a um Jogo Quântico (JQ). Assim, seguindo o

protocolo4 de Jens Eisert et al [13,16], um JQ entre dois jogadores, A e B, pode ser comple-

tamente descrito pelo conjunto ΩQ = {H,SA,SB,FA,FB, ρ}; onde H é o espaço de Hilbert

total do jogo; SA e SB é o conjunto de estratégias quânticas permisśıveis de A e de B,

respectivamente; FA e FB é a aptidão (função de avaliação) do jogador A e do jogador B,

respectivamente e finalmente ρ é a matriz densidade que define os estados quânticos do jogo.

As premissas básicas a serem obedecidas na quantização de um jogo são os postulados

da Mecânica Quântica (MQ) [30,31,103,104]. Portanto, o espaço de Hilbert total de um jogo

é o produto tensorial do espaço de cada jogador (H = HA ⊗ HB). Qualquer mudança nos

estados dos jogadores é realizada por operadores unitários, supondo o sistema isolado. Num

jogo 2 × 2, dois jogadores com duas estratégias, uma estratégia quântica sA,(B) ∈ SA,(B) é

definida por operadores pertencentes ao grupo SU(2) [19,20,18,31]. E através do postulado

da medida, tomamos a média dos operadores payoff (que são as matrizes payoff na forma

de operadores) para calcularmos a aptidão de cada jogador.

Um JQ 2× 2 é descrito num espaço bidimensional, onde aqui será representado na base

dos qubits {|0〉, |1〉}. Nesse espaço, qualquer estratégia quântica pode ser descrita por uma

4Na TJQs, protocolo é uma referência ao procedimento de quantização adotado.
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matriz de dois parâmetros [16]:

U(θ, ϕ) =

(
eiϕ cos(θ/2) sin(θ/2)

− sin(θ/2) e−iϕ cos(θ/2)

)
(2.8)

onde U ∈ SU(2) tal que θ ∈ [0, π] e ϕ ∈ [0, π/2].

O protocolo de J. Eisert et al para um JQ entre A e B pode ser resumido como [81]:

• Os jogadores enviam seus respectivos estados quânticos iniciais para um árbitro, na

forma: |ψA
0 〉 ⊗ |ψB

0 〉 = |00〉;

• O árbitro emaranha os estados dos jogadores aplicando uma transformação unitária

não-local do tipo J(χ) = cos(χ/2)C⊗2+i sin(χ/2)D⊗2, onde χ ∈ [0, π/2] é um parâmetro

real que controla o grau de emaranhamento do sistema, C = I = U(0, 0) é o operador

identidade eD = U(π, 0). Depois disso, o árbitro envia de volta os estados emaranhados

para os jogadores5;

• Cada jogador aplica suas estratégias quânticas U(θ, ϕ) da maneira que bem entender

(variando θ e ϕ). Eles então, re-enviam seus estados transformados para o árbitro, na

forma (U(θA, ϕA)⊗ U(θB, ϕB))J |00〉 ≡ (UA ⊗ UB)|ψ′AB
in 〉;

• O árbitro aplica a transformação não-local J† para desemaranhar os estados;

E finalmente, o árbitro faz uma medida tomando a média dos operadores payoff de

cada jogador na base do estado final do jogo FA,B(UA, UB) = FA,B({θA, ϕA}, {θB, ϕB}) =

tr(PA,Bρfin), onde ρfin = |ψAB
fin 〉〈ψAB

fin |) tal que

|ψAB
fin 〉 = J†(χ)

(
U(θA, ϕA)⊗ U(θB, ϕB)

)
J(χ)|00〉. (2.9)

5Para χ = π/2 o grau de emaranhamento é máximo produzindo o estado (|00〉+ i|11〉)/2.
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Os operadores payoff de A e B podem ser escritos genericamente como

PA,B =
∑
ij

wA,B
ij |ij〉〈ij| (2.10)

onde wA,B
ij são os coeficientes das matrizes payoff de A e B (2.2).

Na figura 2.1 apresentamos o circuito quântico padrão que descreve o protocolo de J.

Eisert et al.

Figura 2.1: Circuito quântico descrevendo o protocolo de jogo de J. Eisert et al.

Nesse esquema, os pontos de EN podem ser melhor interpretados reescrevendo-os na

notação

FA(
?
sA,

?
sB)−FA(sA,

?
sB) ≥ 0, ∀sA, (2.11a)

FB(
?
sA,

?
sB)−FB(

?
sA, sB) ≥ 0, ∀sB. (2.11b)

Ou seja, o par de estratégias (
?
sA,

?
sB) estará num EN se satisfizer (2.11a) e (2.11b) simul-

taneamente. Dessa forma explicitamos as estratégias quânticas e mantemos suas relações no

jogo.

2.2.1 Critério de Emaranhamento

Como dito, as duas principais vantagens da quantização de jogos está na generalização

do formalismo e no ganho em eficiência computacional. Portanto, definido o espaço do jogo,

sempre existe um subconjunto de estratégias clássicas contido num conjunto de estratégias
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quânticas [18,20]. No protocolo de J. Eisert et al, as estratégias desse sub-conjunto devem

comutar com o operador de emaranhamento J. Ou inversamente, as operações de emaran-

hamento e desemaranhamento existem para resgatar os jogos clássicos associados (quanti-

zados). Pela definição de J qualquer operador unitário na forma U(θ, 0) comuta com J e

portanto será um candidato a estratégia clássica [81]. Ao se introduzir o parâmetro “ϕ” em

U(., .) os efeitos quânticos (superposição e emaranhamento) são sentidos pelo sistema. Dessa

forma, novos pontos de equiĺıbrio podem surgir.

Através da Teoria de Informação Quântica vemos que a quantização de processos f́ısi-

cos (como a computação, criptografia e jogos) só se mostra vantajosa quando introduzimos

o recurso de emaranhamento. Logo, através do operador J não só introduzimos o emaran-

hamento como também ganhamos uma maneira de modulá-lo. J. Du et al realizaram experi-

mentos via RMN (Ressonância Magnética Nuclear) estudando posśıveis valores do parâmetro

de emaranhamento χ para o jogo padrão conhecido como Dilema do Prisioneiro (DP) [100].

Eles encontraram dois limiares para χ : χ1 = arcsin(
√

1/5) e χ2 = arcsin(
√

2/5). Quando

0 ≤ χ ≤ χ1 o sistema se comporta classicamente e o jogo DP clássico é resgatado; quando

χ ≥ χ2 o sistema se comporta quanticamente e novos pontos de estabilidade e equiĺıbrio

podem aparecer. E quando χ1 ≤ χ ≤ χ2 o sistema se torna instável ficando num regime de

transição entre o clássico e o quântico. Nessa região podem surgir payoff s maiores que para

um jogo totalmente quântico [13].

2.2.2 Dilema do Prisioneiro

O “Dilema do Prisioneiro” (DP) é um bom exemplo de jogo 2 × 2 estático, bi-matriz,

simétrico e de informação completa [13,81]. Neste jogo dois prisioneiros são colocados em

celas separas e sem comunicação. Cada um possui duas estratégias: s1
A,B = cooperar com

o parceiro (não entregar o amigo) e s2
A,B = delatar o parceiro. De (2.2), para cada escolha
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dos prisioneiros atribui-se os seguintes valores de recompensas wA
11 = wB

11 = 3, wA
22 = wB

22 =

1, wA
12 = wB

21 = 0 e wA
21 = wB

12 = 5; satisfazendo wA
12 < wA

22 < wA
11 < wA

21. Através da

representação matricial temos

B : s1 B : s2

A : s1

A : s2

(
(3, 3) (0, 5)

(5, 0) (1, 1)

)
= WA,B,

(2.12)

Para reproduzirmos o DP no formalismo quântico nós associamos o estado |0〉 à coope-

ração e o estado |1〉 a delação. Portanto, se o estado inicial do jogo for |00〉, a estratégia

quântica que reproduz a ação cooperar será U(0, 0) = C e a estratégia quântica que reproduz

a ação de delatar será U(π, 0) = D (já que C|0〉 = |0〉, C|1〉 = |1〉 e D|0〉 = −|1〉, D|1〉 = |0〉).

Além disso, os operadores payoff associados as matrizes payoff, na base computacional, serão:

PA = 3|00〉〈00|+ 0|01〉〈01|+ 5|10〉〈10|+ 1|11〉〈11|,

PB = 3|00〉〈00|+ 5|01〉〈01|+ 0|10〉〈10|+ 1|11〉〈11|.

(2.13)

Aplicando esses operadores no estado final do jogo (2.9), adotando o grau máximo de

emaranhamento χ = π/2 e tomando o traço total, podemos calcular a aptidão de cada

jogador para cada estratégia adotada. Dessa forma, de (2.11a, 2.11b) e de (2.12) conclúımos

que

FA(D, sB)−FA(sA, sB) ≥ 0, ∀sA, sB;

FB(sA, D)−FB(sA, sB) ≥ 0, ∀sA, sB.
(2.14)

Portanto, se os jogadores usarem apenas as estratégias clássicas C e D, existirá apenas um

único EN dado pelo par (D,D), cujo payoff é 1. Claramente esta solução não é NP, que

seria (C,C). Esse é o grande dilema, confiar (C) ou não (D) no parceiro. Entretanto, se os

jogadores usarem as propriedades quânticas de U(θ, ϕ), sobre o emaranhamento de J, eles

poderão construir uma“nova estratégia”Q = U(0, π/2). Com essa possibilidade quântica eles

poderão atingir a máxima recompensa de forma estável no jogo, isto é, o NP cujo payoff é
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3. Com a estratégia Q o dilema é solucionado pois Q é uma estratégia dominante frente C e

D. As figuras 2 a 4 mostram esta relação entre as estratégias clássicas e quânticas, a partir

da variação de θB e ϕB. Nos gráficos o eixo vertical das superf́ıcies coloridas representa a

aptidão de B e o eixo vertical das superf́ıcies descoloridas representa a aptidão de A.

No jogo da figura 2.2(a) é reproduzido um jogo clásico misto (exceto que para um jogo

clássico misto as superf́ıcies são planas). Além disso, o jogo mostra-se totalmente simétrico.

Analisando-se a aptidão de A tem-se que (θA = 0) × (θB = 0) o payoff é 3, para (θA =

0)× (θB = π) o payoff é 0, para (θA = π)× (θB = 0) o payoff é 5 e para (θA = 0)× (θB = 0) o

payoff é 1. No jogo da figura 2.2(b) é reproduzida uma situação de disputa entre estratégias

clássicas (variando θA) estratégias quânticas (variando-se φB). Analisando-se a aptidão de

A ou de B tem-se que para ϕB ≥ π/4 o jogo é totalmente dominado por B, para qualquer θA. No

jogo da figura 2.2(c) é reproduzido jogo quântico. Nesse jogo as superf́ıcies são totalmente

coincidentes exibindo um equilibrio total de jogo. Nessa disputa fica evidente a dominância

da estratégia Q = U(0, π/2), para qualquer jogador, onde na pior hipótese o payoff é 1 e na

melhor igual a 3.

2.2.3 Contra-Propostas

A primeira contra-proposta é na verdade uma espécie de segundo protocolo para se quan-

tizar um jogo clássico, dado por Luca Marinatto e Tullio Weber [14]. Nesse protocolo eles

chamam os estados quânticos de estratégias e os operadores quânticos de táticas. Além

disso, ao invés de introduzirem os operadores J e J† eles optam pela variação dos estados

quânticos iniciais (estratégias) diretamente no jogo. Ou seja, o estado inicial do jogo não é

necessariamente |00〉. Eles aplicaram essa idéia numa versão social de um jogo evolucionista

conhecido como “Batalha dos Sexos” [6,11]. Mostraram que, quando as estratégias iniciais
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(a) Jogo entre duas estratégias
clássicas U(θA, 0)× U(θB , 0).

(b) Jogo entre uma estratégia clás-
sica e uma quântica U(θA, 0) ×
U(0, φB).

(c) Jogo entre duas estratégias quân-
ticas U(0, φA)× U(0, φB).

Figura 2.2: Dilema do Prisioneiro Quântico e Clássico. De acordo com os valores de θA,B e
φA,B nas estratégias o jogo entra num regime quântico ou clássico. Na figura 2.2(a) existe
uma completa simetria; na figura 2.2(b) existem regiões de dominância; na figura 2.2(c)
existe um completo equiĺıbrio de jogo.
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(que são estados quânticos) não estão emaranhadas, o protocolo reproduz todas as carac-

teŕısticas e pontos de equiĺıbrio do jogo clássico jogado com estratégias mistas. No entanto,

quando os jogadores começam com estratégias emaranhadas o jogo apresenta novos pontos

de equiĺıbrio. Nesse protocolo portanto, o importante é o estado inicial do jogo e não a

variação dos parâmetros dos operadores quânticos.

A principal cŕıtica a esse protocolo foi dada por Simon C. Benjamin [105]. Benjamin

reivindica que o protocolo apresentado por Marinatto & Weber pode ser completamente

descrito pelo protocolo de J. Eisert et al. Além disso, ele critica duramente a validade

da solução que os novos pontos de equiĺıbrio encontrados no jogo quantizado fornece. E

ainda questiona o esquema montado já que o que é efetivamente variado no protocolo é a

probabilidade clássica de aplicação de uma tática por um jogador. Essa restrição impõe

grandes limitações no protocolo.

A segunda contra-proposta é feita por S. J. van Enk & R. Pike [93]. Eles são mais

radicais e reivindicam que qualquer JQ, quantizado pelo protocolo de Eisert et al, pode ser

inteiramente simulado por um jogo clássico num espaço adequado. Eles tomam como exemplo

o jogo DP e mostram que o equivalente quântico deste jogo pode ser modelado classicamente

através de um jogo no qual os dois jogadores, A e B, possuem três estratégias clássicas:

C, D e Q. Além disso, eles esperam que para qualquer critério de quantização, alguma

melhora em termos de eficiência ou economia deve ser apresentada sem violar premissas

iniciais quando comparados com os seus sistemas clássicos. E alegam que, ao se introduzir

uma estratégia como Q, no fundo, há uma alteração das regras do jogo inicial. J. Eisert

responde no entanto que o DP é apenas um exemplo e que quando tomado espaços maiores a

eficiência e a economia de bits são predominantes. Corroborando com J. Eisert, C. Benjamin

mostrou que jogos quânticos são mais eficientes e que esses formam uma generalização dos

jogos clássicos. Isto é, podemos escrever qualquer jogo clássico pelo formalismo quântico mas

20



o inverso não [18,20].

A última contra-proposta, até o momento, foi feita por S. C. Benjamin e P. M. Hayden

[18] sobre os resultados de J. Eisert no jogo DP. Eles alegam que nem todo operador unitário

pertencente a SU(2) é um bom candidato a estratégia quântica. Isso porque o operador

unitário mais geral posśıvel é dado por um operador de três parâmetros:

U(θ, ϕ, β) =

(
eiϕ cos(θ/2) eiβ sin(θ/2)

−e−iβ sin(θ/2) e−iϕ cos(θ/2)

)
. (2.15)

Deste modo, usando estratégias U(θ, φ, β), não existe efetivamente um equiĺıbrio de Nash

no DP. Isto ocorre pois, se o jogador A escolher suas estratégias na forma UA = U(θ, φ, β) e

o jogador B na forma UB = U(θ, φ, π/2−β) então teremos (UA⊗ I)(|00〉+ i|11〉)/
√

2 = (I⊗

UB)(|00〉+i|11〉)/
√

2. Ou seja, com um estado inicial de jogo maximamente emaranhado, χ =

π/2, qualquer operação unitária local realizada no qubit do jogador A é equivalente a uma

operação unitária local realizada no qubit do jogador B. Essa relação impõem uma quebra

na simetria do jogo, já que não importa a ação de um jogador, sempre haverá inerentemente

uma contra-ação de seu adversário.

J. Eisert concorda com esse resultado mas reivindica que seus resultados são válidos e

corretos pois foram obtidos considerando estratégias quânticas de dois parâmetros. Além

disso, essa restrição não elimina a generalidade da TJQs.
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Caṕıtulo 3

Estratégias e Recompensas a partir de

Hamiltonianos Biof́ısicos

Com a quantização de um jogo, além das melhorias em eficiência computacional, genera-

lização do formalismo e do aumento das soluções de jogo, revelamos uma importante forma

de uso de recursos quânticos na natureza. Assim, podemos nos perguntar sobre o papel

desempenhado pela TJs nas relações mais fundamentais de processos f́ısicos e da informação

associada a eles:

• Quais as condições necessárias para modelarmos um sistema puramente f́ısico (quân-

tico) em termos de um jogo?

Para respondermos essa pergunta nós focaremos nossa atenção nos sistemas quânticos

abertos. A Mecânica Quântica ortodoxa é formulada sobre a premissa de que os estados

quânticos de um sistema evoluem isolados dos efeitos do meio ambiente [103]. No entanto,

existe um importante formalismo, conhecido como Operações Quânticas (OQs), que nos per-

mite descrever as relações e as propriedades f́ısicas de sistemas quânticos que interagem com

o ambiente [30-37]. Através desse formalismo representamos os rúıdos causados pelo acopla-

mento ambiental como operações sobre os estados quânticos do sistema principal. Essas

22



operações são realizadas por operadores de medida conhecidos como operadores de Kraus ou

superoperadores. Utilizando os operadores de Kraus como estratégias quânticas [13], podemos

modelar um sistema quântico aberto como um jogo entre partes do ambiente (ou entre con-

figurações ambientais diferentes). Fisicamente, o ambiente insere probabilisticamente algum

tipo de rúıdo no sistema principal através do acoplamento f́ısico. No jogo, cada configuração

ambiental representa um jogador que “manipula” suas estratégias probabilisticamente.

Para essa descrição, escolhemos o modelo teórico bio-quântico proposto por Herbert Fröh-

lich [21-29]. O sistema apresentado nesse modelo é de interesse não apenas pela relativa

simplicidade f́ısica, como também por sua referência biológica. Essa referência é interessante

pois nos possibilita, mesmo em tese, considerar efeitos quânticos sobre sistemas biológicos.

Com isso, conseguimos responder uma série de posśıveis relações (de micro ou de nano escala)

inerente a certos sistemas biof́ısicos de dif́ıcil explicação pelos modelos clássicos padrões. Na

contra-mão dessa proposta podeŕıamos nos perguntar: Por que usar TJs para modelar um

sistema f́ısico?

A primeira motivação encontra-se no formato matemático que a TJs apresenta. Nesse

formato, podemos explicitar facilmente as dinâmicas computacionais que um processo de

otimização apresenta. Assim, evidenciamos a natureza computacional de sistemas puramente

f́ısicos. A segunda motivação está na possibilidade de frisarmos a dinâmica da informação

em sistemas abertos. A escolha de uma matriz payoff adequada fornece a possibilidade

de mostrarmos (ou privilegiarmos) a forma pela qual a informação evolui e se relaciona

fisicamente nesses sistemas. Essa caracterização é fundamental em sistemas abertos (f́ısicos

ou biof́ısicos) pois fornece os parâmetros de controle envolvidos no aumento e diminuição da

ordem nesses sistemas.

Desta segunda motivação, destacamos a hipótese de um processamento de informação

num ńıvel sub-neuronal [39-45,72-80]. Esse processamento seria realizado por um sistema
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biof́ısico (citoesqueleto) totalmente compat́ıvel com as premissas apresentadas no modelo de

Fröhlich. Essa hipótese ganhou muitos adeptos nas últimas décadas e pode ser a chave para

a descrição e entendimento de como certas funções cerebrais emergem [38-58]. Além disso,

de forma geral, todo sistema biológico apresenta inerentemente relações Darwinistas que,

como vimos na seção 2.1, nada mais são que aspectos de um jogo evolucionista. Portanto,

modelar o sistema de Fröhlich como um jogo, mostrando a existência de pontos de equiĺıbrio

de jogo associados a pontos de estabilidade f́ısica, significa apresentar um posśıvel critério de

otimização da informação pelo no qual a natureza pode utilizar.

3.1 Extensão das Estratégias Quânticas

O critério de quantização até aqui apresentado descreve um jogo quântico a partir de um

sub-grupo das operações unitárias SU(2). Entretanto, é totalmente posśıvel uma generaliza-

ção dessas operações englobando operadores de medida como estratégias quânticas [13]. Essa

generalização deve somente seguir o critério de um Mapa Completamente Positivo de Traço

Preservado (MCPTP) que expressa a condição de conservação da probabilidade (tr(ρ) = 1)

exigida pela relação de completeza da MQ [30,103]. Com essa extensão, englobamos os

operadores de Kraus que nada mais são do que operadores de medida. Um MCPTP pode

ser definido pelo formalismo de OQs que ajudará a formar um laço natural entre a TJQs

e sistemas quânticos abertos. As OQs descrevem diferentes tipos de rúıdos expressos pelos

diferentes tipos de acoplamento entre um sistema quântico e o seu meio ambiente. Assim, ao

descrevermos esses rúıdos como estratégias, exibimos uma correspondência entre a descrição

de um sistema aberto quântico e jogos quânticos.
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3.1.1 Modelo Biof́ısico de Fröhcilh

Para explicitar nossa proposta de estratégias quânticas (operadores de Kraus) escolhemos

o Hamiltoniano Biof́ısico proposto no modelo de Fröhlich. Herbert Fröhlich desenvolveu um

modelo teórico com foco nas propriedades eletro-oscilatórias de um sistema de biomoléculas

[106-108]. Uma das caracteŕısticas mais importantes em sistemas oscilatórios é que estes

podem acumular energia em certos modos de vibração. E o fluxo de energia1, entre o sis-

tema principal e o ambiente, tem papel fundamental na mudança e controle dos modos de

vibração dessas moléculas. Além disso, biomoléculas (como protéınas, enzimas, aminoáci-

dos) apresentam comportamento oscilatório predominante para a realização de suas tarefas.

Fröhlich mostrou que, aproximando esses bio-sistemas por um grupo de osciladores harmôni-

cos acoplados (incluindo o ambiente vizinho) é posśıvel mostrar efeitos quânticos relevantes

nos processos fisiológicos.

Essa aproximação permite a descrição da energia absorvida em termos de uma vibração

não-linear, balanceada com a energia perdida. Através de um suprimento de energia ade-

quado, pode haver aumento de ordem no sistema. Além disso, a energia fornecida para

um sistema não-linear não termaliza imediatamente e pode condensar em certos modos nor-

mais de vibração. Portanto, dependendo da energia absorvida e da liberada, alguns modos

de vibração podem manter a relação de suas fases e amplitudes invariantes no tempo e no

espaço, tornando-se coerentes. Sistemas coerentes, que transportam energia condensada,

podem conter informação. E a transferência dessa informação pode ser mediada por campos

eletromagnéticos [24-26]. Nesse processo o tipo e a intensidade entre o sistema principal e o

ambiente é fundamental.

1A energia em bio-sistemas normalmente é transportada por moléculas especializadas. A ATP (adenosina
de trifosfato) e a GTP (guanosina de trifosfato) são as mais comums. Ambas fornecem energia a partir da
liberação de um fosfato [26].
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3.1.2 O Hamiltoniano de Fröhlich

Os maiores avanços na análise do modelo de Fröhlich foram devidos principalmente aos

estudos de Tsu-Ming Wu, S. Austin e Jĩŕı Porkoný [24-26]. Eles discutiram principalmente

a estabilidade de soluções no modelo de Fröhlich descrevendo um sistema bio-quântico os-

cilatório em dois modos de vibração (absorção e emissão) com diferentes frequências. A

partir de seus resultados, eles definiram quatro regimes de oscilação para o sistema: incoe-

rente, coerente de tempo limitado, coerente constante e sistema super coerente2. Dependendo

da energia fornecida (e da perdida), o sistema pode mudar de um regime incoerente para um

regime de coerência constante.

Para montar o modelo de Fröhlich é preciso três constituintes básicos: um bio-sistema

eletro-oscilatório (dito sistema principal); uma fonte de energia e um banho térmico.

Um sistema eletro-oscilatório é definido por um conjunto unidimensional suficientemente

grande de sub-unidades oscilantes que apresentam carga dipolar. Essa carga produz um

campo eletromagnético responsável pela interação entre as sub-unidades. O ńıvel de exci-

tação de cada sub-unidade do sistema depende da energia fornecida ao mesmo (figura 3.1).

Figura 3.1: Modelo mecânico de um conjunto de osciladores harmônicos acoplados. As molas
representam o acoplamento entre cada sub-sistema.

O banho térmico representa uma parte complementar do meio ambiente que está acoplada

ao sistema principal. Esse acoplamento modela a perda de energia do sistema principal. No

entanto, devido ao tipo de acoplamento, pode haver também um refluxo de energia fazendo

com que o banho térmico funcione como uma segunda fonte de energia (figura 3.2). A

2Um sistema super coerente apresenta um aumento da coerência em função tempo.
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combinação de emissão e absorção permite uma transferência de energia entre os modos

normais com diferentes frequências; esse tipo de interação pode, muitas vezes, aparecer de

forma não-linear3 [109].

Figura 3.2: Representação esquemática da interação entre sistema principal e ambiente no
modelo de Fröhlich. Através do acoplamento de 2a. ordem pode surgir uma não-linearidade
no suprimento de energia contribuindo para a sustenção da coerência quântica.

Essas relações podem ser expressas pelo Hamiltoniano de Fröhlich, também conhecido

como Hamiltoniano de Wu-Austin, definido como [26]

H = HFree +HTB1 +HSE +HTB2 , (3.1)

onde
HFree =

∑
i }ωia

†
iai +

∑
j }νjb

†
jbj +

∑
k }µkc

†
kck,

HTB1 =
∑

i

∑
j }δ(aib

†
j + a†ibj),

HSE =
∑

k

∑
i }η(cka†i + c†kai),

HTB2 =
∑

l

∑
i

∑
j }ξ(a†laib

†
j + a†laibj).

(3.2)

O primeiro termo de HFree descreve a oscilação livre do sistema principal, onde ω, a†i e ai

representam a frequência, o operador de criação e o operador de aniquilação do sistema

principal, respectivamente (o termo } é a constante de Plank divida por 2π). O segundo

termo em HFree descreve a oscilação livre do banho térmico, onde νj, b
†
j, e bj representam a

3Essa não-linearidade é verificada calculando-se o valor médio do número de ocupação n no tempo a partir
da relação 〈Ṅ〉 = − i

} 〈[N,H]〉, onde N |n〉 = a†a|n〉 = n|n〉. Dessa relação mede-se a taxa de transferência
(não-linear) de energia de um modo de vibração para outro [24-26].
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frequência de vibração, o operador criação e o operador aniquilação, respectivamente. O ter-

ceiro termo em HFree descreve a oscilação livre da fonte de calor, onde µ, c†, e c representam

a frequência, operador criação e o operador aniquilação, respectivamente. O Hamiltoniano

HTB1 descreve um acoplamento de primeira ordem entre o bio-sistema e o banho térmico,

mediado pela constante real de acoplamento δ. O Hamiltoniano HSE descreve um acopla-

mento de primeira ordem entre o bio-sistema e a fonte de calor, mediado pela constante real

de acoplamento η. E finalmente, o Hamiltoniano HTB2 descreve um acoplamento de segunda

ordem entre o bio-sistema e o banho térmico, mediado pela constante real de acoplamento ξ

(vide figura 3.2).

3.2 Superoperadores no Modelo de Fröhlich

Para encontrarmos as estratégias quânticas associadas ao sistema de Fröhlich devemos

calcular os superoperadores desse sistema. O formalismo de OQs descreve os superoperadores

a partir do tipo de acoplamento que o sistema principal possui com o ambiente4. Isso

significa que cada sub-Hamiltoniano, HTB1 , HSE e HTB2 , possui um tipo de rúıdo quântico

espećıfico dado pelo tipo de acoplamento que apresenta. Desta forma, para começarmos

nosso modelo de jogo quântico, daremos ênfase a cada tipo de acoplamento separadamente.

Portanto, calcularemos os superoperadores associados aos sub-Hamiltonianos HSE e HTB2 ,

já que HFree não apresenta acoplamento com o sistema principal e HTB1 apresenta o mesmo

tipo de acoplamento que HSE, portanto os mesmos superoperadores.

Se um conjunto de superoperadores representa um tipo de rúıdo quântico sobre o sistema

principal então, para que configuração do ambiente existe mı́nima perda de informação no

sistema principal? Essa questão é crucial para descrevermos a matriz payoff, o tipo de jogo

4De forma geral, todo sistema f́ısico é descrito por seus v́ınculos (graus de liberdade). Num sistema
quântico, o que determina a natureza do sistema e a duração dos efeitos quânticos é exatamente o tipo de
acoplamento com a vizinhança.
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e, consequêntemente, o tipo de resposta que queremos de nosso modelo. Observamos que

esta questão é também fundamental na análise de qualquer sistema aberto. Como dissemos,

a informação está intimamente relacionada com a ordem de um sistema. Portanto, descrever

as regiões de perda e ganho de informação é descrever as possibilidades de equiĺıbrio natural

de um sistema f́ısico.

Para o cálculo dos superoperadores, aplicamos a equação de Schrödinger sobre os sub-

Hamiltonianos HSE e HTB2 para encontrarmos os operadores unitários USE e UTB2 , relativos

a todo o espaço (bio-sistema e ambiente) em cada acoplamento separadamente5. Dada as

relações de comutação entre os operadores de criação e aniquilação, podemos tomar apenas

um sub-sistema x comum para cada sub-Hamiltoniano, tal que

Ux
SE = exp

[
−itη(axc

†
x + a†xcx)

]
≡ exp

[
−itη(ac† + a†c)

]
, (3.3)

Ux
TB2

= exp
[
−itξ(a†xaxb

†
x + a†xaxbx)

]
≡ exp

[
−itξ(a†ab† + a†ab)

]
. (3.4)

Adotando ρ como o estado associado ao sistema principal e tomando as bases do ambiente,

fonte de energia e banho témico respectivamente como {|Cs〉} e {|Bk〉}, da definição de uma

OQ temos [30,109]

=(ρ) = trBC

(
U∆(ρ⊗ |B0〉〈B0| ⊗ |C0〉〈C0|)U †∆

)
=
∑

k

∑
s〈BkCs|U∆(ρ⊗ |B0〉〈B0| ⊗ |C0〉〈C0|U †∆)|BkCs〉

=
∑

ks S∆
ksρS

∆ †
ks .

(3.5)

onde ∆ = SE, TB2; trBC(.) é o traço parcial tomado sobre as bases do ambiente e Sks são

os superoperadores associados a uma evolução U∆. De forma geral podemos escrever:

S∆
ks =

∑
m

∑
n

〈AmBkCs|U∆|AnB0C0〉|Am〉〈An|, (3.6)

5Isso pode ser feito considerando-se inicialmente uma configuração f́ısica onde os acoplamentos (de
primeira e segunda ordem) são despreźıveis frente as oscilaçãoes livres e vice-versa.
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onde {|Ai〉} é a base do sistema principal. Agora, tomando a relação [30]

exp(κR)A exp(−κR) =
∞∑

n=0

κn

n!
Cn, (3.7)

onde κ é um número complexo e A, R e C são operadores satisfazendo:

C0 = A, C1 = [R,C0] , · · · , Cn = [R,Cn−1] , (3.8)

tal que R é definido de acordo com o Hamiltoniano que determina o operador U∆; podemos

calcular cada termo de cada S∆
ks. Assim, usando (3.3), (3.7) e as relações [a†i , c

†
j] = 0, (∀ i, j)

e USE|A0B0C0〉 = |A0B0C0〉, obtemos [30,109]

USE|AnB0C0〉 =
(
USEa

†U †SE

)n

|A0B0C0〉

=
∑n

l=0

(
n

l

)
cosl(ηt) sinn−l(ηt)(a†x)

l(c†x)
n−l|A0B0C0〉

=
∑n

l=0 f(n, l)|AlB0Cn−l〉,

(3.9)

onde os coeficientes f(n, l) são definidos por

f(n, l) ≡

[(
n

l

)
(1− λ)lλn−ln!

]1/2

, (3.10)

com λ = sin2(ηt). Analogamente, usando (3.4), obtemos

UTB2 |AnB0C0〉 =
∑∞

m=0
(−intξ)m

(m!)(n!)−1/2 (b+ b†)m|AnB0C0〉

=
∑∞

m

∑N−1
j=0

(−intξ)m

(m!)(n!)−1/2 g(m, j)|AnBjC0〉,

(3.11)

onde os coeficientes g(m, j) são calculados no Apêndice A.

Agora, substituindo (3.9) na expressão (3.6), nós obtemos os superoperadores relativos

ao acoplamento de primeira ordem entre o sistema principal e a fonte de energia

SSE
0s =

∑
n

f(n, n− s)|An−s〉〈An|. (3.12)
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Da mesma forma, substituindo (3.11) na expressão (3.6), nós obtemos os superoperadores

relativos ao acoplamento de segunda ordem entre o sistema principal e o banho térmico

STB2
k0 =

N−1∑
n=0

∞∑
m=0

(−intξ)m

(m!) (n!)−1/2
g(m, k)|An〉〈An|. (3.13)

Para construirmos um jogo quântico é suficiente um sistema de 2 ńıveis. Portanto, tomando

N = 2, para o sistema SE obtemos

SSE
0s = f(0, 0− s)|A0−s〉〈A0|+ f(1, 1− s)|A1−s〉〈A1|. (3.14)

Fazendo s = 0 e s = 1, (3.14) reduz, respectivamente, a

SSE
00 = |A0〉〈A0|+

√
1− λ|A1〉〈A1| =

(
1 0

0
√

1− λ

)
,

SSE
01 =

√
λ|A0〉〈A1| =

(
0
√
λ

0 0

)
.

(3.15)

Para o sistema TB2 nós precisamos analisar a convergência da série a partir de g(m, k).

Das relações do Apêndice A, vemos que, tomando k = 0 e k = 1, temos que para g(m, 0)

a série em m converge para a função cosseno e para g(m, 1) a série em m converge para a

função seno. Logo, (3.13) reduz a

STB2
00 = |A0〉〈A0|+ cos(tξ)|A1〉〈A1| =

(
1 0

0
√

1− γ

)
,

S
TB2

10 = sin(tξ)|A1〉〈A1| =

(
0 0

0
√
γ

)
,

(3.16)

onde γ = sin2(ξt).

Os superoperadores apresentados em (3.15), dentro da Teoria de Informação, definem um

mapa conhecido por Canal Quântico de Amortecimento de Amplitude (CQAA) [30,31,109].
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Este canal modela a perda de energia do sistema principal devido a interação com o ambiente

(relaxação). Neste caso, λ representa a probabilidade de perda de um quantum de energia.

Já os superoperadores (3.16), dentro da Teoria de Informação, definem uma mapa conhe-

cido como Canal Quântico de Amortecimento de Fase (CQAF). Neste caso, γ representa a

probabilidade do colapso da função de onda sem perda de energia devido a interação com

o ambiente. Na verdade, o que este canal faz é “embaralhar” as fases dos estados quânticos

do sistema principal. Esse embaralhamento funciona, na prática como uma medida sobre

o sistema. Esse tipo de medida é conhecido como descoerência, e desempenha um papel

fundamental dentro da Mecânica Quântica.

O ponto agora é criar um critério onde possamos conectar de forma concisa a otimiza-

ção da informação sobre a dinâmica de sistemas abertos. Para essa questão, veremos que

a TJs será uma importante e eficiente alternativa. Através da TJs será posśıvel reinter-

pretarmos um canal quântico e, com isso, propomos uma forma pela qual a natureza pode

proceder na estabilização de sistemas (bio) f́ısicos. Dada a identificação dos candidatos a

estratégias quânticas, o mais importante agora é a construção de um critério de recompensa

(bio)fisicamente adequado ao problema.

3.3 Um Critério de Recompensa: Matriz Payoff

Dentro da TJQs, a matriz payoff precisa ser um observável pelos critérios de medida

da Mecânica Quântica [103]. Isto significa que todos os componentes da matriz payoff cor-

respondem aos autovalores de seus operadores associados (operadores payoff ). Contudo,

a especificação do valor desses componenetes é arbitrária. As restrições desses valores de-

vem estar vinculadas a cada situação que se está modelando. Para nosso modelo de jogo

quântico, cada componente da matriz payoff estará ligada à informação relativa aos pares

de estratégias (superoperadores) de cada jogador (A e B). Ou seja, se as estratégias são
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superoperadores, as recompensas serão dadas de acordo com a retirada de informação que

cada estratégia realiza sobre o sistema principal. Esse critério expressa uma medida sobre a

quantidade de informação que os jogadores retiram do sistema principal.

Fisicamente, os superoperadores representam uma medida natural do ambiente sobre o

sistema principal. Essa medição perturba o sistema e insere rúıdos no mesmo. Queremos

saber se existem pontos de estabilidade e equiĺıbrio no sistema onde a perda de informação

é mı́nima e para que valores dos parâmetros quânticos esse equiĺıbrio ocorre.

Ao calcularmos a informação relativa a cada par de estratégias6, inserimos uma recursão

em relação as recompensas e as ações dos jogadores, além de uma simetria natural no jogo.

Nesse esquema, a recompensa que cada jogador recebe é ditada, literalmente, pela ação

conjunta dos jogadores.

Para calcularmos a informação associada a cada par de estratégias quânticas nós usamos

o conceito de Informação Conjunta [30,31]. Com a informação conjunta é posśıvel saber a

entropia associada a um par de estratégias (sA
i ∈ SA; sB

j ∈ SB), de dois jogadores A e B.

Para definirmos a informação conjunta, adotamos a notação

I(sA
i , s

B
k ) = − log2

(
pAB

ik

)
, (3.17)

onde pAB
ik é a probabilidade conjunta associada a um rúıdo quântico, referente à ocorrência

simultânea do par sA
i e sB

k . Essa probabilidade mede o grau de depedência entre a i-ésima

estratégia do jogador A e a k-ésima estratégia do jogador B. O conceito de informação

conjunta é uma generalização da informação de Shannon, definida por7

I(sA
i ) = − log2

(
pA

i

)
, (3.18)

onde pA
i é a probabilidade de rúıdo quântico associado à ocorrência isolada da estratégia sA

i .

6Um par significa que estamos considerando uma estratégia do jogador A e uma estratégia do jogador B.
7Para evitarmos singularidades, limitamos a função logaritmo na forma | lim

ε−→0
(− log2(ε)) | ≤ δ, ∀ δ ≥ 0.

Para efeito de cálculo numérico assumimos ε = 10−10.
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Nos jogos determińısticos as probabilidades conjuntas serão calculadas apartir do postulado

da medida8 por

pAB
ik = tr

(
sA

i ⊗ sB
k (ρ′in) sA†

i ⊗s
B†
k

)
. (3.19)

onde ρ′in = J |ψAB
in 〉〈ψAB

in |J†, e os conjuntos das estratégias dos jogadores A e B são cons-

trúıdos a partir dos superoperadores de Fröhlich (3.15) e (3.16). Ou seja, SA = {S∆,A
00 ≡

sA
0 , S∆,A

01 ≡ sA
1 } e SB = {S∆,B

00 ≡ sB
0 , S∆,B

01 ≡ sB
1 }, com ∆ = SE para um CQAA, e ∆ = TB2

para um CQAF9. Desse critério conseguimos a recursão desejada e a relação da informação

do sistema principal com as ações dos jogadores. Substituindo as respectivas probabilidades

em (3.17) ganhamos uma reinterpretação para a matriz payoff no nosso modelo de jogo.

A informação de Shannon (3.18) diz que se um evento acontece raramente então a infor-

mação associada a este evento deve ser elevada, e vice versa. Assim, vemos que as probabili-

dades (3.19) medem a frequência com que um rúıdo quântico ocorre apartir da aplicação de

um par de estratégia (sA
i , s

B
k ). Usando (3.17), construimos nosso parâmetro de recompensa

que cada jogador recebe pela aplicação de cada estratégia. Este será um jogo do tipo co-

operativo, já que ganha mais quem desorganiza menos. O máximo de desorganização só é

posśıvel se ambos cooperarem ao máximo.

Porém, é importante colocar que não estamos analizando a média da informação associ-

ada a cada par de estratégias (de A e de B). Portanto, quando um rúıdo ocorrer com grande

frequência, isto é λ → 1 (γ → 1), a informação associada será baixa: limλ→1 (log2(λ)) = 0;

mas a informação da probabilidade complementar será alta: limλ→1 (log2(1− λ)) = ∞.

Inversamente, quando limλ→0 (log2(λ)) = ∞, temos limλ→0 (log2(1− λ)) = 0. Esta comple-

mentariedade mede a vantagem que cada estratégia possui, separadamente, sobre a outra.

Numa análise geral de jogo, esta caracteŕıstica da matriz payoff não danifica a análise f́ısica.

8Nos jogos mistos essas probabilidades serão dadas naturalmente pela descrição estat́ıstica do modelo
f́ısico.

9Como analisaremos cada tipo de acoplamento (AA e AF) separadamente não há necessidade desta
idenficação nas estratégias, no decorrer do texto.
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Ao contrário, pois como a aptidão de cada jogador é uma média sobre as informações, re-

lativas a cada probabilidade de rúıdo, ela pode ser como uma medida da informação (ou

entropia) conjunta do sistema principal. A grande vantagem dessa “nova expressão” de me-

dida da informação de um sistema é a sua correspondência direta com as caracteŕısticas de

um jogo e a relação natural entre as caracteŕısticas de um sistema quântico aberto. Essa

correspondência nos permite analisar diretamente os pontos de equiĺıbrio do sistema10.

Usando os superoperadores do sistema de Fröhlich, (3.15) e (3.16), como estratégias e

aplicando o critério de recompensa proposto, poderemos modelar os canais quânticos (CQAA

e CQAF) como jogos quânticos. Para uma representação matricial associando a informação

conjunta de cada par de estratégias, de A e de B, escrevemos a matriz payoff

B : s0 B : s1

A : s0

A : s1


(I(sA

0 , s
B
0 ), I(sB

0 , s
A
0 )) (I(sA

0 , s
B
1 ), I(sB

1 , s
A
0 ))

(I(sA
1 , s

B
0 ), I(sB

0 , s
A
1 )) (I(sA

1 , s
B
1 ), I(sB

1 , s
A
1 ))

 ≡ WA,B.

(3.20)

Como esse critério considera a ação do adversário, existe inerentemente uma simetria no

jogo. Isto porque I(sA
i , s

B
k ) é igual a I(sB

k , s
A
i ), ∀i 6= k. Entretanto, quebramos a simetria do

jogo ao variarmos os parâmetros associados a cada estratégia, fazendo λA 6= λB ou γA 6= γB.

Logo, os operadores payoff associados as matrizes payoff, na base computacional {|0〉, |1〉},
10Concentrando nossa análise sobre a aptidão dos jogadores (que é o desempenho médio do jogador) e não

sobre os ganhos indiv́ıduais das estratégias a consistência do modelo é completa.
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ficam11

PA = I(sA
0 , s

B
0 )|11〉〈11|+ I(sA

0 , s
B
1 )|01〉〈01|

+I(sA
1 , s

B
0 )|10〉〈10|+ I(sA

1 , s
B
1 )|00〉〈00|,

PB = I(sB
0 , s

A
0 )|11〉〈11|+ I(sB

0 , s
A
1 )|01〉〈01|

+I(sB
1 , s

A
0 )|10〉〈10|+ I(sB

1 , s
A
1 )|00〉〈00|.

(3.21)

Esse critério liga naturalmente os pontos de estabilidade do jogo com os pontos de es-

tabilidade f́ısica do sistema. E apesar das informações I(sA
i , s

B
k ) serem clássicas, através do

protocolo de jogo, ao calcularmos a aptidão de um jogador consideramos os efeitos quânticos

associados ao estado final do jogo. Portanto, esse critério de recompensa exibe naturalmente

uma interface entre o limite clássico e quântico de um sistema aberto. Assim, veremos que é

posśıvel manter a informação do sistema principal mesmo sob canais quânticos com rúıdos.

11Como estamos trabalhando com um sistema f́ısico de dois ńıveis a transposição para a base computacional
é imediata: |X0〉 → |0〉, |X1〉 → |1〉, para X = A, B e C.
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Caṕıtulo 4

O Sistema de Fröhlich como um Jogo

Quântico

Usando os superoperadores do sistema Fröhlich associados ao critério de recompensa

(3.20), ganhamos uma interessante interpretação (e aplicação) f́ısica para a TJs além de uma

nova abordagem para sistemas quântico abertos.

Nesse contexto, duas diferentes configurações do ambiente são interpretadas como dois

jogadores, A e B, que aplicam suas estratégias quânticas sobre o sistema principal. Cada

aplicação é recompensada conforme o grau de desorganização deixado por essa aplicação.

Para implementar essa idéia, inicialmente vamos considerar um jogo que iremos chamar de

determińıstico, onde os jogadores sempre aplicam suas estratégias. Posteriormente vamos

considerar um jogo misto, onde os jogadores aplicam suas estratégias probabilisticamente.

A figura 4.1 mostra um esquema geral dessa idéia.

Nessa representação os superoperadores do sistema de Fröhlich atuam como um canal

quântico onde, no final, cada configuração ambiental A e B são diferenciadas de acordo com

o grau de informação deixado no sistema principal.

Nosso objetivo é analisar para que configurações do ambiente, representado pelos supero-

peradores de Fröhlich, haverá menor perda de informação sobre o sistema principal. Usando
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Figura 4.1: Representação do esquema de jogo proposto entre duas configurações diferentes do
ambiente. Após atravessar dois canais, A e B, retribui-se positivamente à configuração ambiental
que retirar menos informação do sistema principal representado pelo estado conjunto ρAB.

os superoperadores como estratégias, das soluções de equiĺıbrio da TJs, encontrar pontos

de estabilidade f́ısica no sistema. Esses pontos expressam a menor perda de informação so-

bre os dois sistemas simultaneamente. Com esse procedimento, mostramos que a TJ é um

excelente método de comparação e otimização de configurações de sistemas f́ısicos. Num

JQ podemos avaliar essa comparação e otimização sobre condições de emaranhamento entre

essas configurações.

Apesar de não aparecerem na figura 4.1, usaremos em nossos modelos os operadores J e J†

para uma maior compatibilidade com o protocolo de Eisert et. al e assim avaliarmos os efeitos

dos canais a partir da variação do grau de emaranhamento do sistema1. A introdução de J é

perfeitamente compat́ıvel com a descrição de um sistema quântico inicialmente emaranhado.

E a introdução de J† pode ser vista como uma mudança de base na medida final.

Para simplificar nossa análise, separaremos os cálculos de acordo com o tipo de canal

quântico, isto é, de acordo com o tipo de acoplamento descrito em (3.2). Inicialmente,

1Lembrando que [J,SSE
0x ] 6= 0, [J,STB2

x0 ] 6= 0,∀x.
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construiremos um JQ para o Canal Quântico de Amortecimento de Amplitude (CQAA)

e posteriormente construiremos um JQ para o Canal Quântico de Amortecimento de Fase

(CQAF). Essa separação é interessante para explicitar os efeitos individuais de cada tipo de

canal descrito pela Teoria de Informação. Apesar dos efeitos de cada canal não se somarem

linearmente, esse esquema fornece uma boa base de avaliação da situação f́ısica presente no

sistema total.

4.1 Canais de Comunicação como Jogos Quânticos

Nesta seção implementaremos os modelos de jogos quânticos. Separaremos então duas

classes de jogos quânticos, tomadas com relação à forma de aplicação das estratégias: Jo-

gos Quânticos Determińısticos (JQDs) e Jogos Quânticos Mistos (JQMs). Em cada classe

analisaremos os pontos de equiĺıbrio de cada tipo de canal quântico (dado pelo tipo de

acoplamento) separadamente: CQAA e CQAF.

Para os JQD, analisaremos dois valores do parâmetro de emaranhamento χ no operador

J , χ = (χ1 + χ2)/2 ≈ 2π/11 (emaranhamento de transição) e χ = π/2 (emaranhamento

máximo), entre as configurações A e B. Da seção 2.2.1, o primeiro valor coloca o sistema

num regime entre o domı́nio quântico e o clássico; enquanto o segundo valor emaranha o

sistema maximamente colando-o num domı́nio totalmente quântico.

Como os superoperadores de Fröhlich são operadores de medida, eles tendem a aniquilar

qualquer tipo de efeito quântico como superposição e emaranhamento. Porém, através do

critério de recompensa adotado poderemos medir a intensidade desses processos. Ou seja,

nosso objetivo é exatamente analisar essa interferência ambiental sobre os efeitos quânticos

do sistema principal.
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4.1.1 Abordagem

Nos JQDs, nosso enfoque será a corroboração do modelo e a análise da estabilidade f́ısica

do sistema a partir da análise de equiĺıbrio do jogo. Nos JQMs, dividiremos a abordagem

em duas etapas.

Na primeira etapa mostraremos uma generalização direta de um JQD para um JQM con-

siderando um CQAF e um CQAA. Neste modelo veremos que o JQM, associado ao CQAF,

se assemelha a um jogo clássico misto descrito pelo formalismo quântico. No entanto, ele

reproduz totalmente as caracteŕısticas f́ısicas do canal e respalda seu análogo quântico deter-

mı́nistico2. Para modelarmos um CQAA como um JQM tomaremos um CQAA generalizado

(CQAAG). Com isso, extenderemos o modelo de jogo usando também superoperadores as-

sociados ao estado do ambiente fora do equiĺıbrio térmico. Além disso, veremos que os JQM

geram uma concepção de jogo completamente diferente dos jogos determińısticos.

A segunda etapa será apresentada no caṕıtulo 5 onde utilizaremos o sistema de Fröhlich

como modelo para a descrição da dinâmica biof́ısica dos microtúbulos. Deste modo, para cada

tipo de acoplamento, explicitaremos os parâmetros f́ısicos pertinentes ao sistema principal e

o ambiente. Com essa abordagem poderemos analisar a estabilidade f́ısica dos microtúbulos

em relação à temperatura e freqüência de oscilação de suas sub-unidades. A partir dos

resultados f́ısicos obtidos, mostraremos a compatibilidade do modelo calculando as taxas de

relaxação e descoerência associadas a cada acoplamento. Tanto para os JQDs quanto para

os JQMs, faremos uma análise da variação da aptidão dos jogadores em função do valor de

χ.

2Lembramos que os JQDs na verdade possuem uma natureza probabiĺıstica devido ao caráter estocástico
inerente de um processo de medida quântica.
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4.2 Jogos Quânticos Determińısticos (JQDs)

Um jogo determińıstico é definido por um jogo onde todas as estratégias são jogadas

simultaneamente (deterministicamente). Nesse caso, a aptidão dos jogadores é medida pela

soma direta das recompensas de todas as estratégias, sobre o estado inicial.

Assim, interpretamos duas configurações ambientais, A e B, como dois jogadores que

aplicam suas estratégias sobre o sistema principal. O conjunto de estratégias de cada jogador

será dado pelos superoperadores (3.15) e (3.16) (desde que
∑

k S∆
0kS

∆†
0k = 1, com ∆ = SE para

um CQAA, e ∆ = TB2 para um CQAF). Como cada canal será calculado separadamente

as estratégias serão rotuladas apenas por SA = {sA
0 , s

A
1 } e SB = {sB

0 , s
B
1 }, onde sA,B

0 = S∆
00 e

sA,B
1 = S∆

01. Contudo, independente do tipo de acoplamento, o estado final do jogo é dado

por [13]

ρfin = J†(χ)σJ(χ), (4.1)

com

σ = (=A⊗=B)(ρ
′

in) =
1∑

k,j=0

sA
k⊗sB

j (ρ′in)sA†
k ⊗s

B†
j , (4.2)

onde ρ′in = |ψ′AB
in 〉〈ψ′AB

in |, com a notação simplificada |ψ′AB
in 〉 = J(χ)|AA

0 AB
0 〉 ≡ J(χ)|00〉 =

cos(χ/2)|00〉+ i sin(χ/2)|11〉. Portanto, do protocolo de J. Eisert et al, tomamos a média dos

operadores (3.21) na base do estado final ρfin para calcularmos a aptidão de cada jogador.

Nesse esquema, as posśıveis variações das estratégias são repassadas para as probabilida-

des de rúıdo. No caso de um CQAA, os termos λA e λB, que representam a probabilidade

de relaxação do sistema, são os responsáveis por essas variações. No caso de um CQAF, os

termos γA e γB, que representam a probabilidade de descoerência no sistema, são os respon-

sáveis por essas variações. Apesar desses termos não serem números complexos, é através

deles que caracterizamos os rúıdos t́ıpicos de sistemas quânticos. E por carregarem as infor-

mações associadas ao acoplamento do sistema quântico com o ambiente, é através deles que
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caracterizamos a natureza quântica do jogo.

4.2.1 CQAA como um JQD

Para os acoplamentos que geram rúıdos do tipo de amortecimento de amplitude3, as

estratégias sA,B
0 e sA,B

1 são dadas pelos superoperadores (3.15). Das regras de atuação desses

operadores, temos que: sA,B
0 |0〉 = |0〉 (invariância), sA,B

0 |1〉 =
√

1− λA,B|1〉 (amortecimento

de amplitude), sA,B
1 |0〉 = 0 (destruição de estado), e sA,B

1 |1〉 =
√
λA,B|0〉 (perda de energia).

• Extensão da Forma Padrão de Jogo para um CQAA

Genericamente iniciamos o jogo com um estado na forma |ψ′AB
in 〉 = J(χ)|00〉. Contudo,

como os superoperadores (3.15) foram calculados para um ambiente no equiĺıbrio térmico,

convém realizarmos uma rotação de “π/2” no domı́nio do parâmetro de emaranhamento, tal

que o novo intervalo seja χ ∈ [π/2, π]. Essa condição surge exclusivamente para o CQAA de-

vido a regra de atuação de J e dos superoperadores (3.15) sobre o estado inicial padrão |00〉.

No intervalo padrão [0, π/2], quanto mais próximo de zero χ estiver, mais fracamente emaran-

hado o estado J |00〉 = cos(χ/2)|00〉+ i sin(χ/2)|11〉 estará, ou seja J(χ −→ 0)|00〉 −→ |00〉.

Como o estado |00〉 não sofre qualquer efeito num CQAA, quanto mais fraco o emaran-

hamento menor o efeito no jogo. Além disso, o estado quântico mais simples pasśıvel de

sofrer os efeitos de um CQAA é o estado |1〉. Desta forma, mudando o regime de χ para

[π/2, π], conforme o emaranhamento diminui (χ −→ π), o estado inicial J(χ)|00〉 tende para

|11〉. Portanto, para o regime de transição, escolhemos o ângulo de χ = 9π/11 que satisfaz

a condição do novo intervalo4 de χ. Além disso, para emaranhamento máximo mantemos

3A mesma descrição feita para HSE pode ser feita para HTB1 , uma vez que esses dois Hamiltonianos
apresentam o mesmo tipo de acoplamento.

4Note que sin((2π/11)/2) = cos((2π/11)/2 − π/2) = cos((9π/11)/2) e sin((9π/11)/2) = cos((2π/11)/2).
Portanto, χ = 9π/11 coloca o sistema dentro do regime transitório. Esta mudança no intervalo de χ é
equivalente a adoção de um operador emaranhamento na forma J(χ) = cos(χ/2)D⊗D+ i sin(χ/2)I ⊗ I ao
invés de J(χ) = cos(χ/2)I ⊗ I + i sin(χ/2)D ⊗D, com χ ∈ [0, π/2].
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χ = π/2.

Seguindo então o protocolo de J. Eisert et al, no intervalo de emaranhamento extendido,

tomamos o traço dos operadores payoff (3.21) sobre o estado final (4.1). E finalmente,

reescrevendo as soluções de jogo (2.11a, 2.11b) na forma

FA(
?

λA,
?

λB)−FA(λA,
?

λB) ≥ 0, ∀λA, (4.3a)

FB(
?

λA,
?

λB)−FB(
?

λA, λB) ≥ 0, ∀λB. (4.3b)

os pontos de equiĺıbrio são calculados num CQAA.

• Solução Anaĺıtica

Para estudarmos o comportamento do jogo, convém antes escrevermos analicamente a

aptidão dos jogadores. Assim, para um valor qualquer de χ, a aptidão de A fica:

FA(λA, λB) = I(sA
0 , s

B
0 )
(
cos (χ/2)

(
(cos (χ/2))2 + λAλB

(
1− (cos (χ/2))2))

+2 (sin (χ/2))2 (cos (χ/2))2
√

1− λA

√
1− λB + (sin (χ/2))4 (1− λA) (1− λB)

)
+I(sA

0 , s
B
1 )
(
(cos (χ/2))2 λA (1− λB) (sin (χ/2))2 + (sin (χ/2))4 (1− λA)λB

)
+I(sA

1 , s
B
0 )
(
(sin (χ/2))4 λA (1− λB) + (cos (χ/2))2 (1− λA)λB (sin (χ/2))2)

+I(sA
1 , s

B
1 )
(
(sin (χ/2))2

(
(cos (χ/2))2 + λAλB − λAλB (cos (χ/2))2)

−2(sin (χ/2))2 (cos (χ/2))2 (√1− λA

√
1− λB + (1− λA) (1− λB)

)

(4.4)
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Onde a informação conjunta de cada para de estratégia é dada por (3.17) e (3.19):

I(sA
0 , s

B
0 ) = − log2

(
(1− λB)(1− λA)(sin(χ/2))2 + (cos (χ/2))2) ,

I(sA
0 , s

B
1 ) = − log2

(
(1− λA)λB (sin (χ/2))2) ,

I(sA
1 , s

B
0 ) = − log2

(
λA (1− λB) (sin (χ/2))2) ,

I(sA
1 , s

B
1 ) = − log2

(
λAλB (sin(χ/2)2) .

(4.5)

Analogamente calcula-se a aptidão do jogador B, FB(λA, λB).

• Resultados Numéricos

Para uma análise numérica dos pontos de estabilidade e equiĺıbrio de (4.4), usamos dois

estados emaranhados iniciais χ = 9π/11 (regime transiente), e χ = π/2 (regime quântico).

Para cada um calculamos numericamente os pares (
?

λA,
?

λB), contra (λA, λB), que geram os

pontos em EN. As figuras 4.2 e 4.3 mostram esses pontos onde o eixo vertical das superf́ıcies

descoloridas corresponde aos pontos de equiĺıbrio do jogador A, dados por (4.3a), e o eixo

vertical das superf́ıcies coloridas corresponde aos pontos de equiĺıbrio do jogador B, dados

por (4.3b).

Os jogos apresentados nas figuras 4.2(a)–4.2(c) e nas figuras 4.3(a)–4.3(c) exibem uma

completa simetria. Nos jogos apresentados nas figuras 4.2(d) e 4.3(d) exibem uma domi-

nância do jogador B quando
?

λA& 0.5 e uma dominância do jogador A quando 0 &
?

λA& 0.1.

Contudo, devido aos critérios de construção do modelo de jogo esses padrões de dominância

são simetricamente invertidos com (λA, λB) = (0.1, 1). O jogo apresentado na figura 4.3(a)

exibe ainda duas curvas de pontos formados por EEEs. E os jogos apresentados nas figuras

4.2(a), 4.2(c), 4.2(d), 4.3(c) e 4.2(d) apresentam apenas uma curva de pontos formados por
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(a) Pontos em EN para (λA, λB) =

(0.1, 0.1) onde (
?

λA,
?

λB)MAX ≈ (0.2, 0.2).

(b) Pontos em EN para
(λA, λB) = (0.5, 0.5) onde

(
?

λA,
?

λB)MAX ≈ (0.5, 0.5).

(c) Pontos em EN para (λA, λB) =

(1, 1) onde (
?

λA,
?

λB)MAX ≈ (0.7, 0.7).

(d) Pontos em EN para (λA, λB) =

(1, 0.1) onde (
?

λA,
?

λB)MAX ≈ (0.2, 1).

Figura 4.2: As interseções positivas das superf́ıcies mostram os pontos em EN (
?
λA,

?
λB) para

quatro valores de (λA, λB). Neste modelo de jogo quântico, dois CQAAs são considerados como
dois jogadores, A e B, onde o grau de emaranhamento é dado por |ψ′AB

in 〉 = J(π/2)|00〉.
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(a) Pontos em EN para
(λA, λB) = (0.1, 0.1) onde

(
?

λA,
?

λB)MAX ≈ (0.2, 0.2).

(b) Pontos em EN para (λA, λB) =

(0.5, 0.5) onde (
?

λA,
?

λB)MAX ≈ (0.5, 0.5).

(c) Pontos em EN para (λA, λB) = (1, 1)

onde (
?

λA,
?

λB)MAX ≈ (0.7, 0.7).

(d) Pontos em EN para (λA, λB) =

(1, 0.1) onde (
?

λA,
?

λB)MAX ≈ (0.2, 1).

Figura 4.3: As interseções positivas das superf́ıcies mostram os pontos em EN (
?
λA,

?
λB) para

quatro valores de (λA, λB). Neste modelo de jogo quântico, dois CQAAs são considerados como
dois jogadores, A e B, onde o grau de emaranhamento é dado por |ψ′AB

in 〉 = J(9π/11)|00〉.
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EEEs. De maneira geral, em todos os jogos os pontos extremos das superf́ıcies correspondem

à regiões de vantagem individual. Além disso, mostra-se também que existem pontos em

EN para (λA, λB) = (0.5, 0.1) e (λA, λB) = (0.1, 0.5) e também para (λA, λB) = (0.5, 1) e

para (λA, λB) = (1, 0.5). Esses pontos de equiĺıbrio ocorrem tanto para χ = π/2 quanto para

χ = 9π/11.

Esta análise numérica evidência a correspondência entre os pontos de equiĺıbrio do jogo

e a estabilidade f́ısica do sistema. Isto porque os pontos de equiĺıbrio são condicionados a

maior retenção de informação (ou ordem) no sistema. Este modelo mostra ainda que para

λA 6= λB surge naturalmente uma assimetria no sistema devido ao critério de construção de

recompensa mas que não elimina os pontos de estabilidade do mesmo.

No JQD modelando a interação de dois CQAA, curiosamente o sistema apresentou um

considerável número de regiões de estabilidade para um emaranhamento transiente (χ =

9π/11) comparado com o máximo emaranhamento (χ = π/2). Entretanto, individualmente

os valores de recompensa são maiores para um emaranhamento máximo. Além disso, num

jogo contra (λA, λB) = (0.5, 0.5) o emaranhamento máximo apresentou uma configuração

extremamente interessante de equiĺıbrio quase geral (figura 4.2(b)). E essa é uma situação

extremamente importante pois equilibra a atuação das estratégias que, fisicamente significa

probabilidade uniforme de perda de energia. E da mesma maneira, mostra-se que para

valores de χ fora do regime transiente, as regiões de equiĺıbrio são muito menores quando

comparadas com o máximo emaranhamento.

Os gráficos mostram que, exceto numa situação contra (λA, λB) = (1, 1), figuras 4.2(c)

e 4.3(c), a dominância de jogo está concentrada para estratégias com
?

λA,B ∼ 0. Essa domi-

nância reflete justamente a f́ısica do sistema já que essa situação é a menor probabilidade

de perda de energia e portanto, menor perda de informação do sistema individual. Num

jogo contra (λA, λB) = (1, 1) o emaranhamento transiente (χ = 9π/11) mostrou uma maior
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região de estabilidade. Entretanto individualmente o emaranhamento exibiu maiores pay-

off s. E de maneira geral, houve um decréscimo considerável dos valores dos payoff s quando

comparados a (λA, λB) = (0.1, 0.1) e (λA, λB) = (0.5, 0.5).

A principal conclusão é que, num CQAA, mesmo sob intenso rúıdo o sistema ainda apre-

senta equiĺıbrio e estabiliade f́ısica. Uma interpretação interessante é feita ao considerarmos

o sistema num ponto de EEE, onde qualquer variação no rúıdo λ seria punida por seleção

natural. Através desse conceito podemos alegar um dispositivo natural de proteção contra

erros.

• Relação Aptidão-Emaranhamento

Dada expressão (4.4), plotamos a dependência da aptidão do jogador A, num CQAA

modelado como um JQD. As figuras 4.4(a)–4.4(c) mostram três gráficos tomando-se λB

igual a 0.01, 0.5 e 1; variando-se5 χ de 0 a π:

Nos três gráficos o máximo da aptidão ocorre em χ = π/2. Para λB = 0.01 o máximo da

aptidão de A ocorre quando λA tende para 1. Esse efeito ocorre devido ao contrabalancea-

mento da estratégia s1, que mede a informação relativa do complemento da probabilidade

de rúıdo. Isto é, do padrão logaŕıtimico da informação conjunta, como o rúıdo do jogador

B é baixo, a informação relativa à estratégia s2 é mais alta que a informação relativa a s1.

Porém, da estrutura da informação conjunta do CQAA (4.5), tomando λA → 1 garante-se

que, na média, o domı́nio dos logaŕıtmos tendam a zero, o que proporciona um maior payoff.

Esta é exatamente a complementariedade que mencionamos anteriormente. Para λB = 1

o argumento é o mesmo, porém inversamente. Para λB = 0.5, esta situação começa a se

inverter. Da assimetria das estratégias e do intervalo de emaranhamento sobre o CQAA,

obsevamos que para λA → 0 os valores da aptidão de A são mais baixos que para λA → 1.

5Extendemos o intervalo de χ justamente para evidenciarmos a assimetria entre os domı́nios [0, π/2] e
[π/2, π].
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(a) Aptidão do jogador A
para λB = 0.01 com máximo
em λA = 1 e χ = π/2.

(b) Aptidão do jogador A
para λB = 0.5 com máxi-
mos em λA = 0.5, χ = π e
λA = 1, χ = π/2.

(c) Aptidão do jogador A
para λB = 0.01 com máximo
em λA = 0 e χ = π/2.

Figura 4.4: Aptidão do jogador A em função do emaranhamento e da intensidade do rúıdo λA.
Em todas as situações o máximo do acúmulo médio das recompensas é obtido com o máximo
emaranhamento.

Para λB = 1, os maiores valores da aptidão são acalçados para baixos valrores de λA → 0.

Essa situação reproduz a idéia f́ısica intuitiva para um único sistema, isto é, comparando-se

com um sistema com alto rúıdo, λ → 1, um sistema com baixo rúıdo, λ → 0, terá muito

mais informação.

4.2.2 CQAF como um JQD

Para os acoplamentos que geram rúıdos do tipo de amortecimento de fase, as estratégias

sA,B
0 e sA,B

1 são dadas pelos superoperadores (3.16). Das regras de atuação desses operadores,

temos que: sA,B
0 |0〉 = |0〉, sA,B

0 |1〉 =
√

1− γA,B|1〉, sA,B
1 |0〉 = 0, e sA,B

1 |1〉 =
√
γA,B|1〉.

• Extensão da Forma Padrão de Jogo para um CQAF

Um CQAF descreve o processo de descoerência que é a anulação da superposição dos es-

tados quânticos devido a interação com o ambiente. Apesar do estado emaranhado J(χ)|00〉
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estar superposto, este não contem todos os termos de um emaranhamento entre dois estados.

Esta carência influênciará diretamente no cálculo da aptidão dos jogadores. Como o estado

J(χ)|00〉 apresenta apenas os termos |00〉 e |11〉, os jogadores só receberão as recompensas

associadas a estes termos, devido a regra de atuação dos superoperadores6 (3.16). Para con-

tornarmos esse problema introduzimos no protocolo de J. Eisert et al uma nova operação:

iniciamos o jogo no estado |00〉 e aplicamos a transformação de Hadamard H nos dois qubits

(H ⊗ H), colocando-os em superposição7 [30,31]. Então aplicamos o operador de emaran-

hamento J(χ), com χ ∈ [0, π/2]8. Logo após a aplicação das estratégias o processo é refeito

inversamente. Além disso, o estado quântico mais simples pasśıvel de sofrer os efeitos de um

CQAF é o estado (|0〉 + |1〉)/
√

2. Portanto, no protocolo extendido, substituimos em (4.1)

J(χ) por J(χ)H ⊗H e J†(χ) por J†(χ)H ⊗H.

Essa operação não modifica a essência do jogo, não reduz o grau de emaranhamento e não

interfere nos fundamentos do protocolo original9. O preço é a eliminação da dependência do

emaranhamento sobre as recompensas dadas por I(sA
i , s

B
k ) ∀i, k. Essa restrição no entanto

não impõe nenhuma desvantagem já que o jogo visa avaliar o efeito de descoerência sobre

os estados. Portanto, ressaltar a superposição e perder o emaranhamento na recompensa é

um preço viável a se pagar. Além disso, o emaranhamento permanece no estado principal

do jogo e para resgatar o emaranhamento basta não aplicar a extensão H⊗2.

Então, iniciamos o jogo com um estado geral na forma |ψ′AB
in 〉 = J(χ)H⊗2|00〉 e seguindo

o protocolo de Eisert et. al, tomamos o traço dos operadores payoff (3.21) sobre o estado

6Mostra-se que sem a operação H⊗2 não existe contribuição dos termos I(sx
i , s

y
k) ∀ i 6= k.

7O operador de Hadamard é definido por H = (|0〉〈0|+ |0〉〈1|+ |1〉〈0|− |1〉〈1|)/
√

2. Lembrando ainda que
[J,H ⊗H] = 0.

8Para o CQAF não existe necessidade de transladarmos o intervalo de atuação de χ.
9Como D = U(π, 0) = |0〉〈1|− |1〉〈0|, temos J(χ)H⊗H|00〉 = (−1)χ/2π(|00〉+ |11〉)/2+(−1)−χ/2π(|01〉+

|10〉)/2 que é um estado emaranhado.
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final (4.1). E finalmente, reescrevendo as soluções de jogo (2.11a, 2.11b) na forma

FA(
?
γA,

?
γB)−FA(γA,

?
γB) ≥ 0, ∀γA, (4.6a)

FB(
?
γA,

?
γB)−FB(

?
γA, γB) ≥ 0, ∀γB. (4.6b)

os pontos de equiĺıbrio são calculados.

• Solução Anaĺıtica

Para um valor qualquer de χ, a aptidão de A fica:

FA(γA, γB) =
(
I(sA

0 , s
B
0 )
(√

1− γA +
√

1− γB + 1 +
√

1− γA

√
1− γB

)
+I(sA

0 , s
B
1 )
(√

1− γA −
√

1− γB + 1−
√

1− γA

√
1− γB

+8
(√

1− γA −
√

1− γB

)
(cos (χ/2))2 + 8

(√
1− γB −

√
1− γA

)
(cos (χ/2))4)

+I(sA
1 , s

B
0 )
(√

1− γB −
√

1− γA + 1−
√

1− γA

√
1− γB

+8
(√

1− γA −
√

1− γB

)
(cos (χ/2))2 + 8

(√
1− γB −

√
1− γA

)
(cos (χ/2))4)

+I(sA
1 , s

B
1 )
(√

1− γA

√
1− γB −

√
1− γB −

√
1− γA + 1

))
/4.

(4.7)

Onde a informação conjunta é dada a partir (3.17) e (3.19):

I(sA
0 , s

B
0 ) = − ln ((1− γA/2)(1− γB/2)) ,

I(sA
0 , s

B
1 ) = − ln (γB/2(1− γA/2)) ,

I(sA
1 , s

B
0 ) = − ln (γA/2(1− γB/2)) ,

I(sA
1 , s

B
1 ) = − ln (γAγB/4) .

(4.8)

Analogamente calcula-se a aptidão do jogador B, FB(γA, γB), trocando-se nos ı́ndices A por

B.
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• Resultados Numéricos

Para uma análise numérica dos pontos de estabilidade e equiĺıbrio de (4.7), usamos os

dois estados emaranhados iniciais J(π/2)|00〉 (regime transiente), e J(2π/11)|00〉 (regime

quântico). Para cada um calculamos numericamente os pares (
?
γA,

?
γB), contra (γA, γB), que

geram pontos em EN e EEEs. As figuras 4.5 e 4.6 mostram esses pontos onde, novamente,

o eixo vertical das superf́ıcies descoloridas corresponde aos pontos de equiĺıbrio do jogador

A, dados por (4.6a), e o eixo vertical das superf́ıcies coloridas corresponde aos pontos de

equiĺıbrio do jogador B, dados por (4.6b).

Os jogos apresentados nas figuras 4.5(a)–4.5(c) e nas figuras 4.6(a)–4.6(c) exibem uma

completa simetria. Nos jogos apresentados nas figuras 4.5(d) e 4.6(d) exibem uma total

dominância do jogador B sobre o jogador A. Novamente, devido aos critérios de cons-

trução do modelo de jogo esses padrões de dominância são simetricamente invertidos com

(γA, γB) = (0.5, 1). Os jogos apresentados nas figuras 4.2(a)–4.2(c), e nas figuras 4.3(a) e

4.2(b) apresentam uma curva de pontos formados por EEEs. De maneira geral, em todos

os jogos os pontos extremos das superf́ıcies correspondem à regiões de vantagem indivi-

dual. Além disso, mostra-se também que existem pontos em EN para (γA, γB) = (0.1, 1) e

(γA, γB) = (1, 0.1) e também para (γA, γB) = (0.5, 0.1) e (γA, γB) = (0.1, 0.5). Esses pontos

de equiĺıbrio ocorrem tanto para χ = π/2 quanto para χ = 2π/11.

Novamente o jogo apresenta um padrão de estabilidade bastante interessante para a região

transiente de emaranhamento (χ = 2π/11). Entretanto, de maneira geral, o quadro de maior

estabilidade agora ocorre para um máximo emaranhamento (χ = π/2). Individualmente os

valores dos payoffs dos jogadores quando χ = π/2 superam consideravelmente o valor ganho

do que quando χ = 2π/11. (Lembramos que quanto menos informação um rúıdo retira

do sistema principal maior o seu payoff ). Os jogos contra (γA, γB) = (0.5, 0.5) o máximo
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(a) Pontos em EN para
(γA, γB) = (0.1, 0.1) onde
(

?
γA,

?
γB)MAX ≈ (0.4, 0.4).

(b) Pontos em EN para (γA, γB) =
(0.5, 0.5) onde (

?
γA,

?
γB)MAX ≈ (0.8, 0.8).

(c) Pontos em EN para (γA, γB) = (1, 1)
onde (

?
γA,

?
γB)MAX ≈ (1, 1).

(d) Pontos em EN para (γA, γB) =
(1, 0.1) onde (

?
γA,

?
γB)MAX ≈ (1, 0.7).

Figura 4.5: As interseções positivas das superf́ıcies mostram os pontos em EN (
?
γA,

?
γB) para

quatro valores de (γA, γB). Neste modelo de jogo quântico, dois CQAFs são considerados como
dois jogadores, A e B, onde o grau de emaranhamento é dado por |ψ′AB

in 〉 = J(π/2)|00〉.
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(a) Pontos em EN para (γA, γB) =
(0.1, 0.1) onde (

?
γA,

?
γB)MAX ≈ (0.7, 0.7).

(b) Pontos em EN para (γA, γB) =
(0.5, 0.5) onde (

?
γA,

?
γB)MAX ≈ (1, 1).

(c) Pontos em EN para (γA, γB) = (1, 1)
onde (

?
γA,

?
γB)MAX = {(1, 1), (1, 0), (0, 1)}.

(d) Pontos em EN para (γA, γB) =
(1, 0.1) onde (

?
γA,

?
γB)MAX ≈ (1, 0.2).

Figura 4.6: As interseções positivas das superf́ıcies mostram os pontos em EN (
?
γA,

?
γB) para

quatro valores de (γA, γB). Neste modelo de jogo quântico, dois CQAAs são considerados como
dois jogadores, A e B, onde o grau de emaranhamento é dado por |ψ′AB

in 〉 = J(2π/11)|00〉.
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emaranhamento apresentou novamente uma excelente configuração de estabilidade a partir

da proximidade das superf́ıcies (figura 4.5(b)). E, assim como num CQAA, num CQAF a

dominância de jogo está concentrada para estratégias com
?
γA,B ∼ 0. Essa dominância reflete

maior estabilidade frente ao tempo de superposição dos estados. A principal conclusão é

que, num CQAF, mesmo sob intenso rúıdo o sistema ainda apresenta equiĺıbrio f́ısico graças

à concervação da informação.

• Relação Aptidão-Emaranhamento

Dada expressão (4.7), plotamos a dependência da aptidão do jogador A, num CQAF

modelado como um JQD. As figuras 4.7(a)–4.7(c) mostram três gráficos tomando-se γB

igual a 0.01, 0.5 e 1; variando-se χ de 0 a π:

(a) Aptidão do jogador A
para γB = 0.01 com máximo
em γA = 1 e χ = π/2.

(b) Aptidão do jogador A
para γB = 0.5 com máximo
em γA = 1, χ = π/2.

(c) Aptidão do jogador A
para γB = 0.01 com máximo
em γA = 0 e χ = π/2.

Figura 4.7: Aptidão do jogador A em função do emaranhamento e da intensidade do rúıdo γA.
Em todas as situações o máximo do acúmulo médio das recompensas é obtido com o máximo
emaranhamento.

Nos três gráficos o máximo da aptidão também ocorre em χ = π/2. Novamente o mesmo

padrão de máximos ocorre para γB = 0.01 e γB = 1 devido ao contrabalanceamento das
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informações associadas as estratégias. Porém para γB = 1 o valor máximo da aptidão torna-

se um pouco maior que para γB = 0. Esse efeito deve-se justamente à falta de depência do

emarahamento nos termos de recompensa, transferindo um peso maior para o estado final

do jogo no cálculo da aptidão. Para γB = 0.5 também mostra-se a assimetria das estratégias

porém, diferentemente do CQAA, não existe assimetria para χ entre 0 e π.

4.3 Jogos Quânticos Mistos (JQMs)

O próximo passo será analisar um jogo quântico misto. Um jogo misto é aquele onde os

jogadores aplicam suas estratégias probabilisticamente.

A forma mais direta de generalizarmos um JQD para JQM é associar à cada aplicação

de uma estratégia uma certa probabilidade. Neste caso, se assumirmos que o jogador A (B)

aplica a estratégia sA
0 (sB

0 ) com uma probabilidade p (q) e a estratégia sA
1 (sB

1 ) com uma

probabilidade (1− p) ((1− q)), o estado final do jogo fica

ρfin = J†(χ)(=A⊗=B)(ρ
′

in)J(χ) (4.9)

onde

(=A⊗=B)(ρ
′

in) =
1∑

k,j=0

pkqjs
A
k⊗sB

j (ρ
′

in)sA†
k ⊗s

B†
j , (4.10)

tal que p0 = p, p1 = (1− p) e q0 = q, q1 = (1− q) e lembrando que ρ
′
in = J(χ)|00〉〈00|J†(χ).

Porém, se o conjunto de estratégias deA e deB for formado somente pelos superoperadores de

Fröhlich apresentados até aqui, (3.15) e (3.16), o mapa final (=A⊗=B)(ρ
′
in) não representará

necessariamente um estado quântico. Isto acontece pois, como
∑1

k=0 pkS
x
0kS

x†
0k ≤ 1, para a

desigualdade, não haverá conservação do traço e portanto não teremos um esquema de jogo

quântico válido.

Contudo, como já mencionado, existem duas posśıveis formas de construção de jogo misto

que preservam as propriedades f́ısicas do sistema e se enquadram no esquema padrão de jogo.
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Por simplicidade de construção, apresentaremos primeirameiramente a forma aplicada a um

CQAF e então a forma aplicada a um CQAA.

4.3.1 JQM - Modelo 1:

A primeira forma de jogo misto é adequada para o CQAF. Nesse modelo usamos o

teorema da não-unicidade dos superoperadores numa OQ [30]. Desse teorema é posśıvel

encontrar uma transformação que leva a aplicação determińıstica dos superoperadores a uma

aplicação probabiĺıstica de operadores unitários. Assim, com essa transformação aparecerá

naturalmente um probabilismo inerente à aplicação das estratégias.

• Rúıdos Quânticos como Transformações Unitárias

O teorema da não-unicidade [30] diz que se os superoperadores Ei, de um mapa =(.), for

dado pelos elementos de operação
∼
Ei = 〈ei|U |e0〉, onde {|ei〉} é a base do ambiente e U o

operador evolução do sistema total, então existe conjunto de superoperadores Fi equivalentes

a Ei gerados por uma transformação unitária adicional UE sobre o ambiente. Isto é,

∼
Fi = 〈ei|(I ⊗ UE)U |e0〉 =

∑
j (I ⊗ 〈ei|UE|ej〉) 〈ej|U |e0〉

=
∑

j(UE)ij

∼
Ej

(4.11)

onde
∑

j |ej〉〈ej| = 1 e (UE)ij é a matriz dos elementos de UE na base {|ei〉}. Com esse

teorema mostra-se que o CQAF, dado pelos superoperadores (3.16), pode ser totalmente

descrito pelas operações:

O0 =
√
αI =

√
α

(
1 0

0 1

)
, O1 =

√
1− αZ =

√
1− α

(
1 0

0 −1

)
. (4.12)

onde, a relação entre α e γ é dada por α =
(
1 +

√
1− γ

)
/2. O efeito desse “novo canal”,

conhecido por Canal Quântico de Troca de Fase (CQTF), é manter a fase do estado |0〉
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inalterada com probabilidade α e inverter a fase do estado |1〉 com probabilidade (1 − α).

Fisicamente, observa-se que a superposição de estados quânticos é caracterizada pela coerên-

cia das fases de cada estado. A descorência, portanto, é um acoplamento com o ambiente

que gera uma interferência entre as fases de cada sistema: ambiente e principal. Com isso,

trocamos os operadores de medida por operadores uńıtários que “são aplicados” probabilis-

ticamente pelo ambiente.

• Condições de Jogo

Para extrairmos um jogo misto dessa nova configuração ambiental associamos as estraté-

gias quânticas a esses operadores unitários. Portanto, o conjunto final de estratégias, dos

jogadores A e B, será SA,B = {sA,B
0 = I, sA,B

1 = Z}. O jogador A (B) aplica a estratégia I

com probabilidade p (q)10 e a estratégia Z com probabilidade (1 − p) ((1 − q)). Apartir de

(4.9) o estado final deste jogo misto fica

ρfin = J†(χ)(pqI⊗I(ρ′in)I⊗I + p(1− q)I⊗Z(ρ
′
in)I⊗Z+

+(1− p)qZ⊗I(ρ′in)Z⊗I + (1− p)(1− q)Z⊗Z(ρ
′
in)Z⊗Z)J(χ).

(4.13)

onde de (4.12) p =
(
1 +

√
1− γA

)
e q =

(
1 +

√
1− γB

)
. Nessa abordagem os termos que

contém informação são as propabilidades de aplicação das etratégias, p e q. Além disso, essas

probabilidades continuam carregando informação relativa ao rúıdo ambiental. E como essas

probabilidades são independentes, o critério de recompensa será reescrito como:
I(p, q) I(p, 1− q)

I(1− p, q) I(1− p, 1− q)

 = WA (4.14)

10Em geral, α é um número complexo. Entretanto, aqui, devido as propriedades de λ, podemos associá-lo
diretamente a uma probabilidade clássica.
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onde, analogamente para WB, temos

I(x, y) = − log2(xy). (4.15)

• CQAF como um Jogo Misto

Para dois jogadores A e B usando um conjunto de estratégias SA,B = {I, Z} onde, das re-

gras de atuação dos operadores, temos que: I|0〉 = |0〉 (invariância), I|1〉 = |1〉 (invariância),

Z|0〉 = |0〉 (invariância) e Z|1〉 = −|1〉 (troca de fase).

Usando o critério de emaranhamento extendido J(χ)H ⊗H com a matrix payoff (4.14)

e reescrevendo as relações de equiĺıbrio (2.11a, 2.11b) como

FA(
?
p,

?
q)−FA(p,

?
q) ≥ 0, ∀p, (4.16a)

FB(
?
p,

?
q)−FB(

?
p, q) ≥ 0, ∀q. (4.16b)

os pontos de equiĺıbrio são calculados.

• Solução Anaĺıtica

Para um valor qualquer de χ, a aptidão de A fica:

FA(p, q) = I(p, q)pq + 4I(p, 1− q)
(
q (cos (χ/2))2 (1− (cos (χ/2))2)

+p (cos (χ/2))2 (1− (cos (χ/2))2 − pq/4 + p/4
)

+4I(1− p, q)
(
p (cos (χ/2))2 (1− (cos (χ/2))2)

+q (cos (χ/2))2 (1− (cos (χ/2))2)− pq/4 + q/4
)

+I(1− p, 1− q)
(
+q(p− 1)− 4p((cos (χ/2))2 − 1)

)
.

(4.17)
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Onde a informação conjunta de cada jogador é calculada diretamente da informação conjunta

de p e q, conforme (4.15). E analogamente calcula-se a aptidão do jogador B, FB(p, q).

• Resultados Numéricos

Analisaremos agora os pontos de equiĺıbrio apenas para estados maximamente emaran-

hados J(π/2)H⊗2|00〉. Em seguida avaliaremos a dependência da aptidão dos jogadores em

relação ao parâmetro de emaranhamento. Assim, iniciamos nosso jogo calculando numeri-

camente os pares (
?
p,

?
q), contra (p, q) que geram pontos em EN. As figuras 4.8(a)–4.8(d)

mostram esses pontos onde o eixo vertical das superf́ıcies descoloridas corresponde aos pon-

tos de equiĺıbrio do jogador A, dados por (4.16a), e o eixo vertical das superf́ıcies coloridas

corresponde aos pontos de equiĺıbrio do jogador B, dados por (4.16b).

Os jogos apresentados nas figuras 4.8(a)–4.8(c) exibem uma completa simetria. No jogo

apresentado na figura 4.8(d) exibe uma região de dominância para o jogador A sobre o

jogador B para
?
p. 0.3. Contudo, devido aos critérios de construção do modelo de jogo esse

padrão de dominância é simetricamente invertido com (p, q) = (1, 0.5). Além disso, os jogos

apresentados nas figuras 4.8(a),4.8(c) e 4.8(d) apresentam uma curva de pontos formados

por EEEs. Enquanto que o jogo apresentado na figura 4.8(b) existe uma grande curva de

pontos formados por EEEs, com elevados valores de payoffs e um ponto central de EN. De

maneira geral, em todos os jogos os pontos extremos das superf́ıcies correspondem à regiões

de vantagem individual.

Como o canal troca de fase produz o mesmo efeito que o canal de amortecimento de

fase, os modelos de JQs (determińıstico e misto) também forneceram respostas muito pró-

ximas. Como os operadores nos JQMs eram operadores unitários algumas simetrias foram

preservadas. Essa diferença é mais evidente analisando-se cada caso separadamente.
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(a) Pontos em EN para (p, q) = (0.1, 0.1)

onde (
?
p,

?
q)MAX ≈ (0.1, 0.1).

(b) Pontos em EN para
(p, q) = (0.5, 0.5) onde

(
?
p,

?
q)MAX ≈ {(0, 1), (1, 0)}.

(c) Pontos em EN para (p, q) = (1, 1)

onde (
?
p,

?
q)MAX ≈ (1, 1).

(d) Pontos em EN para (p, q) = (1, 0.1)

onde (
?
p,

?
q)MAX ≈ (0.3, 0).

Figura 4.8: As interseções positivas das superf́ıcies mostram os pontos em EN (
?
p,

?
q) para quatro

diferentes valores de (p, q). Neste modelo de jogo quântico, dois CQTFs são considerados como
dois jogadores, A e B, onde o grau de emaranhamento é dado por |ψ′AB

in 〉 = J(π/2)|00〉.
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• Relação Aptidão-Emaranhamento

Dada a expressão (4.17), plotamos a dependência da aptidão do jogador A, para um

CQAF modelado como um JQM. As figuras de 4.9(a) a 4.9(c) mostram três gráficos tomando-

se q igual a 0.01, 0.5 e 1; variando-se χ de 0 a π.

(a) Aptidão do jogador A
para q = 0.01 com máximo
em p = 1 e χ = π/2.

(b) Aptidão do jogador A para
q = 0.5 com máximo em p = 1,
χ = π/2.

(c) Aptidão do jogador A
para q = 0.01 com máximo
em p = 0 e χ = π/2.

Figura 4.9: Aptidão do jogador A em função do emaranhamento e da probabilidade p de aplicação
da estratégia. Em todas as situações o máximo do acúmulo médio das recompensas é obtido com
o máximo emaranhamento.

Nos três gráficos o máximo da aptidão ocorre com χ = π/2. Novamente o mesmo padrão

de máximos ocorre quando o adversário (jogador B) joga q = 0.01 e q = 1. Contudo, com q =

0.5 vemos que, usando operadores unitários não existe assimetria imposta pelas estratégias

(como mostrado no JQD para um CQAF). Assim, dado um angulo χ, a distribuição da

recompensa fica totalmente controlada pela probabilidade de aplicação das estratégias (que

estão inteiramente ligadas à probabilidade de rúıdo γ).
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4.3.2 JQM - Modelo 2:

A segunda forma de jogo misto é mais adequada para um CQAA. Para esse modelo de jogo

misto usamos o conceito de Canal Quântico de Amortecimento de Amplitude Generalizado

(CQAAG). Um CQAAG considera também as contribuições de rúıdo quando o ambiente

está fora do equiĺıbrio térmico. Assim, extendemos o conjunto de estratégias quânticas de 2

para 4 estratégias. A partir dessa descrição, será posśıvel também uma generalização da in-

terpretação f́ısica já que o cálculo da informação será diferente. Para isso, antes sumarizamos

o cálculo dos superoperadores para um CQAAG.

• Superoperadores de Fröhlich com o Ambiente Fora do Equiĺıbrio Térmico

O operador densidade do ambiente num estado misto para um CQAA, entre o estado de

equiĺıbrio térmico e o estado excitado, pode ser escrito como11

σ = p|C0〉〈C0|+ (1− p)|C1〉〈C1|. (4.18)

Da definição de Operações Quânticas [31,109], ao atravessarmos ρ por um canal quântico,

obtemos
=(ρ) =

∑
i pitrBC

(
USE(ρ⊗ |BiCi〉〈BiCi|)USE

† )
=
∑

ks

(
pSSE

ks ρS
SE
ks

† + (1− p)SSE
ks ρS

SE
ks

† ) . (4.19)

Portanto, da definição (3.6),

SSE,i
ks =

∑
m

∑
n

〈AmBkCs|USE|AnB0Ci〉|Am〉〈An|, (4.20)

teremos dois superoperadores a partir do estado de equiĺıbrio térmico do ambiente, com

i = 0, e mais dois superoperadores a partir do estado excitado do ambiente, com i = 1.

11Lembramos que o CQAA é derivado do sub-Hamiltoniano HSE que atua somente na base {|Cx
1〉} no

espaço do ambiente. Assim o banho térmico é considerado no equiĺıbrio térmico.
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O termo (4.20) fornece os superoperadores associados ao |C0〉, já calculados (3.15), e

para os superoperadores associados ao estado excitado |C1〉, usamos mesmo procedimento

de cálculo realizado em (3.15). Escrevendo o conjunto total dos superoperadores de um

CQAAG no modelo de Fröhlich, temos:

SSE
00 =

(
1 0

0
√

1− λ

)
, SSE

01 =

(
0
√
λ

0 0

)
,

SSE
02 =

( √
1− λ 0

0 1

)
, SSE

03 =

(
0 0
√
λ 0

)
.

(4.21)

Esses superoperadores formam o conjunto total final de estratégias dos jogadores num

jogo quântico misto de um CQAAG12.

• Condições de Jogo

O conjunto final de estratégias, dos jogadores A e B, será SA,B = {sA,B
0 , sA,B

1 , sA,B
2 , sA,B

3 },

onde sA,B
i = SSE

0i , com i = 0, 1, 2, 3. Contudo, precisamos restringir a atuação dos jogadores

fazendo com que ambos, A e B, apliquem as estratégias s
A,(B)
0 e s

A,(B)
1 com uma mesma

probabilidade p (q) enquanto s
A,(B)
2 e s

A,(B)
3 com uma mesma probabilidade (1− p) ((1− q)).

Esta restrição surge de (4.19) para que o mapa preserve o traço e forneça um modelo f́ısico

de jogo válido.

O estado final deste jogo misto a partir da restrição f́ısica de aplicação das estratégias, e

da descrição de um JQM (4.9), fica

ρfin = J†(χ)σJ(χ), (4.22)

12É posśıvel também costruir um CQAF generalizado. Contudo, o efeito de descoerência é independente
do ńıvel de energia do ambiente. E portanto, os efeitos produzidos por CQAFG são totalmente equivalentes
aos de um CQAF.
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onde
σ = pq

(
sA
0⊗sB

0 (ρ
′
in)sA†

0 ⊗s
B†
0 + sA

0⊗sB
1 (ρ

′
in)sA†

0 ⊗s
B†
1 +

+sA
1⊗sB

0 (ρ
′
in)sA†

1 ⊗s
B†
0 + sA

1⊗sB
1 (ρ

′
in)sA†

1 ⊗s
B†
1

)
+

p(1− q)
(
sA
0⊗sB

2 (ρ
′
in)sA†

0 ⊗s
B†
2 + sA

0⊗sB
3 (ρ

′
in)sA†

0 ⊗s
B†
3 +

sA
1⊗sB

2 (ρ
′
in)sA†

1 ⊗s
B†
2 + sA

1⊗sB
3 (ρ

′
in)sA†

1 ⊗s
B†
3

)
+

(1− p)q
(
qsA

2⊗sB
0 (ρ

′
in)sA†

2 ⊗s
B†
0 + sA

2⊗sB
1 (ρ

′
in)sA†

2 ⊗s
B†
1 +

sA
3⊗sB

0 (ρ
′
in)sA†

3 ⊗s
B†
0 + sA

3⊗sB
1 (ρ

′
in)sA†

3 ⊗s
B†
1

)
+

(1− p)(1− q)
(
sA
2⊗sB

2 (ρ
′
in)sA†

1 ⊗s
B†
2 + sA

2⊗sB
3 (ρ

′
in)sA†

2 ⊗s
B†
3 +

sA
3⊗sB

2 (ρ
′
in)sA†

3 ⊗s
B†
2 + sA

3⊗sB
3 (ρ

′
in)sA†

3 ⊗s
B†
3

)
.

(4.23)

Analisando esse estado percebemos que o jogo pode ser interpretado como uma apli-

cação probabiĺıstica de canais quânticos. Do esquema de jogo determińıstico vimos que as

estratégias sA,B
0 e sA,B

1 formam um canal quântico que representa a ação do ambiente no

equiĺıbrio térmico. Portanto, chamaremos esta ação de Canal Quântico no Equiĺıbrio Tér-

mico (CQET). Em contrapartida as estratégias sA,B
2 e sA,B

3 representam a ação do ambiente

no estado excitado. Portanto, chamaremos esta ação de Canal Quântico no Estado Excitado

(CQEE).

Deste modo, como as probabilidades de aplicação das estratégias sA,B
0 e sA,B

1 são iguais,

assim como para sA,B
2 e sA,B

3 , podemos interpretar este esquema como um jogo de decisão de

aplicação de canais quânticos: o jogador A (B) aplica um CQET com probabilidade p (q) e

aplica um CQEE com probabilidade (1− p) ((1− q)).
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Neste esquema (modelo 2) vemos que existem dois parâmetros para cada jogador: a

probabilidade de rúıdo λ, inerente às estratégias e a probabilidade de aplicação de uma

estratégia p (ou q).Dependendo do parâmetro usado na distribuição das recompensas teremos

critérios de recompensa diferentes e, portanto, tipos de jogos mistos diferentes. Adotaremos

aqui um critério que avalia a frequência de aplicação dos canais (CQET e CQEE).

Diferentemente do CQAF, aqui as probabilidades p e q, associadas à decisão dos jogadores,

não fazem referência direta aos rúıdos do CQAA. Logo, se tomarmos a informação associada

a essas probabilidades construiremos um jogo de avaliação sobre a aplicação dos canais,

para um dado rúıdo. O jogo agora não avalia diretamente a perturbação provocada pelas

estratégias isoladamente mas sim a frequência com que essas estratégias são jogadas. Esta

análise está totalmente de acordo com os critérios padrões adotados pela TJs clássica já

que o desempenho médio de uma estratégia é medido tomando-se a freqüência com que ela

aparece no jogo [4,6]. Nesse caso, como estamos considerando a informação associada a essas

frequências (probabilidade de aplicação), significa que quanto mais uma estratégia (um canal)

é usada menor sua recompensa. É importante lembrar que as probabilidades, associadas às

aplicações das estratégias, são derivadas da aleatoriedade do estado do ambiente. Portanto,

esse critério desloca a avaliação da informação do estado do sistema principal para uma

avaliação sobre o estado do ambiente. Mas devido ao acoplamento, a informação do sistema

principal é totalmente dependente do arranjo do estado do ambiente, e vice-versa13.

Por simplicidade de cálculo, vamos igualar o conjunto de estratégias de A e de B fazendo

λA ≡ λB = λ. Dessa forma, λ será um parâmetro de rúıdo do sistema conjunto e p e q serão

os parâmetros de controle de cada jogador. A matriz payoff do jogador A pode ser escrita

13Isso pode ser visualizaodo, por exemplo, adotando-se uma distribuição de Boltzamann para p em (4.18),
tal que p = Z−1 exp(−HSE/kT ) onde HSE carrega informações do sistema conjunto (ambiente + sistema
principal).
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como:
B : CQET B : CQEE

A : CQET

A : CQEE


I(ET,ET ) I(ET,EE)

I(EE,ET )) I(EE,EE)

 ≡ WA,

(4.24)

analogamente para B, onde definimos

I(ET,ET ) = − log2(pq), I(ET,EE) = − log2(p(1− q)),

I(EE,ET ) = − log2((1− p)q), I(EE,EE) = − log2((1− p)(1− q)).

(4.25)

Essa construção enfoca a aplicação de um canal (ET: equiĺıbrio térmico ou EE: estado exci-

tado). Assim, avaliamos para que estado do ambiente o sistema se torna mais estável.

• CQAAG como um Jogo Misto

Para dois jogadores A e B usando um conjunto de estratégias SA = SB = {s0, s1, s2, s3}

onde, das regras de atuação dos superoperadores, temos s0|0〉 = |0〉 (invariância), s0|1〉 =

√
1− λ|1〉 (amortecimento de amplitude), s1|0〉 = 0 (destruição de estado), e s1|1〉 =

√
λ|0〉

(perda de energia), e s2|0〉 =
√

1− λ|0〉 (amortecimento de amplitude), s2|1〉 = |1〉 (invari-

ância), s3|0〉 =
√
λ|1〉 (ganho de energia) e finalmente s3|1〉 = 0 (destruição de estado).

Dessas regras, vemos a dificuldade de driblar a assimetria imposta pelo operador de

emaranhamento J(χ). Diferentemente do caso determińıstico, não podemos adotar o domı́nio

χ ∈ [π/2, π]. Essa mudança agora influenciaria na atuação do CQEE e manter o mesmo

domı́nio χ ∈ [0, π/2] influenciaria na atuação do CQET. Em prinćıpio, o domı́nio de χ não

seria relevante em nossa análise já que, assim como no JQM do CQAF, analisaremos apenas

o caso de máximo emaranhamento χ = π/2. Entretanto, a análise de dependência da aptidão

com o emaranhamento sairia incompleta. Além disso, para considerarmos de forma efetiva as

67



contribuições dos canais cruzados (mistura de CQET e CQEE), será importante adotarmos

um estado emaranhado com todos os termos. Portanto, adotaremos o protocolo extendido

(??) no modelo de jogo de um CQAAG. Com esse critério poderemos avaliar todos os efeitos

da aplicação de cada canal.

Usando então o critério (4.24) e as relações de equiĺıbrio (4.16a, 4.16b), as soluções do

jogo são calculadas.

• Solução Anaĺıtica

Para um valor qualquer de χ, a aptidão de A fica:

FA(p, q) = − log2 (p (1− q))λ/4− log2 (q (1− p))λ/4

− log2 (pq)
(√

1− λ
(
1− 4λ (cos (χ/2))2 + 4λ (cos (χ/2))4)+ 1− λ

)
/2

− log2 ((1− p) (1− q))
(√

1− λ
(
4λ (cos (χ/2))2 − 4λ (cos (χ/2))4)+ 1− λ

)
/2

(4.26)

Analogamente calcula-se a aptidão do jogador B, FB(p, q), trocando-se nos ı́ndices A por B.

• Resultados Numéricos

Para o estado emaranhado J(π/2)H⊗2|00〉, começamos nosso jogo. Calculamos então

os melhores pares (
?
p,

?
q), contra (p, q), que geram os pontos em EN. As figuras 4.10(a)–

4.10(d) mostram esses pontos onde o eixo vertical das superf́ıcies descoloridas corresponde

aos pontos de equiĺıbrio do jogador A, dados por (2.11a), e o eixo vertical das superf́ıcies

coloridas corresponde aos pontos de equiĺıbrio do jogador B, dados por (2.11b).

De forma geral, para um CQAAG, obvervamos uma uniformidade quanto a preferência

do tipo de canal jogado (CQET ou CQEE). Isto porque tanto o padrão gráfico quanto os

valores dos payoffs variam muito de acordo com a intensidade de rúıdo adotada e contra que

estratégias está se jogando.
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(a) Pontos em EN para (p, q) =
(0.01, 0.01), com rúıdo λ = 0.1 onde

(
?
p,

?
q)MAX ≈ (0, 0).

(b) Pontos em EN para (p, q) =
(0.5, 0.5), com rúıdo λ = 0.5 onde

(
?
p,

?
q)MAX ≈ (0, 0).

(c) Pontos de equiĺıbrio para (p, q) =
(1, 1), com rúıdo λ = 1 onde não existe
nenhum EN.

(d) Pontos em EN para (p, q) =

(0.1, 0.5), com rúıdo λ = 1 onde (
?
p,

?
q

)MAX ≈ {(1, 0.4), (0, 0.4)}.

Figura 4.10: As interseções positivas das superf́ıcies mostram os pontos em EN (
?
p,

?
q) para qua-

tro valores de (p, q). Neste modelo de jogo quântico, dois CQAAGs são considerados como
dois jogadores, A e B. Cada jogador aplica um CQET ou um CQEE com uma certa proba-
bilidade, sujeito a uma certa intensidade de rúıdo λ. O grau de emaranhamento é dado por
|ψ′AB

in 〉 = J(π/2)H ⊗H|00〉.
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Para λ = 0.1, um jogo contra um CQEE ((p, q) = (0.01, 0.01)) se mostrou muito mais

vantajoso a aplicação conjunta de um CQET, ((
?
p,

?
q) = (1, 1)), figura 4.10(a). Apesar das

outras estratégias apresentarem pontos de equiĺıbrio, tanto para ((
?
p,

?
q) = (0, 0)) quanto para

((
?
p,

?
q) = (0.5, 0.5)) essas mostraram valores de máximos inferiores. Para λ = 0.5, entretanto

a melhor estratégia foi uma jogada mista (CQET + CQEE). Todas as outras estratégias

mostraram um padrão de jogo inferior, figura 4.10(b). Curiosamente, para λ = 1 a melhor

estratégia também foi uma jogada mista. Esta situação apresentou o melhor padrão de

jogo. Na figura 4.10(c) mostramos a pior situação de jogo observada onde nenhum ponto de

equiĺıbrio foi posśıvel. Isto é, com rúıdo máximo λ = 1 o pior canal é o CQEE. Na figura

4.10(d) mostramos um caso assimétrico de dominância de uma configuração ambiental B

sobre A. Mas, novamente, devido ao critério de construção de jogo, essa assimetria é invertida

para (p, q) = (0.5, 0.1).

Como neste esquema de jogo temos três parâmetros de controle a análise é muito mais

complexa. Contudo, este esquema mostra o grande poder e variabilidade de aplicação do

formalismo da TJs. A partir de uma restrição f́ısica conseguimos construir um novo esquema

de jogo que forneceu respostas importantes numa configuração conjunta de canais quânticos,

considerando o estado do ambiente.

• Relação Aptidão-Emaranhamento

Dada a expressão (4.26), plotamos a dependência da aptidão do jogador A, para um

CQAAG modelado como um JQM. As figuras de 4.11(a) a 4.11(c) mostram três gráficos

tomando-se os valores extremos de p e q iguais a 0.1, 0.5 e 0.99. (Para p = q = 0 significa que

os jogadores aplicam somente o CQEE, para p = q = 1 significa que os jogadores aplicam

somente o CQET e para p = q = 0.5 significa que ambos aplicam uma mistura dos dois

canais). Desta forma, variando-se o parâmetro de emaranhamento χ de 0 a π e o parâmetro
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de rúıdo λ de 0 a 1, temos:

(a) Aptidão do jogador A para
(p, q) = (0.01, 0.01) com máx-
imo em λ = 0 e χ = 0 e χ = π.

(b) Aptidão do jogador A
para (p, q) = (0.5, 0.5) com
média zero ∀λ, χ.

(c) Aptidão do jogador A
para (p, q) = (1, 1) com
máximo em λ = 0 e χ =
π/2.

Figura 4.11: Aptidão do jogador A em função do emaranhamento e da probabilidade de aplicação
de um CQEE ou de um CQET.

Observamos que, num JQM de um CQAAG, quanto maior a intensidade do rúıdo, λ→ 1,

menor a aptidão do jogador. Entretanto, quando o adversário (B) joga um CQEE ( p = 0 e

q = 0) o máximo emaranhamento se mostrou a região menos eficaz para o jogador (A). A

situação começa a se inverter a partir de p > 0.5 e q > 0.5. Apesar de estarmos tratando um

sistema emaranhado com todos os termos, a partir do protocolo extendido usado no modelo

do JQD para um CQAF, a estrutura de J(χ) ainda interfere na dinâmica do jogo. Este

ainda é um excelente critério de emaranhamento e, nesta situação, o modelo de jogo exibe a

exata dinâmica f́ısica.
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4.4 Sistemas Abertos Quânticos: Jogos Evolucionistas?

• Termodinâmica x Bio-Sistemas

Do ponto de vista termodinâmico todo sistema biológico é um sistema aberto longe do

equiĺıbrio térmico. Apesar dessa definição ser precária para explicar todas as propriedades

emergentes de um ser vivo, ela pode ajudar a compreender certas condições f́ısicas necessárias

para haver vida. Dentro destas condições a mais intrigante e importante é o ordenamento

presente em sistemas biológicos. Por não serem isolados do meio ambiente, a irreversibilidade

e a desordem deveriam prevelacer. Entretanto, a termodinâmica também diz que, se houver

um suprimento de energia adequado, um sistema aberto pode se ordenar. Genericamente,

qualquer tipo de ordenamento depende da diferença entre a energia interna do sistema e a

energia absorvida do meio [109,131]. Este processo pode gerar ciclos termodinâmicos no qual

a dinâmica biológica pode ser entendida.

• Darwinismo x Informação

Em termos evolutivos, este ordenamento nos sistemas biológicos pode ser visto como um

tipo de cooperação entre partes do sistema. Essa cooperação pode ser caracterizada por

transporte de massa, energia e portanto, por trocas de informação. Essa idéia está no centro

da descrição de como certos tipos de aglomerados de indiv́ıduos (de animais à biomoléculas)

ocorrem de maneira estável. Portanto, a quantidade de informação presente num sistema

biológico é fundamental para o equiĺıbrio do mesmo. Se a informação mede o grau de ordem

(ou desordem) de um sistema, podemos dizer que a estabilidade, e por consequência, a

sobrevivência de uma população é diretamente dependente da quantidade de informação que

esta população possui e/ou troca com o ambiente.
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Esta idéia está no núcleo de um processo Darwinista que, em certo aspecto, privile-

gia indiv́ıduos com mais informação do meio ambiente e mais organizados estruturalmente.

Este privilégio reflete exatamente a estabilidade do indiv́ıduo frente as condições impostas

pelo ambiente. Isto porque, num contexto biológico, a verdadeira competição ocorre en-

tre indiv́ıduos e o meio14. Neste sentido, o ambiente é o grande controlador e otimizador

dos indiv́ıduos. Contra esse controle, ou exigências do meio, os indiv́ıduos possuem uma

inerente propriedade comportamental fenot́ıpica selecionadas previamente [4-7,11,12]. Este

comportamento é mais, ou menos, recompensado se prolonga mais, ou menos, a vida do

indiv́ıduo. Neste processo seletivo, quanto mais informação o indiv́ıduo conseguir manter

consigo, melhor será para sua sobrevivência.

• Teoria de Jogos x Darwinismo

Considerando o critério de recompensa adotado em em nossos modelos de JQs, vemos

que essa relação da informação versus exigências ambientais está no núcleo da dinâmica

descrita pelo sistema de Fröhlich no formato de OQs. O equiĺıbrio dos jogos apresentados

corresponde à mı́nima perda conjunta de informação do sistema principal para duas confi-

gurações ambientais (dois tipos de exigências diferenciadas). As questões então são:

? Quais as condições para interpretarmos os modelos de jogos propostos sobre um contexto

Darwinista?

? Podeŕıamos dizer que o sistema principal “comporta-se” como uma população tentando

ser mais estável frente as agressões do ambiente?

Essa interpretação poderia colocar uma visão evolucionista sobre sistemas puramente f́ısi-

cos. Isso poderia ser fundamentalmente importante para a compreensão de certas dinâmicas

14Oponentes podem sempre ser considerados como parte do ambiente em disputas inter ou intra-espećıfica.
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biológicas em escalas onde a mecânica quântica tem papel influente.

• Evolução x Sistemas Abertos (interpretação)

Para reinterpretarmos os jogos quânticos apresentados como um processo evolucionista

vamos identificar as relações e aspectos básicos da teoria Darwinista no modelo.

1. Pressão Seletiva

Para representar a pressão seletiva exercida pelo meio ambiente, reinterpretamos os ope-

radores de medida como uma operação do ambiente. Portanto, os superoperadores de Fröh-

lich {Sk(ζ)} representam as “agressões” ambientais sobre uma população de ind́ıviduos. As

probabilidades associadas a eles, ζ (ou p e q) seriam posśıveis variações dessas pressões.

Observamos que fisicamente os superoperadores têm exatamente esse papel.

2. População

Como os superoperadores atuam sobre os estados quânticos do sistema principal, inter-

pretamos os estados como indiv́ıduos de uma população. Exemplo: |0〉 e |1〉.

3. Estratégias Fenot́ıpicas

As estratégias num jogo evolucionista são interpretadas como uma expressão fenot́ıpica

do indiv́ıduo, selecionada previamente. Portanto, a ação análoga num sistema quântico

seriam as amplitudes de probabilidades associadas aos estados quânticos. Expressando essas

amplitudes por operações unitárias, temos que um estado na forma U(θx, φx)|x〉 representa

um indiv́ıduo |x〉 cuja estratégia fenot́ıpica é dada por U(θx, φx). Essa transformação unitária

atuaria somente no espaço do sistema principal e, considerando que estamos lidando com

sistemas não controlados, essas transformações unitárias emergiriam inicialmente de forma

aleatória.
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4. Algoritmo Quântico Evolutivo para um Sistema Aberto

→ população inicial aleatória: {U(θ1, φ1)|x1〉, U(θ2, φ2)|x2〉, ..., U(θn, φn)|xn〉}

→ pressão seletiva ambiental: {Sk(ζ)}

→ função de avaliação (Aptidão): FA,B = tr(Pxi
ρxi

), onde

ρfin =
∑

k

Sk(ζ)
(
U1 ⊗ ...⊗ Un|x1...xn〉〈x1...xn|U †1 ⊗ ...⊗ U †n

)
S†k(ζ) (4.27)

onde Ui = U(θi, φi), ∀i e os operadores Pxi
são dados pelo análogo de (3.21), isto é, propor-

cionais à informação ou à organização do sistema. Além disso, {Sk(ζ)} forma o conjunto de

medida ambiental onde ζ é o parâmetro de controle geral para toda a população (aplicação

em todo o espaço).

A função de avaliação possui um aspecto aparentemente artificial. Contudo, lembramos

que o critério universal de recompensa inerente ao processo de seleção natural é a sobre-

vivência. Mas, dentro deste critério universal, um sub-critério é a medida de organização

da população, ou a quantidade de informação que a população possui e troca com o meio

ambiente. Assim, os operadores payoff Pxi
, constrúıdos a partir da medida da informação do

sistema principal após interagir com o meio, pode ser a ponte necessária para expressarmos

e interpretarmos um sistma quântico aberto sob a ótica Evolucionista15.

Num sistema biof́ısico como o de Fröhich o sistema pode apresentar uma constante

emergência de estados coerentes devido ao suprimento de energia. A frequência com que

um estado U(θk, φk)|xk〉 emerge numa população {U(θ1, φ1)|x1〉, ..., U(θn, φn)|xn〉} expres-

saria esse processo Darwinista (figura 4.12).

Reinterpretando os modelos de JQs apresentados nas seções anteriores, podemos dizer

que tomamos apenas dois indiv́ıduos |0A0B〉, cujas estratégias fenot́ıpicas iniciais foram

15Além disso, a introdução dos operadores de recompensa Pxi
é apenas metodológica, isto é, eles apenas

explicitam a seleção sem acréscimo de qualquer parâmetro além dos envolvidos no sistema.
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U(θA, φA)U(θB, φB)|0A0B〉 → J(χ)|0A0B〉. Ou seja, as transformações unitárias não pre-

cisam ser locais. A pressão seletiva foi dada pelos operadores de Fröhlich (para os canais

CQAA e CQAF). Explicitando o protocolo de jogo, resumimos a ação de dois indiv́ıduos A

e B frente as ações ambientais por um estado final na forma (4.27):

ρAB =
∑
jk

SA
j (ζ)⊗ SB

k (ζ)
(
J(χ)|00〉〈00|J†(χ)

)
(SA

j (ζ)⊗ SB
k (ζ))†, (4.28)

onde {Sk} forma o conjunto de operadores de medida ambiental.

Figura 4.12: Representação da interpretação evolucionista da dinâmica de um jogo num sistema
quântico.

Observamos que todas as condições de solução de jogo são mantidas com essa reinter-

pretação. Em nossas análises, avaliamos as melhores configurações ambientais, fixado o

parâmetro fenot́ıpico comum a dois indiv́ıduos |0A〉 e |0B〉. Entretanto, podeŕıamos avaliar o

inverso, considerando a aptidão de A e de B (que agora são os estados do sistema principal)

em função de suas estratégias, ou seja:
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FA,B(UA, UB) = FA,B({θA, ϕA}, {θB, ϕB}) (4.29)

Nesse caso, avaliaŕıamos o desempenho dos indiv́ıduos (A ou B) num certo contexto

ambiental S(ς), fixado o valor de ς.

Portanto, nossas análises foram feitas para um fenótipo particular J(χ)|0A0B〉, onde

o estudo voltou-se para as condições de v́ınculo χ entre os indiv́ıduos contra as melhores

condições ambientais que preservam a informação. Dada uma representação fenot́ıpica (es-

tudamos principalmente χ = π/2) para dois indiv́ıduos, analisamos as condições ambientais

que garantiriam o melhor acúmulo de informação para esses indiv́ıduos.
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Caṕıtulo 5

Modelos de Processamento e

Otimização Sub-Neuronal de

Informação

O modelo de Fröhlich é uma proposição ainda teórica. Contudo, os microtúbulos, com-

ponentes do citoesqueleto, têm ganhado grande atenção de muitos pesquisadores devido à

ı́ntima relação de suas propriedades biof́ısicas com o modelo de Fröhlich. Os microtúbulos são

formados por uma rede de protéınas eletricamente carregadas apresentando um movimento

oscilatório. Mas de modo geral, as relações dos microtúbulos com as células, principalmente

os neurônios, ainda não são totalmente conhecidas. Algumas pesquisas têm proposto que os

microtúbulos poderiam representar uma espécie de “sistema nervoso” da célula onde have-

ria um processamento de informação em ńıvel sub-neuronal [76-80,110]. Outras, supõem a

existência de efeitos quânticos relevantes nos microtúbulos no processamento cerebral [39-

58,111]. Apontada a direção, o modelo de Fröhlich pode ser fundamental para a descrição

dessa relevância dos efeitos quânticos num regime biológico. Por consequência, a teoria de

jogos quânticos (TJQs) pode ser igualmente importante para o entendimento da otimização

e do processamento de informação presente nesses processos biof́ısicos.
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5.1 Microtúbulos

Os microtúbulos são a base da estrutura mecânica das células formando, com outras

estruturas protéicas, o citoesqueleto. Os microtúbulos são cilindros ocos com diâmetro de

25nm onde a superf́ıcie exterior é formada por 13 trilhos de protéınas chamados protofi-

lamentos. Os protofilamentos, por sua vez, são formados por uma série de “dimeros” de

protéınas chamadas tubulinas com dimensão estimada em 4nm. Ao longo dos protofilamen-

tos estão agrupados pares de 2 tipos de tubulinas conhecidas como α e β (figura 5.1) cujo

peso molecular de cada uma é aproximadamente de 55 kD (Daltons). Quando o monômero

α, do par α-β, estiver eletricamente carregado diz-se que o par está no estado α; quando

β está carregado diz-se que o par está no estado β. A mudança conformacional de um es-

tado para o outro depende do suprimento de energia no meio intra celular que determina a

eletronegatividade de cada dimero [57-62].

Figura 5.1: Representação de um microtúbulo, uma tubulina (heterodimero: α–β) e de um proto-
filamento.

Cada heterodimero pode ser fisicamente visto como um dipolo elétrico cujo caráter dipolar

se origina da ligação de 18 ı́ons de cálcio. Um número igual de cargas negativas, necessárias

para o equiĺıbrio eletrostático, é localizado nas vizinhanças dos monômeros (como Cl e Mg)

[57,58]. Dependendo das condições do meio, o microtúbulo como um todo transforma-se
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num dipolo elétrico, onde o final (extremidade celular) é positivo e o ińıcio negativo (figura

5.1). Com essa configuração pode haver um ordenamento das moléculas de água dentro do

ciĺındro ajudando na sustentação do momento de dipole elétrico ao longo do microtubúlo

[73-78].

O citoesqueleto muda continuamente sua forma e tamanho, a partir de uma intensa

dinâmica que promove uma interação entre o exterior e o interior celular. Uma caracteŕıstica

importante e intrigante dos microtúbulos é a capacidade de polimerização (crescimento) e des-

polimerização (decrescimento) chamada de instabilidade dinâmica [64-67]. Essa propriedade

tem papel fundamental na organização, crescimento e funcionamento celular. Dentre essas

funções, nos neurônios está o transporte de veśıculas neurotransmissoras através de um me-

canismo de chaveamento entre os microtúbulos e outras protéınas (cinesina e dinéına) que

“caminham” ao longo dos microtúbulos (figura 5.2) [24,38].

Figura 5.2: Esquema das protéınas cinesina e dineina sobre um microtúbulo neuronal mostrando
o transporte das veśıculas neurotransmissoras. Esse transporte é realizado por um meca-
nismo de chaveamento que ocorre a partir da liberação de energia de uma ATP ou GTP.
(http://cellbio.utmb.edu/cellbio/microtubule structure.htm)

80



A primeira fase de formação de um microtúbulo é chamada de “nucleação” (nucleation).

Esse processo requer a associação das tubulinas com Mg++, GTP (guanosina de trifosfato)

e de uma temperatura próxima a 370C. Esta fase é relativamente lenta até que o microtúbulo

seja formado parcialmente. Então começa a segunda fase, chamada de “alongamento” (alon-

gation) que ocorre muito mais rapidamente1. Durante a nucleação, uma tubulina α e uma

tubulina β se unem para formar um heterodimero (par α-β). Esse par se prende a outros

dimeros para construir os protofilamentos onde cada dimero leva duas moléculas de GTP.

Quando um heterodimero se liga ao microtúbulo o GTP da tubulina β é hidrolizado em GDP

(guanosina de difosfato), liberando energia. Enquanto o GTP da tubulina α se incorpora à

estrutura do microtúbulo. A energia produzida pela hidrolização de GTP em GDP ainda

não é totalmente compreendida mas pesquisas mostram que ela ajuda na mudança da con-

formação dos heterodimeros, ou que pode ainda ser estocada na forma de tensão mecânica

ou ainda transformada em vibração [24,26110 ].

Alguns trabalhos vêm mostrando que os microtúbulos possuem propriedades piezoelétri-

cas que podem ser importantes no transporte de informação a partir da membrana celular

para o núcleo celular (e vice-versa). Outros trabalhos sugerem que os microtúbulos pode-

riam ser processadores de informação sub-celular [72-80,112]. A informação seria não apenas

transferida de um ponto a outro mas também processada segundo algum critério [39-45].

5.2 Modelos Biof́ısicos e Estoque de Informação nos

Microtúbulos

A descrição matemática da dinâmica biof́ısica dos microtúbulos vem sendo aprimorada

e estudada exaustivamente. Sataric et al propuseram um Hamiltoniano clássico com um

potencial quártico na presença de um campo elétrico externo [72-75]. Contudo, considerando

1A vida média de um microtúbulo é de 10 a 20 minutos [26].
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apenas as mudanças conformacionais das tubulinas, dadas pela energia liberada da hidrólize

da GTP, o potencial nesse processo pode ser escrito como [24,78,112]

V (un) = A(T − Tc)
u2

n

2
+B

u4
n

4
, (5.1)

onde un é a coordenada da mudança conformacional da n−ésima tubulina, A e B são

parâmetros (positivos) do modelo, T é a temperatura do sistema e Tc é uma temperatura

cŕıtica que mede posśıveis transições de fase no conjunto estat́ıstico de tubulinas (figura 5.3).

Figura 5.3: Potencial quártico que modela os ńıveis de conformação da tubulina.

A temperatura Tc é estimada teoricamente considerando-se os v́ınculos com o ambiente.

Tuszyński et al apresenta um modelo da Tc independente de um campo elétrico externo na

forma [78-80]

Tc = T0

(
p

p0

)2 (ε0
ε

)
, (5.2)

onde ε é a permicividade da tubulina no citosol, p é momento de dipolo dos estados confor-

macionais da tubulina e ε0, p0 e T0 são parâmetros do modelo estimados em 1, 192 Debye e

310K, respectivamente [79].

As principais questões levantadas no modelo [78-80,112] são:

• Considerando os microtúbulos como uma rede de dipólos, é posśıvel fazer um trata-

mento estat́ıstico sobre as orientações das tubulinas em relação a temperatura?
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• Desse tratamento podemos prever se os microtúbulos são capazes de estocar infor-

mação? Em que regime de temperatura o estoque seria ótimo?

• Os microtúbulos são capazes de processar informação? Em que regime de temperatura

o processamento seria ótimo?

Tuszyński [78-801] apresentou um modelo estat́ıstico de transição de fase no arranjo

das tubulinas onde mostrou que a baixa temperatura (∼ 200K) todas as tubulinas apre-

sentam mesma orientação dipolar (ordem: fase tipo ferroelétrica); a altas temperaturas

(∼ 400K) todas as tubulinas apresentam total desorientação dipolar (desordem: fase tipo

paraelétrica). Além disso, dependendo da estrutura de ligação inicial das tubulinas ao longo

do microtúbulo2, existe um valor cŕıtico próximo a 300K em que aparecem domı́nios de

ordenamento dipolar (fase tipo spin-glass). Esse valor cŕıtico pode ser estimado a partir de

(5.2). Essa expressão fornece uma escala de transição de fase de acordo com a temperatura,

em função das propriedades internas do microtúbulo (figura 5.4).

(a) Fase tipo ferroelétrica
(ordem total T ∼ 200).

(b) Fase tipo paraelétrica
(desordem total T ∼ 400).

(c) Fase de transição tipo
spin-glass (200 . T .
400).

Figura 5.4: Esquema representando as posśıveis fases num modelo estat́ıstico da distribuição do
momento de dipólo das tubulinas sobre os microtúbulos.

O principal resultado desse modelo foi mostrar que as tubulinas podem apresentar um

arranjo conformacional ordenado ao longo do microtúbulo à temperatura próxima do corpo

humano. Além de se explicitar propriedades piezoelétricas dos microtúbulos [78–80]. Desta

2Existem duas estrutuações básicas chamadas de lattice-A, no qual os heterodimeros se ligam num formato
espiral ao longo do microtúbulo e lattice-B, no qual os heterodimeros se ligam num formato paralelo.

83



forma, a partir desse modelo biof́ısico clássico é posśıvel medir a capacidade de estoque de

informação dos microtúbulos assumindo uma distribuição adequada da energia.

A partir do potencial (5.1) nós assumimos uma aproximação da energia das tubulinas

dependente da polarização média de cada uma. Assim, da teoria de transição de fase de

Landau, a energia total do sistema pode ser escrita classicamente como [78,113]

E =

(
a

2
℘2 +

b

4
℘4

)
N0, (5.3)

onde ℘ é uma variável cont́ınua que representa a polarização de cada tubulina (associada

a sua conformação), N0 é o número de tubulinas. O parâmetro a depende linearmente da

temperatura por a = a(T−Tc), com a > 0 e b > 0. A energia E é minimizada por ℘ = 0, com

T > Tc, e por ℘ = ±
√
−a(T − Tc)/b, com T < Tc. Usando uma distribuição de Boltzmann

g(℘) para a polarização do sistema, temos

g(℘) = Z−1 exp(−E/kT ), (5.4)

onde Z é o fator de normalização, k é a constante de Boltzmann, T a temperatura e E a

energia do sistema. Considerando uma única tubulina, substituimos (5.4) em (5.3), tal que

g(℘) = Z−1 exp

(
a(T − Tc)

2kT
℘2 +

b

4kT
℘4

)
. (5.5)

Sem nenhuma perda de generalidade, essa expressão nos permite calcular a capacidade

de estoque de informação ao longo de um microtúbulo3. Para isso, como ℘ é uma variável

cont́ınua, precisamos tomar a forma cont́ınua da média da Informação de Shannon, definida

por

〈I〉 = −
∫

log2(p)dp, (5.6)

Substituindo p por g(℘) obtemos a expressão da capacidade de estoque de informação:

〈I〉 = log2(Z)− a(T − Tc)

2kT ln 2
〈℘2〉 − b

4kT ln 2
〈℘4〉. (5.7)

3Podemos pensar que g(℘) representa a distribuição de probabilidade ao longo das paredes do microtúbulo.
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onde a média de ℘ sobre todos os posśıveis valores é dado por

〈℘n〉 =

∫ ∞

−∞
g′(℘)℘nd℘. (5.8)

Substituindo então a expressão (5.2) em (5.7) conseguimos plotar a capacidade de infor-

mação em função da temperatura T contra p2/ε, para alguns valores de a e b:

Através desses gráficos (figuras 5.5(a) a 5.5(c)) podemos estimar os melhores valores de

p2/ε para uma T perto de 310K. Esses resultados coincidem com os resultados obtidos em

[78], que mostram que numa temperatura próxima da fisiológica, com p2/ε ∼ 3600 Debye2,

pode existir um modo de estoque de informação nos microtubúlos. Essa caracteŕıstica dos

microtúbulos seria fundamental para descrição de um processamento de informação sub-

neuronal. Além de reforçar a relevância da informação como parâmetro de otimização num

sistema biof́ısico.

Apresentada a capacidade de armazenamento de informação nos microtúbulos, podemos

nos perguntar sobre a possibilidade de haver algum tipo de transmissão dessa informação.

Para essa questão precisamos descrever, além da forma de armazenamento, a forma de propa-

gação da informação. De acordo com as análises anteriores, o regime de temperatura que

apresenta maior possibilidade de estoque de informação é a fase tipo spin-glass. Do ponto de

vista termodinâmico esta é realmente a fase que apresenta a melhor configuração. Seguindo

[78,79], se assumirmos o surgimento de domı́nios locais na fase spin-glass, onde existe um

ordenamento local dos dipólos (figura 5.4), poderemos pensar numa representação simbólica

para cada domı́nio e uma comunicação entre eles. Desse modo, o campo elétrico gerado por

cada arranjo dipolar de cada domı́nio seria o mediador dessa troca de informação ao longo

das paredes dos microtúbulos. Baseando-se nesse procedimento é posśıvel calcular a capaci-

dade de transferência de informação ao longo dos microtúbulos na fase spin-glass. Assim,

considerando cada par de domı́nio como um canal de comunicação, em [112] mostra-se os

valores de temperatura e freqüência para uma comunicação ótima.
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(a) ā = 0.5× 10−5, b = 0.5 (b) ā = 0.5× 10−6, b = 0.5× 10−3

(c) ā = 0.5× 10−6, b = 0.5× 10−8

Figura 5.5: Estoque de informação num microtúbulo em função da temperatura e polaridade.
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5.3 Microtúbulos x Modelo Fröhlich

No modelo de Fröhlich um conjunto de dipólos sujeitos a ação de um campo eletro-

magnético sofre excitações conformacionais coerentes, caso haja um suprimento de energia

adequado. Esta energia provêm de reações bioqúımicas e térmicas fornecidas pelo meio

ambiente. Numa faixa de oscilação da ordem de GHz − THz haveriam estados quânticos

coerentes que Fröhlich chamou de transições acústico-conformacionais (fônons) - os análogos

do condensado de Bose-Einstein4. Dessas relações, poderiam emergir processos cooperativos

e auto-organização.

Desta forma, fica evidente a estreita relação entre a dinâmica biof́ısica dos microtúbu-

los, como os apresentados na seção anterior, com o modelo de Fröhlich (figura 5.6). Alguns

trabalhos têm confirmado experimentalmente faixas de freqüência de oscilação das tubulinas

compat́ıveis com as de Fröhlich [106-108]. Porém, ainda não se mediu experientalmente qual-

quer tipo de efeito quântico nos microtúbulos mas muitos pesquisadores estão empenhados

nessa direção. Essa descoberta seria surpreendentemente importante e fundamental para a

compreensão do intrincado sistema celular.

5.4 Microtúbulos x Funções Cerebrais

Um dos trabalhos que ganhou maior notoriedade (e cŕıticas), relacionando a biof́ısica dos

microtúbulos neuronais com a proposta de Fröhlich, foi o de Roger Penrose e Stuart Hameroff

[39-58]. Eles desenvolveram um modelo quântico do cérebro que considera o citoesqueleto

dos neurônios como componente fundamental no processamento cerebral. Nesse modelo, os

4A principal diferença é que o condensado de Bose-Einstein é adquirido reduzindo-se a temperatura do
sistema, enquando no modelo de Fröhlich a coerência é adquirida fixando-se a temperatura e aumentando-se
a freqüência.
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Figura 5.6: Esquematização da descrição de um microtúbulo como um conjunto de osciladores
harmônicos acoplados como no modelo de Fröhlich.

microtúbulos executariam um tipo de computação quântica através das tubulinas, num pro-

cedimento tipo autômatos celulares. Através dessa computação quântica, ou processamento

de informação quântico, funções mentais de alto ńıvel como a própria consciência humana

emergiriam no cérebro. Essa emergência ocorreria em ciclos que começam com o surgimento

de superposições quânticas nas tubulinas, passando pela sustentação dessas superposições

(onde acontece o processamento de informação) e finalizando-se com o colapso dos estados.

Esses ciclos ocorreriam de maneira coordenada por todo o cérebro num processo que eles

chamaram de “redução objetiva orquestrada” (Objective Orchestred Reduction) ou, Orch OR

(Apêndice C).
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Esse modelo recebeu muitos adeptos [50-56] mas também diversas cŕıticas [56,57,58,111,

114,115], tanto pela parte biof́ısica quanto pela parte quântica apresentada. O principal

ponto cŕıtico do modelo de Penrose-Hameroff é a associação de efeitos quânticos com efeitos

gravitacionais. Penrose tenta de maneira informal juntar a Mecânica Quântica com a Teoria

da Relatividade Geral (TRG) de Einstein [116,48,49]. Além disso, propõe que essa unificação

gera uma dinâmica não-computável que seria a resposta para a emergência da consciência

humana [47].

5.5 Condições F́ısicas para Construção de um Modelo

Quântico de Otimização Sub-Neuronal da Infor-

mação

Qualquer tratamento f́ısico, ou mais espećıficamente quântico, no cérebro é imprecind́ıvel

a consideração do não-isolamento f́ısico. Dessa falta de isolamento, o cérebro troca calor

com o ambiente a todo momento, num ciclo constante de perda e suprimento de energia.

Esta consideração é a principal fonte de cŕıticas na hipótese de efeitos quânticos no cérebro.

Isto porque o cérebro não possuiria, em tese, condições f́ısicas para sustentar a coerência por

tempos relevantes para haver qualquer tipo de processamento.

Se confrontarmos a teoria da descoerência com a Orch OR veremos que os valores de

duração da superposição quântica variam bastante. Num artigo polêmico Max Tegmark

fez duras cŕıticas ao modelo de Penrose-Hameroff ao calcular os tempos de sustentação da

coerência quântica nos microtúbulos a partir da teoria de descoerência [114]. Refazendo esses

cálculos é posśıvel mostrar que apesar da diferença entre os tempos calculados, pelo método

de Penrose-Hameroff e pela teoria de descoerência, conclúımos que não é necessariamente

preciso descartar a possibilidade de efeitos quânticos no cérebro [111]. Entendemos que se
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o modelo de Fröhlich for bem aplicado, talvez haja a possibilidade de reformularmos alguns

dos fundamentos do modelo de Penrose-Hameroff por um modelo que se enquadre melhor às

teorias vigentes.

O primeiro passo nessa reformulação é usar uma metodologia adequada que descreva as

relações entre um sistema quântico e o ambiente. Um bom formalismo para essa descrição

é o das Operações Quânticas (OQs). O segundo passo é encontrar um Hamiltoniano que

descreva as propriedades biof́ısicas dos microtúbulos e sua interação com o ambiente (para

que possamos aplicar as OQs). Como argumentamos, o Hamiltoniano do modelo de Fröhlich

é um excelente candidato para modelar a dinâmica biof́ısica dos microtúbulos. Além disso,

aplicando a Teoria de Jogos Quânticos (TJQs) no modelo de Fröhlich poderemos construir

um critério de otimização natural dos estados quânticos em ńıvel sub-neuronal. A partir

dessa reestruturação podemos analisar a proposta de Penrose, introduzindo efeitos quânticos

no cérebro, a partir da teoria de descoerência.

5.5.1 Condições: Taxas de Descoerência

Penrose e Hameroff calcularam o número de tubulinas em superposição a partir da res-

posta t́ıpica do cérebro à est́ımulos externos. Esse tempo foi estimado por 500ms. A energia

cŕıtica correspondente à OR (Orchestred Reduction - Apêndice B) é relacionada com o tempo

t a partir do prinćıpio da incerteza E ' ~/t. Aproximando as tubulinas por esféras, Penrose

e Hameroff calcularam a energia cŕıtica de sustentação da coerência das massa das tubulinas

a partir da auto-energia gravitacional [39]:

E = nNG
m2s2

r

(
1− 3s

8r
+

s3

80r3

)
, (5.9)

onde n é o número de tubulinas, N é o número de átomos em cada tubulina, G é a constante

gravitacional, m a massa da esfera, r é o raio da monômero esférico e s é máxima separação
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espacial da posição de uma esfera em superposição. Com essa estimativa o número de tubu-

linas envolvidas na OR é 109. Considerando que um neurônio tem em média 107 tubulinas

e assumindo que entre 10% e 1% das tubulinas de cada neurônio estão envolvidas eles esti-

maram que 1000 a 10000 neurônios sustentam coerência por 500ms. Como o córtex humano

tem cerca de 1010 neurônios somente uma pequena fração de neurônios estão envolvidos (de

1/107 a 1/106) no processo.

• Estimativa: descoerência pela interação ı́on-́ıon e ı́on-dipólo

M. Tegmark estimou que o tempo de coerência num sistema f́ısico como os neurônios seria

da ordem de 10−20s e para as tubulinas na ordem de 10−13s. Sua conclusão é que esses tempos

não são suficientes para haver qualquer tipo de processamento quântico de informação no

cérebro [114,115]. Para o cálculo da coerência nos microtúbulos, Tegmark considera um ı́on

se propando ao longo do eixo z do microtúbulo conforme figura 5.7. O ı́on representa a

carga total ao redor do microtúbulo devido a presença de ı́ons de cálcio. Essa distribuição de

carga interage com o microtúbulo através de um potencial Coulombiano. A descoerência é

produzida por um termo de segunda ordem a partir da expansão do potencial. A expressão

derivada por M. Tegmark para calcular o tempo de descoerência no microtúbulo devido a

interação com o ı́on (ambiente) é dada por [114]

τ =
d3
√
MkT

kNe2s
, (5.10)

onde k é a constante de Coulomb, d é a distância entre a tubulina e o ı́on, M é a massa do

ı́on, N é o número de cargas elementares no microtúbulo, s é a máxima separação espacial

de um estado superposto, e é a carga do elétron, k é a constante de Boltzmann e T é a

temperatura do sistema. Usando os valores considerados em [114] k = 9 × 109Nm2/C2,

k = 1.3806568×10−23 J K−1, e = 1.6×10−19C, T = 309K, M = 18×1.67×10−27kg (número
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de massa de um ı́on de água × unidade de massa atômica), N = 103 e assumindo d e s na

ordem de 10−7-10−9m (ordem do diâmetro do microtúbulo) na expressão (5.10) encontramos

um valor da ordem de 10−15s.

Num artigo em resposta a M. Tegmark, S. Hagan, S. Hameroff and J. Tuszyǹski [39]

discordam dos valores do tempo de coerência referentes às tubulinas. Para eles, um dos

principais erros no modelo de Tegmark é considerar um potencial Coulombiano. Modelando

uma tubulina como um dipólo e usando um potencial dipolar eles chegam na expressão

τ =
d4
√
MkT

3keps
Ωdip, (5.11)

onde p é o momento de dipólo, Ωdip é um fator geométrico envolvendo o ângulo da linha entre

o ı́on e o dipólo, assumido igual a 1. As demais variáveis são análogas a expressão (5.10). Por

essa expressão os autores reivindicam que, usando os valores de Tegmark com p = 10−27Cm,

o tempo de coerência é da ordem de 10−6s – 10−4s.

Contudo, uma cŕıtica pertinente, tanto para a equação (5.10) quanto para a equação

(5.11), é a relação do aumento do tempo de coerência proporcional a raiz quadrada da

temperatura. S. Hagan, S. Hameroff and J. Tuszyǹski [39] percebem esse problema na

formulação de Tegmark mas, ao introduzirem o potencial dipolar, reproduzem a mesma

questão. Da formulação geral de descoerência, o tempo de coerência deve diminuir com o

aumento da temperatura5 [104]. Deste modo, é posśıvel mostrar que as expressões (5.10) e

(5.11) são dependentes das considerações na expansão do potencial que descreve a interação.

Para discutir a equação (5.10) consideramos um potencial V (r), descrevendo uma in-

teração Coulombiana, entre a posição de uma part́ıcula 1 (no microtúbulo) com um ı́on

(part́ıcula 2 representando o ambiente). Usando ρ para representar o estado (posição) das

part́ıculas temos

5Estados macroscópicos, como na supercondutividade, ocorrem para temperaturas próximas a 00C.
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ρ(−→r1 ,−→r2 ,−→r1́ ,−→r2́ , t) = ρ(0) exp

[
− i

h

(
V (
−→
R )− V (

−→
Ŕ )
)
t

]
, (5.12)

onde
−→
R = −→r1 −−→r2 e

−→
Ŕ = −→r1́ −−→r2́ representam a variação da posição das part́ıculas (figura

5.7).

Na representação matricial a descoerência anula os termos da diagonal secundária da

matriz da part́ıcula 1 devido a interação com a part́ıcula 2. Se o sistema conjunto é escrito

inicialmente num produto tensorial ρ(−→r1 ,−→r2 ,−→r1́ ,−→r2́ , t) = ρ1⊗ρ2, tomando o traço no ambiente,

obtemos

ρ1(
−→r1 ,−→r2 , t) = Tr2 (ρ(−→r1 ,−→r2 ,−→r1́ ,−→r2́ , t)) = ρ1(

−→r1 ,−→r2 , 0) exp(−Γt). (5.13)

Ou seja, a parte não-diagonal, que representa as superposições do sistema, se anula quando

t > Γ−1. Para obtermos esse resultado escolhemos

−→r1 = (0, 0, 0), −→r1́ = (s, y1, z1),
−→r2 = (x2, d, 0). (5.14)

A coordenada−→r2 significa que o ı́on (ambiente) se move ao longo do eixo-x a uma distância

d constante.

Portanto

−→
R = −→r2 ,

−→
Ŕ = −→r2 −−→r1́ . (5.15)

Expandindo agora o potencial de Coulomb V (
−→
Ŕ ) até segunda ordem temos:

V (
−→
Ŕ ) = kq1q2

1

|−→r2 −−→r1́ |
' kq1q2

(
1

|−→r2 |
+
sx2 + y1d

|−→r2 |
3

)
. (5.16)

Logo:

V (
−→
Ŕ )− V (

−→
R ) = kq1q2

(
sx2 + y1d

|−→r2 |
3

)
, (5.17)

onde q1 e q2 são as cargas das part́ıculas 1 e 2.
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Figura 5.7: Esquema das coordenadas de uma tubulina num microtúbulo em relação a um ponto
no ambiente.

Assumindo agora uma distribuição Gaussiana com média 0 e variância
√

2ϑ para a

part́ıcula 2, escrevemos

ρ1 =
ρ1(0)√

4πϑ

∫
exp

[
−
(x2

2ϑ

)2

− kq1q2
i~

(
sx2 + y1d

(x2
2 + d2)

3
2

)]
dx2. (5.18)

Para d >> x2 podemos aproximar (x2
2 + d2)

3
2 ' d3, tal que com um algebrismo a expressão

(5.18) se reduz a:

ρ1 =
ρ1(0)√

4πϑ
exp

[
ity1kq1q2

~d2
−
(
tsϑkq1q2

~d3

)2
]

Φ, (5.19)

com

Φ =

∫ +∞

−∞
exp

[
−
(
x2

2ϑ
+
itsϑkq1q2

~d3

)2
]
dx2. (5.20)

Em (5.19), a integral Φ produz um número constante, o termo imaginário na exponencial é

um fator de fase, enquanto o termo quadrático gera o decrescimento dos termos não diagonais

da matriz densidade, caracterizando o tempo de descoerência (τ = Γ−1):

τ =
~d3

sϑkq1q2
. (5.21)
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Se assumirmos, como Tegmark [114], um v́ınculo térmico para a energia na forma (∆P )2/M .

kT, escrevemos o prinćıpio da incerteza como ∆x ∼ ~/
√
MkT = ϑ. Além disso, para

q1 = q2 = e resgatamos a expressão (5.10).

O termo
√
kT no numerador de (5.10) depende da aproximação usada ϑ ≤ d e x2 << d.

Contudo, se dermos uma liberdade maior para a representação do ı́on ambiental de tal forma

que a descoerência apareça efetivamente com a aproximação x2 = ϑ >> d, a situação em

(5.18) muda:

ρ1 =
ρ1(0)√

4πϑ

∫
exp

[
−1

4
− kq1q2

i~

(
sϑ+ y1d

(ϑ2 + d2)
3
2

)]
dx2. (5.22)

Se a parte imaginária na integral (5.22) oscilar muito rapidamente o termo de descoerência

aparecerá para [111]

t >>
~

kq1q2
(ϑ2 + d2)

3
2

sϑ+ y1d
' ~

kq1q2
ϑ2

s
. (5.23)

Considerando ϑ = ~/
√
MkT , o fator kT vai para o denominador diferentemente das ex-

pressões (5.10) e em concordância com a experiência:

τ =
1

kq1q2
~2

sMkT
. (5.24)

O ponto é que para baixas temperaturas o fator ϑ se torna muito grande e aproximação

usada na equação (5.10) não funciona. Deste modo, a cŕıtica de Hagan, Hameroff and

Tuszyǹski contra a expressão de Tegmark não é totalmente leǵıtima. Para haver total análise

deve-se considerar todos os regimes de aproximação.

Da mesma maneira, para discutir a expressão (5.11), no caso de uma interação dipólo-́ıon,

realizamos o mesmo procedimento tomado para a interação ı́on-́ıon. Assim, considerando a

expansão do potencial de interação entre um dipólo p (tubulina: part́ıcula 1) e um ı́on q

(ambiente: part́ıcula 2) temos

V (
−→
Ŕ ) = kq

−→p .(−→r2 −−→r1́ )

|−→r2 −−→r1́ |
3 ' kq

(−→p .−→r2
|−→r2 |

3 +
3−→p .−→r2 |−→r1́ |
|−→r2 |

4

)
. (5.25)
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Assumindo todas as considerações prévias de cálculo, escrevemos o estado do sistema como

ρ1 =
ρ1(0)√

4πϑ

∫
exp

[
−
(x2

2ϑ

)2

− 3 |−→r1́ |kq
i~

(
pxx2 + pyd

(x2
2 + d2)2

)
t

]
dx2, (5.26)

para ρ1 = ρ1(
−→r1 ,−→r2 , t). Considerando o regime onde d >> x2 aproximamos (x2

2 + d2)2 ' d4,

gerando a expressão (5.11):

τ =
~d4

3 |−→r1́ |kqpxϑ
=
d4
√
MkT

3kqps
Ωdip, (5.27)

onde px = p cosα com Ωdip ≡ secα e |−→r1́ | ≡ s e ϑ = ~/
√
MkT. Mas se considerarmos

x2 = ϑ >> d, teremos:

τ =
~4(MkT )−

3
2

3kqps
Ωdip. (5.28)

Ou seja, a expressão (5.28) mostra que para temperaturas muito baixas, no caso de uma

interação dipólo-ambiente, existe compatibilidade com a experiência de tempos de coerência

mais altos. Nossos resultados do tempo de descoerência usando a expressão (5.21) é da

ordem de 10−15 e usando a expressão (5.27) é da ordem de 10−16 como mostrado nas figuras

5.8(a) e 5.8(b).

E usando (5.24) e (5.28) chegamos nas ordens de descoerência 10−13, variando-se s, como

mostrado nas figuras 5.9(a) e 5.9(b).

Nossos resultados mostram que o tempo de coerência não é tão baixo quanto calculado

por [39] nem tão alto quanto calculado por [114]. Na verdade, dependendo dos valores das

distâncias envolvidas e do ajuste de parâmetros do modelo podemos conseguir tempos de

coerência bastante relevantes.

• Estimativa: descoerência pelo modelo de Fröhlich

A mesma estimativa sobre o tempo de descoerência pode ser feita considerando o mo-

delo de Fröhlich. Lembrando que neste caso um microtúbulo representa um conjunto de
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(a) Modelo de interação ı́on-́ıon. (b) Modelo de interação ı́on-dipólo.

Figura 5.8: Tempo de descoerência com regime de temperatura proporcional ao tempo de super-
posição.

(a) Modelo de interação ı́on-́ıon. (b) Modelo de interação ı́on-dipólo.

Figura 5.9: Tempo de descoerência com regime de temperatura inversamente proporcional ao
tempo de superposição.
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osciladores harmônicos acoplados ao ambiente, que também é modelado por um conjunto de

osciladores harmônicos.

Para essa estimativa precisamos caracterizar o efeito da descoerência no formalismo de

OQs. Desse modo, sendo γ a probabilidade de um rúıdo quântico do tipo amortecimento de

fase, supondo que durante um intervalo de tempo ∆t a probabilidade γ ocorra numa taxa

constante Γd, tal que γ = Γd∆t� 1. Essas considerações descrevem o efeito de um canal de

amortecimento de fase (CQAF) no tempo. Para um estado geral ρ =
∑

ij ρij|i〉〈j|, após n

aplicações do CQAF, teremos

ρrs
=n

→ (1− γ)nρrs, (5.29)

para r 6= s. Considerando também que a evolução temporal do sistema está relacionada pela

aplicação do canal =(.) por t = n∆t, temos que

(1− γ)n = (1− Γd∆t)
t/∆t ∆t→0−→ e−tΓd . (5.30)

Portanto, após um tempo t� Γ−1
d = τd, o estado superposto decai (γ : α|x〉+β|y〉 → |x〉

ou |y〉) exponencialmente na forma

γ = 1− e−t/τd , (5.31)

caracterizando o efeito de descoerência no formalismo de OQs. Se considerarmos o prinćıpio

de incerteza, t ≈ ~/E podemos relacionar a probabilidade de rúıdo γ com a energia do

sistema, por

τd = − ~
ln(1− γ)ETB2

, (5.32)

onde ETB2 é a energia do sistema associada ao acoplamento de segunda ordem com o ambi-

ente.
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• Cálculo da Energia

Para calcularmos a energia ETB2 tomaremos uma extensão do Hamiltoniano HTB2 con-

siderando também o termo de oscilação livre do ambiente, de tal forma que

H ′
TB2

=
∑

l

∑
i

∑
j

}ξ(a†laib
†
j + a†laibj) +

∑
j

}νjb
†
jbj. (5.33)

Observamos que acrescentando o termo de oscilação livre do ambiente enriquecemos o modelo

sem afetar o v́ınculo com o sistema principal. Considerando apenas um sub-sistema de

oscilação comum x, escrevemos

H ′
TB2

= ~ξ(a†xaxb
†
x + a†xaxbx) + }νxb

†
xbx

≡ ~ξ(a†ab† + a†ab) + }νb†b.

(5.34)

Adotando agora uma distribuição de Boltzmann para o estado do sistema conjunto (sis-

tema principal mais ambiente), temos

ρ = exp(−H ′
TB2

/kT )/Z, (5.35)

onde T é a temperatura do sistema, k a constante de Boltzmann e, da condição tr(ρ) = 1,

a função de partição Z é dada por Z = tr(exp(−H ′
TB2

/kT ). Desta forma, seguindo [103], a

energia ETB2 é dada por

ETB2 = tr(ρH ′
TB2

) = Z−1tr(H ′
TB2

exp(−H ′
TB2

/kT )). (5.36)

Como H ′
TB2

, não faz referência ao espaço da fonte de calor, tomamos apenas a base {|AiBk〉},

tal que

ETB2 = Z−1
∑

nm〈AnBm|
(
H ′

TB2
exp(−H ′

TB2
/kT )

)
|AnBm〉

= Z−1
∑

nm〈AnBm|
( (

~ξ(a†ab† + a†ab) + ~νb†b
)
×

exp(−
(
~ξ(a†ab† + a†ab) + ~νb†b

)
/kT )

)
|AnBm〉.

(5.37)
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Da relação de BCH (3.7) [45] temos que para uma constante α e dois operadores A e B

quaisquer vale

exp (α (A + B)) ≈ exp(Aα) exp(Bα) +O(α2), (5.38)

com O(α2) ∼ exp(−α2 [A,B] /2). Como nosso maior interesse é estudar a aplicação do

modelo de JQs, assumiremos uma aproximação de primeira ordem em (5.37). Veremos que

mesmo com essa linearização o modelo se mostrará extremamente eficiente. Desta forma, a

energia fica

ETB2 ≈ Z−1
∑

nm〈AnBm|
(

~ξa†ab† exp(−~ξa†ab†) exp(−~ξa†ab) exp(−~νb†b/kT )

~ξa†ab exp(−~ξa†ab†) exp(−~ξa†ab) exp(−~νb†b/kT )+

~νb†b exp(−~ξa†ab†) exp(−~ξa†ab) exp(−~νb†b/kT )
)
|AnBm〉.

(5.39)

Considerando as regras de atuação dos operadores a, a†, b e b† sobre os estados6 teremos que

o primeiro e o segundo termo dessa expressão são nulos restando apenas o último termo que

fornece a expressão:

ETB2 =

∑
nmmν~ exp

[
−
(
ξ~n

(√
m+ 1 +

√
m
)

+m~ν
)
/kT

]∑
nm exp

[
−
(
ξ~
(
n
√
m+ 1 + n

√
m
)

+m~ν
)
/kT

] , (5.40)

Considerando agora apenas dois ńıveis de oscilação, {n,m} = 0, 1, a energia fica

ETB2 =
~ν
(
exp (−~ν/kT ) + exp

[
−~
(
ξ + ξ

√
2 + ν

)
/kT

])
1 + exp (−~ν/kT ) + exp (−~ξ/kT ) + exp

[
−
(
ξ~
(
1 +

√
2
)

+ ~ν
)
/kT

] . (5.41)

Assim, temos a energia do sistema em função da temperatura do sistema, da oscilação do

ambiente e do termo de acoplamento.

6Comutação: [ai, a
†
j ] = δij . Atuação: a|An〉 =

√
n|An−1〉, e a†|An〉 =

√
n+ 1|An+1〉. Deduzindo-se que

a†a|An〉 = n|An〉 e |An〉 = (a†)n

√
n!
|A0〉. Analogamente para b e b†.
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• Relação de Vı́nculo: rúıdo x taxa de decaimento x energia

Substituindo (5.41) em (5.32) podemos estudar a taxa de descoerência do sistema τd em

relação a probabilidade de rúıdo γ com a oscilação do ambiente ν, com a temperatura T e

com o fator de acoplamento ξ.

τd = −
1 + exp (−~ν/kT ) + exp (−~ξ/kT ) + exp

[
−
(
ξ~
(
1 +

√
2
)

+ ~ν
)
/kT

]
ln(1− γ)ν

(
exp (−~ν/kT ) + exp

[
−
(
ξ + ξ

√
2 + ν

)
~/kT

]) . (5.42)

Com essa expressão podemos estimar o tempo com o que sistema se mantém em super-

posição antes de colapsar. Para k = 1.3806568× 10−23 J K−1 e ~ = 6.6260755× 10−34 J s, as

figuras 5.10(a) a 5.10(d) mostram os valores mais senśıveis de τd em função de γ contra ξ,

contra T e contra ν, respectivamente.

A análise da descoerência a partir do modelo de Fröhlich torna-se bastante delicada devido

à grande liberdade no ajuste dos valores dos parâmetros. Neste estudo gráfico procuramos

evidenciar as regiões mais senśıveis ao rúıdo ambiental, conciliando valores próximos às

condições fisiológicas de temperatura e frequência de oscilação. Por outro lado, o grande

número de parâmetros no modelo pode ser uma vantagem, já que podemos avaliar cada um

em função do outro. Essa posśıbilidade torna a análise mais rica e o modelo mais abrangente.

Para condições de temperatura no regime fisiológico (310K), o acoplamento não é muito

relevante ao sistema; existe apenas uma leve ondulação na região próxima a 1013s−1, para

baixos valores de γ (figura 5.10(a)). Ao confrontarmos a probabilidade de rúıdo com a tempe-

ratura, somente para frequências elevadas ( 1014Hz) o sistema apresentou maior sensibilidade

a γ (figura 5.10(b)). Contudo, essa situação é melhor analisada ao avaliarmos diretamente

a relação entre γ e a frequência. Interessantemente para frequências menores que 1013Hz,

quanto maior o rúıdo e maior a frequência mais rápido o decaimento, com um máximo de

τd ∼ 10−8s−1 (figura 5.10(c)). E para frequências maiores que 1013Hz, quanto maior o rúıdo

e menor a frequência mais rápido o decaimento, com um máximo de τd ∼ 10−7s−1 (figura
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(a) Acoplamento ξ ∈ (1012, 1014) com ν =
109Hz e T = 310K.

(b) Temperatura T ∈ (250, 500) com ν =
1014Hz e ξ = 1013s−1.

(c) Frequência ν ∈ (109, 1010) com ξ =
1013s−1 e T = 310K.

(d) Frequência ν ∈ (1014, 5 × 1014) com
ξ = 1013s−1 e T = 310K.

Figura 5.10: Tempo de descoerência no modelo de Fröhlich em função da probabilidade de rúıdo
γ contra o termo de acoplamento ξ, figura 5.10(a); a temperatura T , figura 5.10(b) e a frequência
de oscilação do ambiente ν, figuras 5.10(c) e 5.10(d).
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5.10(d)). Essa análise mostra um limiar para a frequência de oscilação do ambiente mas cor-

robora os resultados anteriores, obtidos nos modelos de interação ı́on-́ıon e ı́on-dipólo, além

de evidenciar a idéia de Fröhlich quanto aos valores da frequência de oscilação na sustentação

da coerência quântica.

• Estimativa: amortecimento de amplitude pelo modelo de Fröhlich

Através do modelo de Fröhlich podemos também estimar o tempo de relaxação do sis-

tema. Além da descoerência, a relaxação é um rúıdo de extrema importância que deve

ser compreendido em cada sistema. Assim, considerando o acoplamento de primeira ordem

apresentado em HSE, caracterizamos o efeito de relaxação no formalismo de OQs.

Desse modo, sendo λ a probabilidade de um rúıdo quântico do tipo amortecimento de

amplitude, supondo que durante um intervalo de tempo ∆t a probabilidade λ ocorra numa

taxa constante Γa, tal que λ = Γa∆t� 1, o sistema relaxa (λ : |1〉 → |0〉) exponencialmente

na forma

λ = 1− e−t/τa (5.43)

caracterizando o efeito de relaxação no formalismo de OQs. Se novamente considerarmos

o prinćıpio de incerteza, t ≈ ~/E, podemos relacionar a probabilidade de rúıdo λ com a

energia do sistema, por

τa = − ~
ln(1− λ)ESE

, (5.44)

onde ESE é a energia do sistema associada ao acoplamento de primeira ordem com o ambiente.

• Cálculo da Energia

Para calcularmos a energia do sistema (ambiente-principal) também extenderemos o sub-

Hamiltoniano HSE considerando a oscilação livre do ambiente. Assim, o sub-Hamiltoniano
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total fica:

H ′
SE =

∑
k

∑
i

~η(cka†i + c†kai) +
∑

k

~µkc
†
kck. (5.45)

Adotando o mesmo procedimento usado para ETB2 , conclúımos que

ESE =

∑
nr rµ~ exp

[
−
(
η~
(√

n
√
r + 1 +

√
n+ 1

√
r
)

+ r~µ
)
/kT

]∑
nr exp

[
−
(
η~
(√

n
√
r + 1 +

√
n+ 1

√
r
)

+ r~µ
)
/kT

] . (5.46)

Para dois ńıveis, {n, r} = 0, 1, temos

ESE =
~µ
(
exp (−~(η + µ)/kT ) + exp

[
−~
(
2
√

2η + µ
)
/kT

])
1 + exp (−~(η + µ)/kT ) + exp (−~η/kT ) + exp

[
−~
(
2
√

2η + µ
)
/kT

] . (5.47)

Assim, conseguimos uma expressão da energia do sistema em função da temperatura do

sistema, da oscilação do ambiente e do termo de acoplamento.

• Relação de Vı́nculo: rúıdo x taxa de relaxação x energia

Substituindo (5.47) em (5.44) podemos estudar a taxa de amortecimento do sistema τa

em relação a probabilidade de rúıdo λ com a oscilação do ambiente µ, com a temperatura T

e com o fator de acoplamento η.

τa = −
1 + exp (−~(η + µ)/kT ) + exp (−~η/kT ) + exp

[
−~
(
2
√

2η + µ
)
/kT

]
ln(1− λ)~µ

(
exp (−~(η + µ)/kT ) + exp

[
−~
(
2
√

2η + µ
)
/kT

]) . (5.48)

Com essa expressão podemos estimar o tempo com o que sistema se mantém em super-

posição antes de colapsar. Para k = 1.3806568× 10−23 J K−1 e ~ = 6.6260755× 10−34 J s, as

figuras 5.11(a) a 5.11(d) mostram os valores mais senśıveis de τa em função de λ contra η,

contra T e contra µ, respectivamente.

A análise de relaxação a partir do modelo de Fröhlich é também delicada devido a grande

liberdade no ajuste dos valores dos parâmetros. Neste estudo gráfico, novamente procuramos

evidenciar as regiões mais senśıveis ao rúıdo ambiental, conciliando valores próximos às

condições fisiológicas de temperatura e frequência de oscilação.
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(a) Acoplamento η ∈ (1012, 1014) com µ =
109Hz e T = 310K.

(b) Temperatura T ∈ (150, 500) com µ =
109Hz e η = 1014s−1.

(c) Frequência µ ∈ (109, 1010) com η =
1014s−1 e T = 310K.

(d) Frequência µ ∈ (1014, 5×1014) com η =
1013s−1 e T = 310K.

Figura 5.11: Tempo de relaxação no modelo de Fröhlich em função da probabilidade de rúıdo λ
contra o termo de acoplamento η, figura 5.11(a); a temperatura T , figura 5.11(b) e a frequência de
oscilação do ambiente µ, figuras 5.11(c) e 5.11(d).
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Ao contrário da descoerência, para condições de temperatura no regime fisiológico (310K),

o acoplamento mostra-se bastante influente na sustentação da excitação do sistema. Isso

porque na descoerência o acoplamento é muito mais relevante, assim mesmo um acoplamento

fraco é capaz de causar o efeito (mesmo para rúıdos baixos). Enquanto que na relaxação a

relação de acoplamento é mais senśıvel as condições de rúıdo. Na figura 5.11(a) exibimos

a situação de maior sensibilidade 1014s−1. Por outro lado, neste regime de acoplamento

mais senśıvel, ao confrontarmos a probabilidade de rúıdo λ com a temperatura, mesmo para

frequências da ordem de 109Hz o sistema apresentou grande sensibilidade ao rúıdo (figura

5.11(b)). No entanto, devido à forte relação de acoplamento-rúıdo, para um acoplamento

mais brando o sistema mostra-se mais estável para rúıdos menores (λ ∼ 0). E novamente

um limiar aparece na relação entre λ e a frequência µ. Para frequências menores que 1013Hz

quanto maior o rúıdo e maior a frequência, mais rápida a relaxação, com um máximo de

τd ∼ 10−7s−1 (figura 5.11(c)). E para frequências maiores que 1013Hz, quanto maior o rúıdo

e menor a frequência, mais rápida o relaxação, com um máximo de τd ∼ 10−5s−1 (figura

5.11(d)).

Essa análise é extramente importante pois pelo modelo de Fröhlich é a partir do acúmulo

de energia que o sistema pode apresentar efeitos quânticos. E essa análise se mostra bastante

consistente com as caracteŕısticas f́ısicas do modelo. O próximo passo será a comparação

dessas regiões de coerência quântica com os pontos de equiĺıbrio de Nash nos modelos de

JQs constrúıdos a partir dos acoplamentos entre o sistema principal e o ambiente.

5.5.2 Descoerência e Relaxação x Equiĺıbrio de Jogo

Como um jogo é um processo de otimização de ações e recursos, de forma geral, com um

modelo de jogo inserimos um novo critério de avaliação f́ısica sobre um sistema aberto. Se

a perturbação de um sistema corresponde a ação de jogadores, e a informação associada a
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esse sistema corresponde ao recurso “em jogo”, o que analisamos é justamente o equiĺıbrio

f́ısico desses dois aspectos. Como vimos, o equiĺıbrio de um jogo coincide com esse equiĺıbrio

f́ısico apresentado pelos pontos de EN e das EEEs. Portanto, a TJs pode ser uma ferramenta

não só de modelagem, mas de avaliação de pontos de equiĺıbrio em sistemas abertos. Como

os microtúbulos (e o cérebro como um todo) é um sistema aberto, esse novo critério pode

corresponder a um processo de otimização sub-neuronal da informação no cérebro.

Para evidenciarmos a correspondência entre efeitos quânticos e a biof́ısica dos microtúbu-

los, modelamos os microtúbulos como uma grande rede de osciladores harmônicos acoplados

satisfazendo o modelo de Fröhlich. Se assumirmos efeitos quânticos nos microtúbulos a

priori, duas questões importantes são: (i) saber se existem pontos de estabilidade mesmo

sob rúıdos ambientais, e (ii) sob que condições f́ısicas esses pontos surgem. Essas questões

podem ser analisadas tomando-se duas configurações ambientais diferentes e procurando os

pontos onde existem as menores perdas de informação do sistema. Dentro desse esquema,

avaliaremos os tempos de coerência nos microtúbulos sob a ótica de TJs.

A partir dos modelos de JQs apresentados no caṕıtulo anterior, estimaremos a relação

entre temperatura, frequência de oscilação e rúıdo nos microtúbulos. Essa estimação é fun-

damental para avaliarmos as condições de emergência e sustentação de posśıveis efeitos quân-

ticos. Para conseguirmos essa derivação biof́ısica, vamos utilizar os modelos de JQs usados

na modelagem de um CQAF e de um CQAA (não generalizado), respectivamente. Ou seja,

consideraremos dois tipos de acoplamentos com o ambiente, dados por H ′
SE e H ′

TB2
, descritos

como um JQ, para os microtúbulos com o ambiente. Conseguiremos desta forma uma análise

dos dois tipos de rúıdos mais relevantes num sistema aberto quântico.
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• Condições F́ısicas de um JQM a partir de um CQAF nos Microtúbulos

A descoerência é caracterizada pelo acoplamento de segunda ordem entre o sistema princi-

pal (microtúbulo) e o ambiente, gerando um CQAF. Considerando a relação γ = sin2(ξ~/E)

avaliamos as condições de um JQM para um CQAF a partir da temperatura e da freqüência

de oscilação do sistema. Esses serão os parâmetros f́ısicos de controle de jogo em nosso mo-

delo. Entretanto, como as estratégias de jogo são dadas pelos superoperadores, precisamos

avaliar a relação dos superoperadores do Hamiltoniano extendido H ′
TB2

(5.33) com os super-

operadores de HTB2 .

• Cálculo das Estratégias para o Hamiltoniano Extendido

Da equação de Schrödinger [103,104], a transformação unitária referente a H ′
TB2

(5.34),

fica

U ′
TB2

= exp
(
− itξ(a†ab† + a†ab)− itνb†b

)
, (5.49)

o que produz a relação UTB2 = UTB2(I ⊗ UE), onde

UTB2 = exp
(
−itξ(a†ab† + a†ab)

)
, UE = exp

(
−itνb†b

)
, (5.50)

onde UE é a transformação unitária referente somente ao espaço do ambiente (banho térmico).

A extensão adotada satisfaz exatamente a condição de não-unicidade dos superoperadores.

Isso significa que os superoperadores associados ao sub-Hamiltoniano extendido H ′
TB2

são

totalmente equivalentes aos superoperadores associados ao sub-Hamiltoniano HTB2 (sem o

termo de oscilação livre). Além disso, como a base {|Bk〉} forma o conjunto de autovetores

de b†b temos que

UE =
∑
m

exp(−itνm)|Bm〉〈Bm|. (5.51)

108



Portanto, para um CQAF, do teorema (4.11), os novos superoperadores são dados por

Fm = exp(−itνm)STB2
m0 . (5.52)

Implicando que, para um ρ qualquer, FiρF
†
i ≡ SiρS

†
i , ∀i. Portanto, a extensão H ′

TB2
não

altera a forma dos superoperadores (3.16). Consequentemente não altera a transformação

dos superoperadores em operadores unitários (4.12).

• Condições de Jogo

Dessa forma, as estratégias de um JQM que modela a interação f́ısica dos microtúbulos

com duas configurações ambientais (jogadores), A eB, serão exatamente os operadores (4.12).

O conjunto final de estratégias, dos jogadores A e B será dado por SA,B = {sA,B
0 = I, sA,B

1 =

Z}. Novamente, satisfazendo as regras de aplicação, o jogador A (B) aplica a estratégia s0

com uma probabilidade p (q) e aplica a estratégia s2 com uma probabilidade (1−p) ((1−q)).

Lembrando que, para o JQM de um CQAF, vale:

p =

(
1 +

√
1− sin2

(
ξ}
EA

))
/2 q =

(
1 +

√
1− sin2

(
ξ}
EB

))
/2

= cos2
(

ξ}
2EA

)
; = cos2

(
ξ}

2EB

)
,

onde as energias EA e EB, associadas aos ambientes (jogadores) A e B, se distinguem pelas

temperaturas TA e TB em (5.41), ou seja:

EA,B =
~ν
(
exp (−~ν/kTA,B) + exp

[
−~
(
ξ + ξ

√
2 + ν

)
/kTA,B

])
1 + exp (−~ν/kTA,B) + exp (−~ξ/kTA,B) + exp

[
−
(
ξ~
(
1 +

√
2
)

+ ~ν
)
/kTA,B

] ,
(5.53)

onde omitimos o sub-́ındice TB2 já que as análises de cada tipo de acoplamento serão feitas

isoladamente. Assim, iremos avaliar no jogo para que valores de ν, ξ existem pontos de

equiĺıbrio para o sistema variando-se as temperaturas TA e TB.
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Tomando o estado maximamente emaranhado J(π/2)H⊗2|00〉, o payoff dos jogadores é

calculado a partir de (4.14). Para um estado final de jogo na forma (4.13), a solução anaĺıtica

é dada por (4.17).

• Resultados Numéricos

Dado o estado J(π/2)H⊗2|00〉, variando-se os parâmetros ν, e ξ, calculamos os melhores

pares de temperatura (
?

TA,
?

TB), contra (TA, TB), que geram os pontos em EN. As figuras

5.12(a) até 5.12(d) mostram esses pontos onde o eixo vertical das superf́ıcies descoloridas

corresponde aos pontos de equiĺıbrio do jogador A, dados por (2.11a), e o eixo vertical das

superf́ıcies coloridas corresponde aos pontos de equiĺıbrio do jogador B, dados por (2.11b).

Contudo, a análise pode ser inversa. Isto é, podemos fixar os valores das temperaturas

(
?

TA,
?

TB) = (310K, 310K) e nos perguntar para que valores de (TA, TB), ν e ξ o sistema será

estável. As figuras 5.13(a) a 5.13(d) mostram essa avaliação.

Nessa análise gráfica procuramos enfocar a sensibilidade dos pontos de equiĺıbrio frente

à intensidade de acoplamento e quanto a frequência de oscilação ambiental. Observamos

que, apesar de, no cálculo direto do efeito de descoerência a dependência com o acoplamento

ser fraca, na análise de equiĺıbrio e estabilidade do sistema como um todo, o acoplamento

é fundamental. Lembramos que num jogo avaliamos a relação entre duas configurações

ambientais diferentes. Por isso, a dependência com o acoplamento é mais senśıvel.

Nos jogos apresentados nas figuras 5.12(a) a 5.12(d) avaliamos as posśıveis temperaturas

em EN contra uma temperatura baixa (comparada aos parâmetros fisiológicos ∼ 310K) e de

valor fixo. Assim, calculamos os pontos de equiĺıbrio assumindo um jogo contra estratégias

com temperaturas de 280K. Esta imposição poderia dificultar consideravelmente o apare-

cimento de pontos de estabilidade, já que a entropia tende a aumentar com o aumento da
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(a) Pontos em EN para (TA, TB) =

(280, 280) onde (
?

TA,
?

TB)MAX ≈
{(310, 250), (250, 310), (310, 450), (450, 310)}
para ν = 109 e ξ = 6× 1011s−1.

(b) Pontos em EN para
(TA, TB) = (280, 280) onde

(
?

TA,
?

TB)MAX ≈ (250, 250) para ν = 109

e ξ = 1010s−1.

(c) Pontos em EN para
(TA, TB) = (280, 280) onde

(
?

TA,
?

TB)MAX ≈ (450, 450) para
ν = 1012 e ξ = 1013s−1.

(d) Pontos em EN para
(TA, TB) = (280, 280) onde

(
?

TA,
?

TB)MAX ≈ {(310, 450), (450, 310)}
para ν = 1012 e ξ = 8× 1012s−1.

Figura 5.12: As interseções positivas das superf́ıcies mostram os pontos em EN (
?
TA,

?
TB) para

diferentes valores da frequência de vibração do ambiente ν e do acoplamento ξ contra (TA, TB) =
(280, 280). Neste modelo de jogo quântico, dois CQTFs são considerados como dois jogadores, A e
B, com máximo grau de emaranhamento.
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(a) Pontos em EN para (
?

TA,
?

TB

) = (310, 310) onde (TA, TB)MAX ≈
{(300, 450), (450, 300)} para ν = 109 e
ξ = 7× 1011s−1.

(b) Pontos em EN para

(
?

TA,
?

TB) = (310, 310) onde
(TA, TB)MAX ≈ (450, 450) para ν = 109

e ξ = 1010s−1.

(c) Pontos em EN para (
?

TA,
?

TB

) = (310, 310) onde (TA, TB)MAX ≈
(250, 250) para ν = 1012 e ξ = 9 ×
1011s−1.

(d) Pontos em EN para (
?

TA,
?

TB

) = (310, 310) onde (TA, TB)MAX ≈
(450, 450) para ν = 1012 e ξ = 5 ×
1010s−1.

Figura 5.13: Fixando-se (
?
TA,

?
TB) = (310, 310) e variando-se (TA, TB), as interseções positivas das

superf́ıcies mostram os pontos em EN para diferentes valores da frequência de vibração do ambiente
ν e do acoplamento ξ. Neste modelo de jogo quântico, dois CQTFs são considerados como dois
jogadores, A e B, com máximo grau de emaranhamento.
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temperatura. No entanto, podemos ver que para todas as frequências de oscilação ambien-

tal, houveram pontos de estabilidade. Apesar de não exibirmos, os jogos contra estratégias

com temperaturas mais altas que a fisiológica (por exemplo 350K), com raras excessões, se

mostraram ainda mais estáveis.

Já nos jogos apresentados nas figuras 5.13(a) a 5.13(d) avaliamos para que temperaturas

o regime fisiológico é estável. Assim, observamos que dependendo da frequência de oscilação

e da intensidade de acoplamento, pontos de estabilidade podem surgir com temperaturas

fisiológicas. Esse resultado é bastante interessante já que o único fator de ajuste foi a in-

tensidade do acoplamento considerando um regime de oscilação do ambiente relativamente

próximo dos encontrados em sistemas biof́ısicos. Além disso, todos os jogos apresentaram

um limiar de acoplamento. Esse limiar é mais ńıtido nas figuras 5.13(a) e 5.13(c) quando

interessantemente o jogo mostra-se mais estável quando comparado com temperaturas mais

baixas. Esse limiar aparece, dependendo da frequência de oscilação, num regime entre 1011s−1

e 1013s−1 e faz com que o sistema se torne muito mais senśıvel à variação da intensidade

de acoplamento do que necessariamente à variação da frequência de oscilação do ambiente

(como mostrado nas figuras 5.13(b) e 5.13(d)).

A principal conclusão é que regiões de equiĺıbrio e de estabilidade da informação podem

ocorrer justamente entre as regiões de oscilação prevista fisicamente pelo modelo de Fröh-

lich, isto é, 109Hz e 1012Hz. Este resultado é importante pois liga as soluções do modelo de

jogo com os resultados puramente f́ısicos apresentados na seção anterior. Além disso, com o

modelo de jogo, podemos relacionar a preservação da coerência com os máximos de conser-

vação da informação. Assim, comparando os valores dos tempos de coerência nos modelos

de interação ı́on-́ıon, ı́on-dipólo e de osciladores, vemos que os regimes de maior coerência

quântica podem ocorrer com valores de rúıdos que geram pontos de EN e EEEs.
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• Condições F́ısicas de um JQD a partir de um CQAA nos Microtúbulos

Como o modelo de Fröhlich nos permite avaliar o processo de relaxação do sistema, va-

mos analisá-lo também sob a ótica da TJs. A relaxação é caracterizada pelo acoplamento

de primeira ordem entre o sistema principal (por exemplo, o microtúbulo) e o ambiente,

gerando um Canal Quântico de Amortecimento de Amplitude (CQAA). Considerando no-

vamente a relação λ = sin2(ξ~/E) avaliamos as condições de um JQD para um CQAA (não

generalizado) a partir da temperatura e da freqüência de oscilação do sistema. Esses serão

os parâmetros f́ısicos de controle de jogo em nosso modelo. Entretanto, como as estraté-

gias de jogo são dadas pelos superoperadores, precisamos novamente avaliar a relação dos

superoperadores do Hamiltoniano extendido H ′
SE (3.15) com os superoperadores de HSE.

• Cálculo das Estratégias para o Hamiltoniano Extendido

Da equação de Schrödinger, a transformação unitária referente a H ′
SE, fica

U ′
SE = exp

(
−itη(ca† + c†a)− itµc†c

)
. (5.54)

Assim, como no CQAF, vemos que U ′
SE = USE(I ⊗ UE), onde

USE = exp
(
−itη(ca† + c†a)

)
, UE = exp

(
−itµc†c

)
. (5.55)

Dessa forma, essa extensão também satisfaz a condição de não-unicidade dos superopera-

dores. Isso significa que os superoperadores associados ao sub-Hamiltoniano extendido H ′
SE

são totalmente equivalentes aos superoperadores associados ao sub-Hamiltoniano HSE. Im-

plicando que, do teorema (4.11), se {Fi} formam o conjunto dos novos superoperadores as-

sociados à transformação unitária U ′
SE, para um ρ qualquer implica que FiρF

†
i ≡ SiρS

†
i , ∀i.

Portanto, a extensão H ′
SE não altera a forma dos superoperadores (3.15).

114



• Condições de Jogo

As estratégias de um JQ que modela a interação f́ısica dos microtúbulos com duas con-

figurações ambientais (jogadores), A e B, serão dadas exatamente pelos superoperadores

(3.15). O conjunto final de estratégias, dos jogadores A e B será dado por SA,B = {sA,B
0 =

SSE
00 , s

A,B
1 = SSE

01 }. Como aqui estamos considerando um jogo quântico determińıstico (JQD),

os parâmetros f́ısicos serão introduzidos diretamente aos parâmetros de rúıdos nas matrizes

referentes a cada superoperador, tal que

λA = sin2(η~/EA), λB = sin2(η~/EB). (5.56)

onde as energias EA e EB, associadas às configurações ambientais (jogadores) A e B, se

distinguem pelas temperaturas TA e TB em (5.47), ou seja:

EA,B =
~µ
(
exp (−~(η + µ)/kTA,B) + exp

[
−~
(
2
√

2η + µ
)
/kTA,B

])
1 + exp (−~(η + µ)/kTA,B) + exp (−~η/kTA,B) + exp

[
−
(
2
√

2η~ + ~µ
)
/kTA,B

]
(5.57)

onde omitimos o sub-́ındice SE. Assim, iremos avaliar no jogo para que valores de µ, η

existem pontos de equiĺıbrio para o sistema, variando-se as temperaturas TA e TB.

Para um estado final de jogo na forma (4.1), o payoff dos jogadores é calculado a partir

de (3.20). Tomando o estado maximamente emaranhado J(π/2)|00〉 a solução anaĺıtica é

dada por (4.4).

• Resultados Numéricos

Dado o estado J(π/2)|00〉, variando-se os parâmetros µ, e η, calculamos os melhores pares

de temperatura (
?

TA,
?

TB), contra (TA, TB), que geram os pontos em EN. As figuras 5.14(a) até

5.14(d) mostram esses pontos onde o eixo vertical das superf́ıcies descoloridas corresponde

aos pontos de equiĺıbrio do jogador A, dados por (2.11a), e o eixo vertical das superf́ıcies

coloridas corresponde aos pontos de equiĺıbrio do jogador B, dados por (2.11b).
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(a) Pontos em EN para (TA, TB) =

(280, 280) onde (
?

TA,
?

TB)MAX ≈
{(310, 250), (250, 310), (310, 450), (450, 310)}
para µ = 109 e η = 4× 1011s−1.

(b) Pontos em EN para
(TA, TB) = (280, 280) onde

(
?

TA,
?

TB)MAX ≈ (250, 250) para
µ = 109 e η = 8× 1010s−1.

(c) Pontos em EN para
(TA, TB) = (280, 280) onde

(
?

TA,
?

TB)MAX ≈ (300, 300) para
µ = 1012 e η = 1013s−1.

(d) Pontos em EN para (TA, TB) =

(280, 280) onde (
?

TA,
?

TB)MAX ≈
{(250, 250), (250, 400), (400, 250)} para
µ = 1012 e η = 7× 1012s−1.

Figura 5.14: As interseções positivas das superf́ıcies mostram os pontos em EN (
?
TA,

?
TB) para

diferentes valores da frequência de vibração do ambiente µ e do acoplamento η contra (TA, TB) =
(280, 280). Neste modelo de jogo quântico, dois CQAAs são considerados como dois jogadores, A e
B, com máximo grau de emaranhamento.

116



Analisando inversamente, fixamos os valores das temperaturas (
?

TA,
?

TB) = (310K, 310K)

e novamente nos perguntamos para que valores de (TA, TB), µ e η o sistema será estável. As

figuras 5.15(a) até 5.15(d) mostram essa avaliação.

Assim como na descoerência, analisamos inicialmente os posśıveis valores da temperatura

em EN. Nessa avaliação fixamos novamente a temperatura de comparação em 280K. Nova-

mente, os pontos de equiĺıbrio surgiram mesmo para temperaturas elevadas (
?

TA,B & 310K).

Visto a possibilidade de equiĺıbrio e estabilidade para temperaturas altas, a análise inversa

apresentadas nas figuras 5.15(a) a 5.15(d) explicitam bem a relevância da frequência de os-

cilação do ambiente e da intensidade de acoplamento. Em ambas as análises a intensidade

de acoplamento se mostrou extremamente importante no processo de otimização da infor-

mação. Além disso, novamente surge um limiar de acoplamento onde separa-se os regimes

de oscilação. Ou seja, para um acoplamento acima do limiar (1011 − 1012s−1) frequências e

temperaturas mais altas tendem a ser privilegiadas.

A partir das análises gráficas mostradas principalmente nas figuras 5.15(b) e 5.15(d) fica

claro que mesmo a uma temperatura de 310K o sistema pode exibir não apenas pontos de

EN mas também pontos de EEEs. Esse resultado expressa a possibilidade de haver uma

excelente estabilidade da informação mesmo sob temperaturas e frequências caracteŕısticas

de sistemas fisiológicos. Assim, confrontando com os resultados puramente f́ısicos dos tempos

de relaxação vemos que novamente os pontos de equiĺıbrio de jogo podem corresponder aos

melhores tempos de sustentação da energia no sistema. Essa relação mostra que o sistema

pode ficar estável (com mı́nima perda de informação) por peŕıodos de tempo relevantes.
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(a) Pontos em EN para (
?

TA,
?

TB

) = (310, 310) onde (TA, TB)MAX ≈
(310, 310) para µ = 109 e η = 5 ×
1012s−1.

(b) Pontos em EN para (
?

TA,
?

TB) =
(310, 310) onde (TA, TB)MAX ≈ (450, 450)
para µ = 109 e η = 8× 109s−1.

(c) Pontos em EN para (
?

TA,
?

TB

) = (310, 310) onde (TA, TB)MAX ≈
{(300, 300), (350, 350), (300, 350), (350, 300)}
para µ = 1012 e η = 4× 1011s−1.

(d) Pontos em EN para (
?

TA,
?

TB

) = (310, 310) onde (TA, TB)MAX ≈
(380, 380) para µ = 1012 e η = 3 ×
1012s−1.

Figura 5.15: Fixando-se (
?
TA,

?
TB) = (310, 310) e variando-se (TA, TB), as interseções positivas das

superf́ıcies mostram os pontos em EN para diferentes valores da frequência de vibração do ambiente
µ e do acoplamento η. Neste modelo de jogo quântico, dois CQAAs são considerados como dois
jogadores, A e B, com máximo grau de emaranhamento.
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5.6 Conjecturas para Construção de um Modelo Sub-

Neuronal Quântico

Apesar das imensas cŕıticas ao modelo de Penrose e Hameroff algumas propostas a favor

da idéia de se considerar efeitos quânticos no cérebro incitam à algumas questões que podem

ajudar na construção de conjecturas mais sólidas:

1. Assumindo a hipóstese de Fröhlich nos microtúbulos, é posśıvel reescrever o modelo de

Penrose-Hameroff sob a teoria de descoerência?

2. Penrose e Hameroff reinvindicam o modelo de Fröhlich no processo de sustentação da

coerência no cérebro mas não formalizam essa reinvindicação. Como relacionar de

forma concisa o modelo de Fröhlich com os microtúbulos?

3. Os tempos de sustentação da coerência quântica são compat́ıveis (descoerência x Orch

OR)? Se negativo, quais as implicações?

4. Penrose e Hameroff reinvindicam uma computação quântica nos microtúbulos num

processo tipo autômatos celulares. Contudo não há explicitação do critério quântico de

processamento de informação. Como construir esse critério respeitando as propriedades

e condições biof́ısicas do cérebro?

5. A teoria de descoerência exige um tratamento estat́ıstico sobre a medida dos estados

quânticos. Como o cérebro prepararia os estados iniciais no cérebro para essa estat́ıs-

tica?

6. Que consequências essas mudanças trariam aos fundamentos do modelo de Penrose-

Hameroff? Se a não-computabilidade mental está expressa na descrição de colapso dos
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estados quânticos no cérebro pela gravidade (Orch OR), de que forma haveria essa

não-computabilidade através da descoerência? É a mente não-computável realmente?

A seguir, considerando os modelos de JQs associados à teoria de descoerência, listamos

uma série de proposições e hipóteses na tentativa de apontar posśıveis direções de respostas

(ou pesquisas) das questões apresentadas acima:

1. Análise Quântica da Dinâmica Biof́ısica dos Microtúbulos:

Se assumirmos um tratamento quântico do cérebro, mais especificamente dos microtúbu-

los, com o modelo de Fröhlich e aplicando o formalismo de OQs, podemos montar as bases

para responder as questões (1) e (2). E a partir do cálculo das taxas apresentadas na seção

5.5.1 montamos as bases para responder a questão (3). Descrevendo a dinâmica dos mi-

crotúbulos com o modelo Fröhlich, podemos assumir também nossas construções de JQs

em sistemas abertos. Assim, ganhamos uma formalização de um critério de otimização da

informação no cérebro em ńıvel sub-neuronal.

2. Otimização da Informação nos Microtúbulos

A partir de nosso critério de recompensa, relacionamos naturalmente os rúıdos inseridos

pelo ambiente com pontos de equiĺıbrio onde a informação é minimamente perdida. Ao con-

textualizarmos fisicamente esses jogos (como feito na seção anterior) mostramos que mesmo

para temperaturas altas (como as do corpo humano) o sistema pode atingir esses pontos

de equiĺıbrio. Isso garantiria, em pŕıncipio, um estoque e processamento de informação nos

microtúbulos. Além disso, se tomarmos a interpretação evolucionista dos modelos de jogos

quânticos, podemos pensar num processo natural de otimização no cérebro. Esse processo
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seria uma otimização da informação via seleção natural. Isso poderia ser a chave para res-

pondermos as questões (4), (5) e (6).

Uma boa base para respondermos a questão (4) começaria assumindo que vários jogos

são jogados ao longo do tempo. Assim, o que teŕıamos é uma constante otimização da

informação representada nos estados quânticos. Existiria então um tipo de processamento

de informação sobre os estados quânticos emergentes a partir da interação com o ambiente.

Na verdade, essa idéia não é totalmente nova. A própria hipótese de automatos celulares

de Hameroff e Penrose pode ser vista como um tipo de processo evolutivo. Outros trabalhos já

fizeram referência a competição neuronal [117], algoritmos genéticos [118,119], programação

evolucionista [120], computação quântica evolucionista [121,122], e mesmo jogos já foram

mencionados como critério de processamento de informação no cérebro [69-71]. A grande

novidade está na especificação do sistema f́ısico, na construção dos modelos de jogos e no

cálculo das condições f́ısicas para haver esse processamento.

3. Preparação de Estados Quânticos por Seleção Natural:

A questão (5), apesar de mais delicada, poderia ser respondida a partir dos conceitos de

EEE com a interpretação evolucionista. Nessa interpretação as estratégias estariam asso-

ciadas aos operadores unitários U(θ, φ). Sendo o cérebro um sistema natural, inicialmente

surgiriam estratégias U(θk, φk) aleatórias. Após um peŕıodo de otimização, algumas estraté-

gias serão EEE (já que como mostrado, existem condições f́ısicas para isso). Deste modo,

se um estado U(θ, φ)|x〉 é dado por uma EEE, então qualquer estado U(θ
′
, φ

′
)|x〉 mutante,

será punido pela selação natural. Ou seja, U(θ
′
, φ

′
)|x〉 será menos estável aos rúıdos que

U(θ, φ)|x〉 mostrando uma preferência para certos estados. Além disso, apesar de todas as

mudanças sofridas pelo corpo (fisiológicas, f́ısicas, ...) ao longo do tempo, admitimos por
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hipótese que as caracteŕısticas essenciais no cérebro, que irão contribuir para o surgimento

de uma certa estratégia U(θ, φ), não mude efetivamente num peŕıodo curto. Esta preferên-

cia e pequena variação de condições iniciais, poderia ser interpretada como uma preparação

estat́ıstica adequada.

4. Descoerência e Computabilidade Mental

Quanto a questão (6), existem duas mundanças fundamentais na troca do modelo de

Penrose pela descoerência. A primeira delas é justamente o tratamento estat́ıstico imposto

pela teoria de descoerência. Essa mudança é fundamental pois a consciência (ou qualquer

emergência mental) não pode mais ser entendida em termos de colapsos a tempo discreto. Isto

porque o tempo de coerência calculado a partir da interação com o ambiente é muito menor

do que o tempo de coerência calculado pela Orch OR. Deste modo, ao invés de um único

estado quântico representando o estado cérebro-mental teŕıamos um ensemble de estados

(mistura estat́ıstica), onde cada um interfere com o outro ao longo do tempo. Qualquer

função mental emergiria não devido ao colapso da função de onda em si, mas sim devido ao

acúmulo dos estados quânticos durante o tempo.

A segunda mudança é quanto a computabilidade mental. Esse é um aspecto extrema-

mente delicado pois existem muitas cŕıticas entorno do rigor do “argumento” de Penrose em

prol dessa não-computabilidade mental. Além disso, existe no argumento uma falta de sepa-

ração no que diz respeito as funções mentais. Ou seja, pode-se alternativamente interpretar

que Penrose no fundo alega que é a criatividade humana a função mental não-computável.

Reivindicando que toda e qualquer função mental é não dissociável, ele conclui que a cons-

ciência humana é não-computável [47,49,123-126]. Contudo, em seu modelo (e em qualquer

outro modelo f́ısico) não há a especificação exata de como se manifesta a consciência humana.

Existe apenas um postulado de que esta manifestação é dada a partir do colapso dos estados
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quânticos, e que este processo é não-computável. Portanto, não existe qualquer garantia

(f́ısica, biológica, lógica...) de que esse argumento reducionista seja verdadeiro. Logo, nos

limitamos a descrever um posśıvel processamento quântico de informação num ńıvel sub-

neuronal. Reivindicamos apenas que esse processamento tem alguma correspondência com

funções mentais executadas no cérebro7.

Além disso, podemos dizer que o cérebro possui uma falta de isolamento em dois ńıveis. O

primeiro é o ńıvel f́ısico que descreve o contato do cérebro com o ambiente a sua volta. Neste

ńıvel, o cérebro troca calor com o ambiente a todo momento, num ciclo constante de perda

e suprimento de energia. O segundo é o ńıvel de informação. Através dos sentidos há uma

constante entrada de informações no cérebro e através da ação motora há uma constante

sáıda de informação para o exterior8. Neste ńıvel, há uma intricada troca de informação

entre o ambiente e o cérebro. De forma geral, o problema fundamental em qualquer teoria

da mente é descrever como esses dois ńıveis se relacionam.

5. Modelo Especulativo Evolucionista da Dinâmica Biof́ısica Cerebral

Extrapolando as conjecturas matemáticas, podemos especular que as impressões cerebrais

seriam produzidas pela abertura de segundo ńıvel entre o cérebro e ambiente externo. Es-

sas impressões mudam constantemente, interferindo na pressão seletiva f́ısica realizada pelo

7Um argumento alternativo ao da orch OR para a não-computabilidade mental pode estar na associação do
critério de parada de Tchurch-Turing (que define se uma função é ou não computável) com um procedimento
evolucionista. Num processo evolucionista não existe um critério de parada pois não existe um objetivo a
priori. Assim, talvez no processo de otimização da informação no cérebro também não tenha. Em nossos
modelos de jogos a otimização foi feita considerando-se somente a interação entre o ambiente f́ısico e os
estados quânticos. Com a interpretação evolucionista de jogo, se considerarmos a emergência “aleatória”
dos estados quânticos {U(θ, φ)|x〉}, podemos resgatar essa caracteŕısitica de constantes testes. Inicialmente
a emergência dos estaods quânticos é aleatória. A interação com o ambiente biof́ısico gera uma seleção
natural de alguns estados. Alguns estados serão mais aptos e tenderão a emergir novamente reduzindo a
aleatoriedade. Além disso, a emergência inicial desses estados deve também estar associada as informações
impressas na estrutura cerebral.

8Observamos que o conceito de informação nesse contexto é bem mais abrangente que o conceito dado pela
Teoria de Informação. Isso porque a informação associada ao sistema cérebro-mente carrega inerentemente
um aspecto subjetivo, como o significado dos objetos.
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ambiente nos estados quânticos, variando constantemente os pontos de equiĺıbrio do sistema

geral. Deste modo, a abertura do cérebro ao ambiente externo (ńıvel dois) cria um v́ınculo

recursivo onde a informação quântica selecionada irá depender da reposta do ambiente ao

indiv́ıduo, que por sua vez depende da ação do indiv́ıduo [127]. Essa abertura gera uma

pressão seletiva sobre as impressões do cérebro sobre o ambiente externo que irá gerar uma

pressão sobre os estados quânticos no cérebro.

Figura 5.16: Esquema hipotético de um modelo evolucionista representando as duas pressões
seletivas presentes no sistema cérebro-mente-ambiente. A primeira pressão corresponderia a uma
pressão sobre as estratégias quânticas e a segunda sobre as estratégias do indiv́ıduo.

Um modelo que considere essa influência do ambiente externo merece ainda um maior

detalhamento. A TJs pode ser um método para descrever esse processo. No entanto se-

ria necessário uma matriz payoff que considerasse tanto as influências internas (f́ısicas) do

cérebro sobre a informação contida nos estados quânticos, como as influências externas do

ambiente sobre o sistema cerebral.
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5.6.1 Śıntese da Hipótese de um Critério de Processamento Evolu-

cionista Sub-Neuronal da Informação

1. Os estados quânticos no cérebro são gerados e sustentados por um processo do tipo

Fröhlich.

2. Os efeitos quânticos nos microtúbulos são dados por uma rede de fônons devido a alta

freqüência de oscilação do sistema.

3. Durante a coerência dos estados quânticos existe um processamento de informação

(otimização) por um critério Darwinista:

? As amplitudes de probabilidade dos estados quânticos são descritas por ope-

radores unitários U(θ, φ), interpretados na TJQs como estratégias.

? Essas estratégias sofrem uma pressão seletiva a partir da interação com o am-

biente. Essa interação é descrita por superoperadores que representam uma medida natural

do ambiente sobre o sistema.

? As “melhores” estratégias serão aquelas que garantirem uma menor perda de

informação do sistema principal.

4. A abertura do cérebro com as informações do ambiente externo propicia uma segunda

pressão seletiva sobre o tipo de informação que está sendo privilegiada no cérebro.

? O ambiente externo muda as impressões do cérebro que interferem na seleção

f́ısica dos estados quânticos.

? Esse v́ınculo com o mundo externo cria uma recursão entre o critério de

otimização da informação quântica no cérebro e a resposta do indiv́ıduo.

? Essa entrada e sáıda constante de informação no cérebro poderia ser a base

para a uma descrição alternativa da não-computabilidade da mente humana.
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5. Qualquer função mental de alto ńıvel (como insights, noção subjetiva do tempo,...) é

gerada a partir de um acúmulo de estados quânticos ao longo do tempo.

6. O colapso da função de onda é dado por um processo de interação com o ambiente via

descoerência.
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Caṕıtulo 6

Conclusões e Perspectivas

O principal resultado desse trabalho foi a descrição do modelo biof́ısico de Fröhlich como

um jogo quântico. Com essa descrição foi posśıvel a formalização, interpretação e análise de

vários contextos f́ısicos e biof́ısicos, dentre os quais listamos:

• Aplicando o formalismo de Operações Quânticas no Hamiltoniano de Fröhlich, ex-

plicitamos os superoperadores (operadores de Kraus) que representam uma medida do

ambiente sobre o sistema principal. Esses superoperadores foram derivados isolando-

se cada tipo de acoplamento entre o sistema principal e o ambiente. No modelo de

Fröhlich existem dois tipos básicos de acoplamento: o de primeira ordem que gera um

canal quântico de amortecimento de amplitude (CQAA) e o de segunda ordem que gera

um canal quântico de amortecimento de fase (CQAF). Cada canal caracteriza um tipo

de rúıdo comum em sistemas quânticos. O primeiro (CQAA) caracteriza a perda de

energia do sistema principal devido a interação com o ambiente. O segundo (CQAF)

caracteriza a perda de coerência quântica do sistema principal devido a interação com

o ambiente. Cada canal é descrito por um conjunto de superoperadores que podem

ser tomados como estratégias num jogo quântico. Esse jogo é interpretado como um

jogo entre duas configurações diferentes do ambiente, que descreve uma dinâmica de
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otimização f́ısica natural de um sistema quântico aberto.

• Considerando-se que o sistema de Fröhlich é um sistema aberto, uma questão básica é

saber sobre a quantidade de informação existente nesse sistema após interação com o

ambiente. Essa questão pode ser reformulada perguntando-se sob que condições f́ısicas

o sistema apresenta menor perda de informação. Mostramos que a solução para esse

problema pode ser obtida a partir de um critério de recompensa no modelo de jogo

onde as estratégias dos jogadores são superoperadores. Esse critério foi constrúıdo

calculando-se a quantidade de informação do sistema principal após a atuação de cada

superoperador. Aplicando esse critério de recompensa no formalismo de Teoria de Jo-

gos conseguimos calcular regiões de equiĺıbrio onde a perda de informação é mı́nima,

em cada tipo de acoplamento. Esse critério de recompensa mostrou-se extremamente

eficiente e natural. Com ele é posśıvel descrever um sistema aberto sobre o protocolo

padrão de um jogo quântico sem perda de nenhuma propriedade f́ısica relevante. Ao

contrário, esse critério se mostrou, não somente uma importante ferramenta de otimiza-

ção como, uma medida alternativa da quantidade de informação num sistema quântico

aberto. A partir dessa descrição de jogo, ganhamos não apenas em interpretação mas

também em alternativa metodológica para a avaliação de pontos ótimos de estoque de

informação em sistemas abertos.

• O cálculo dos pontos de equiĺıbrio do sistema de Fröhlich foi realizado considerando-se

o protocolo de jogo quântico de J. Eisert et al. Mostramos que, apesar da grande

compatibilidade do protocolo, se quisermos evidenciar os efeitos causados pelos rúıdos

provindos dos acoplamentos, é necessário fazer algumas modificações. Essas modifi-

cações no entanto, não alteraram a descrição padrão de um jogo quântico sob nenhum

aspecto. Dessa forma, mostramos que em cada acoplamento (que geram o CQAA e
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o CQAF) o sistema sempre se mostra mais estável (com mais regiões de equiĺıbrio:

mı́nima perda de informação) quando está maximamente emaranhado. Esse resultado

evidência a grande diferença de um sistema aberto para um sistema isolado. No jogo

padrão Dilema do Prisioneiro (DP) é mostrado que na região de transição o sistema

(χ ≈ 2π/11) podem ocorrer payoff s mais altos. Contudo, o resultado mais interessante

nessa análise foi a verificação da existência de pontos de estabilidade num sistema sob

intenso rúıdo ambiental.

• Na descrição do sistema de Fröhlich como um jogo quântico, dividimos os modelos

em duas classes: Jogos Quânticos Determińısticos (JQDs) e Jogos Quânticos Mistos

(JQMs). Os JQDs foram definidos por aqueles em que os jogadores aplicam suas es-

tratégias simultânea e deterministicamente. E os JQMs foram definidos por aqueles

em que os jogadores aplicam probabilisticamente suas estratégias. Desse modo, com

a classe de JQM propusemos um novo esquema de jogo quântico devido as restrições

f́ısicas impostas pelas condições de um sistema aberto. Para satisfazer o protocolo

de jogo e a dinâmica f́ısica exata, introduzimos o teorema da não unicidade no mo-

delo de jogo do CQAF e no modelo de jogo do CQAA tomamos a generalização do

canal extendendo-o para um CQAA generalizado (CQAAG). Essas extensões trouxe-

ram modificações na forma estrutural dos jogos já que o critério de recompensa foi

tomado a partir da probabilidade de aplicação das estratégias. Deste modo, com os

JQDs e com os JQMs constrúımos dois modelos de jogos quânticos em sistemas aber-

tos com critérios de recompensa diferenciados. Esse é um resultado interessante pois

mostra a maleabilidade de análise da Teoria de Jogos e, ao mesmo tempo, sua eficiência.

• Tomando o modelo de Fröhlich como descrição da dinâmica biof́ısica dos microtúbulos

(componentes básicos do endoesqueleto das células), e reestruturando-o no formato de

129



JQ, explicitamos os parâmetros f́ısicos na relação sistema-ambiente. Assim, calculamos

os valores de temperatura e frequência que garantem a estabilidade f́ısica e menor perda

de informação nos microtúbulos. Confrontando esses valores com uma análise das taxas

de amortecimento de amplitude e de descoerência do sistema principal, mostramos que

os pontos de equiĺıbrio podem corresponder aos melhores regimes de sustentação da

energia e coerência quântica. Esse resultado é fundamental para a consolidação e

elaboração de modelos que descrevem um processamento de informação sub-neuronal

através dos microtúbulos.

• Esses modelos visam o entendimento da emergência de funções cerebrais mais funda-

mentais como a criatividade, unidade mental, noção subjetiva de tempo e a própria

consciência humana. O modelo quântico de Penrose-Hameroff é um dos de maior

destaque nessa linha. Considerando a teoria de descoerência e a aplicação da Teo-

ria de Jogos em sistemas abertos, nós propusemos uma reformulação dos principais

pontos cŕıticos do modelo de Penrose-Hameroff. Essa reformulação, apesar de ainda

bastante teórica e genérica, contém informações mais concisas e elos mais fortes com a

f́ısica vigente, tornando as hipóteses mais palpáveis. Nossa principal idéia é considerar

um esquema evolucionista dos estados quânticos nos microtúbulos. Essa dinâmica pode

ser descrita pela formulação de jogos quânticos reinterpretados no contexto Darwinista.

Deste modo, haveriam duas pressões seletivas: uma pressão inteiramente f́ısica, descrita

a partir do acoplamento do sistema principal quântico com o ambiente e outra pressão

mais abstrata, descrita pela interação da informação impressa na estrutura neurobi-

ológica do indiv́ıduo, (que geram suas ações) com o ambiente externo. A primeira pode

ser modelada a partir de nossas proposições de jogos quânticos para um sistema aberto.

A segunda merece um maior cuidado pois esta interação introduziria um elo recursivo

entre a estrutura do cérebro e o ambiente externo. Além disso, dificilmente podeŕıa-se
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negligenciar a relação entre a primeira seleção e a segunda já que a segunda muda as

condições f́ısicas do ambiente seletivo (no primeiro processo) e vice-versa. Assim, a

ação do ind́ıviduo é influenciada por certos estados quânticos, que são selecionados por

uma pressão seletiva f́ısica, essa pressão seletiva f́ısica depende da conformação estru-

tural do cérebro que, por sua vez, é extremamente complexa e muda de acordo com a

pressão seletiva externa. Os estados quânticos no cérebro seriam sustentados por um

processo de Fröhich e o colapso ocorreria via descoerência.

Dada a extrema eficiência e simplicidade com que a Teoria de Jogos foi aplicada num

problema de dif́ıcil formulação f́ısica, houve uma abertura para novas investigações. Dentre

essas listamos algumas perspectivas de trabalhos futuros:

• Aplicar a metodologia de OQs para o Hamiltoniano completo de Fröhlich. Ou seja,

considerando todos os acoplamentos simultaneamente.

• Construir um modelo de jogo adequado para essa extensão considerando o mesmo

critério de recompensa.

• Aplicar o critério de recompensa adotado para outros sistemas abertos ou processos de

medida. Com interesse especial em sistemas aplicados à Computação Quântica.

• Analisar a validade de interpretação da aptidão, em nosso critério de recompensa, como

uma medida alternativa de entropia num sistema interfaceado com o ambiente.

• Analisar e formular com maior precisão a interpretação de jogos quânticos como um

sistema evolucionista.

• Avaliar a aplicabilidade dessa reinterpretação em sistemas biof́ısicos.
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• Formular os detalhes matemáticos da teoria quântica de processamento de informação

nos microtúbulos a partir de um critério evolutivo.

• Avaliar a possibilidade de v́ınculo entre um modelo que descreva a relação entre uma

pressão seletiva externa e uma pressão seletiva f́ısica (interna).

• Avaliar a possibilidade de aplicação da TJs como modelo descritivo dessa formulação.

A partir desse trabalho mostramos a Teoria de Jogos como uma metodologia extrema-

mente robusta e eficiente, aplicável a contextos puramente f́ısicos ou biof́ısicos. Essa aplicação

pode ser útil não somente como ferramenta, pois explicitou facilmente as regiões mais es-

táveis, mas também como modelo explicativo de certas dinâmicas existêntes em sistemas

quânticos abertos.
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Apêndice A

Cálculo do Coefiente g(m,k)

Simplificando a notação, o cálculo do coeficiente g(m, j) é iniciado pela relação

(b+ b†)m|0〉 =
N−1∑
j=0

g(m, j)|j〉, (A.1)

onde |0〉 representa o ground state do sistema e N representa o tamanho do espaço. Essa

relação de recorrência aparece devido a não-comutatividade entre b e b†, isto é [b, b†] = 1.

Como cada sistema possui dimensão finita, valem os limites de atuação dos operadores:

b|j〉 =

{
|j − 1〉 , se j > 0

0 , se j ≤ 0
e b†|j〉 =

{
|j + 1〉 , se j < N − 1

0 , se j ≥ N − 1
(A.2)

Aplicando indutivamente (A.1), teremos:

(b+ b†)m+1|0〉 = (b+ b†)
(∑N−1

j=0 g(m, j)|j〉
)

= (b+ b†)
(
g(m, 0)|0〉+

∑N−2
j=1 g(m, j)|j〉+ g(m,N − 1)|N − 1〉

)
= g(m, 0)|1〉+

∑N−2
j=1 (g(m, j)|j + 1〉+ g(m, j)|j − 1〉) + g(m,N − 1)|N − 2〉

= g(m, 0)|1〉+
∑N−1

j=2 g(m, j − 1)|j〉+
∑N−3

j=0 g(m, j + 1)|j〉+ g(m,N − 1)|N − 2〉.

(A.3)

De (A.1), tem-se:

(b+ b†)m+1|0〉 =
N−1∑
j=0

g(m+ 1, j)|j〉. (A.4)
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Logo, ∑N−1
j=0 g(m+ 1, j)|j〉 = g(m, 0)|0〉+ (g(m, 0) + g(m, 2)) |1〉+

+
∑N−3

j=2 (g(m, j − 1) + g(m, j + 1)) |j〉+

(g(m,N − 3) + g(m,N − 1)) |N − 2〉+ g(m,N − 2)|N − 1〉.

(A.5)

Gerando, portanto, as relações de recorrência:

g(m+ 1, 0) = g(m, 1)

g(m+ 1, j) = g(m, j − 1) + g(m, j + 1), para 1 ≤ j ≤ N − 2

g(m+ 1, N − 1) = g(m,N − 2)

, (A.6)

onde, dos limites (A.2), tiramos as condições iniciais:

g(0, 0) = 1, g(1, 0) = 0. (A.7)

A expressão principal do sistema (A.6) é uma equação diferencial em duas variáveis (ou

ı́ndices) cuja solução pode ser verificada em [128]. Porém, para o sistema particular de dois

ńıveis, (N = 2 com j = 0, 1.), podemos utilizar diretamente (A.6) e (A.7) para calcularmos

os coeficientes. Assim, com N = 2, (A.1) temos

(b+ b†)m|0〉 = g(m, 0)|0〉+ g(m, 1)|1〉. (A.8)

Portanto, teremos o sistema 
g(m+ 1, 0) = g(m, 1)

g(m+ 1, 1) = g(m, 0)

. (A.9)

Fazendo m = 0, 1, ...∞ e aplicando (A.7) obtem-se que

g(m, 0) =

{
1 , se m par

0 , se m ı́mpar
e g(m, 1) =

{
0 , se m par

1 , se m ı́mpar
. (A.10)

Logo, a aplicação de (b+ b†)m faz o sistema oscilar entre os ńıveis |0〉 e |1〉.
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Apêndice B

O Problema Cérebro-Mente

Nas últimas décadas a Neurociência ganhou um grande impulso com a descrição de várias

funções cerebrais importantes. Muitas dessas funções eram antes totalmente desconhecidas

e muitas ditas imposśıveis de descrição cient́ıfica1. Nessa crescente corrente de estudos das

relações cérebro-mente uma inevitável conseqüência é nos perguntar sobre as bases, biológicas

e f́ısicas, da consciência humana (e de outras funções de mais alto ńıvel como a sensação

subjetiva do tempo, unidade mental, criatividade e livre arb́ıtrio). A consciência é sem

dúvida um dos maiores mistérios para a ciência e até então vem sendo deixada apenas para

a filosofia. Entretanto, entre os avanços e as lacunas deixadas pela neurociência, muitos

pesquisadores apostam que já somos capazes de ao menos apontar as bases cient́ıficas desse

problema. Dentro dessa “nova” linha investigativa da ciência podemos dividir basicamente 3

grandes grupos de pesquisadores:

1. Os que acreditam que todas as funções mentais são dadas por relações (neuro) bioló-

gicas onde é apenas uma questão de tempo descrevê-las.

1.1. Dentro desse grupo existem os que acreditam que as relações (neuro) bioló-

gicas são as únicas responsáveis pela existência da mente humana. Assim, somente o cérebro

1A associação de certas áreas do córtex com o comportamento humano, ou distúrbios pśıquicos com
fenômenos (neuro) bioqúımicos como depressão, ansiedade, alucinação... são alguns exemplos.
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humano, da forma como é concebido, é capaz de “processar” todas as funções mentais.

1.2. E existem os que acreditam que as relações (neuro) biológicas são apenas

um meio que a natureza encontrou para“processar”a mente humana. Portanto, seria posśıvel

a reprodução dessas propriedades mentais em meios artificiais, como computadores.

2. Os que acreditam que somente uma descrição (neuro) biológica não é suficiente para a

explicação de todas funções mentais (principalmente as de alto ńıvel). Portanto, a introdução

de relações puramente f́ısicas teriam um papel fundamental nessa descrição cérebro-mente.

Esse grupo não nega as relações (neuro) biológicas mas as considera insuficientes para uma

descrição completa.

2.1. Novamente, existem os que acreditam que esse é o único caminho para a

descrição das funções cérebro-mentais. Sendo totalmente imposśıvel a reprodução artificial

e manifestação de todos os aspectos da mente humana2.

2.2. E aqueles que acreditam que, compreendendo todas as relações f́ısicas e

biológicas do sistema cérebro-mente, será posśıvel a reprodução artificial de todas as funções

mentais humana.

3. Por fim, existem aqueles que acreditam que as propriedades de alto ńıvel da mente

humana jamais serão descritas de maneira cient́ıfica.

3.1. Dentro desse grupo exsitem aqueles que acreditam que é necessária uma

reformulação da própria metodologia cient́ıfica para a descrição completa do problema, prin-

cipalmente para a conciência humana3.

3.2. E existem aqueles que acreditam que nem a ciência, nem nenhuma outra

metodologia criada pela mente humana, será capaz de descrever todos os aspectos da mente

2Alguns acreditam ser posśıvel a reprodução artificial das propriedades mentais mas essa reprodução
(simulação das relações f́ısico-biológicas do cérebro) jamais conseguiriam manifestar as funções mentais de
alto ńıvel.

3Alega-se basicamente que, sendo a ciência uma metodologia que descreve relações objetivas (objetos) e
a conciência, por definição, uma manifestação de relações subjetivas (sujeito), a ciência não teria meios de
atacar o problema.
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humana.

Algumas considerações mais fundamentais alicerçam as perspectivas apresentadas acima.

A primeira delas é o realismo. Essa é uma vertente filosófica que considera a existência

de todo e qualquer processo na natureza como um processo objetivo. Isto é, a natureza,

ou a realidade, existe independente da existência de um observador. Essa é uma vertente

básica da pesquisa cient́ıfica mas que se obscurece quando se lida com fênomenos e relações

subjetivas (como as da mente humana), e relações subjetivas-objetivas (como um processo de

percepção da natureza e a consciência). A segunda é o reducionismo. Nessa vertente existe

um apelo de que os processos mentais possam ser reduzidos a processos f́ısicos e/ou biológicos

e processos biológicos reduzidos a processos f́ısicos. Claramente nenhuma dessas vertentes é

necessariamente verdadeira. Mas o esclarecimento das mesmas impõem restrições necessárias

em qualquer processo de investigação e teorização que considere aspectos fundamentais da

natureza.

B.1 Modelo Quântico Cerebral de Penrose e Hameroff

Uma grande linha do grupo 2 é, sem dúvida alguma, dada pela proposta de Roger Penrose.

Penrose diz que a consciência humana jamais seria simulável num computador [47]. A idéia

básica de Penrose se apóia no fato de que todo computador, por definição, leva um conjunto de

informações iniciais num conjunto de informações finais segundo o critério proposto por Alan

Turing, chamado Máquina de Turing [82-84,129-130]. Usando o teorema da incompleteza de

Kurt Gödel [47-48,123-126], ele “demonstra” (ou argumenta) que se assumirmos que a mente

humana possa ser representada por algum algoritmo então ou o teorema de Gödel está errado

ou a mente humana não é Turing computável [129].

Como não se espera que o teorema de Gödel esteja errado, se seu “argumento” estiver
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correto, assume-se que a mente humana não é Turing computável. Para descrever essa não

computabilidade mental, Penrose reinvindica que existem fenômenos quânticos no cérebro.

Esses fenômenos quânticos seriam fundamentais para a produção de certas funções mentais,

como a própria conciência humana.

Para Penrose, esse aspecto não-computável é uma propriedade inerente de sistemas quân-

ticos mas que ainda pende por uma teoria que explique essa propriedade. Em linhas gerais,

para Penrose o colapso da função de onda ocorre naturalmente na natureza, não por causa da

descoerência (nem por qualquer outra interpretação) mas sim por ação gravitacional sobre

esses estados. Para ele, mesmo um sistema quântico isolado irá colapsar devido a atuação

gravitacional. A medida que cresce a superposição dos estados quânticos, num certo sistema

f́ısico, cresce também a distribuição de massa-energia associada a esses estados. O aumento

da superposição entre os estados acentua a diferença de massa-energia desses estados que co-

existem. Por outro lado, de acordo com a Teoria da Relatividade Geral (TRG) de Einstein,

a métrica do espaço-tempo é determinada pela distribuição de massa-energia dos corpos.

Desse modo, com a superposição, a métrica associada a cada estado quântico, de cada ob-

jeto, começa a se tornar diferente, isto é, duas curvaturas para um mesmo corpo. Mas, das

regras da TRG, o espaço-tempo exige a localidade dos objetos portanto, a gravidade impõe

um limiar de tempo de superposição forçando ao calapso dos estados. Esse efeito gravitaci-

onal é chamado por Penrose de Redução Objetiva (Objective Reduction - “OR”) [116]. Esse

colapso quântico gravitacional seria um fenômeno não Turing computável.

Penrose então, juntamente com Stuart Hameroff, situa esse efeito quântico numa região

sub-neuronal do cérebro humano conhecida como microtúbulos, mais especificamente nas

tubulinas [48].
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B.1.1 Redução Objetiva Orquestrada como Computação Quântica

O modelo de Penrose-Hameroff propõe que existe uma mudança de carga eletônica entre

a tubulina α e a tubulina β. Essa mudança de carga eletrônica se daria pelo salto de um

elétron de uma tubulina para outra. Penrose e Hameroff reinvindicam haver a possibilidade

de sustentação do estado superposto do elétron, entre uma tubulina e outra, por um tempo

suficiente para colocar a tubulina numa configuração superposta “α + β”. Essa superposição

seria a chave de uma “computação quântica” num ńıvel sub-neuronal. Deste modo, cada

heterodimer (par α-β) representaria um qubit onde, por exemplo, o estado de conformação

α representaria o qubit |0〉 e o estado de conformação β representaria o qubit |1〉, e a super-

posição eletrônica “α + β” representaria o estado quântico a|0〉+b|1〉 (figura B.1). O colapso

dos estados superpostos ocorreria pela redução objetiva (OR).

Figura B.1: Representação da caracteŕıstica quântica e binária das tubulinas nas paredes
dos microtúbulos neuronais (www.consciousness.arizona.edu/˜hameroff).

Desta forma, usando a estrutura dos microtúbulos, R. Penrose e S. Hameroff postulam
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que funções mentais de alto ńıvel, como a própria consciência humana, emergiriam a par-

tir desse processo quântico-computacional no cérebro. Enquanto a superposição coerente

dos estados se expandem, existe uma computação quântica através das tubulinas, que fun-

cionam como automatos celulares nas paredes dos microtúbulos. Neste estágio existe ainda

uma propagação de informação por guias de onda dentro dos microtúbulos dos neurônios.

Nesta parte do ciclo em que a superposição dos estados é mantida, existe um estado de

pré-consciência no indiv́ıduo. Haveria então um ciclo de crescimento, sustentação e colapso.

No instante do colapso, segudo R. Penrose e S. Hameroff, haveria a emergência da cosciência

pela OR, figura B.2.

Figura B.2: Esquematização gráfica do peŕıdo de sustentação da coerência quân-
tica nos microtúbulos até o colapso da função de onda devido ao efeito gravitacional
(www.consciousness. arizona.edu/˜hameroff)

Todos esses ciclos ocorreriam de maneira coordenada, ou orquestrada, ao longo das pare-

des dos microtúbulos. Devido a este orquestramento, principalmente no colapso dos estados

quânticos, Penrose e Hameroff chamaram esse efeito de“redução objetiva orquestrada”(objective

orchestred reduction: orch OR).
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[27] Fröhlich, H., “The Extraordinary Dielectric Properties of Biological Materials and the

142



Action of Enzymes”, Proc. Nat. Acad. Sci., USA, 11, 4211-42 (1975).
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interactions with endogenous d.c. and a.c. fields in living cells”, Bioelectrochem. Bioenerg.

41, 53, (1996).

[76] Brown, J. A. and Tuszynski, J. A., “Dipole interactions in axonal microtubules as a

mechanism of signal propagation”, Phys. Rev. E 56, 5834, (1997).

[77] Trpsova, B. and Tuszynski, J. A., “Possible link between guanosine 5|IH triphosphate

hydrolysis and solitary waves in microtubules ”, Phys. Rev. E 55, 3288, (1997).
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