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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ omo parte dos requisitosneessários para a obtenção do grau de Doutor em Ciênias (D.S.)CONSTRUÇ�O DE ALGORITMOS REVERSÍVEIS E QUÂNTICOSLuis Antonio Brasil KowadaMarço/2006Orientadores: Celina Miraglia Herrera de FigueiredoRenato Portugal (LNCC)Programa: Engenharia de Sistemas e ComputaçãoEste trabalho onsiste na proposta de algoritmos aritmétios reversíveise algoritmos quântios para problemas de otimização ombinatória. Ambosos tipos podem ser utilizados na onstrução de outros iruitos e algoritmos.Mostramos omo implementar iruitos reversíveis para operações arit-métias, tais omo multipliação e divisão de inteiros não-negativos, quepodem ser utilizados para operações quântias om ambos operandos em su-perposição. Em partiular, são propostas versões reversíveis do algoritmo demultipliação Karatsuba [18℄, om proedimento de limpeza de lixo reursivo.Propomos um algoritmo quântio, denominado Medida-Linear, para en-ontrar um valor ótimo em uma lista não-ordenada. Para uma lista om
N elementos, são feitas 8, 27

√
N hamadas do oráulo, a �m de obter pelomenos 50% de hane de suesso. O algoritmo quântio mais e�iente queexiste atualmente, DH96 [12℄, realiza a mesma tarefa om 22, 5

√
N hama-das do oráulo. Além do mais, o nosso algoritmo Medida-Linear neessitade Θ(n) medições em ontraposição às Θ(n2) medições do DH96, onde n é aquantidade de bits neessária para representar o tamanho da lista. Propomostambém um operador quântio que permite adaptar o DH96 [12℄ e o algo-ritmo Medida-Linear para resolver problemas de otimização ombinatória.Foram realizadas simulações omparando os algoritmos aima desritospara enontrar o menor elemento de uma lista ou retornado por uma função.A omparação foi feita prinipalmente sobre o número de onsultas à lista ea quantidade de medições realizadas. Em todas as simulações, o algoritmoMedida-Linear teve desempenho superior ao DH96, on�rmando também aanálise teória de que o algoritmo Medida-Linear neessita de uma quanti-dade linear de medições dos resultados pariais enquanto que o algoritmoDH96 neessita de uma quantidade quadrátia destas medições.v
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√
N orale alls for �nding the smallest (or largest) value with 50%suess in an unsorted list with N elements. The DH96 algorithm [12℄ isnowadays the most e�ient quantum algorithm for solving this problem. Itneeds 22.5
√
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Capítulo 1
Introdução

Segundo a lei de Moore, hipótese formulada na déada de 60 por GordonMoore, fundador da empresa Intel, a ada 18 meses a apaidade de proes-samento dobra e o tamanho neessário para a representação de um bit sereduz pela metade. Em 1950, por exemplo, eram neessários 1019 átomospara representar um únio bit de informação [35℄. Até agora, esta estimativatem se omprovado na prátia. Se ontinuar neste ritmo, em 2045, ada bitserá representado por um únio átomo. Nesta esala, os efeitos quântios nãopodem ser desprezados e, portanto, propriedades da omputação onvenio-nal, omo a possibilidade de ópia de dados, não são válidas. Já atualmente,os efeitos quântios não são desprezíveis [34, ap. 1℄.Em paralelo a este desenvolvimento tenológio, o modelo de Computa-ção Quântia tem se mostrado mais forte do que os modelos lássios, pois,resolve todos problemas omputáveis, om a mesma ordem de omplexidadede tempo que um omputador lássio, ou menor. Por exemplo, em rela-ção ao problema da fatoração de um número inteiro, até o momento, não seonhee algoritmo lássio para resolvê-lo em tempo polinomial, mas existealgoritmo quântio polinomial para isso [40℄. Detalhes deste algoritmo po-dem ser vistos em [25, 36℄, entre outros. No apítulo 2, são mostrados osmodelos de omputação lássio e quântio, dando um destaque ao modelo1



reversível que pode ser tanto lássio quanto quântio.Apesar de haver um grande interesse da omunidade ientí�a a respeitoda Computação Quântia [5℄, têm havido pouos progressos no desenvolvi-mento de novos algoritmos [41, 42℄.Qualquer problema que possa ser resolvido em um omputador lássio,pode ser resolvido em um omputador quântio om a mesma ordem deomplexidade de tempo, onforme será omentado no apítulo 2. Mas aonversão de algoritmos lássios para quântios não é muito simples, omopode ser observado na prátia pela existênia de pouos algoritmos quântios.Além do mais, omo será visto adiante, a onversão direta nem sempre produzo melhor algoritmo.Neste trabalho, propomos alguns algoritmos tanto reversíveis lássiosomo quântios. No apítulo 3, apresentamos alguns algoritmos para opera-ções aritmétias om inteiros não negativos, e propomos implementações re-versíveis dos algoritmos lássios para multipliação e divisão. Há algumaspropostas para um problema similar, multipliação modular de números in-teiros, que possuem Θ(n2) portas lógias [46℄, mas que não permitem a super-posição de estados quântios em ambos operandos, onforme será expliadoposteriormente.A multipliação é uma operação fundamental em diversos algoritmos,por isso a neessidade de algoritmos e�ientes. A omplexidade de tempodo algoritmo omumente usado nos omputadores onvenionais para estaoperação é Θ(n2), onde n é tamanho de ada operando. Há um algoritmo,hamado Karatsuba [18℄, que possui omplexidade de tempo Θ(nlog2 3), sendomais e�iente que o algoritmo onvenional para multipliar grandes núme-ros. Este algoritmo é utilizado em sistemas de omputação algébria [15, ap.8℄. Apresentamos uma implementação reversível do algoritmo de multipli-ação Karatsuba que pode ser utilizada em um omputador quântio ou emum omputador lássio reversível. O algoritmo Karatsuba reversível, que2



estamos propondo, foi submetido para publiação no Journal of UniversalComputer Siene [23℄.Além das operações aritmétias, outro problema tratado é o da busa domenor elemento dentro de um onjunto (apítulo 4). Dada uma lista não-ordenada om N elementos, existe um algoritmo quântio, DH96 [12℄, queretorna o menor valor desta lista, om pelo menos 50% de hane de suesso,após 22, 5
√
N onsultas à lista e Θ(log2N) medições intermediárias. Nestetrabalho, propomos um novo oráulo, hamado Oráulo Desigualdade, quepermite adaptar este algoritmo para que possa ser utilizado também pararesolver problemas de otimização ombinatória. A omplexidade tanto detempo quanto de espaço deste oráulo está relaionada om a omplexidadeda função erti�adora de ada problema espeí�o, ou seja, da função queretorna a solução relaionada a uma determinada entrada. Alterando tam-bém um parâmetro do algoritmo DH96 original, a omplexidade de tempo daversão de otimização ombinatória é 11, 48

√
N exeuções do Oráulo Desi-gualdade, para obter uma solução orreta em pelo menos metade das exeu-ções. Desenvolvemos um outro algoritmo, hamado de Medida-Linear, paraenontrar o menor elemento de uma lista ou resolver problemas de otimiza-ção ombinatória, om a mesma hane de suesso do que o algoritmo DH96,após 8, 27

√
N iterações do oráulo, fazendo apenas O(log2N) medições.No apítulo 5, são apresentadas simulações omparando os algoritmosMedida-Linear na busa do menor elemento em listas geradas a partir depequenas instânias de dois problemas NP-difíeis. Também foram feitasomparações destes algoritmos para funções injetoras, que é o pior aso deambos algoritmos; om instânias de até 100 q-bits. Foram omparados onúmero de hamadas do oráulo e o número de medições realizadas até hegarao menor elemento. Para ter outro referenial na omparação, também émostrado o resultado para a simulação do algoritmo BBHT98, quando ovalor mínimo é onheido de antemão.3



Ao longo do doumento, sempre que se omitir a base do logaritmo, elarepresenta a base 2.
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Capítulo 2
Modelos de Computação
2.1 Modelos de Computação Clássia2.1.1 Máquina de TuringAlan Turing, em 1936, formulou um modelo de omputação [45℄ que �-ou onheido omo máquina de Turing. O modelo onsiste de: uma �talinear de omprimento in�nito, uma peça que se posiiona em uma deter-minada posição da �ta podendo ler e esrever nesta posição (abeçote deleitura/gravação), podendo se desloar para a esquerda ou para a direita,um onjunto de instruções para a movimentação do abeçote, e um elementoque lê as instruções e omanda o abeçote. Os possíveis valores em adaposição da �ta são zero ou um.Turing mostrou que há uma máquina, de aordo om o modelo aimadesrito, que é universal, ou seja, é apaz de simular o omportamento dequalquer outra máquina de Turing.Alonzo Churh [8℄, simultaneamente e independentemente de Turing, de-senvolveu uma hipótese de que qualquer proedimento algorítmio pode sersimulado em uma Máquina de Turing Universal. Esta tese �ou onheidaomo Tese de Churh-Turing. Posteriormente, foi demonstrado que muitos5



modelos são equivalentes à maquina de Turing em relação à apaidade deproessamento, e até o momento, não foi enontrado nenhum ontra-exemploda tese na forma que aabamos de desrevê-la. No apítulo 4, será omentadosobre uma versão mais forte desta tese.2.1.2 Ciruitos CombinaionaisUm modelo omputaional equivalente à Máquina de Turing é formadopelos iruitos ombinaionais. Um iruito lógio onsiste de portas lógiasinteronetadas (a saída de uma porta pode ser ligada à entrada de outra(s)).Cada porta lógia é uma função f : {0, 1}n → {0, 1}m de algum número �xo
n de bits de entrada para algum número �xo m de bits de saída.Um iruito lógio aílio no qual ada instânia de porta lógia é utili-zada no máximo uma vez é hamado de iruito ombinaional. Os iruitosombinaionais lássios são determinístios, ou seja, para uma determinadaentrada (seqüênia de bits) o resultado é sempre o mesmo. Considerandovalores armazenados omo fazendo parte da entrada, qualquer álulo om-putaional pode ser realizado através de iruitos ombinaionais lássios.Uma ressalva a se fazer é que existem os iruitos ombinaionais lássiosprobabilístios. Nestes, a exeução depende de uma ou mais variáveis aleató-rias, ujos valores variam aleatoriamente de aordo om alguma distribuiçãode probabilidade. Estes iruitos são determinístios, se onsideramos estasvariáveis aleatórias omo parte da entrada.As prinipais portas lógias onheidas são: NOT, AND, OR e XOR, omas respetivas representações: ¬,∧,∨ e ⊕. Todas elas possuem apenas umúnio bit de saída. A porta NOT, que também pode ser representada porum traço em ima da variável, possui apenas um bit de entrada e o inverte.As outras portas possuem dois bits de entrada. A porta AND retorna 1 se,e somente se, ambas entradas forem 1. A porta OR retorna 0, se e somente6



se, ambas entradas forem 0. A porta XOR retorna 0, se e somente, se ambasentradas forem iguais. As portas AND e OR podem ser generalizadas paramais de duas entradas. O resultado da porta AND generalizada é igual a 1se todas as entradas forem iguais a 1 e será 0 aso ontrário. E a porta ORgeneralizada retorna 0 se todos os bits que ompõe sua entrada forem iguaisa 0, aso ontrário, o resultado será 1.Há ainda duas portas espeiais: FANOUT, que possui uma únia entradae duas saídas que são ópias independentes da entrada, e CROSSOVER, quepossui duas entradas e duas saídas ujos valores são os dois bits de entradana ordem inversa. Nos iruitos irreversíveis, o FANOUT é representadopor uma bifuração na linha entre portas onseutivas. O CROSSOVER érepresentado apenas pelo ruzamento das linhas.Há uma enorme quantidade de possíveis portas lógias para um número�xo de entradas e saídas. Considerando que ada função om m bits desaídas pode ser substituída por m funções om um bit de saída, há 2m2nportas lógias diferentes om n bits de entrada e m bits de saída. Todasestas portas lógias podem ser onstruídas utilizando apenas portas AND eNOT, além das ópias. Isto também pode ser feito om outros onjuntos�nitos de portas, omo por exemplo, OR e XOR. Estes onjuntos de portas,que servem para implementar qualquer função, são hamados de onjuntosuniversais.Uma forma de desrever a função que se deseja omputar é através databela-verdade, na qual se enumeram todas as possíveis entradas e, para adauma delas, é indiado o valor da saída. Existe um proedimento geral queindia omo onstruir um iruito, a partir da tabela-verdade, usando portasAND, OR e NOT. Este proedimento onsiste em montar um iruito paraada bit de saída. A entrada deste iruito é a entrada da função. Para adalinha da tabela-verdade uja saída seja 1, oloa-se uma porta AND. Estaporta é preedida pela porta NOT em todas suas entradas ujo valor seja 0.7



As saídas de todas estas portas AND formam a entrada de uma porta ORque retorna o resultado para aquele bit e saída da função. Para n entradas,a tabela-verdade possui 2n linhas. Considerando que ada linha om umadas saídas om o valor 1 neessita de n portas AND e até n portas NOT,o proedimento padrão para onstruir o iruito a partir desta tabela podegerar um iruito exponenial, neessitando de até n2n portas AND e NOTe uma porta OR generalizada om até 2n entradas que, desmembrada emportas de duas entradas, é formada por 2n portas OR.Para mostrar omo a onstrução, a partir da tabela-verdade, pode serrealizada para um exemplo onreto, vejamos o aso do somador ompleto(full adder). O somador ompleto é um iruito uja �nalidade é somar trêsbits. Este iruito possui duas saídas de aordo om as ombinações dadasna tabela 2.1. entradas saídas
a b ce s cs0 0 0 0 00 0 1 1 00 1 0 1 00 1 1 0 11 0 0 1 01 0 1 0 11 1 0 0 11 1 1 1 1Tabela 2.1: Tabela-verdade para o somador ompleto. Os bits a e b se referem aosdígitos binários das entradas, ce é o bit passado pela soma dos bits anteriores, csé o bit que será passado para frente e s é o dígito binário atual do resultado dasoma. 8



Na �gura 2.1, são mostrados o iruito gerado automatiamente a partirda tabela-verdade e um iruito otimizado que exeuta a mesma função.PSfrag replaements
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. (a) (b)Figura 2.1: (a) Somador Completo onstruído a partir da tabela-verdade e (b) So-mador Completo mais otimizado. Mesmo substituindo as portas XOR por AND's,OR's e NOT's, o iruito (b) possui menos portas no total.
2.2 Ciruitos ReversíveisComo foi dito anteriormente, ada iruito pode ser assoiado a uma fun-ção f : {0, 1}n → {0, 1}m, onde n e m são as quantidades de bits neessáriospara representar a entrada e a saída, respetivamente. Se n = m e a função
f é bijetora, ela possui inversa, e onseqüentemente, existe um iruito que,para ada valor de saída y de f , produz o valor x tal que f(x) = y. Nesteaso, dizemos que o iruito é reversível. Um iruito ou uma porta lógiaque implementa uma função não inversível (não bijetora) é dito irreversível.Assim, todas as portas lógias que possuam mais bits de entrada do que desaída são irreversíveis. Isto aontee, por exemplo, om as portas AND, ORe XOR, entre outras, que transformam duas ou mais entradas em uma úniasaída. 9



Na teoria, os iruitos reversíveis podem ser implementados através deum sistema físio adiabátio, ou seja, um sistema onservativo, não há perdade alor. Na prátia, há gasto de energia, mas esta é onsideravelmente me-nor do que nos iruitos onvenionais, nos quais, omo mostrou Rolf Lan-dauer [24℄, apagar irreversivelmente um bit gasta no mínimo kT ln 2, onde
k é a onstante de Boltzmann e T é a temperatura. Por isso, os omputa-dores reversíveis podem ser eonomiamente mais interessantes do que umomputador onvenional equivalente pela eonomia de energia.Mas a prinipal importânia dos iruitos reversíveis é o fato de serembase para os iruitos quântios, que serão expliados mais adiante.2.2.1 Portas ReversíveisDas portas lássias onvenionais, desonsiderando a porta trivial (fun-ção identidade), apenas a porta NOT é reversível. Neste modelo, ela é re-presentada por X .Com alguns ajustes, portas irreversíveis podem ser transformadas emreversíveis [3, 26℄. Por exemplo, se tomarmos a porta XOR, inluindo nasaída, o valor de um dos bits de entrada, tem-se:

f : {0, 1}2 → {0, 1}2

(x1, x2) 7→ (x1, x1 ⊕ x2).
(2.1)Teoriamente, poderíamos montar uma porta XOR reversível, utilizandouma porta XOR padrão e opiando um dos bits. Mas para o iruito ser real-mente reversível, ele deve utilizar apenas portas reversíveis e omo aabamosde dizer, o XOR padrão não é reversível. Além do mais, também não se podeopiar o bit usando o FANOUT, pois esta porta também não é reversível.Para difereniar o modelo que permite o uso de portas irreversíveis domodelo que não o permite, denominamos o primeiro omo iruitos onven-ionais e o segundo omo iruitos reversíveis.10



Toda porta lógia onvenional pode ser implementada reversivelmenteusando uma quantidade onstante de portas reversíveis e alguns bits extrasom valores pré-de�nidos.A versão reversível da porta XOR, de�nida pela relação 2.1, hama-seCNOT (CONTROLED NOT). Esta operação pode ser vista omo sendo umaapliação do operador NOT no segundo bit, aso o valor do primeiro seja 1.O primeiro bit permanee inalterado, enquanto o segundo bit passa a ter oresultado da operação XOR. O primeiro bit é hamado de bit de ontrole eo segundo, bit alvo (target). A representação grá�a desta porta é dada na�gura 2.2.A porta CNOT pode simular a porta FANOUT. Dado um bit a, se utili-zarmos este bit omo bit de ontrole da porta CNOT e um bit om valor 0omo alvo, ou seja, entrada: (a, 0), a saída é (a, a).Para implementar a porta AND de forma reversível, é neessário maisum bit, pois a função original não é balaneada, ou seja, não gera igualquantidade de bits 0 e 1. Isto pode ser feito utilizando a porta To�oli, ujofunionamento é dado pela relação
f : {0, 1}3 → {0, 1}3

(x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, (x1 ∧ x2)⊕ x3),
(2.2)�xando o último bit em 0. A representação usual das portas CNOT e To�olié dada na �gura 2.2.Como no aso dos iruitos onvenionais, no modelo reversível, há on-juntos universais de portas lógias, que permitem a onstrução de quaisqueroutras portas ou iruitos, onforme o lema a seguir.Proposição 1. A porta To�oli é universal para os iruitos reversíveis lás-sios.Demonstração. Considerando que a porta To�oli de 3 bits pode simular aporta AND, onforme a relação (2.2), e é mais geral do que a porta CNOT,11
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c c⊕ (a ∧ b)To�oliFigura 2.2: Representação usual das portas CNOT e To�oli. Os bits superioressão de ontrole e o bit inferior é o alvo.que simula as portas NOT e FANOUT, podemos a�rmar que a porta To�olide 3 bits é universal, pelo fato de que as portas AND, NOT e FANOUTformam um onjunto universal no modelo onvenional. Por outro lado, omoa porta To�oli pode ser simulada por um número onstante de portas AND,NOT e FANOUT, podemos a�rmar que ambos os modelos são equivalentesem termos de apaidade omputaional.Outra forma de mostrar que a porta To�oli é universal para o modeloreversível é através da teoria de grupo de permutações [37℄. Considere umaporta reversível genéria de n bits. Há 2n possíveis entradas que estão noonjunto {0, ..., 2n−1} na notação deimal. A saída (imagem da função re-versível orrespondente) é uma permutação deste onjunto. Qualquer portareversível de n bits pode ser representada por uma permutação em Sn, onde
Sn é o grupo Simétrio de permutações de n elementos. A reíproa tambémé verdadeira, ou seja, qualquer permutação em Sn orresponde a uma portareversível. A primeira parte da demonstração é a onstrução de uma portaTo�oli generalizada utilizando a porta To�oli usual de 3 bits, introduzindoum espaço adiional. A onstrução da porta To�oli de 4 bits a partir da portade 3 bits pode ser feita onforme �gura 2.3. Além dos três bits de ontrole
a, b e c e do bit alvo d, nesta onstrução, foi utilizado um bit auxiliar om ovalor iniial zero que armazena o valor intermediário a∧ b, devido à primeira12
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d⊕ (a ∧ b ∧ c)Figura 2.3: Construção da porta To�oli de 4 bits (3 de ontrole e um alvo).porta To�oli de 3 bits. A segunda porta faz om que o último bit tenha oresultado d ⊕ (a ∧ b ∧ c). A tereira porta é apenas para limpar o onteúdodo bit auxiliar.Da mesma forma omo foi onstruída a porta To�oli de 4 bits a partirda porta de 3 bits, é possível onstruir uma porta To�oli de n bits a partirde portas de n − 1 bits. A onstrução desta porta é uma generalização dadesrição da �gura 2.3, onforme pode ser observado na �gura 2.4.
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an ⊕ (a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an−1)Figura 2.4: Construção da porta To�oli generalizada de n bits a partir da To�olide n− 1 bits.Cada To�oli generalizada de n bits pode ser montada om 2 portas To�olide n − 1 bits e mais uma porta To�oli de 3 bits. A quantidade de portasTo�oli de 3 bits utilizadas neste iruito é de�nida pela seguinte relação dereorrênia:
T (n) =







1, se n = 3

2T (n− 1) + 1, se n > 3.Isto signi�a que a quantidade de portas To�oli utilizadas é exponenial:13



T (n) = 2n−2 − 1. Este proedimento neessita de apenas um bit extra, poisem ada vez que há neessidade de utilizar o bit, pode-se utilizar o bit extrautilizado anteriormente, pois ele está om o valor zero.Felizmente, a onstrução da porta To�oli generalizada pode ser feita omomplexidade linear, onforme é mostrado na �gura 2.5. Pela �gura, pode-PSfrag replaements
a1a1

a2a2

a3a3

an

an−1an−1

an−2an−2

...... 0

0

0

0

0

0

0

0
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n− 3 bits extras para montar uma porta To�oli generalizada de n bits.Usando portas X, que podem ser simuladas por portas To�oli, é possívelonstruir uma porta To�oli generalizada ujos bits de ontrole são ativadospor 0 em vez de 1, onforme mostrado na �gura 2.6, lembrando que a portaX é a versão reversível da porta NOT. De posse desta nova porta, é possíveltranspor duas adeias de n bits que diferem em apenas um bit. Isto pode serfeito oloando portas X antes e depois da porta To�oli generalizada e usandoomo bit alvo, o bit que difere em ambas adeias. Por exemplo, suponha queestejamos trabalhando om 4 bits, e queremos transpor as adeias 0110 e0111, ou seja, 6 e 7 em notação deimal. Isto signi�a que a saída do iruito14



PSfrag replaements XX XX
Figura 2.6: Porta To�oli ontrolada negativamente, ou seja, por 0's em vez de 1's.Também neste aso, os bits de ontrole mantém seus valores originais.desejado é

f(x) =



















x, se x /∈ {6, 7}
6, se x = 7

7, se x = 6.Este iruito onsiste em uma porta To�oli de 4 bits om o segundo e tereirobits preedidos e suedidos por uma porta X ontrolando o quarto bit, oque equivale a dizer que é uma porta To�oli ontrolada positivamente peloprimeiro bit e negativamente pelos segundo e tereiro bits.A transposição de duas adeias de n bits, que diferem em s bits podeser feita através de s transposições que permutam adeias que diferem emapenas um bit. Toda permutação é um produto de transposições, logo todafunção inversível sobre n bits é um produto de portas To�oli de 3 bits eportas X.Se as portas AND, NOT e FANOUT podem ser simuladas pela portaTo�oli no modelo reversível, om erteza a porta OR também pode. Seja
c = a∨b o resultado da operação OR entre a e b. Pelas propriedades de lógiabooleana tem-se que c = c, onde c̄ signi�a NOT c. Isto signi�a que c =

a ∨ b. Pela lei de De Morgan, c = a ∧ b. Esta expressão é equivalente a c =

1⊕(a∧b). Isto implia em que a porta irreversível OR pode ser implementadano modelo reversível, utilizando também a porta To�oli, oloando uma portaX em ada bit de ontrole, antes e depois da To�oli, e �xando o bit alvoiniialmente em 1. 15



Na �gura 2.7, é mostrado o iruito reversível equivalente ao iruito da�gura 2.1, através da substituição direta das portas AND e OR por To�olise das portas XOR e Fanout por CNOTs.
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Figura 2.8: Somador Completo Reversível Otimizadobits
a b ce 0
a b ce a ∧ b

a a⊕ b ce a ∧ b

a a⊕ b ce a ∧ b⊕ (ce ∧ (a⊕ b))

a a⊕ b s ≡ a⊕ b⊕ ce cs ≡ (a ∧ b)⊕ (a ∧ ce)⊕ (b ∧ ce)

a b s ≡ a⊕ b⊕ ce cs ≡ (a ∧ b)⊕ (a ∧ ce)⊕ (b ∧ ce)Tabela 2.2: Evolução dos bits do somador desrito na �gura 2.8dos bits de entrada e saída, utilizando o proedimento desrito na seção 6.1.3de [37℄. Mas este proedimento pode levar a um aumento onsiderável deportas adiionais, podendo ser neessárias Θ(2n) portas [39℄. Por todas estasonsiderações, a onstrução de iruitos reversíveis e�ientes é uma arte.2.2.2 Análise de omplexidadeA análise do uso de reursos (omplexidade de tempo e espaço) para osiruitos reversíveis pode ser feita de forma similar ao modelo onvenional.A omplexidade de tempo pode ser dada pelo número de passos neessáriospara a exeução ompleta do iruito. Por simpliidade, onsidera-se queada porta elementar é exeutada em um únio passo e não há intervalo detempo entre o �m da exeução de uma porta e o iníio da seguinte. Portas17



apliadas a bits distintos podem ser exeutadas em paralelo. Desta forma,a omplexidade de tempo pode ser mensurada pela maior seqüênia de por-tas que envolvem um mesmo bit [37, ap. 6℄. Esta medida é hamada deprofundidade (depth), enquanto a quantidade total de portas é hamada detamanho do iruito (size).A omplexidade de espaço é mais simples de se avaliar do que no modeloonvenional, pois a quantidade de bits permanee onstante durante todo oproedimento, visto que o número de bits de saída em ada porta reversívelé igual ao número de bits de entrada nesta porta.Suponha que tenhamos um iruito onvenional utilizando apenas por-tas AND, OR e NOT, lembrando que todo iruito onvenional pode seronstruído desta forma. Como foi visto antes, a porta NOT é reversível e asportas AND e OR podem ser substituídas por To�olis. Mas ada substitui-ção desta neessita de um bit extra, que iniialmente possui um valor �xoe depois guarda o resultado da operação (no aso AND e OR). Como adaporta onvenional pode ser substituída por um número onstante de portasreversíveis, a ordem de omplexidade de portas do iruito reversível seráa mesma do iruito onvenional equivalente, multipliado por uma ons-tante. Mas em relação ao espaço, omo ada substituição de portas podeneessitar de um bit extra, a omplexidade de espaço pode hegar a ser damesma ordem de grandeza da omplexidade de tempo, aso estes bits extrasnão sejam reaproveitados.2.2.3 Limpeza do lixoNo modelo reversível, devido ao fato de não ser possível desartar o valorde um bit, não é tão simples, omo no modelo onvenional, atribuir um novovalor para um bit desonsiderando o valor anterior.Charles Bennett em 1973 [3℄, prop�s um proedimento genério reversível18
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Θ(T ) e espaço Θ(T + S), onde Θ(T ) e Θ(S) são as omplexidades de tempoe de espaço respetivamente do iruito onvenional. Então, um iruitoonvenional que tivesse omplexidade de tempo exponenial e de espaçopolinomial, no aso reversível teria a mesma omplexidade de tempo, masseu espaço seria exponenial.Bennett, em 1989 [4℄, prop�s então o uso deste método em etapas interme-diárias do iruito, e assim, onseguiria uma omplexidade de tempo O(T 1+ǫ)e de espaço O(S log T ), dado um ǫ > 0. Levine e Sherman [27℄ mostraram,no ano seguinte, que há um fator esondido na ordem de omplexidade deespaço, da forma ǫ21/ǫ, que diverge quando ǫ se aproxima de 0. Usandoequações de reorrênia, eles provaram que o novo método do Bennett possuiomplexidade de tempo Θ(T 1+ǫ/Sǫ) e de espaço Θ(S(1 + log T/S)).O segundo método do Bennett, que ele hama de jogo dos seixos, funionada seguinte forma: divide-se o iruito em m bloos de omprimento S. Se19



forem exeutados n bloos onseutivos do algoritmo, então o espaço usadoé O(nS). Se em seguida forem opiados os bits, om o resultado parial, eexeutados os mesmos passos para trás, os bits extras estarão zerados paraserem usados nos nS passos seguintes do iruito. Repetindo este proedi-mento de exeutar alguns passos para frente, opiar o resultado parial eexeutar alguns passos para trás, é possível ir mantendo o espaço extra emum determinado tamanho. O maior problema é a neessidade de guardar ovalor dos bits extras e do resultado da saída do bloo anterior para exeutarna ordem direta o bloo seguinte do iruito, e guardar os valores de saídade ada bloo para exeutá-lo de forma reversa. Alguns bloos de referêniadevem ser mantidos para proeder os passos reversos para eliminação dosvalores indesejáveis. Depois de exeutar outro onjunto de bloos, para re-mover o lixo do último bloo de referênia, é neessário reexeutar o iruitodesde o iníio até aquele ponto. Li, Tromp e Vitányi, em [28℄, de�nem ojogo dos seixos da seguinte forma: seja G uma lista linear de nós rotuladosde 1 a TG. Há um únio jogador, que possui n peças iguais que podem seroloadas ou retiradas dos nós em G de aordo om a seguinte regra: aso onó i esteja oupado om uma peça, se o nó seguinte está livre, então pode-seoloar uma peça neste nó, aso ontrário pode-se tirar a peça deste nó. Ouseja, pode-se tirar ou oloar peças, apenas se o nó anterior estiver om outrapeça. O objetivo é oloar uma peça no último nó, om o menor número demovimentos. Para omeçar o jogo, assume-se que sempre se pode oloaruma peça no primeiro nó. A relação do jogo om a limpeza de lixo é feitada seguinte forma: dado um proedimento irreversível om T passos, estespassos são divididos em segmentos iguais de TG passos. Para todos os efei-tos, podem ser onsiderados apenas os passos irreversíveis. A porta NOT,por exemplo, não produz lixo, assim omo outras portas, em que a saída éarmazenada no lugar de alguma entrada. Cada peça é uma unidade de me-mória. Como temos n peças, podem ser gastas até n unidades de memória.20



A peça no i-ésimo nó guarda o resultado do i-ésimo passo deste treho doprograma. Coloar uma peça em um determinado nó signi�a exeutar, naordem direta, este passo. Retirar uma peça signi�a exeutar este passo nosentido reverso. Tanto para exeutar um passo no sentido direto omo noreverso, é neessário ter o resultado do passo anterior, por isso a exigêniade haver uma peça na asa anterior.2.3 Ciruitos Quântios2.3.1 Bits QuântiosEm um omputador lássio (iruito lássio), em ada instante de tempo,um bit ou está no estado 0 ou no estado 1. Já em um iruito quântio, oestado de ada bit é uma superposição dos estados 0 (denotado por |0〉) e 1(denotado por |1〉). Do ponto de vista matemátio, um bit quântio, tambémhamado de q-bit, é um vetor normalizado (módulo unitário) de um espaçovetorial bidimensional sobre os omplexos (espaço de Hilbert), no qual osestados os estados |0〉 e |1〉 formam uma base ortonormal, hamada de baseomputaional. Logo, o q-bit pode ser esrito omo uma ombinação lineardestes estados: |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, onde α, β ∈ C. Se α, β 6= 0, então diz-seque o estado |ψ〉 é uma superposição dos estados lássios 0 e 1.O par ordenado (α, β) de�ne o estado de um q-bit, normalmente repre-sentado na forma matriial:
|ψ〉 =





α

β



 =





1

0



α +





0

1



 βSe α e β forem reais, o q-bit pode ser representado em um írulo trigono-métrio, onforme a �gura 2.10. No aso geral, o q-bit pode ser representadoem uma esfera de raio unitário, hamada esfera de Bloh [34, seção 1.2℄.A medição do estado de um q-bit equivale a uma projeção do mesmo21
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Figura 2.10: Representação do q-bit om oe�ientes reaisem um dos elementos da base. Por isso, apesar de o q-bit poder estar numasuperposição de estados lássios, ao ser observado, ele passa a ter um estadolássio. |α|2 e |β|2 são as probabilidades de serem medidos os valores 0 e 1respetivamente. Por isso, de erta forma, pode se dizer que a entrada e asaída de um omputador quântio são lássias.Múltiplos q-bitsO estado formado pelo onjunto de vários q-bits não é de�nido apenas pelaonatenação dos estados individuais de ada um deles, omo aontee emum sistema lássio, mas sim pelo produto tensorial ou produto de Kronekerdestes estados (uja notação é ⊗). A de�nição e propriedades do produtotensorial podem ser enontradas em alguns livros de Álgebra Linear ou outrostextos que expliam as operações em espaços vetoriais omo [34℄. A dimensãodo espaço vetorial que ontém um estado formado por n q-bits é 2n.Os estados |0〉 ⊗ |0〉, |0〉 ⊗ |1〉,|1〉 ⊗ |0〉 e |1〉 ⊗ |1〉 podem ser esritosomo |00〉, |01〉, |10〉 e |11〉 ou também na forma deimal: |0〉, |1〉, |2〉 e
|3〉. Algumas vezes será indiado expliitamente a quantidade de q-bits queompõe um estado, isto será feito através de um índie após a representaçãodo estado. Por exemplo, o estado |1〉 ⊗ |1〉 ⊗ |0〉 = |6〉3.A seguir, é mostrado o estado do sistema formado por dois q-bits |ψ1〉 =
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= α1α2|0〉+ α1β2|1〉+ β1α2|2〉+ β1β2|3〉.Pelo resultado aima, pode-se veri�ar que o estado do sistema formadopor dois q-bits é uma ombinação linear dos quatro arranjos lássios possí-veis de dois valores binários.Estes estados formam uma base ortonormal de um espaço vetorial qua-dridimensional.O estado de qualquer sistema de dois q-bits pode ser esrito então omo:
|ψ〉 = a0|0〉 + a1|1〉 + a2|2〉 + a3|3〉, onde a0 = α1α2, a1 = α1β2, a2 = β1α2 e
a3 = β1β2.O produto tensorial preserva a norma, ou seja, o vetor que de�ne o estadodo sistema possui módulo unitário (|a0|2 + |a1|2 + |a2|2 + |a3|2 = 1). Genera-lizando, um sistema om n q-bits possui um estado global |ψ〉 =

∑2n−1
i=0 ai|i〉.Cada valor ai é hamado de amplitude do estado |i〉.Para simpli�ar mais a notação, o estado |φ〉 = |ψ1〉⊗|ψ2〉 pode ser esritotambém omo |φ〉 = |ψ1〉|ψ2〉.2.3.2 Operadores QuântiosDevido aos postulados da Meânia Quântia, o únio tipo de transfor-mação possível em um sistema quântio fehado é a transformação unitária(operação linear que preserva a norma do vetor). Uma operação linear Uem um espaço de Hilbert V é dita unitária se a matriz MU assoiada a U é23



inversível e M−1
U = M †

U , onde M †
U representa a matriz transposta onjugadade MU .Como as matrizes referentes aos operadores unitários são inversíveis, istosigni�a que os operadores quântios são reversíveis. Cada operador reversí-vel lássio está assoiado a uma matriz identidade om olunas permutadas.Isto signi�a que os iruitos reversíveis lássios formam um subonjunto dosiruitos quântios.Além das portas reversíveis vistas na seção 2.2, há outras portas impor-tantes. Além da identidade

I ≡





1 0

0 1



 ,e da porta NOT, já vista,
X ≡





0 1

1 0



 ,há in�nitas portas que podem ser apliadas a um sistema formado por umúnio q-bit. Por exemplo, pode-se onstruir qualquer porta uja matriz é daforma
Uθ ≡





1 0

0 eiθ



 ,para 0 ≤ θ < 2π. Quando θ = π
4
, esta porta é hamada, por uma razãohistória, de π

8
. Isto porque

T ≡





1 0

0 ei π

4



 = ei π

8





e−i π

8 0

0 ei π

8



 .Se θ = π tem-se a porta
Z ≡





1 0

0 −1



 .A porta Z mantém a amplitude do estado |0〉 e inverte a amplitude do estado
|1〉; se |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 então Z|ψ〉 = α|0〉 − β|1〉.24



Um operador bastante importante é a porta Hadamard:
H ≡ 1√

2





1 1

1 −1



 .Com esta porta, um q-bit que estiver no estado |0〉, passa a estar no estado
1√
2
(|0〉+ |1〉) e se estiver no estado |1〉, passa a estar no estado 1√

2
(|0〉− |1〉),ou seja, em ambos asos, passa de um estado projetado para um estado emsuperposição.Ao ontrário do que aontee om os iruitos lássios, não existe umonjunto disreto de operadores quântios universal, ou seja, que implementeperfeitamente qualquer operador quântio arbitrário, visto que o onjuntode operadores unitários é ontínuo. Mas se �xarmos uma preisão para oresultado da operação (módulo da diferença entre os vetores resultantes daapliação do operador que se deseja simular e o operador onstruído a partirde um onjunto disreto de portas ao mesmo estado) é possível de�nir umonjunto disreto de operadores que seja universal.Um onjunto universal de operadores é formado pelas portas Hadamard,fase S ≡  1 0

0 i



, CNOT e pela porta π
8
. Uma demonstração da univer-salidade deste onjunto e de outros pode ser enontrada em [34, se. 4.5℄.Interessante é o fato de que no aso de iruitos reversíveis lássios, somenteé possível montar um onjunto universal, se houver alguma porta de 3 bits,enquanto que o onjunto universal para iruitos quântios, om uma deter-minada preisão, pode ser montado om uma porta de dois bits (CNOT)junto om outras portas de um únio bit.2.3.3 Paralelismo QuântioDiferentemente dos iruitos lássios, os iruitos quântios podem serexeutados om várias entradas simultâneas sem nenhuma mudança no ir-uito e nem aumento de omplexidade de tempo e de espaço.25



Dado um sistema de n bits em que todos eles estão no estado zero, tem-se |ψ0〉 = |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ . . . ⊗ |0〉. Caso sejam apliadas portas Hadamard emtodos os bits, o estado global passa a ser |ψ1〉 = H|0〉 ⊗H|0〉 ⊗ . . .⊗H|0〉 =
1√
2n

(|0〉 + |1〉) ⊗ (|0〉 + |1〉) ⊗ . . . ⊗ (|0〉 + |1〉), fazendo o produto tensorialdestes estados, tem-se que |ψ1〉 = 1√
2n

∑2n−1
i=0 |i〉. Pode se dizer que o estadoglobal do sistema passa a ser uma superposição de todos os estados possíveisda base omputaional para n bits.Seja f : {0, 1}n → {0, 1}m a função assoiada a um iruito lássio irre-versível, onde n é o tamanho da entrada e m o tamanho da saída. É possívelde�nir um iruito lássio reversível Uf : (x, y) → (x, y ⊕ f(x)). Como asportas reversíveis lássias formam um subonjunto das portas quântias, estemesmo iruito pode ser projetado para um omputador quântio, sendo que,se a entrada for lássia (estado projetado), a saída será igual a do iruitoreversível lássio. Ou seja, ∀i ∈ [0, 2n − 1], Uf |i〉|0〉 = |i〉|f(i)〉. Suponhaque tenhamos um estado |ψ〉 =

∑2n−1
i=0 αi|i〉 om αi ∈ C e ∑2n−1

i=0 |αi|2 = 1.O operador Uf apliado a este estado é igual a
Uf |ψ〉|0〉 = Uf

2n−1
∑

i=0

αi|i〉|0〉.Como Uf é um operador linear, ele pode ser apliado a ada termo do soma-tório. Logo,
Uf |ψ〉|0〉 =

2n−1
∑

i=0

αiUf |i〉|0〉.Isto signi�a que
Uf |ψ〉|0〉 =

2n−1
∑

i=0

αi|i〉|f(i)〉.Isto signi�a que exeutando apenas uma únia vez um operador, elealula o resultado para todos os estados que estão em superposição. Oproblema que surge é o fato de a saída também ser superposta. Apenas umdos estados que ompõe a base será medido no �nal, perdendo a informaçãosobre todos os outros estados. 26



Capítulo 3
Algoritmos AritmétiosReversíveis

Assim que Peter Shor riou o algoritmo quântio para fatoração de in-teiros, em 1994 [40℄, omeçaram a surgir vários projetos de iruitos para aexponeniação modular. Esta operação é o proedimento que possui maiorusto omputaional neste algoritmo. A exponeniação no algoritmo de Shornão é usada om superposição de valores na base, mas apenas no expoente;sendo assim, é su�iente para resolver o problema da fatoração, algoritmo demultipliação modular no qual um dos operandos seja �xo, omo aontee nosalgoritmos desritos em [2, 20, 46, 47℄. Mas além de outras apliações paraa omputação quântia, está resendo o interesse pela omputação rever-sível lássia prinipalmente devido à nanotenologia. Consequentemente,está surgindo a neessidade de operações aritmétias reversíveis e�ientesnão apenas omo base do algoritmo de Shor, mas para outros algoritmos quepossam neessitar que ambos operandos sejam variáveis (não �xos).As operações aritmétias básias om inteiros, omo soma, subtração,multipliação e divisão, são fundamentais para muitos algoritmos. Em geral,o usto destas operações é onsiderado unitário, pois podem ser realizadasom uma quantidade onstante de passos na maior parte das apliações. Em27



um omputador usual, estas operações estão previamente de�nidas no seuonjunto de instruções, bastando arregar os operandos para os registradores,apliar a operação padrão e devolver o resultado no registrador de saída.Mas isto é verdade apenas quando os operandos possuem tamanho pequeno,pois, se as entradas forem maiores do que o omprimento da palavra doomputador, estas operações devem ser realizadas por partes.Neste apítulo, mostramos omo implementar as prinipais operaçõesaritmétias, om inteiros não-negativos, no modelo reversível (inluindo olássio) e om a possibilidade de que ambos operandos estejam em super-posição de valores, quando implementadas em um omputador quântio. Noaso da multipliação, além do algoritmo padrão, será mostrado o algoritmoKaratsuba Revesível, que possui omplexidade de iruito Θ(nlog 3), sendomelhor do que o algoritmo padrão, que é Θ(n2), além disso, há uma versãoque possui profundidade Θ(log2 n). Assintotiamente, há um algoritmo maise�iente do que o Karatsuba para multipliação, algoritmo de Shönhage-Strassen [15, 38℄, mas devido ao fator que multiplia o maior termo da om-plexidade de tempo, ele é e�iente apenas para operandos om mais do que32000 bits [32℄. Como a soma é a base da multipliação, iniialmente, naseção 3.1, apresentamos alguns proedimentos reversíveis para a adição deinteiros enontrados na literatura. A subtração, onforme será visto, derivadiretamente da soma. Em seguida, na seção 3.2, é mostrada nossa propostapara multipliação regular de inteiros. Na literatura não se enontra o algo-ritmo para multipliação regular, mas apenas para a multipliação modular,pois esta última é implementada a partir da soma modular. Um iruito re-versível para divisão de inteiros, também está ausente nos prinipais artigosde omputação reversível e quântia, é proposto na seção 3.3. Em seguida,na seção 3.4, são mostrados iruitos para implementar algumas operaçõesmodulares. Na seção 3.5, é apresentado o algoritmo Karatsuba lássio enossas propostas para uma versão reversível para a multipliação usando o28



algoritmo Karatsuba, e um iruito para a multipliação modular baseadono algoritmo Karatsuba reversível.3.1 Soma reversívelNa �gura 2.8 do apítulo anterior, mostramos omo pode ser onstruídoum somador ompleto (soma de dois operandos formados por um bit ada,ontendo um bit extra para somar om o próximo dígito) de forma reversível.Este iruito somador pode ser usado em asata para a adição de operandosom múltiplos bits. Na �gura 3.1, é mostrado o exemplo para a soma deoperandos om 3 bits, usando o somador ompleto reversível.PSfrag replaements
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Figura 3.1: Somadores Reversíveis usados em série para soma de operandos a e bformados por 3 bits. O resultado é representado por s = s3s2s1s0.No iruito mostrado na �gura 3.1, são usados 6 bits para os operandosde entrada e outros 4 bits para guardar o resultado da operação. No asogeral de operandos om n bits, são neessários n + 1 bits além dos 2n bits29



das entradas. É possível onstruir um iruito somador no qual a saída éarmazenada no lugar de um dos operandos; isto pode ser útil para eono-mizar bits. Vedral, Bareno e Ekert mostram omo implementar a somareversível de dois operandos om n bits ada, om o resultado no segundooperando [46℄. Esta implementação utiliza n bits extras que são zerados no�nal, onforme mostrado na �gura 3.2. Este operador, hamado ADDER,exeuta a seguinte operação (a, b) → (a, a + b). Apesar de ambos algorit-mos usarem aproximadamente 3n bits, a vantagem da versão de [46℄ é o fatode que os bits extras são zerados e podem ser reutilizados posteriormente.Como no aso do iruito da �gura 3.1, a quantidade total de portas desteiruito é linear em relação ao número de bits dos operandos. Há outrasimplementações pareidas, e que utilizam pelo menos 3n bits, omo é o asode [16℄. Bekman e outros em [2℄ propõem iruitos para soma que utilizam
3n + 1 ou 3n + 3, dependendo de qual das versões apresentadas é utilizada,inluindo a quantidade de bits neessária para armazenar um dos operandosque é �xo.Para eonomizar espaço, Draper [10℄, em 2000, prop�s um algoritmo paraadição baseado na Transformada de Fourier Quântia [29℄ que utiliza apenas
2n + 1 bits no total. O problema do algoritmo é a omplexidade de tempo(tanto profundidade quanto tamanho do iruito): Θ(n logn), na forma apro-ximada e Θ(n2), na forma exata. Este algoritmo utiliza operações, uja si-mulação em um modelo lássio é exponenial, sendo polinomial portantoapenas no modelo quântio.Além da quantidade de bits extras e da quantidade total de portas doiruito, outra propriedade que se proura otimizar é o grau de paralelismodas operações, ou melhor, a maior seqüênia de operações que não pode serparalelizada, também hamada de profundidade do iruito, omo omentadono apítulo anterior. Em 1998, Phill Gossett [16℄ prop�s um algoritmo quepossui profundidade Θ(logn) para uma versão reversível, enquanto que os30
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referênia número de portas profundidade de portas espaço utilizado[9℄ Θ(n) Θ(n) 2n + 1[10℄ Θ(n log n) Θ(n logn) 2n + 1[11℄ Θ(n) Θ(logn) Θ(n)[46℄ Θ(n) Θ(n) 3nTabela 3.1: Comparação entre alguns somadores reversíveis. A omplexidade deportas de [10℄ é utilizando a versão aproximada da QFT. Se utilizar a forma exatada QFT, tanto o número de portas quanto a profundade passam a ser Θ(n2).A porta ADDER pode ser usada para fazer a subtração entre dois nú-meros inteiros, quando oloada de forma reversa no iruito. No artigo deVedral, Bareno e Ekert, é dito erroneamente que, no sentido reverso, a portaADDER faz o seguinte:






(a, b)→ (a, a− b), se a ≥ b

(a, b)→ (a, 2n+1 − (b− a)), se b > a.Na realidade, a operação realizada é






(a, b)→ (a, b− a), se b ≥ a

(a, b)→ (a, 2n+1 − (a− b)), se a > b,quando ambos operandos a e b possuem n bits.3.1.1 Soma Reversível ControladaTodas as operações reversíveis podem ser realizadas de forma ontrolada,ou seja, dado um operador U : x→ y, é possível onstruir um operador
C(U) : (c, x)→







(c, y) se c = 1

(c, x) se c = 0.No aso de iruitos quântios, isto pode ser feito om um novo registradorpara guardar o bit de ontrole, aresentando uma porta de desloamento de32



fase exp(iα) e substituindo duas portas X por CNOT's, onforme expliadona seção 4.3 do livro [34℄. No aso lássio, além do registrador extra para obit de ontrole, um modo trivial de resolver o problema é substituindo todasas portas Cn-NOT, portas NOT ontroladas por n bits, por Cn+1-NOT. Aimplementação de uma porta Cn+1-NOT a partir de uma Cn-NOT, tambémpode ser vista no apítulo 4 de [34℄.Conretamente para onstruir um somador ontrolado C-ADDER, a par-tir do somador da �gura 3.2, é neessário um novo registrador om n bitsiniialmente om valor zero. Cada novo bit será ontrolado, através de umaporta To�oli, pelo novo bit de ontrole e o respetivo bit de uma das entradasonforme �gura 3.3. São neessárias então 2n portas To�oli adiionais.

.  +
  .  m

o
d

 N

b

.  +
  .  m

o
d

 N

{

{
{

PSfrag replaements

a0

a1

an−1

b0
b1

bn−1

a

a a

cccc

{

a+b se c=1
b se c=0

{

a+b se c=1
b se c=0

ADDER C-ADDER
0

0
0

00

0

0Figura 3.3: C-ADDER. Ciruito para soma reversível ontrolada a partir da somaproposta por Vedral, Bareno e Ekert [46℄. Todas as portas que apareem antes dosomador podem ser exeutadas simultaneamente, pois são apliadas a bits distintos.O mesmo oorre om as portas após o somador.
3.2 Algoritmo padrão para multipliação rever-sívelOs textos [9, 10, 11℄ tratam apenas da operação de adição reversível.O artigo [46℄ faz apenas a multipliação modular reversível. Em [20℄, há33



implementação de um multipliador de 2 bits. Florio e Pia [13℄ propõemum algoritmo para multipliação reversível, mas este é exponenial em relaçãoao número de bits dos operandos, pois o que propõem é repetir a soma de aom o resultado aumulado b vezes, onde a e b são os operandos.Uma maneira natural de fazer a multipliação de números inteiros, omomplexidade polinomial sobre o número de bits, é através de um proessopareido om o método para exponeniação modular. Sejam a e b os operan-dos om n bits ada, aplia-se adição sobre adição a partir do operando a esomam-se os resultados pariais de aordo om a deomposição binária de b,onforme apresentado no algoritmo 3.2.1.Algoritmo 3.2.1 Algoritmo padrão para multipliaçãoentradas: a = an−1 · · ·a1a0 e b = bn−1 · · · b1b0

c← a

mult← 0para i← 0 até n− 1 façase bi = 1 então
mult← mult+ c�m se

c← c + c�m paradevolva multSe os operandos possuem n bits ada, podem ser neessários até 2n bitspara guardar o resultado, sendo assim, o resultado da operação não podeser armazenado ompletamente no lugar de um dos operandos omo oorreom a soma. Mas é possível, e será mostrado adiante, omo onstruir oiruito om o resultado substituindo um dos operandos utilizando outrosbits adiionais. A quantidade de bits extras usados em um iruito paramultipliação depende da forma omo é feita a limpeza do lixo. Se não for34



utilizado nenhum proedimento para restaurar o valor iniial dos bits extras,são neessários Θ(n2) bits, que oinide om a omplexidade de tempo doalgoritmo.O algoritmo utilizado para multipliação nos omputadores onvenionaisbaseia-se no método padrão que se ensina no primário [15℄. Sejam A =

an−1 · · ·a1a0 e B = bm−1 · · · b1b0 dois números om n e m dígitos bináriosrespetivamente. A multipliação padrão de ambos onsiste em multipliarada dígito do segundo operando pelos dígitos do primeiro e somar os termossimilares sendo que, ada valor que exede o valor maximo de um dígito ésomado ao termo seguinte. Isto pode ser visto om os operandos na forma:
A = 2n−1an−1 + · · ·+ 21a1 + 20a0 e B = 2m−1bm−1 + · · ·+ 21b1 + 20b0. Então,
A · B = (2n−1an−1 + · · ·+ 2a1 + a0) · (2m−1bm−1 + · · ·+ 2b1 + b0)

=
∑n−1

i=0

∑m−1
j=0 2i+jaibj

(3.1)A omplexidade desta operação é n ·m multipliações de dois dígitos binários(bits), ou seja n·m apliações da porta AND entre estes bits, além de Θ(n·m)somas om operandos de até n ou m bits.Na �gura 3.4, é mostrado omo fazer a multipliação de forma reversívela partir da soma. Este iruito é denominado MULT1.O primeiro somador ontrolado soma a om 0 se b0 = 1. Ou seja, oresultado é ab0. O primeiro operando, neste aso a, permanee intato. Emseguida, é apliada novamente a soma, ondiionada ao valor de b1, sobre oresultado anterior e 2a. A ada passo é aresentado um bit om valor 0 emada registrador. O resultado passa a ser ab0+2ab1. Após o i-ésimo somador,tem-se omo resultado ab0 + 2ab1 + · · · + 2i−1abi−1. Como são realizadas noperações, o resultado �nal é a(b0 + 2b1 + · · · + 2n−1bn−1). A entrada 2ja,para um j qualquer, é feita simplesmente através de j bits om o valor zero,justapostos aos bits de a, omo bits menos signi�ativos da entrada. Tendoem onta que b0b1 · · · bn−1 é a expansão binária de b, temos omo saída doiruito a · b. 35
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foi aresentada uma subtração e posterior adição que não altera o resultado.Entre ambas, há uma porta CNOT ontrolada negativamente pelo bit maissigni�ativo do resultado ujo alvo é um dos bits de um dos operandos.Como foi omentado sobre o iruito 3.4, o resultado yi após o i-ésimo passoé a(b0 +2b1 + · · ·+2i−1bi−1). Este resultado é o mesmo para i-ésimo somadorondiional do iruito 3.5. Mesmo que todos os valores b0, . . . , bi−1 fossemiguais a 1, tem-se que yi < a2i. Após o i + 1-ésimo somador ondiional,se bi = 1, então yi+1 = yi + a2i e onseqüentemente, yi+1 ≥ a2i. Casoontrário, yi+1 = yi, o que implia em que yi+1 < a2i. A operação seguinte éa subtração (reverso da soma) om a2i no primeiro registrador da soma e yi+1no segundo registrador, que ontém posteriormente o resultado da operação.Lembrando que, após a soma reversa, o último bit do segundo registrador é0 se o segundo operando é maior do que o primeiro e 1 aso ontrário. Peloque foi dito antes, pode-se onluir que o último bit do segundo registradorserá igual a 0 se bi = 1 e 1 aso bi = 0. Apliando o CNOT ontroladonegativamente, tem-se que, em ambos os asos, bi passa a ser 0. Esta análisepode ser feita para todos os bits b1, . . . , bn−1.O iruito om a substituição de um dos operandos possui várias vanta-gens em relação ao iruito que mantém ambos operandos. Uma delas, porexemplo, é permitir a operação inversa. No aso da soma, a operação inversaé a subtração, e no aso da multipliação, a operação inversa é a divisão,aso o resultado seja múltiplo dos operandos.3.3 Divisão reversívelPara fehar as quatro operações básias om inteiros não negativos, mos-tramos na �gura 3.6, a divisão de inteiros. Dados dois inteiros positivos a e
b, este iruito retorna a div b = ⌊a/b⌋, e a mod b = a− (a div b) · b.A idéia do iruito é fazer subtrações suessivas de b por a multipliado38
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xm−n =







0, se a < b2m−n

1, se a ≥ b2m−n.Se a < b2m−n, a subtração é desfeita pelo segundo somador, que é ontroladonegativamente por xm−n. Ou seja, a subtração oorre apenas se xm−n = 1.Sendo assim, podemos esrever o resultado omo a − (xm−n)b2m−n. Estevalor é ongruente a a mod b, pois, ou é igual ao valor a iniial ou é igual a
a menos um múltiplo de b. 39



Considerando que b2m−n possui exatamente m bits, este resultado teráno máximo m− 1 bits, pois a subtração entre dois operandos om a mesmaquantidade de bits produz um resultado om pelo menos um bit a menos,quando se subtrai o menor do maior valor.Em seguida, faz-se outra subtração sobre o resultado, mas o primeirooperando passa a ser b2m−n−1 em vez de b2m−n.Isto implia em que
xm−n−1 =







0, se a− (xm−n)b2m−n < b2m−n−1

1, se a− (xm−n)b2m−n ≥ b2m−n−1.Esta relação pode ser esrita também omo
xm−n−1 =







0, se a < b2m−nxm−n + b2m−n−1

1, se a ≥ b2m−nxm−n + b2m−n−1.Pelo mesmo raioínio anterior, o resultado após a segunda subtração eposterior soma ondiional será a − (b2m−nxm−n + b2m−n−1xm−n−1). Colo-ando b em evidênia temos a− b(2m−nxm−n + 2m−n−1xm−n−1). Novamente,o resultado terá um bit a menos em relação ao resultado anterior.Após i subtrações e somas, tem-se:
xm−n−i+1 =







0, se a < b(2m−nxm−n + 2m−n−1xm− n− 1 + · · ·+ 2m−n−i+1)

1, se a ≥ b(2m−nxm−n + 2m−n−1xm− n− 1 + · · ·+ 2m−n−i+1).E o resultado seguinte, no último registrador é a−b(2m−nxm−n+2m−n−1xm−n−1+

· · ·+ 2m−n−i+1xm−n−i+1). Este resultado possui no máximo m− i bits.O resultado sempre permanee ongruente a a mod b, pois após adapasso ompleto (subtração, CNOT e soma ondiional), o resultado ou éigual ao resultado anterior ou houve uma subtração de um múltiplo de b.Como são feitas m−n+1 subtrações seguidas de somas ondiionais, po-demos a�rmar que o valor �nal no último registrador é y = a−b(2m−nxm−n +

2m−n−1xm−n−1 + · · · + 2x1 + x0). Tem-se que y é formado por, no máximo,40



n − 1 bits, logo, y < b. Como y é o resultado de suessivas subtrações demúltiplos de b a partir de a, tem-se que y é o resto da divisão de a por b.Chamando de x = 2m−nxm−n + · · ·+ 2x1 + x0, tem-se que y = a − bx. Istosigni�a que x = ⌊a/b⌋.3.4 Operações Modulares3.4.1 Soma modular reversívelA partir do operador reversível de adição de inteiros, é possível onstruirum operador para a soma modular da forma:
(a, b, N)→ (a, a+ b mod N,N).Na �gura 3.7, é mostrado o iruito que implementa a soma modular re-versível proposto por Vedral, Bareno e Ekert [46℄ om uma orreção. Nodiagrama original, há duas portas NOT's, no último bit do segundo registra-dor, que indiam que o bit do último registrador é ontrolado negativamentepela primeira porta CNOT que aparee. Na realidade, este bit é ontro-lado positivamente. No iruito original, a faixa preta da porta resultanteADDER-MOD está na esquerda, o orreto é na direita, onforme mostradona �gura 3.7.A idéia do iruito para a adição modular é a seguinte:

• Aplia-se a adição entre os operandos a e b utilizando a porta ADD.
• Utilizando a porta ADD de forma reversa, ompare o resultado daoperação anterior om o valor N .
• Caso o resultado da soma de a e b seja maior do que N , subtraia Ndeste resultado, utilizando outro somador de forma reversa.
• Faça a limpeza do lixo dos bits auxiliares, no aso, o bit que serviupara a omparação. 41
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UN : (a, b)→







(a, a + b) se a+ b < N

(a, a + b−N) se a+ b ≥ N.Subtração ModularA operação UN : (a, b) → (a, c), no aso em que a + b < N , implia emque c = a+ b, e omo b ≥ 0, então, c ≥ a. No aso omplementar, a+ b ≥ N ,tem-se que c = a+ b−N , o que implia em que b−N = c−a. Como b < N ,então, c < a. Isto signi�a que, o operador para a soma modular no sentidoreverso, é de�nido por:
U †

N : (a, c)→







(a, c− a) se c ≥ a

(a,N + c− a) se c < a.Em ambos os asos do uso do operador reverso de UN , U †
N , temos quepara a entrada (a, c), o segundo registrador possui o valor c− a mod N . Ouseja, a subtração modular pode ser feita através do iruito para a adiçãomodular, desde que utilizado no sentido reverso.
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3.4.2 Multipliação Modular ReversívelVedral, Bareno e Ekert, em [46℄, mostram omo exeutar a multipliaçãomodular de forma reversível. O iruito é mostrado na �gura 3.8.PSfrag replaements
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(a−1, a, ab mod N,N, 0, 0). Pode-se limpar o registrador que armazena a−1exeutando o algoritmo de Eulides estendido na ordem inversa. Na �gura3.10 é desrito o iruito que implementa esta versão.44
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e B = b′m′−1 · · · b′1b′0, onde n′ = ⌈n/ log2 β⌉ e m′ = ⌈m/ log2 β⌉ e a′n′−1, . . . , a
′
0e b′m′−1, . . . , b

′
0 são os dígitos de A e B na nova base. Então

C = A · B =
n′−1
∑

i=0

m′−1
∑

j=0

βi+ja′ib
′
j . (3.2)

C terá n′ +m′ dígitos na base β.Se β possui o tamanho da palavra do omputador, por exemplo 32, vemosque o número de multipliações neessárias, neste omputador, é n′m′ = nm
64
.Em geral, onsidera-se que ambos operandos possuem aproximadamente omesmo tamanho(n ≈ m), neste aso, a ordem de omplexidade do algoritmopadrão para a multipliação é quadrátia.O proedimento padrão para a multipliação também pode ser feito deforma reursiva. Sejam A = an−1 · · ·a1a0 e B = bn−1 · · · b1b0 dois valoresesritos na forma binária. Tomando omo base β = 2⌊

n

2
⌋, eles podem ser ex-pressados omo A = 2⌊

n

2
⌋an−1 · · ·a⌊n

2
⌋+a⌊n

2
⌋−1 · · ·a0 e B = 2⌊

n

2
⌋bn−1 · · · b⌊n

2
⌋+

b⌊n

2
⌋−1 · · · b0.Chamando de A1 ≡ an−1 · · ·a⌊n

2
⌋, A0 ≡ a⌊n

2
⌋−1 · · ·a0, B1 ≡ bn−1 · · · b⌊n

2
⌋ e

B0 ≡ b⌊n

2
⌋−1 · · · b0, tem-se que as expressões anteriores podem ser reesritasomo A = A1β + A0 e B = B1β +B0. Logo,

A ·B = (A1β+A0) · (B1β+B0) = A1B1β
2 +(A1B0 +A0B1)β+A0B0 (3.3)A multipliação de dois operandos om n dígitos ada pode ser trans-formada em quatro multipliações om operandos de ⌈n/2⌉ dígitos. Esteproesso pode ser feito de forma reursiva. Seja T (n) a omplexidade para amultipliação de n bits ada , então

T (n) =







Θ(1), se n = 1

4T (⌈n
2
⌉) + Θ(n), se n > 1.Desta forma, tem-se que a omplexidade permanee Θ(n2).46



Karatsuba junto om Ofmam, em 1963, propuseram uma variação destealgoritmo que diminui a ordem de omplexidade de tempo para Θ(nlog2 3) [18℄.Como (A1 + A0)(B1 +B0) = A1B1 + A1B0 + A0B1 + A0B0, segue que
A1B0 + A0B1 = (A1 + A0)(B1 +B0)−A1B1 − A0B0 (3.4)Eles, utilizando a propriedade (3.4) na equação (3.3), hegaram que

A · B = A1B1β
2 + ((A1 + A0)(B1 +B0)− (A1B1 + A0B0))β + A0B0 (3.5)A equação (3.5) possui apenas três multipliações distintas de tamanho,aproximadamente, n

2
: A1B1, (A1 + A0)(B1 +B0) e A0B0.A versão reursiva do algoritmo padrão possui quatro hamadas reursi-vas de tamanho, aproximadamente, n

2
, além de duas adições om operandosde tamanho n e outra de tamanho 2n. A versão de Karatsuba possui trêshamadas reursivas, duas adições om operandos de tamanho aproximada-mente n

2
, outras duas de tamanho n e uma de tamanho 2n, além de umasubtração da ordem de n.Em linhas gerais, o algoritmo Karatsuba é desrito em 3.5.1.A relação de reorrênia da omplexidade do algoritmo Karatsuba é

T (n) =







Θ(1), se n = 1

3T (⌈n
2
⌉) + Θ(n), se n > 1.Assim, a omplexidade do algoritmo de multipliação proposto por Ka-ratsuba é Θ(nlog2 3). Isto é aproximadamente Θ(n1.59), melhor do que Θ(n2)orrespondente ao algoritmo trivial.Tomamos omo base da reursão o aso n = 1, mas em um omputadoronvenional, a base pode ser o tamanho da palavra do proessador, poisesta operação possui usto onstante onforme foi visto anteriormente.Pelo fato de o algoritmo Karatsuba fazer mais operações de adição esubtração em ada nível da reorrênia, o algoritmo onvenional possui umusto omputaional menor para operandos de pequeno tamanho. Neste aso,47



Algoritmo 3.5.1 Algoritmo Karatsuba(n,A,B)Requer: n ∈ Z, A = an−1 · · ·a1a0 e B = bn−1 · · · b1b0se n = 1 entãodevolva A ·B�m se
A1 ← an−1 · · ·a⌊n

2
⌋

A0 ← a⌊n

2
⌋−1 · · ·a0

B1 ← bn−1 · · · b⌊n

2
⌋

B0 ← b⌊n

2
⌋−1 · · · b0

C1 ← Karatsuba(⌈n
2
⌉, A1, B1)

C0 ← Karatsuba(⌊n
2
⌋, A0, B0)

C ← C1 ∗ 2⌊
n

2
⌋

C ← C +Karatsuba(⌈n
2

+ 1⌉, A1 + A0, B1 +B0)− (C1 + C0)

C ← C ∗ 2⌊
n

2
⌋

C ← C + C0devolva H

48



pode-se usar omo base da reursão o algoritmo onvenional para valores de
n abaixo de um erto patamar.3.5.1 Algoritmo Karatsuba ReversívelPara a desrição da versão reversível do algoritmo de multipliação Ka-ratsuba, pode-se utilizar a porta de adição reversível desrita na �gura 3.2ou alguma das outras que implementam a soma de inteiros omo, por exem-plo, a porta proposta por Draper e outros em [11℄ que utiliza Θ(n) portas,mas sua profundidade é de Θ(log n). Nas �guras 3.11 a 3.15, esta porta éhamada de ADDER n, onde n é o número de bits dos operandos que estãosendo somados. Como foi feito na seção 2.2 do apítulo 2, a faixa preta narepresentação de portas em um iruito india o sentido da operação. Noaso da porta ADDER, a faixa no lado dos bits de saída omputa a adição,enquanto que o sentido inverso omputa a subtração se o primeiro operandofor maior do que o segundo.A �gura 3.11 desreve um iruito intermediário hamado KARATSUBA1.É uma versão reursiva reversível do algoritmo Karatsuba. A porta KARAT-SUBA1 ⌈n

2
⌉ deve ser substituída por um iruito similar ao original, masom o tamanho da entrada metade do original. Quando a omplexidade doiruito reursivo KARATSUBA1 for maior do que o iruito padrão da mul-tipliação para entrada do mesmo tamanho, o iruito deve ser substituídopor este último.Na tabela 3.2, é mostrado o onteúdo dos registradores durante a evoluçãodo algoritmo.Após a exeução do iruito KARATSUBA1, restam alguns bits extrasom valores indesejáveis. Estes valores são zerados utilizando a primeira ver-são de oleta de lixo proposto por Bennett (expliado na seção 2.2 do apítuloanterior), onde o valor do resultado é opiado para novos bits utilizando por-49



PSfrag replaements

(0)n (0)n (0)n (0)⌊n

2
⌋(0)⌈n

2
⌉ (0)⌈n

2
⌉ (0)n+2

ADDER ⌊n

2
⌋ADDER ⌈n

2
⌉

ADDER n+2

ADDER 2n

ADDER n

KARATSUBA1KARATSUBA1KARATSUBA1
⌊n

2
⌋⌈n

2
⌉ ⌈n

2
⌉+ 1

(A0)⌊n

2
⌋

(A0)⌊n

2
⌋

(A1)⌈n

2
⌉

(A1)⌈n

2
⌉ (B0)⌊n

2
⌋

(B0)⌊n

2
⌋

(B1)⌈n

2
⌉

(B1)⌈n

2
⌉

(A · B)2n

entrada:

saída:

1:2:
3:4:5:6:7:Figura 3.11: KARATSUBA1. Versão paralela do iruito Karatsuba reversível. Aomputação é feita de ima para baixo e o resultado da operação de ada porta éarmazenado nos bits mais à esquerda.

50



entrada 0 0 0 0 0 B1 B0 0 0 A1 A01 0 B1 A1 0 0 B1 B0 0 0 A1 A02 0 B1 A1 0 0 B1 + B0 B0 0 0 A1 + A0 A03 B1A1 B1 A1 0 B0A0 B1 + B0 B0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0 A1 + A0 A04 B1A1 B1 A1 B1A1 B0A0 B1 + B0 B0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0 A1 + A0 A05 B1A1 B1 A1 B1A1 B0A0 B1 + B0 B0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0 A1 + A0 A0

+B0A06 B1A1 B1 A1 B1A1 B0A0 B1 + B0 B0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0 A1 + A0 A0

+B0A0 −(B1A1 + B0A0)6 B1A1 B1 A1 2nB1A1 B1 + B0 B0 2⌊
n

2
⌋(B1A0 + A1B0) A1 + A0 A0

+B0A0 +B0A07 B1A1 B1 A1 B1A1 B0A0 B1 + B0 B0 2⌊
n

2
⌋(B1A0 + A1B0) A1 + A0 A0

+B0A0 +2nB1A1 + B0A0saida lixo B1 A1 lixo B0 A · B lixo A0Tabela 3.2: Evolução detalhada do iruito KARATSUBA1 mostrado na �-gura 3.11. A ordem dos registradores segue a ordem iniial. Além do lixo indiadona última linha, há o lixo devido às hamadas reursivas.tas CNOT's, e o iruito é exeutado novamente no sentido inverso. A Figura3.12 mostra o esquema deste algoritmo hamado KARATSUBA(1). Todas asversões do iruito KARATSUBA que tiverem a numeração entre parêntesispossuem os bits extras om valor nulo no �nal do proedimento.A multipliação de operandos om n bits é feita através de 5 portas AD-DER's e 3 hamadas reursivas de tamanho aproximadamente n
2
. Sendoassim, sendo T1(n) o tamanho do iruito KARATSUBA1,

T1(n) =







Θ(1), se n = 1

3T1(⌈n
2
⌉) + Θ(n), se n > 1.Desta relação de reorrênia podemos a�rmar que T1(n) = Θ(nlog2 3).Conforme foi omentado antes, a soma de operandos om kn bits, onde k éuma onstante qualquer, pode ser implementada om profundidade Θ(logn).As três hamadas reursivas KARATSUBA1, em ada nível de reursão, po-dem ser feitas simultaneamente. Isto signi�a que a profundidade do iruito,51
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Figura 3.12: Ciruito KARATSUBA(1) om os bits extras zerados.
P1(n), pode ser expressa omo:

P1(n) =







Θ(1), se n = 1

P1(⌈n
2
⌉) + Θ(logn), se n > 1.A partir desta relação tem-se que P1(n) = Θ(log2 n).Como estamos fazendo as hamadas reursivas em paralelo, não é possívelreaproveitar os bits usados em uma hamada reursiva para o uso em outrahamada no mesmo nível. Sendo assim, a quantidade de espaço utilizado,

S1(n), para entradas de tamanho n é
S1(n) =







Θ(1), se n = 1

3S1(⌈n
2
⌉) + Θ(n), se n > 1.Ou seja, o espaço total é da mesma ordem de omplexidade do tamanhodo iruito, S1(n) = Θ(nlog2 3). As ordens de omplexidade tanto de espaço,quanto de profundidade e de tamanho total do iruito KARATSUBA(1) sãoas mesmas do iruito KARATUSUBA1, pois KARATSUBA(1) é formadopor dois iruitos KARATSUBA1 e mais algumas portas CNOT, aumentandono máximo para o dobro do tamanho do iruito KARATSUBA1.Caso se deseje minimizar o espaço em vez da profundidade, pode-se exe-utar o iruito de forma seqüenial as hamadas reursivas, ombinandoom o primeiro ou segundo proedimentos de limpeza de lixo de Bennett52



omentados no apítulo 2. Isto permite que os bits usados em uma hamadapossam ser reaproveitos para as outras hamadas no mesmo nível de reur-são. Na �gura 3.13, é mostrada uma versão do iruito Karatsuba reversívelna qual não há preoupação om o paralelismo. A vantagem desta versãopara a anterior é o fato de não neessitar fazer nenhuma �ópia� e nem usarnenhuma porta além das que estão imbutidas nos somadores.A seqüênia de valores de ada registrador é dada na tabela 3.3.entrada 0 B1 A1 0 B0 A0 0 01 B1A1 B1 A1 B0A0 B0 A0 0 02 B1A1 B1 + B0 A1 + A0 B0A0 B0 A0 0 03 B1A1 B1 + B0 A1 + A0 B0A0 B0 A0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0
+B0A04 B1A1 B1 + B0 A1 + A0 B0A0 B0 A0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0
+B0A0 −B1A1 + B0A05 B1A1 B1 + B0 A1 + A0 B0A0 B0 A0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0

−B1A1 + B0A06 B1A1 B1 A1 B0A0 B0 A0 2⌊
n

2
⌋(B1A0 + A1B0)

+2nB1A1 + B0A0saida lixo B1 A1 lixo B0 A0 A · BTabela 3.3: Evolução do iruito KARATSUBA2 mostrado na �gura 3.13. Não émostrado o lixo devido às hamadas reursivas.Para operandos de n bits, a quantidade total de portas T2(n) e o es-paço usado S2(n) do iruito KARATSUBA2 oinide om as omplexidadesequivalentes do iruito KARATSUBA1, ou seja, T2(n) = S2(n) = Θ(nlog2 3).Como não há preoupação da exeução em paralelo, a profundidade P2(n)também é Θ(nlog2 3).Da mesma forma omo foi feita a limpeza de lixo para o iruito KA-RATSUBA1, pode ser feito para KARATSUBA2, gerando um novo iruitoom KARATSUBA(2), om as mesmas ordens de omplexidade do KARAT-SUBA2.Em vez de se apliar o primeiro método de Bennett, poderia ser apliado o53
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segundo método de limpeza de lixo de Bennett, mas o problema da apliaçãodeste último método é o fato de ser neessário dividir o iruito em passosdo mesmo tamanho, o que não aontee om a divisão lógia do algoritmo.No aso de algoritmos reursivos, pode-se fazer a limpeza de lixo reur-sivamente. A �gura 3.14 mostra o iruito KARATSUBA(3), onstruído apartir do KARATSUBA1 om esquema de limpeza de lixo reursivo. Natabela 3.4, é mostrado o onteúdo dos registradores do iruito KARAT-SUBA(3). Como no �nal todos os bits auxiliares são zerados, as hamadasreursivas não retornam lixo além do resultado.entrada 0 0 0 0 0 B1 B0 0 0 A1 A01 0 B1 A1 0 0 B1 B0 0 0 A1 A02 0 B1 A1 0 0 B1 + B0 B0 0 0 A1 + A0 A03 B1A1 B1 A1 0 B0A0 B1 + B0 B0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0 A1 + A0 A04 B1A1 B1 A1 B1A1 B0A0 B1 + B0 B0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0 A1 + A0 A05 B1A1 B1 A1 B1A1 B0A0 B1 + B0 B0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0 A1 + A0 A0

+B0A06 B1A1 B1 A1 B1A1 B0A0 B1 + B0 B0 (B1 + B0) · (A1 + A0) 0 A1 + A0 A0

+B0A0 −B1A1 − B0A06 B1A1 B1 A1 2nB1A1 B1 + B0 B0 2⌊
n

2
⌋(B1A0 + A1B0) A1 + A0 A0

+B0A0 +B0A07 B1A1 B1 A1 B1A1 B0A0 B1 + B0 B0 2⌊
n

2
⌋(B1A0 + A1B0) A1 + A0 A0

+B0A0 +2nB1A1 + B0A08 B1A1 B1 A1 B1A1 B0A0 B1 + B0 B0 A · B A1 + A0 A09 B1A1 B1 A1 0 B0A0 B1 + B0 B0 A · B A1 + A0 A010 0 B1 A1 0 0 B1 + B0 B0 A · B A1 + A0 A011 0 B1 A1 0 0 B1 B0 A · B A1 A0saida 0 0 0 0 0 B1 B0 A · B A1 A0Tabela 3.4: Evolução do iruito KARATSUBA(3) mostrado na �gura 3.14. Ashamadas reursivas não produzem lixo.A omplexidade total de portas do iruito KARATSUBA(3) para entra-das de n bits, T3(n) é dada pela seguinte relação de reursão.
T3(n) =







Θ(1), se n = 1

5T1(⌈n
2
⌉) + Θ(n), se n > 1.55
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Isto implia em que T3(n) = Θ(nlog2 5).Em ada nível do iruito KARATSUBA(3), as três hamadas reursivasusadas para o álulo da multipliação podem ser exeutadas em paralelo,assim omo oorria no KARATSUBA(1). O mesmo aontee om as duashamadas seguintes usadas para limpar os bits indesejáveis. A profundidadedeste iruito, P3, torna-se, então,
P3(n) =







Θ(1), se n = 1

2P3(⌈n
2
⌉) + Θ(log n), se n > 1.O que signi�a que a profundidade P3(n), para n bits de entrada é linear.A quantidade de bits usados por KARATSUBA(3) é a mesma de KA-RATSUBA(1), ou seja, S3(n) = Θ(nlog2 3). Isto aontee porque apesar defazer a limpeza em ada nível de reursão, os bits �zerados� não são usadosdevido ao paralelismo das outras hamadas reursivas.Este método de limpeza de lixo reursivo, om as hamadas em paralelo,é elegante, mas aumenta onsideravelmente a quantidade total de portas doiruito, tornando-o pior do que o algoritmo onvenional. Caso a preoupa-ção maior seja o espaço, é possível tornar o espaço linear sem a neessidadede aumentar tanto o tamanho do iruito omo em KARATSUBA(3). Na�gura 3.15, é mostrado o iruito KARATSUBA(4) onstruído a partir deKARATSUBA(2), que utiliza apenas Θ(n) bits, onde n é a quantidade debits neessários para representar os operandos que se deseja multipliar.A únia diferença do iruito KARATSUBA(4) para o iruito KARAT-SUBA2 é a adição de duas hamadas reursivas exeutadas na ordem reversa,que zeram os dois registradores que ontinham o resultado de duas multipli-ações pariais. Logo, o iruito KARATSUBA(4) faz 5 hamadas reursivasem ada nível de reursão. Isto signi�a que a quantidade total de portas

T4(n) é Θ(nlog2 5). Como as hamadas reursivas são exeutadas em seqüên-ia, a profundidade do iruito, P4(n) também é igual a Θ(nlog2 5). Cada57
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hamada reursiva, ao ontrário do que oorre nas outras versões, pode uti-lizar os bits extras das outras hamadas reursivas do mesmo nível. Sendoassim, o espaço utilizado, S4 é
S4(n) =







Θ(1), se n = 1

S4(⌈n
2
⌉) + Θ(n), se n > 1.Ou seja, o espaço utilizado por KARATSUBA(4) é linear.O resumo da omplexidade das quatro versões é dado na tabela 3.5.esquema de posição daso portas de multipliaçãolimpeza do lixo paralelas seqüeniaisKARATSUBA (1) KARATSUBA (2)primeiro T1(n) = Θ(nlog 3) T2(n) = Θ(nlog 3)método de S1(n) = Θ(nlog 3) S2(n) = Θ(nlog 3)Bennett P1(n) = Θ(log2 n) P2(n) = Θ(nlog 3)KARATSUBA (3) KARATSUBA (4)método T3(n) = Θ(nlog 5) T4(n) = Θ(nlog 5)reursivo S3(n) = Θ(nlog 3) S4(n) = Θ(n)

P3(n) = Θ(n) P4(n) = Θ(nlog 5)Tabela 3.5: Complexidade das variações do algoritmo Karatsuba reversível
3.5.2 Algoritmo Karatsuba Reversível ModularSupondo que se deseje obter uma multipliação modular de dois operan-dos de n bits módulo N , onde N também é formado por n bits, isto podeser feito através do iruito Karatsuba om uma pequena modi�ação.A versão modular deste iruito pode ser onstruída simplesmente subs-tituindo as portas ADDER por ADDER modulares. Desta forma, nenhumvalor seria maior do que N . Na prátia, esta substituição de portas não59



preisa ser feita em todos os níveis da reursão, mas apenas naqueles emque os operandos são formados por n bits ou mais. Como a ada �hamadareursiva�, o tamanho dos operandos é reduzido aproximadamente pela me-tade e, além disso, o resultado da multipliação possui, no máximo, o dobrodo tamanho dos operandos, a troa das portas ADDER por suas respetivasversões modulares preisa ser feita em até dois níveis de reursão. Após aprimeira �hamada reursiva�, o tamanho dos operandos é reduzido para ⌊n
2
⌋e ⌈n

2
⌉. A multipliação de operandos deste tamanho pode dar um resultadoum pouo maior do que N . No próximo nível reursivo, ada parte do ope-rando teria, no máximo, tamanho ⌈n

4

⌉, portanto não é mais neessário o usode portas ADDER modulares substituindo as portas ADDER simples.Não há alteração na ordem de omplexidade om esta mudança de portas,pois a porta ADDER modular possui a mesma ordem de omplexidade daporta ADDER simples. Ambas, dependendo da implementação, possuemomplexidade de iruito e de espaço linear [46℄ em relação à quantidade debits neessários para representar os parâmetros de entrada.Com a modi�ação aima, o iruito Karatsuba reversível modular passaa exeutar a seguinte transformação:
ModKaratsuba(1) : (N, a, b, 0, 0)→ (N, a, b, 0, ab mod N),onde a e b são os operandos e possuem no máximo n bits. Cada espaço entreas vírgulas representa um registrador. Todos eles possuem n bits om exeçãodo quarto registrador, que se refere aos bits extras neessários para a exeuçãodo iruito e que no �nal são novamente zerados. Este registrador é formadopor Θ(nlog 3) bits auxiliares, aso seja usada a versão om Θ(nlog 3) portas(vide desrição do Karatsuba reversível). Os três primeiros registradoresse referem aos parâmetros de entrada e o último mantém o resultado damultipliação modular no �nal do proesso.Um inonveniente desta transformação é a neessidade de um registrador60



iniialmente om o valor 0 para guardar o resultado. Isto também oorriana versão não modular, mas naquele aso, o resultado possuía um tamanhopratiamente o dobro do número de bits neessários para representar paraada operando e por isso não poderia estar ontido em um dos registradoresutilizados para os parâmetros de entrada. No aso modular, o resultado pos-sui aproximadamente o mesmo tamanho dos operandos. A função assoiadaa esta transformação é inversível no aso de os operandos serem o-primosom N . Assim, é possível armazenar o resultado em um dos registradoresutilizados para de�nir os valores de entrada, de forma semelhante ao que foifeito para onstruir o iruito MULT-MOD2.
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Capítulo 4
Resolução de Problemas deOtimização Disreta através deComputação Quântia
4.1 De�nição do problemaNo apítulo 2, omentamos a tese de Churh-Turing [8, 45℄, que a�rmaque a lasse de funções omputáveis por uma máquina de Turing orrespondeexatamente à lasse de funções que naturalmente onsideraríamos omo om-putáveis por um algoritmo [34, seção 3.1℄. Na prátia, esta tese tem se on-�rmado após a demonstração da equivalênia de diversos modelos de ompu-tabilidade omo, por exemplo, máquina de Turing, Lambda álulo [8, 21℄,funções reursivas, entre outros (versão fraa). Isto signi�a que os proble-mas que podem ser resolvidos em um determinado modelo, também o podemem qualquer outro igualmente geral. Mas há uma outra versão mais fortedesta tese, que onsidera a equivalênia dos modelos não apenas em termosde possibilidade da resolução de problemas, mas também em termos da or-dem de omplexidade de tempo (número de passos) om que estes problemassão resolvidos. 62



Com o advento da Computação Quântia, têm sido resolvidos proble-mas om ordem de omplexidade inferior aos algoritmos de omputação lás-sia [17, 40℄. Por outro lado, todo proedimento lássio pode ser simuladoem um omputador quântio om a mesma ordem de omplexidade, onformefoi mostrado no apítulo 2. Ou seja, toda função e�ientemente omputá-vel lassiamente também é e�ientemente omputável quantiamente, masa reíproa não é verdadeira. Isto aontee, por exemplo, om o problema deSimon [43℄, que onsiste em determinar se uma função f : {0, 1}n → {0, 1}n,dada omo uma aixa-preta, é uma função bijetora ou é uma função dois-para-um (se ∃s ∈ {0, 1}n, tal que ∀x, x′ ∈ {0, 1}n, f(x) = f(x′)↔ x = x′⊕s),onde ⊕ é o operador XOR apliado bit-a-bit, neste último aso determina-setambém s. Este problema pode ser resolvido lassiamente apenas em tempoexponenial, enquanto que existem algoritmos quântios exatos polinomiaispara resolvê-lo [7, 33℄.Na seqüênia do texto, quando não for feita a distinção entre o modelolássio e o modelo quântio, �a subentendido que estamos nos referindo aomodelo quântio, que é mais geral.Neste texto, apresentamos alguns algoritmos quântios para problemasde busa e otimização. Vamos formalizar estes problemas om as seguintesde�nições.De�nição 1 (Função E�ientemente Computável). Dada uma função
f : X → Y om domínio X e ontra-domínio Y onheidos, dizemos que fé uma função e�ientemente omputável em um determinado modelo om-putaional, se existir algum proedimento onheido que, ∀x ∈ X, retorne ovalor f(x) em um número polinomial de passos sobre n neste modelo, onde
n = ⌈log |X|⌉ é o número de bits neessários para representar o tamanhodo domínio. Chamaremos de Pf(n) a ordem de omplexidade do proedi-mento que alula f para o pior aso de uma entrada qualquer de tamanho63



n. Algumas vezes será utilizada a notação Pf(N), onde N = |X|.De�nição 2 (Problema de Busa). Dados uma função f : X → Y e�-ientemente omputável e um valor k ∈ Y , hamaremos de problema debusa assoiado a uma função, o problema de enontrar um valor x, tal que
f(x) = k.De�nição 3 (Problema de Otimização). Dada uma função f : X → Ye�ientemente omputável, hamaremos de problema de otimização, o pro-blema de enontrar um valor x, tal que ∀x′ ∈ X, f(x) ≤ f(x′) ou f(x) ≥

f(x′). No primeiro aso, o problema é de minimização e no seguinte, demaximização.Nas de�nições dos problemas de busa e otimização, a função f funi-ona omo uma função de erti�ação. A rigor, não é neessário que f sejae�ientemente omputável, mas para efeitos prátios, estamos interessadosnos problemas em que esta erti�ação pode ser feita em tempo polinomial,omo é o aso, por exemplo, dos problemas NP-ompletos.Na seção 4.2, é apresentado o algoritmo de Grover [17℄, idealizado para en-ontrar um determinado elemento em uma lista não-ordenada, mas que podeser usado para resolver qualquer problema de busa [1, 34℄. Considerando que
N é o tamanho do domínio da função f assoiada ao problema e t é o númerode valores que satisfazem ao ritério de busa, o algoritmo possui omplexi-dade de tempo Θ(

√

N/t) · Pf(N), aso t seja onheido. Caso ontrário,apenas após Θ(
√
N) · Pf (N) passos pode-se �nalizar o algoritmo e medir oresultado. Na seção 4.3, é desrito o algoritmo BBHT98 [6℄, baseado no al-goritmo de Grover, que resolve o problema de busa em Θ(

√

N/t) · Pf(N),mesmo que t seja desonheido. Esta ordem de omplexidade é o limite in-ferior para o problema, se não for onheida mais nenhuma propriedade dafunção f [48℄. Este algoritmo será a base para os algoritmos de otimiza-ção que serão omentados adiante. Na seção 4.4, mostramos omo onstruir64



um operador, denominado Oráulo Desigualdade, que substitui o oráulo deGrover nos algoritmos de busa para possibilitá-los a resolver o problemade otimização. Na seção 4.5, é mostrado o algoritmo quântio de ChristophDürr e Peter Høyer (DH96) [12℄, para enontrar o menor (ou maior) valor emuma lista não-ordenada. De aordo om a própria desrição do algoritmo,ele realiza 22, 5
√
N onsultas ao oráulo em uma lista om N elementos,om pelo menos 50% de suesso. Mostramos, ainda nesta seção, omo adap-tar este algoritmo para resolver o problema de otimização, usando o Orá-ulo Desigualdade. Com mesma hane de suesso, esta versão, alterandotambém um parâmetro do DH96 original, possui omplexidade de tempo

11, 48
√
N · Pf(N), onde N é o tamanho do domínio da função f . A ordemde omplexidade deste proedimento é o limite inferior do problema, poisenontrar o menor valor, que é desonheido nos problemas de otimização,não pode ser mais fáil do que enontrar um determinado valor onheido emuma seqüênia não-ordenada nos problemas de busa, uja omplexidade é

Θ(
√
N)·Pf(N), quando há apenas uma únia solução. O número de medidas,em ambas as versões (onsultas à lista ou álulo de f), é quadrátio sobre

n, o número de q-bits neessários para representar a entrada. Na seção 4.6,propomos um algoritmo quântio, que realiza 8, 27
√
N onsultas ao oráulopara hegar a uma solução orreta om a igual hane de suesso do algo-ritmo DH96. Em relação ao número de medidas (observações do sistema), oalgoritmo proposto é linear sobre o número de q-bits neessários para repre-sentar a entrada. Por isso, denominamos o nosso algoritmo omo AlgoritmoMedida-linear. É possível efetuar apenas uma medição no �nal, em ambosalgoritmos, mas para ada medição parial de n q-bits, é neessário ter maisum registrador para armazenar este valor até o �m. Ou seja, o algoritmoDH96 passa a usar espaço úbio e o algoritmo Medida-Linear passa a usarespaço quadrátio. 65



4.2 Método de Grover para busaPara o bom entendimento dos algoritmos quântios de otimização dis-reta, iniialmente revisaremos o algoritmo de Grover (algoritmo 4.2.1).O algoritmo de Grover foi desenvolvido iniialmente para a busa emuma lista não-ordenada [17℄, mas pode ser usado para resolver um problemade busa qualquer [1, 34℄. Suponha que tenhamos um problema de busade�nido por uma função f e um valor k. A partir de f , pode-se onstruirum proedimento reversível Uf : |x〉|k〉 → |x〉|k ⊕ f(x)〉, onde ⊕ representao operador XOR apliado bit-a-bit. Este operador Uf possui omplexidade
Pf (n), que é a mesma ordem de omplexidade do proedimento irreversívellássio que alula f [3℄.Na formulação original do algoritmo de Grover [17, 36℄, é utilizada umafunção (que hamaremos de g(x, k), para não onfundir om f anteriormentede�nida) que india se x é solução do problema ou não. No aso da busaem uma lista, india se k pertene à lista ou não. Em relação ao problemade busa anteriormente de�nido, esta função pode ser desrita omo:

g(x, k) =







1, se f(x) = k

0, se f(x) 6= k.A partir desta função, é de�nido um operador unitário Ug : |x〉|k〉|−〉 7→

(−1)g(x,k)|x〉|k〉|−〉, denominado de oráulo de Grover. O operador Ug podeser onstruído a partir do operador Uf , de aordo om a �gura 4.1. Cadalinha representa um onjunto de q-bits. A linha superior (1o registrador)é formada por n = ⌈logN⌉ q-bits, onde N é o tamanho do domínio de f .Este registrador é utilizado para armazenar os valores de entrada. A linhaintermediária (2o registrador) é o onjunto de q-bits que armazena a saídade f , e a linha inferior é formada por um únio q-bit auxiliar. É possívelonstruir o operador (e todo o iruito de Grover) sem este q-bit auxiliar, massua presença failita a ompreensão do operador (e do iruito de Grover). Se66



a entrada for um estado projetado, a porta Z ontrolada pelo 2o registradorinverte a amplitude do estado, aso o valor do 2o registrador seja igual a |0〉 nasaída inferior do operador Uf . A porta Z ontrolada pode ser implementadaatravés de uma porta To�oli generalizada om o q-bit alvo no estado |0〉−|1〉√
2
.São omitidos outros q-bits auxiliares ujos valores de saída são iguais aos deentrada.PSfrag replaements

Z

UfUf

Figura 4.1: Ciruito que implementa Ug a partir de Uf .
4.2.1 Desrição do algoritmoO proedimento geral do algoritmo de Grover é mostrado no algoritmo 4.2.1.O símbolo ⌊x⌉ signi�a o inteiro mais próximo de x.Algoritmo 4.2.1 Algoritmo de Grover1) Preparação do estado iniial: |ψe〉 = |0〉n|k〉n|1〉12) |ψ1〉 : Superposição de todos os estados da base omputaional, no pri-meiro registrador, neessários para representar o domínio de f e apliaçãode Hadamard no último registrador sobre o estado |ψe〉.3) para j ← 1 até ⌊π

4

√
N
⌉ faça4) Apliação do Oráulo: |ψ2j〉 = Ug|ψ(2j−1)〉5) Inversão sobre a média: |ψ2j+1〉 = (2|ψ1〉〈ψ1| − I)|ψ2j〉6) �m para7) Observe o estado do primeiro registradorO oráulo, seguido pela inversão sobre a média, é onheido omo opera-dor de Grover. 67



Quando a dimensão do domínio de f é potênia de 2, a superposiçãode todas as entradas possíveis de f , passo 2 do algoritmo 4.2.1, pode serfeita através do uso de portas Hadamard em ada linha do 1o registrador,onforme omentado na seção 2.3. Caso não seja potênia de 2, deve-seutilizar a Transformada de Fourier Quântia omo desrito em [29℄.A relação entre a hane de suesso do algoritmo e o número de repetiçõesdo operador de Grover é dado pela proposição 2.Proposição 2. [34, seção 6.1.3℄ Dada uma lista L om N elementos, dosquais t ≤ N
2
satisfazem a ondição de busa do oráulo, a probabilidade demedir um elemento prourado após m iterações do oráulo, sem mediçãointermediária, é

Pm = sen2

(

2m+ 1

2
θ

)

,onde θ = arsen(2
√

t(N − t)/N).A proposição 3 india a quantidade de iterações neessárias para maxi-mizar a probabilidade de suesso.Proposição 3. [34, eq.6.17℄ Dada uma lista L om N elementos, dos quais
t ≤ N

2
satisfazem a ondição de busa do oráulo, um limite superior para aquantidade estimada de exeuções do oráulo para obter um elemento mar-ado, sem nenhuma medição intermediária, é

m ≤
⌈

π

4

√

N

t

⌉

.4.2.2 Apliação do algoritmo de Grover ao problemadas Equações Binárias QuadrátiasVejamos agora o funionamento do algoritmo de Grover apliado a umproblema onreto. Seja a função de otimização:
f(x) = x2 mod β, om 0 ≤ x ≤ γ, (4.1)68



onde β e γ são números inteiros.Dados f, γ e um valor α, enontrar um valor x ∈ {0, . . . , γ}, tal que
f(x) = α, é denominado de resolução de Equações Binárias Quadrátias(EBQ). Este problema é NP-ompleto [14, 30℄.Tomemos, por exemplo, f(x) = x2 mod 63 om γ = 15 e α = 37. Istosigni�a, que se deseja saber se existe x ∈ [0, 15], tal que f(x) = 37. Pelatabela 4.1, podemos veri�ar que o únio elemento do domínio de f quesatisfaz a ondição de busa é x = 10.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
f(x) 0 1 4 9 16 25 36 49 1 18 37 58 18 43 7 36Tabela 4.1: tabela om as imagens de f(x) = x2 mod 63 para x < 16.Um possível operador Uf assoiado ao problema é Uf : |x〉|α〉 → |x〉|α⊕

(x2 mod 63)〉. Este operador é failmente implementável usando um opera-dor multipliaçãomodular que possui omplexidadeO(nlog 3), onde n = log β,usando o algoritmo Karatsuba reversível modular, desrito no apítulo 3.Não se pode utilizar o algoritmo de multipliação modular, desrito por Ve-dral, Bareno e Ekert [46℄, pois este operador permite superposição de es-tados em apenas um dos operandos. O operador Ug é onstruído de aordoom a �gura 4.1, om o segundo registrador iniialmente no estado |37〉.É possível projetar o operador Uf de outras formas, omo, por exemplo,
Uf : |x〉|α〉 → |x〉|(x2 − α) mod 63〉. Em qualquer uma destas formas deimplementar Uf , após uma apliação da mesma, o segundo registrador teráo valor zero para os estados da base omputaional (e apenas para estes) queforem solução do problema. Em ambas as formas de implementação de Uf ,o iruito projetado para a busa de um valor α1 não preisa ser modi�adopara a pesquisa de um novo valor α2. O que difere é o estado iniial dosistema que, em vez de ser |ψe〉 = |0〉|α1〉|1〉, passa a ser |ψe〉 = |0〉|α2〉|1〉.69



A omplexidade de portas de Uf é O(nlog 3), de�nida pela ordem de om-plexidade da multipliação modular. O operador Ug possui mesma ordem deomplexidade de Uf .Considerando que as únias entradas válidas são as menores do que γ,o número de apliações neessárias de Ug no algoritmo 4.2.1 para resolver afunção do problema que estamos tratando é ⌊π
4

√
γ⌉. No exemplo onsiderado,a quantidade de entradas é igual a 16, logo são neessárias 3 iterações doalgoritmo.Como todas as entradas da função f são menores do que 16 e as saídaspossíveis são menores do que 64, os três registradores prinipais terão 4, 6 e1 q-bits, respetivamente.O estado iniial é

|ψe〉 = |0〉4|37〉6|1〉1Fazendo a superposição de todos os estados da base omputaional noprimeiro e tereiro registradores (passo 2 do algoritmo 4.2.1), tem-se que:
|ψ1〉 = H⊗4|0〉4|37〉6H|1〉1 =

1

4

15
∑

x=0

|x〉4|37〉6|−〉.Apliando o operador Ug, o estado do sistema passa a ser:
|ψ2〉 = 1

4
(|0〉4|37〉6|−〉+ |1〉4|37〉6|−〉+ |2〉4|37〉6|−〉+ |3〉4|37〉6|−〉+

|4〉4|37〉6|−〉+ |5〉4|37〉6|−〉+ |6〉4|37〉6|−〉+ |7〉4|37〉6|−〉+

|8〉4|37〉6|−〉+ |9〉4|37〉6|−〉 − |10〉4|37〉6|−〉+ |11〉4|37〉6|−〉+

|12〉4|37〉6|−〉+ |13〉4|37〉6|−〉+ |14〉4|37〉6|−〉+ |15〉4|37〉6|−〉).Apenas o estado |10〉4|37〉6|−〉 tem a amplitude invertida, pois f(10) = 37.Aparentemente, o segundo registrador não tem seu estado alterado apósapliação de Ug, mas, na realidade, há uma mudança durante a apliação de
Ug e, em seguida, é restituído o valor original. Como

Ug = (U †
f ⊗ I1)(In ⊗ CnZ)(Uf ⊗ I1),70



então,
Ug|x〉|k〉|−〉 = (U †

f ⊗ I1)(In ⊗ CnZ)|x〉|k ⊕ f(x)〉|−〉,onde CnZ é a porta Z ontrolada negativamente e In é o operador identidadeapliados em n q-bits. Isto implia em que, após a exeução de Uf , o segundoregistrador passa a guardar k ⊕ f(x) para ada valor de x. Apliando emseguida a porta Z ontrolada, a amplitude dos estados, nos quais o valorno segundo registrador é igual a zero, é invertida. No nosso exemplo, istoaontee apenas om o estado |10〉|0〉|−〉, que passa a ser −|10〉|0〉|−〉, jáque 37 ⊕ f(10) = 0. Apliando Uf de forma reversa (último operador de
Ug), o valor no segundo registrador passa a ser novamente 37 para todas asentradas. O sinal da amplitude permanee negativo para o estado ujo valorno primeiro registrador é 10 e positivo para os demais estados.O estado |ψ2〉 pode ser reesrito omo:
|ψ2〉 =

1

4

15
∑

x=0

|x〉4|37〉6|−〉 −
2

4
|10〉4|37〉6|−〉 = |ψ1〉 −

2

4
|10〉4|37〉6|−〉.Calulando 〈ψ2|ψ1〉, tem-se:

〈ψ2|ψ1〉 =
1

16
(16− 2) =

7

8
.Apliando a inversão sobre a média, o estado global passa a ser:

|ψ3〉 = (2|ψ1〉〈ψ1| − I)|ψ2〉

= (2〈ψ1|ψ2〉|ψ1〉 − |ψ2〉 = 14
8
|ψ1〉 − |ψ2〉

= 7
4
|ψ1〉 − |ψ1〉+ 1

2
|10〉4|37〉6|−〉

= 3
16

∑15
x=0 |x〉4|37〉6|−〉+ 1

2
|10〉4|37〉6|−〉

= 1
4
(3

4

∑15
x=0,x 6=10 |x〉4|37〉6|−〉+ 11

4
|10〉4|37〉6|−〉).A amplitude do estado prourado passa de 1

16
para 11

16
, depois da primeirarodada do algoritmo de Grover. Com isso, a hane deste elemento ser lidoé |〈ψ3|10, 37,−〉|2 = (11

16
)2 ∼= 47, 26%. 71



Na segunda rodada, faz-se novamente a inversão do elemento prouradono algoritmo do Grover, obtendo-se
|ψ4〉 =

1

4

(

3

4

15
∑

x=0,x 6=10

|x〉4|37〉6|−〉 −
11

4
|10〉4|37〉6|−〉

)

.Como 〈ψ4|ψ1〉 = 1
4
( 3

16
15 − 11

16
) = 34

64
= 17

32
, invertendo o estado anteriorsobre a média, tem-se:

|ψ5〉 = (2|ψ1〉〈ψ1| − I)|ψ4〉

= (2〈Ψ1|Ψ4〉|Ψ1〉 − |Ψ4〉 = 17
16
|ψ1〉 − |ψ4〉

= 5
64

∑15
x=0,x 6=10 |x〉4|37〉6|−〉+ 61

64
|10〉4|37〉6|−〉).A hane de medição do elemento prourado depois desta rodada é, apro-ximadamente, 90,8%.Depois da tereira rodada do Grover, o produto esalar 〈ψ6|ψ1〉 = 7

128
ea amplitude do estado prourado passa para 251

256
. Com isso, a probabilidadedeste elemento ser lido é de aproximadamente 96%.Não adianta apliar outras rodadas, pois a amplitude da projeção do es-tado |ψ8〉 = Ug|ψ7〉 sobre o estado |ψ1〉 é negativa (− 13

256
), assim, a amplitudedo estado prourado omeça a diminuir aso sejam apliadas mais iteraçõesdo algoritmo.4.3 Algoritmo BBHT98Conforme foi dito iniialmente, dado um problema de busa assoiado auma função f e um valor k, o algoritmo de Grover é apaz de retornar umadas t soluções orretas depois de Θ(

√

N
t
) · Pf(N) passos, aso t seja onhe-ido. Mas, normalmente, não se onhee este valor de antemão. Como não épossível fazer medições intermediárias sem alterar o estado do sistema, nãose pode �nalizar o algoritmo no momento erto. O operador de Grover fazuma rotação de θ = arcsen( t

N
) no espaço bidimensional de�nido pelo estado72



formado pela superposição de todos os estados da base omputaional ommesmas amplitudes e o estado formado pela superposição de todas as solu-ções om mesmas amplitudes [34, seção 6.1.3℄. Por isso, o omportamentodo algoritmo é ílio. Depois que o estado do sistema aproxima ao máximodo estado formado pela superposição dos estados om as soluções, ele voltaa se afastar no mesmo rítmo. Isto signi�a que se for exeutado o dobrode iterações neessárias para se hegar ao estado omposto pelas soluções, aprobabilidade de se obter uma solução volta a ser próxima da probabilidadedo estado formado pela superposição de todos os estados da base omputa-ional, revelando pouo sobre uma solução orreta. Caso haja 4 soluções,tem-se que o ângulo de rotação é θ ≈ π
2
após ⌊π

4

√

N
4

⌉ iterações. Sendo as-sim, se exeutarmos o dobro de iterações, ou seja, ⌊π
4

√
N
⌉, que é o númerode iterações neessárias para enontrar o elemento prourado quando este éúnio, a probabilidade de suesso é sen22θ, que é próximo de zero.4.3.1 Desrição do algoritmoMihel Boyer, Gilles Brassard, Peter Höyer e Alain Tapp resolvem esteproblema, alternando a exeução do operador de Grover e a medição dosregistradores, de forma ontrolada [6℄. O número de vezes que o operador deGrover é exeutado entre duas medições onseutivas aumenta em uma pro-gressão geométria, de razão λ. No algoritmo 4.3.1, é apresentada a desriçãodo proedimento desenvolvido por eles.Da forma omo está desrito o algoritmo 4.3.1, seguindo a desrição ori-ginal em [6℄, falta de�nir um limite superior para o número de iterações, parao aso de o elemento não existir.Segundo a desrição do algoritmo, o parâmetro λ pode ser esolhido nointervalo (1, 4

3

). Como será visto adiante, este parâmetro pode ter valoresmaiores, mantendo a omplexidade do algoritmo em O
(
√

N
t

), onde t é a73



Algoritmo 4.3.1 Algoritmo BBHT981: Iniialize m← 1 e λ← 8
7

{serve qualquer valor 1 < λ < 4
3
}2: repita3: Esolha aleatoriamente, om distribuição uniforme, um inteiro j, talque 0 ≤ j < m.4) Iniialize o sistema no estado |0〉|k〉|1〉, onde k é o elemento prourado.5) Faça superposição de todos os estados da base omputaional e apliqueuma porta H no último registrador.6) Aplique j iterações do operador de Grover.7) Meça o primeiro registrador, hamando de i o resultado.8: m← mínimo(λm,√N).9: até que i-ésima posição ontenha o valor k.10: Retorne o último valor medido aso tenha enontrado.quantidade de soluções.Os passos, uja numeração está suedida por dois pontos, em vez deparêntese, podem ser exeutados lassiamente, mostrando que, a exeuçãopropriamente dita no omputador quântio está ompreendida entre os pas-sos 4 e 7 do algoritmo.4.3.2 Análise da orretude e omplexidadeConsiderando que há t soluções para o problema de busa, a análise doomportamento do BBHT98 será dividida em três asos:1. t = 0,2. 1 ≤ t ≤ N

2
,3. N

2
< t ≤ N . 74



No primeiro aso, não existe o elemento prourado. O algoritmo 4.3.1 exe-uta um número limite de iterações onforme omentário feito na sub-seçãoanterior, retornando um valor qualquer. Este limite deve ser proporional a
√
N , para o algoritmo não terminar prematuramente nos asos seguintes.O último aso oorre quando pelo menos 50% dos elementos satisfazemà ondição de busa. Nesta situação, não se onsegue ampliar muito a am-plitude dos estados que satisfazem à ondição de proura. No entanto, omoa quantidade destes estados é grande, a probabilidade de faha ao medir al-gum deles é baixa, da ordem de (1

2
)k, onde k é o número de medições doalgoritmo 4.3.1. Assim, após uma únia medição já temos 50% de hane deobter o resultado. A quantidade de medições esperadas é menor ou igual aduas.O segundo aso é justamente o aso resolvido pelo algoritmo propriamentedito. A seguir, é mostrado o tempo estimado para este aso.Proposição 4. [6℄ A probabilidade de se obter um elemento marado pelooráulo exeutando, sem medições intermediárias, j < m vezes o operadorde Grover, onde j é esolhido om distribuição uniforme é

Pm =
1

2
− sen(4mθ)

4msen(2θ)
,onde sen2θ = t/N . Em partiular, Pm ≥ 1/4, quando m ≥ 1/sen(2θ).Proposição 5. Pela proposição 4, pode-se onluir que, para qualquer valor

m ≥ N

2
√

(N−t)t
, onde m é o limite da quantidade de exeuções do oráuloantes de ada medição, a probabilidade de suesso é, no mínimo, 25%.Lema 6. Dado um algoritmo quântio de busa que faça medições após j < mpassos, onde j é esolhido om distribuição uniforme e m rese em umaprogressão geométria de razão λ, a quantidade total esperada de repetiçõesdo oráulo para enontrar um determinado elemento, quando há t soluções,75



é, no máximo,
S =

1

2

λ4

λ− 1
m0,onde m0 =

⌈

N

2
√

(N−t)t

⌉. Em partiular, se λ = 4
3
, então, S = 4, 75m0.Demonstração. Sendo m0 = ⌈1/sen(2θ)⌉, então, quando m = m0, pela pro-posição 4, o algoritmo retornará o valor prourado om pelo menos 25% dehane de suesso.O número médio esperado de iterações até atingir à faixa em que Pm ≥

1/4 é
Sa =

1

2

⌈logλ m0⌉
∑

i=0

λi. (4.2)Dado que a fórmula para a soma de uma progressão geométria �nita derazão λ, omeçando de a1 om n termos, é
Sn =

a1λ
n − a1

λ− 1
. (4.3)E, utilizando ambas as fórmulas (4.2) e (4.3), temos que:

Sa =
1

2

λ⌈logλ m0⌉+1 − 1

λ− 1
=

1

2

λm0 − 1

λ− 1
. (4.4)O número esperado de exeuções do oráulo no algoritmo BBHT98, atéatingir a faixa em que ada medição passa a ter pelo menos 25% de hanede suesso, é

Sa <
1

2

λ

λ− 1
m0. (4.5)Após o algoritmo ter entrado na faixa rítia, ada nova medição possuipelo menos 1

4
de hane de suesso. Sendo assim, o número esperado de novasmedições para se obter o resultado é menor ou igual a 4.O número total de exeuções do oráulo passa a ser

S =
1

2

⌈log
λ

m0⌉+3
∑

i=0

λi. (4.6)
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Utilizando a fórmula para soma de uma progressão geométria �nita,tem-se que
S =

1

2

λ⌈logλ m0⌉+4 − 1

λ− 1
=

1

2

λ4m0 − 1

λ− 1
. (4.7)Podemos onluir que

S <
1

2

λ4

λ− 1
m0. (4.8)Derivando e igualando a zero a expressão aima, vemos que S possui valormínimo para λ = 4

3
. Para λ = 4

3
, tem-se que S < 4, 75m0.Teorema 7. Dada uma lista om N elementos, dos quais t são soluções,a quantidade total estimada de exeuções do operador de Grover no algo-ritmo BBHT98 é, no máximo, 3, 36

√

N
t
. Se há apenas uma solução, estaquantidade pode ser reduzida para 2, 38
√
N .Demonstração. Considerando que há t soluções e 1sen(2θ)

= N

2
√

(N−t)t
, tem-se,

m0 =

⌈

N

2
√

(N−t)t

⌉

=
⌈

1
2

√

N
N−t

√

N
t

⌉.Se t = 1, m0 ≈ 1
2

√
N e, pelo lema 6, omo S = 4, 75m0, então, a quanti-dade de iterações esperada é menor do que 2, 38

√
N .Considerando 1 ≤ t ≤ N

2
pode-se veri�ar failmente que
m0 ≤

1√
2

√

N

t
. (4.9)O que india, pelo lema 6, uma quantidade de iterações esperada menor doque 3, 36

√

N
t
.O aso em que t > N

2
é resolvido em tempo onstante onforme foi ditoanteriormente.Pelo teorema 7, pode-se onluir, que o tempo estimado do algoritmo será

O(m0) = O(
√

N/t).4.3.3 ExemploConsideremos o exemplo dado na sub-seção 4.2.2 da seção anterior: f(x) =

x2 mod 63 om 0 ≤ x ≤ 15. Desejamos saber se existe x, tal que f(x) = 37.77



Usando o algoritmo de Grover, são neessárias 3 iterações. No algoritmoBBHT98, a quantidade total de apliações do operador de Grover não podeser determinada a priori, pois depende das medições intermediárias ou deum limite pré-de�nido. O valor m, no algoritmo 4.3.1, limita a quantidademáxima de iterações. Nas seis primeiras rodadas, m < 2. Sendo assim,nestas primeiras iterações, será feita apenas uma apliação do operador deGrover antes de ada medida. Para o exemplo dado, onforme foi dito nasub-seção 4.2.2, a hane de se obter o estado orreto após uma aplia-ção do operador é 47, 26%. Após a segunda rodada, a probabilidade será
0, 4726 + 0, 5274 · 0, 4726 = 72, 18%. Após a tereira rodada, será 85, 33%.Após a quinta rodada, a probabilidade será 95, 91%, ou seja, próxima daprobabilidade de se obter a solução usando o algoritmo de Grover om 3iterações.Se, em vez de prourarmos f(x) = 37, aso em que há apenas uma so-lução, prourássemos x, tal que f(x) = 18, aso em que há duas soluções,a quantidade de iterações do algoritmo de Grover seria ⌊π

4

√

16
2

⌉

= 2, atin-gindo 94, 53% de hane de suesso. Com o mesmo número de hamadas dooperador de Grover, o algoritmo BBHT98 atinge 95, 21%.4.4 Oráulo DesigualdadePara os problemas de otimização, onde se proura o menor (ou maior)elemento de um onjunto, não se pode utilizar o oráulo de Grover, pois esteinverte os estados da base omputaional assoiados a um determinado valor
k. É neessário um oráulo que inverta os estados relativos a valores menores(ou maiores) do que k, dependendo se o problema for de minimização ou demaximização. Nesta seção, mostramos omo pode ser feita a implementaçãodeste operador, que denominaremos de Oráulo Desigualdade.78



4.4.1 Desrição do operadorDados f : X → Y uma função e�ientemente omputável e um valor
k ∈ Y , é de�nida uma função g′(x, k) onforme desrição a seguir:

g′(x, k) =







1, se f(x) ≤ k

0, se f(x) > k.A partir desta função, é de�nido um operador quântio Ug′ : |x〉|k〉|−〉 7→

(−1)g′(x,k)|x〉|k〉|−〉, que é justamente o Oráulo Desigualdade. Assim, é pos-sível inverter a amplitude dos estados da base omputaional, uja imagemseja menor do que um determinado valor.Se k = 2j, para um j inteiro qualquer, om o operador Uf : |x〉|y〉 →

|x〉|y⊕f(x)〉 e usando mais um registrador om o valor |−〉, pode-se onstruiro Oráulo Desigualdade Ug′ através de uma porta To�oli generalizada ujosontroles estão nos q-bits mais signi�ativos do segundo registrador e o alvono q-bit do tereiro registrador, deixando os j bits menos signi�ativos livres.O diagrama para este oráulo pode ser visto na �gura 4.2.
PSfrag replaements

|−〉|−〉

... ......
.........

... ...primeiro
segundoregistradorregistrador q-bits livresq-bits de ontroleUfUf

Figura 4.2: Ciruito que implementa o Oráulo Desigualdade a partir de Uf , om
k sendo uma potênia de 2. O primeiro registrador ontém a entrada e o segundoregistrador a saída da função f . Os j = log k q-bits menos signi�ativos do segundoregistrador estão representados na parte superior do mesmo.79



Caso k não seja potênia de 2, om mais um registrador auxiliar, pode-seonstruir o oráulo utilizando um iruito somador na ordem reversa.A soma de dois operandos formados por n bits ada pode ter omo resul-tado um valor formado por n + 1 bits. Por isso, um iruito reversível paraesta operação neessita de um bit extra om valor iniial zero para ajudar aguardar o resultado da adição, lembrando que aresentar zeros omo dígitosmais signi�ativos de qualquer operando não altera o resultado da adição.A soma reversível pode ser feita mantendo o valor do primeiro operando noprimeiro registrador e substituindo o segundo operando pelo resultado dasoma de ambos no segundo registrador (inluindo o bit extra) onforme foiomentado no apítulo 3. Considerando que os operandos são sempre não-negativos, após uma soma, o valor no segundo registrador é sempre maiorou igual ao valor ontido no primeiro registrador. Caso seja feita a soma naordem reversa (omo se fosse feito de trás para frente) sobre dois valores a e
b, ambos de n bits, tem-se que o bit extra mantém o valor zero se a ≤ b, epassa a ter o valor um, aso ontrário. Isto aontee porque o resultado dasoma reversa om entrada (a, b) é (a, 2n+1 − (a − b)) se b ≤ a. Assim, umsomador pode ser usado omo um omparador de dois valores inteiros.O iruito para o Oráulo Desigualdade, om k podendo assumir um valorqualquer, é dado na �gura 4.3.O usto omputaional deste iruito é o dobro do usto de implementaçãode Uf mais o usto da apliação de dois somadores que podem ser exeutadosem tempo linear sobre a quantidade de q-bits. Na prátia, o usto da somaé bem menor do que Pf(n), portanto o usto omputaional do iruito queimplementa o Oráulo Desigualdade é Pf (n).Se o problema for de maximização, em vez de minimização, basta substi-tuir a porta CNOT entral da �gura 4.3 ontrolada negativamente por outraporta CNOT ontrolada positivamente, ou seja, que altera o q-bit alvo se oq-bit de ontrole possuir estado |1〉. No aso anterior, seriam invertidas as80



PSfrag replaements

|−〉

|x〉n

|0〉m

|0〉1
|k〉m ADDERADDERUf Uf

Figura 4.3: Ciruito que implementa o Oráulo Desigualdade a partir de Uf , para
k qualquer. n é o tamanho da entrada da função f e m é a quantidade de q-bitsneessários para representar a saída de f . O segundo registrador do somador estádividido em duas partes: uma formada pelos q-bits neessários para representar ke outra formada por um únio q-bit utilizado para indiar se o primeiro operando(f(x)) é maior do que o segundo (k).
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amplitudes dos estados relativos a valores menores ou iguais a k, e om amudança no iruito, serão invertidas as amplitudes dos estados relativos avalores maiores do que k.4.4.2 ExemploTomemos um exemplo pareido om o da seção 4.2.2 a �m de ilustrarmelhor o funionamento do operador Oráulo Desigualdade.Voltemos ao aso das Equações Binárias Quadrátias. Seja f(x) = x2 mod 63,om 0 ≤ x ≤ 15 e k = 37. Deseja-se enontrar algum valor x tal que
f(x) ≤ 37.Na tabela 4.2, estão indiados em negrito os valores que orrespondem àondição desejada.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
f(x) 0 1 4 9 16 25 36 49 1 18 37 58 18 43 7 36Tabela 4.2: tabela om as soluções de f(x) = x2 mod 63 ≤ 37 om x < 16.Podemos tomar Uf : |x〉|α〉 → |x〉|α⊕ x2 mod 63〉.Como k não é potênia de 2, devemos usar o somador onforme o iruitoda �gura 4.4.A seguir é feita, gradualmente, a evolução do sistema sobre uma super-posição de todas as entradas.O estado no qual é apliado o operador é

|ψ0〉 =
1

4

15
∑

x=0

|x〉4|0〉6|37〉6|0〉1|−〉.Em seguida, são apliadas portas CNOT entre os q-bits do primeiro esegundo registradores obtendo:
|ψ1〉 =

1

4

15
∑

x=0

|x〉4|x〉4|0〉2|37〉6|0〉1|−〉.82



PSfrag replaements

|−〉

|x〉4

|0〉1

|0〉6

|37〉6 ADDERADDERMULT mod
63

MULT mod
63

↑
|ψ0〉

↑
|ψ1〉

↑
|ψ2〉

↑
|ψ3〉

↑
|ψ4〉

↑
|ψfinal〉Figura 4.4: Ciruito om a implementação do Oráulo Desigualdade para f(x) =

x2 mod 63, om 0 ≤ x ≤ 15 e k = 37. As portas CNOT's no iníio e no �mdo iruito indiam que o i-ésimo q-bit do primeiro registrador ontrola o i-ésimoq-bit do segundo registrador, onde 1 ≤ i ≤ 4. Os dois q-bits mais signi�ativos dosegundo registrador não são ontrolados.A seguir, é feita a multipliação modular:
|ψ2〉 =

1

4

15
∑

x=0

|x〉4|x2 mod 63〉6|37〉6|0〉1|−〉.Este estado pode ser esrito omo:
|ψ2〉 = 1

4
( |0〉|0〉+ |1〉|1〉+ |2〉|4〉+ |3〉|9〉+

|4〉|16〉+ |5〉|25〉+ |6〉|36〉+ |7〉|49〉+

|8〉|1〉+ |9〉|18〉+ |10〉|37〉+ |11〉|58〉+

|12〉|18〉+ |13〉|43〉+ |14〉|7〉+ |15〉|36〉 )|37〉|0〉|−〉.O passo seguinte é a adição de forma reversa do segundo om o tereiroregistrador. Representando junto as duas partes do segundo registrador da
83



porta ADDER, tem-se que o estado global do sistema passa a ser:
|ψ3〉 = 1

4
( |0〉|0〉|37〉+ |1〉|1〉|36〉+ |2〉|4〉|33〉+ |3〉|9〉|28〉+

|4〉|16〉|21〉+ |5〉|25〉|12〉+ |6〉|36〉|1〉+ |7〉|49〉|116〉+

|8〉|1〉|36〉+ |9〉|18〉|19〉+ |10〉|37〉|0〉+ |11〉|58〉|107〉+

|12〉|18〉|19〉+ |13〉|43〉|122〉+ |14〉|7〉|30〉+ |15〉|36〉|1〉 )|0〉|−〉.Apliando a porta CNOT no último q-bit do tereiro registrador, seráinvertida a amplitude dos estados menores do que 26. Após esta operaçãoteremos:
|ψ4〉 = 1

4
(−|0〉|0〉|37〉 − |1〉|1〉|36〉 − |2〉|4〉|33〉 − |3〉|9〉|28〉+

−|4〉|16〉|21〉 − |5〉|25〉|12〉 − |6〉|36〉|1〉+ |7〉|49〉|116〉+

−|8〉|1〉|36〉 − |9〉|18〉|19〉 − |10〉|37〉|0〉+ |11〉|58〉|107〉+

−|12〉|18〉|19〉+ |13〉|43〉|122〉 − |14〉|7〉|30〉 − |15〉|36〉|1〉 )|0〉|−〉.Os operadores seguintes servem apenas para restaurar o valor original nossegundo e tereiro registradores.O estado �nal global do sistema será:
|ψfinal〉 = 1

4
(−|0〉 − |1〉 − |2〉 − |3〉 − |4〉 − |5〉 − |6〉+ |7〉 − |8〉+

−|9〉 − |10〉+ |11〉 − |12〉+ |13〉 − |14〉 − |15〉)|0〉6|37〉6|0〉1|−〉.Isto signi�a que foram invertidas as amplitudes dos estados desejados,ou seja, aqueles uja imagem de f do valor no primeiro registrador é menorou igual a 37.4.5 Algoritmo DH96Christoph Dürr e Peter Høyer propuseram, em 1996, um algoritmo quân-tio para enontrar o valor mínimo de uma lista não-ordenada [12℄. Estealgoritmo é baseado no algoritmo BBHT98 [6℄. Considerando que a listapossui N elementos, o algoritmo possui omplexidade O(
√
N). O proedi-mento geral é desrito na seção seguinte.84



4.5.1 Desrição do algoritmo DH96 originalAlgoritmo 4.5.1 Versão original do algoritmo DH96: enontrar o menorelemento dentro de uma lista não-ordenada T om N elementos1: Esolha aleatoriamente, om distribuição uniforme, um valor inteiro xmenor do que N .2: enquanto número de passos < 45
2

√
N + 14

10
log2N faça3: Marque na lista todos os elementos j tais que T [j] < T [x].4) Exeute o algoritmo BBHT98 prourando elementos marados a partirdo estado ∑j

1√
N
|j〉|x〉.5) Observe o primeiro registrador e guarde o resultado em x′.6: se T [x′] < T [x] então7: x← x′8: �m se9: �m enquanto10: devolva xAssim omo o algoritmo de Grover, o algoritmo DH96 trabalha om in-versões da amplitude: inversão da amplitude dos estados assoiados aos ele-mentos marados e inversão sobre a média.A parte do algoritmo 4.5.1 que é exeutada em um omputador quântioestá ompreendida entre os passos 4 e 5.4.5.2 Desrição do Algoritmo DH96 adaptado para pro-blemas de otimização ombinatóriaCom o uso do Oráulo Desigualdade, pode-se adaptar o algoritmo DH96para resolver problemas de otimização disreta.Na versão original, faz-se uma manipulação da lista, marando os itensprourados, antes de ada exeução do BBHT98. No aso do problema deotimização assoiado, o usto desta operação, marar os itens prourados,85



está embutido em ada hamada do oráulo. Isto altera a omplexidade doalgoritmo.Outra questão importante é o fato de que o algoritmo BBHT98 utilizao oráulo de Grover e, omo foi omentado na seção anterior, este oráuloinverte apenas os estados assoiados a um determinado valor �xo. No asodos problemas de otimização, é neessária a inversão de estados assoiadosa valores que podem ser distintos, onretamente, os estados assoiados avalores menores do que um determinado parâmetro que varia nas diversasetapas do algoritmo. Isto pode ser feito utilizando o Oráulo Desigualdade,desrito na seção 4.4.O algoritmo 4.5.2 desreve uma variação do algoritmo DH96 que propo-mos para resolver o problema de minimização de uma função f : X → Y .O valor de λ utilizado no algoritmo DH96 original é 8/7. Isto não estáexplíito na desrição original do algoritmo, mas é utilizado este valor parade�nir o número neessário de operações para atingir 50% de hane de su-esso. Na desrição da nossa variação, foi utilizado λ = 4/3, baseado nolema 6 da página 75.4.5.3 ExemploPara ompreendermos melhor o funionamento do algoritmo 4.5.2, dare-mos um exemplo. Para isso, transformaremos o problema de deisão EBQ,desrito na sub-seção 4.2.2, para um problema de otimização, através da in-lusão do parâmetro α na função f , dado na expressão (4.1). O problemapassa a ser minimizar a função
f(x) = x2 − α mod β, om 0 ≤ x ≤ γ, (4.10)onde α, β e γ são números inteiros.Este problema é NP-difíil, pois dua resolução implia na resolução do86



Algoritmo 4.5.2 Adaptação do DH96 para problemas de otimização disreta1: Esolha aleatoriamente, om distribuição uniforme, um valor x inteiromenor do que N .2: y ← f(x)3: i← 04: enquanto i < 11, 48
√
N faça5: Iniialize m e λ← 4

3
.6: repita7: Esolha aleatoriamente, om distribuição uniforme, um inteiro posi-tivo j, tal que j < m.8) Prepare o sistema no estado iniial |0〉n|y〉l|1〉1.9) Faça a superposição de todas os estados relaionados om o domí-nio de f , no primeiro registrador, e aplique a porta H no tereiroregistrador.10) para j iterações faça11) Aplique o Oráulo Desigualdade para inverter os estados ujasimagens sejam menores do que y.12) Aplique a inversão sobre a média.13) �m para14) Observe o primeiro registrador e guarde em x′ o valor medido.15: i← i+ j16: m← mínimo(λm,√N)17: até que (f(x′) < y) ou (i > 11, 48

√
N)18: se f(x′) < y então19: y ← f(x′)20: x← x′21: �m se22: �m enquanto23: devolva x.
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problema em 4.2.2, que é NP-ompleto.Para manter o exemplo de forma similar ao dado anteriormente, tomemos
f(x) = x2 − 38 mod 63, om 0 ≤ x ≤ 15. Desejamos saber qual é o mínimoglobal de f . Pela tabela 4.3, podemos veri�ar que o mínimo é 5, dado por
f(13). x f(x)0 251 262 293 344 415 506 617 118 269 4310 6211 2012 4313 514 3215 61Tabela 4.3: tabela om as soluções de f(x) = x2 − 38 mod 63, om x < 16.Neste aso, γ faz o papel de N no algoritmo, pois γ limita o tamanho daentrada.
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Um operador para Uf assoiado ao problema é
Uf : |x〉|α〉 → |x〉|(x2 − α) mod β〉.Neste aso, o usto omputaional de f é o usto de uma multipliaçãomodular, O(nlog 3), se for usado o algoritmo Karatsuba modular reversível.Como há medições durante a exeução do algoritmo e a quantidade deapliações do oráulo depende destas medições, ada exeução pode ter umomportamento bem distinto das outras. O ideal seria mostrar todas aspossíveis exeuções, mas isto é inviável devido à grande quantidade de exe-uções possíveis. Por isso, mostraremos apenas uma exeução possível omomportamento intermediário entre o melhor e o pior aso.Para failitar a visualização da evolução dos estados, é mostrado na ta-bela 4.4 os valores que araterizam ada estado, om o valor orrespondenteda imagem de f e om a probabilidade de medição (quadrado do módulo daamplitude do estado). Os estados estão ordenados pela imagem da função .Iniialmente, todos os estados possuem a mesma hane de serem lidos.Suponhamos que seja esolhido x = 3. Isto implia na ampli�ação da am-plitude de todos os estados uja imagem é menor do que 34.O algoritmo �naliza sempre depois de 11, 48

√
N hamadas do oráulo.Como N = 16, o algoritimo 4.5.2 fará 46 hamadas do oráulo. Isto é maisdo que a quantidade neessária de exeuções da função para resolver lassi-amente o problema, pois o tamanho de entrada é pequeno. Se N fosse iguala 10000, seriam neessárias 1250 exeuções da função do algoritmo quântio,em ontraposição às 10000 hamadas do algoritmo trivial lássio.O algoritmo 4.5.2 irá exeutar o Oráulo Desigualdade até enontrar al-gum estado om imagem menor do que 34 ou quando hegue no limite supe-rior do número de exeuções do oráulo.Monta-se o sistema no estado iniial |0〉4|38〉6|0〉. De�na m = 4

3
. Como onúmero de rodadas deve ser menor do que m, o únio valor possível para a89



x f(x) probabilidade13 5 6,25%7 11 6,25%11 20 6,25%0 25 6,25%1 26 6,25%8 26 6,25%2 29 6,25%14 32 6,25%3 34 6,25%4 41 6,25%9 43 6,25%12 43 6,25%5 50 6,25%6 61 6,25%15 61 6,25%10 62 6,25%Tabela 4.4: tabela om as soluções de f(x) = x2 − 38 mod 63 om x < 16, orde-nadas pela imagem da função e a probabilidade iniial de obtenção de ada valor.quantidade de rodadas antes da medição é igual a um.Fazendo a superposição de todas as entradas e do último registrador tem-se que:
|ψ1〉 = H⊗4|0〉4|38〉6H|1〉 =

1

4

15
∑

x=0

|x〉4|38〉6|−〉.Apliando o Oráulo Desigualdade Ug′, onforme sua desrição na �-
90



gura 4.3, o estado do sistema passa a ser:
|ψ2〉 = 1

4
( −|0〉4|38〉6|−〉−|1〉4|38〉6|−〉−|2〉4|38〉6|−〉+ |3〉4|38〉6|−〉

+|4〉4|38〉6|−〉 + |5〉4|38〉6|−〉+ |6〉4|38〉6|−〉−|7〉4|38〉6|−〉

−|8〉4|38〉6|−〉+ |9〉4|38〉6|−〉+ |10〉4|38〉6|−〉−|11〉4|38〉6|−〉

+|12〉4|38〉6|−〉−|13〉4|38〉6|−〉−|14〉4|38〉6|−〉+ |15〉4|38〉6|−〉).Contando os estados aima em negrito, vemos que metade dos esta-dos tiveram sua amplitude invertida. Quando isto aontee, temos que
〈ψ1|ψ2〉 = 0. Isto signi�a que, após a inversão sobre a média, serão in-vertidas as amplitudes de todos os estados que ompõem |ψ2〉, ou seja, osestados que possuem amplitude negativa, em |ψ3〉 terão amplitude positiva eos que possuiam amplitude positiva terão amplitude negativa em |ψ3〉. Emmódulo, a amplitude de todos os estados permanee a mesma, onsequente-mente, todos os estados do sistema ontinuarão om a mesma probabilidadede serem observados, onforme a tabela 4.4.Se for medido um estado uja imagem orrespondente seja maior ou iguala 34, faz-sem← m· 4

3
, monta-se novamente o estado iniial e faz-se novamentea superposição de todas as entradas. Como o valor de m ontinua menor doque 2, é exeutado uma vez mais o oráulo e apenas uma medição. Suponhaque desta vez seja medido x = 8. Como f(8) = 26 < 34, o valor 26 passa a sero mínimo, e o laço interno será exeutado prourando elementos om imagemmenor do que 26. Toma-se novamente m ← 4

3
e é feita a superposição detodas as entradas a partir do estado iniial, obtendo-se:

|ψ2〉 = 1
4
(−|0〉4|38〉6|−〉+ |1〉4|38〉6|−〉+ |2〉4|38〉6|−〉+ |3〉4|38〉6|−〉+

|4〉4|38〉6|−〉+ |5〉4|38〉6|−〉+ |6〉4|38〉6|−〉−|7〉4|38〉6|−〉+

|8〉4|38〉6|−〉+ |9〉4|38〉6|−〉+ |10〉4|38〉6|−〉−|11〉4|38〉6|−〉+

|12〉4|38〉6|−〉−|13〉4|38〉6|−〉+ |14〉4|38〉6|−〉+ |15〉4|38〉6|−〉).Desta vez, 〈ψ1|ψ2〉 = 1/2. O estado do sistema após a inversão sobrea média é |ψ3〉 = |ψ1〉 − |ψ2〉. A amplitude dos estados marados passa de91



1/4 para 1/2, e a amplitude dos estados não marados passa a ser nula. Aprobabilidade de se obter um determinado estado na próxima medição é dadana tabela 4.5. x f(x) probabilidade13 5 25%7 11 25%11 20 25%0 25 25%1 26 08 26 02 29 014 32 03 34 04 41 09 43 012 43 05 50 06 61 015 61 010 62 0Tabela 4.5: Probabilidade da medição após apliação do Oráulo Desigualdadepara valores menores do que 26.Quando são ampli�ados exatamente 1/4 dos estados, a amplitude dosestados restantes passa a ser nula, assim, apenas os valores que satisfazema ondição de busa podem ser medidos. Supondo que seja medido, x = 0,isto implia que y = 25. Iniia-se novamente m = 4
3
e aplia-se o oráuloprourando x tal que f(x) < 25. Após uma apliação do oráulo e da inversão92



sobre a média, teremos a probabilidade de ada estado dada pela tabela 4.6.x f(x) probabilidade13 5 31,64%7 11 31,64%11 20 31,64%0 25 0,39%1 26 0,39%8 26 0,39%2 29 0,39%14 32 0,39%3 34 0,39%4 41 0,39%9 43 0,39%12 43 0,39%5 50 0,39%6 61 0,39%15 61 0,39%10 62 0,39%Tabela 4.6: Probabilidade da medição depois de apliar o Oráulo Desigualdadepara valores menores do que 25.Aos pouos, vão restando apenas os estados mais próximos do mínimo.O problema é que na medida em que vão restando menos estados marados,o número de iterações neessárias para medir estes estados vai aumentando,pois é da ordem de O (√N
t

), onde t é o número de estados marados.Mesmo que a amplitude dos estados não invertidos pelo oráulo tenhasido nula em algum momento, isto não signi�a que permaneerão nulas,pois, entre outras oisas, o sistema deve ser reiniiado após ada medição.93



4.5.4 Análise de orretude do algoritmo 4.5.2Basiamente, o algoritmo 4.5.2, no interior do laço mais externo, prouraum novo andidato a mínimo, e no laço intermediário, proura ampli�ara amplitude dos estados orrespondentes aos possíveis mínimos. Supondoque o algoritmo fosse exeutado inde�nidamente, ele poderia não funionarorretamente se o(s) mínimo(s) real(is) não tivesse(m) a amplitude de seu(s)estado(s) ampli�ado(s).De�nição 4 (Mínimo Potenial). Ao exeutarmos um algoritmo de mini-mização sobre uma lista L, denominamos Mínimo Potenial a um elementode L obtido pelo algoritmo, que seja menor do que todos os valores de Lenontrados anteriormente nesta exeução.Até se enontrar um novo mínimo potenial, a probabilidade de mediçãodos andidatos rese até atingir um valor próximo a 100%.A ada novo mínimo potenial enontrado, diminui a relação dos andi-datos a mínimo, e os mínimos reais permaneem omo andidatos. Assim,um mínimo real não será enontrado apenas se o algoritmo terminar prema-turamente.Considerando que a função f é injetora, que é o pior aso omo omen-tado anteriormente, a quantidade estimada de hamadas do oráulo E é, nomáximo:






E(N, 1) = S(N, 1)

E(N, t) = S(N, t) + 1
t

∑t−1
i=1 E(N, i),

(4.11)onde N é o tamanho do domínio, t é o número de andidatos ao mínimo e
S(N, t) é a quantidade estimada de iterações do oráulo para enontrar umdos t elementos marados pelo oráulo.Tomando o valor de S(N, t) = 3, 36

√

N
t
dado pelo teorema 7 na página 77,tem-se que:

E(N, t) =
1

t

t−1
∑

i=1

E(N, i) + 3, 36

√

N

t
(4.12)94



e
E(N, t− 1) =

1

t− 1

t−2
∑

i=1

E(N, i) + 3, 36

√

N

t− 1
. (4.13)Multipliando a equação (4.12) por t e (4.13) por t− 1, obtém-se

tE(N, t) =

t−1
∑

i=1

E(N, i) + 3, 36
√
Nt (4.14)e

(t− 1)E(N, t− 1) =
t−2
∑

i=1

E(N, i) + 3, 36
√

N(t− 1). (4.15)Subtraindo a equação (4.15) de (4.14) e dividindo tudo por t, tem-se
E(N, t) = E(N, t− 1) + 3, 36

√
N

t
(
√
t−
√
t− 1). (4.16)Esrevendo a mesma equação para t − 1, . . . , 2 e somando todas estasequações, hega-se a

E(N, t) = E(N, 1) + 3, 36
√
N

t
∑

i=2

1

i
(
√
i−
√
i− 1), (4.17)que pode ser esrito omo

E(N, t) < 2, 38
√
N + 3, 36

√
N

t
∑

i=2

1√
i
(1−

√

1− 1

i
), (4.18)onsiderando que E(N, 1) = 2, 38

√
N . Apliando a relação (1−x)n > (1−nx)e substituindo a somatória por uma integral, tem-se

E(N, t) < 2, 38
√
N + 3, 36

√
N

∫ t

i=1

1

2z
√
z
dz, (4.19)que resolvida hega a

E(N, t) < 2, 38
√
N + 3, 36

√
N(1− 1√

t
). (4.20)O limite superior é dado quando t = N − 1, assim,

E(N, t) < 2, 38
√
N + 3, 36

√
N(1− 1√

N − 1
). (4.21)Resolvendo a relação de reorrênia (4.11), temos que

E(N,N − 1) < 5, 74
√
N. (4.22)95



A desigualdade de Markov a�rma que, dados uma variável aleatória x eum valor positivo a, Pr(|x|) ≥ a) ≤ E(|x|)
a

, onde Pr é probabilidade e E é ovalor esperado. Isto signi�a que se exeutarmos o oráulo duas vezes o valoresperado, E(N,N − 1), ou seja, 11, 48
√
N apliações do oráulo, temos pelomenos 50% de hane de obter o mínimo real.4.5.5 Análise da omplexidade do algoritmo 4.5.2O algoritmo BBHT98 é enerrado após enontrar o elemento ou atingirum limite superior de passos, que não está explíito na desrição do algoritmo.Já o algoritmo 4.5.2 sempre �naliza a sua exeução antes de ultrapassar umaquantidade de passos pré-de�nidos. O algoritmo é enerrado antes de fazer

11, 48
√
N hamadas do Oráulo Desigualdade sobre a função de otimização

f . Como ada hamada deste oráulo possui omplexidade Pf (N), portantoa omplexidade de tempo do algoritmo, ou seja do tamanho do iruito, é
11, 48

√
N · Pf(N), onforme desrição do algoritmo.Lema 8. A quantidade de medições realizadas é Ω(n2) onde n é a quantidadede bits que representa o tamanho do domínio da função.Demonstração. Seja M(N, t) a estimativa do número de medições realiza-das pelo algoritmo para enontrar algum dos t elementos marados em umonjunto de N elementos.Quando há apenas um elemento marado, para enontrar este elemento,que é o mínimo absoluto, são realizadas um número resente de repetiçõesdo oráulo entre as medições, em uma progressão geométria, então tem-se

S(N, t) =
1

2

M(n,1)
∑

i=1

λi =
1

2

(

λM(N,1) − 1

λ− 1

)

. (4.23)Isto implia em que
M(N, 1) = logλ(2S(N, 1) · (λ− 1) + 1). (4.24)96



Da equação anterior, podemos a�rmar que,
M(N, 1) > logλ S(N, 1). (4.25)Após enontrar um mínimo potenial qualquer, supondo que hajam telementos menores do que este mínimo, o número de medições esperado M∗é

M∗(N, t) = logλ(2S(N, t) · (λ− 1) + 1). (4.26)Então,
M∗(N, t) > logλ S(N, t). (4.27)Considerando as medições exeutadas anteriormente para enontrar todosos mínimos poteniais até o momento (om as devidas probabilidades deoorrênia), tem-se:







M(N, 1) = logλ(2S(N, 1) · (λ− 1) + 1)

M(N, t) = M∗(N, t) +
∑t−1

i=1
M∗(N,i)

i
, para t ≥ 2,

(4.28)Substituindo as equações (4.25) e (4.27) na equação anterior, tem-se que:






M(N, 1) > logλ S(N, 1)

M(N, t) > logλ S(N, t) +
∑t−1

i=1
logλ S(N,i)

i
, para t ≥ 2,

(4.29)Pelo lema 6 da página 75,
S(N, t) =

1

2

λ4

λ− 1

⌈

N

2
√

t(N − t)

⌉

. (4.30)Isto signi�a que
1

2
λ3

√

N

t
≤ S(N, t) ≤ 1√

2

λ4

λ− 1

√

N

t
. (4.31)Logo,

M(N, t) > logλ

(

λ3

2

√

N

t

)

+

t−1
∑

i=1

1

i+ 1
logλ

(

λ3

2

√

N

i

)

. (4.32)Separando alguns membros da somatória, a equação anterior torna-se
M(N, t) > logλ

(

λ3

2

√

N

t

)

+

t−1
∑

i=1

1

i+ 1
logλ

(

λ3

2

√
N

)

−
t−1
∑

i=1

logλ

√
i

i+ 1
. (4.33)97



Isto implia em
M(N, t) > logλ

(

λ3

2

√
N

)

− logλ t

2
+ logλ

(

λ3

2

√
N

) t−1
∑

i=1

1

i+ 1
−

t−1
∑

i=1

logλ i

2(i+ 1)
.(4.34)Rearranjando os termos de uma somatória e onsiderando que logλ 1 = 0e 1

i+1
< 1

i
, temos que

M(N, t) > logλ

(

λ3

2

√
N

)

− logλ t

2
+logλ

(

λ3

2

√
N

) t
∑

i=2

1

i
−

t−1
∑

i=2

logλ i

2i
. (4.35)A somatória de 1

i
om i variando de 2 até t é igual ao t-ésimo númeroharm�nio Ht-1. Sendo assim,

M(N, t) > logλ

(

λ3

2

√
N

)

Ht −
logλ t

2
−

t−1
∑

i=2

logλ i

2i
. (4.36)Minorando a somatória por uma integral, obtemos

M(N, t) > logλ

(

λ3

2

√
N

)

Ht −
logλ t

2
− 1

2

∫ t−1

i=1

logλ i

i
di. (4.37)Fazendo mudança de base do logaritmo e alulando a integral, temosque

M(N, t) > logλ

λ3

2
Ht +

1

2 lnλ
lnNHt −

logλ t

2
− ln2(t− 1)

4 lnλ
. (4.38)Minorando Ht, hegamos a

M(N, t) > logλ

λ3

2
ln(t+1)+

1

2 lnλ
lnN ln(t+1)− logλ t

2
− ln2(t− 1)

4 lnλ
. (4.39)Como o aso limite para o algoritmo oorre om t = N − 1, a equaçãoanterior a passa a ser

M(N,N − 1) > logλ

λ3

2
lnN +

ln2N

2 lnλ
− logλ(N − 1)

2
− ln2(N − 2)

4 lnλ
. (4.40)Da equação anterior, hega-se que

M(N,N − 1) > logλ

λ3

2
lnN +

ln2N

4 lnλ
− lnN

2 lnλ
. (4.41)De onde podemos onluir que

M(N,N − 1) >
ln2N

4 lnλ
+ lnN(logλ

λ3

2
− 1

2 lnλ
). (4.42)Como λ é onstante, M(N,N − 1) ∈ Ω(log2N).98



4.6 Algoritmo Medida-LinearAlém das adaptações neessárias ao algoritmo DH96, para sua utiliza-ção em problemas ombinatórios, pode-se otimizá-lo de forma a diminuir onúmero de medições de Ω(log2N) para O(logN). Uma forma simples paraisso, seria usar o algoritmo de Grover original (algoritmo 4.2.1) no lugar doBBHT98 (algoritmo 4.3.1), exeutando sempre Θ(
√
N) rodadas do oráuloantes de ada medição. Isto evita medições que possuem poua hane desuesso, mas, por outro lado, faz om que a omplexidade de tempo do al-goritmo suba para Θ(logN

√
N) · Pf(N). É possível diminuir o número demedições para apenas uma medição, através da adição de novos registrado-res, um para ada possível medição intermediária. São neessários Θ(log2N)registradores adiionais, ada um om Θ(logN) q-bits. Assim, o algoritmopassa a usar espaço úbio em relação ao número de q-bits neessários pararepresentar a entrada.Nesta seção, apresentamos o algoritmo que estamos propondo, denomi-nado Medida-Linear (ML), para enontrar o mínimo om O(logN) mediçõese 8, 27

√
N exeuções do oráulo. Caso se deseje fazer apenas uma mediçãono �nal da exeução, são neessários O(logN) registradores om Θ(logN)q-bits ada. Neste aso, o espaço passa a ser quadrátio.4.6.1 Desrição do algoritmoEste algoritmo, assim omo o DH96, é baseado no BBHT98. Enquantoo algoritmo DH96 hama o algoritmo BBHT98 várias vezes para busar umelemento na lista, o algoritmo Medida-Linear é uma variação do próprioBBHT98. A idéia do algoritmo que estamos propondo é fazer uma adaptaçãono BBHT98 de forma que, em vez de o algoritmo enerrar após enontrar umelemento que satisfaça a ondição de busa, o algoritmo ontinue prourandoelementos que satisfaçam um novo ritério. Este ritério é, no aso de um99



problema de minimização, enontrar algum elemento que seja menor do queo menor elemento enontrado até agora (mínimo potenial).Uma diferença prátia entre o algoritmo Medida-Linear e o DH96 é que, aada novo mínimo potenial enontrado, o DH96 reomeça a proura de ummínimo absoluto, repetindo pouas vezes o operador de Grover entre duasmedições onseutivas, enquanto que, no algoritmo Medida-Linear, a quan-tidade de repetições deste operador, antes de ada nova medida, é sempreresente até hegar a Θ(
√
N).No algoritmo 4.6.1, é apresentada a desrição deste proedimento.Para mostrar os resultados a seguir, onsideramos o aso em que todosos elementos da lista são distintos. Este é o pior aso do algoritmo, pois asohaja elementos repetidos, se algum destes se tornar um mínimo potenial,na iteração seguinte, todos os outros iguais a ele não são mais marados peloOráulo Desigualdade, e o algoritmo ML onverge mais rapidamente paraum mínimo real.As de�nições seguintes são usadas na demonstração dos próximos resul-tados.De�nição 5. Chamamos de y1, y2, . . . , yl a seqüênia de mínimos poteniaisenontrados pelo algoritmo ML. Pela própria de�nição de mínimo potenial,esta seqüênia é estritamente deresente.Chamamos de tk, a quantidade de elementos da lista om valores menoresdo que yk, para 1 ≤ k ≤ l.4.6.2 Análise da orretudeA análise de orretude do algoritmo Medida-Linear pode ser feita atravésda veri�ação de que, após a quantidade de iterações determinadas peloalgoritmo, a hane de enontrar um mínimo real é, de pelo menos, 50%.As proposições 2 e 3 da página 68, demonstradas em [6℄ e em [34, ap.6℄,100



Algoritmo 4.6.1 Algoritmo Medida-Linear1: Esolha aleatoriamente, om distribuição uniforme, um valor x inteironão-negativo menor do que N .2: y ← f(x)3: i← 04: Iniialize λ← 13
12

e m← λ.5: enquanto i < 8, 27
√
N faça6: Esolha aleatoriamente om distribuição uniforme um inteiro positivo

j, tal que j < m.7: Prepare o sistema no estado iniial |ψ0〉 = |0〉n|y〉l|1〉.8: Aplique a porta H no tereiro registrador.9: Faça a superposição de todos os estados da base omputaional noprimeiro registrador.10: para j iterações faça11: Aplique o Oráulo Desigualdade para inverter os estados uja ima-gem seja menor do que y.12: Aplique a inversão sobre a média.13: �m para14: Observe o primeiro registrador e guarde em x′ o valor medido.15: se f(x′) < y então16: y ← f(x′)17: �m se18: i← i+ j19: m← min(λm,
√
N)20: �m enquanto21: devolva y e o valor orrespondente do primeiro registrador.
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se referem ao oráulo de Grover, mas podem ser apliadas a qualquer outrooráulo que mara os estados através da inversão da amplitude dos mesmos,omo é o aso do Oráulo Desigualdade.Proposição 9. [6℄ Dada uma lista L om N elementos, dos quais t sãomarados pelo oráulo, aso sejam realizadas medidas interaladas por umnúmero resente de passos numa progressão geométria de razão λ, a quan-tidade total estimada de exeuções do oráulo para medir algum dos t ele-mentos marados om, pelo menos 25% de hane, é, no máximo
E0,25(N, t) =

1

4

λ

λ− 1

N
√

(N − t)t
.Em partiular, se λ = 13

12
, então E0,25(N, t) <

13
4

N√
(N−t)t

.Teorema 10. Dada uma lista L om N elementos, a quantidade estimada deexeuções do oráulo neessárias para o algoritmo ML enontrar um mínimoabsoluto da lista, om menos de 50% de erro é, no máximo, 8, 27
√
N .Demonstração. Classiamente, após l medições aleatórias, espera-se que hajano máximo N

l
elementos da lista que sejam menores do que último mínimopotenial enontrado. Como a amplitude de ada estado não marado pelooráulo em nenhum momento é maior do que a de um estado não maradoquando o mínimo potenial for menor do que metade da lista, o algoritmoquântio não pode ser pior do que a amostragem lássia. Se λ = 13

12
, as8 primeiras medições são preedidas por apenas uma exeução do oráulo.Por isso, após quatro medições, estima-se que haja aproximadamente, N

4
,elementos na lista que sejam menores do que o último mínimo potenial en-ontrado. Quando há aproximadamente N

4
elementos que satisfazem a busado oráulo, pela proposição 2, após uma iteração do oráulo, haverá quase100% de hane de obter um novo mínimo potenial. Todos os elementosmarados pelo oráulo possuem a mesma hane de serem medidos. Então,102



após a quinta medição, estima-se que haja, aproximadamente, N
8
elementosna lista menores do que este último mínimo potenial enontrado.Chamando de l o número total de medições feitas até enontrar o mínimopotenial yk, tem-se que m = λl. Isto signi�a que ontando todas as lmedições, foram realizadas, na média, Sl = 1

2

∑l
s=1 λ

s iterações do oráulo.Utilizando a fórmula da soma de uma progressão geométria, e onsiderando
λ = 13

12
, temos que: Sl < 6, 5m.Chamemos de mtk o valor limite do número de iterações esolhido omdistribuição uniforme, que garanta pelo menos 25% de hane de suesso paraenontrar um mínimo potenial, quando o oráulo mara tk elementos. Pelaproposição 5 na página 75, temos que

mtk =
N

2
√

(N − tk)tk
.Podemos separar duas situações possíveis para o valor da variável m aoobter o k-ésimo mínimo potenial:







a) m ≥ mtk

b) m < mtk .Sem ≥ mtk signi�a que a hane de enontrar um novo mínimo potenialna próxima medição é de, pelo menos, 25%. Cada nova medida até enontraro novo mínimo potenial tem também, isoladamente, 1
4
de hane de suesso.Logo, são esperadas outras 3 medições para obter um novo mínimo potenial.Isto signi�a que, o número estimado de repetições do oráulo, a partir destemomento até enontrar o próximo mínimo potenial, é (mλ+mλ2 +mλ3)/2.Para λ = 13

12
, é no máximo 1, 77m.No aso (b), em que m < N

2
√

(N−tk)tk
, ainda não se hegou ao númerode iterações em que há garantia de probabilidade de suesso maior ou iguala 25%. Neste aso, mesmo que m ontinue aumentando e se torne igual a

mtk , garantindo pelo menos 25% de suesso, o número estimado de iterações,103



inluindo as anteriores, não ultrapassa λ
2(λ−1)

mtk . Ou seja, para λ = 13
12
, o nú-mero de iterações é no máximo 6, 5mtk . Para este valor de λ, a estimativa dasiterações restantes é menor do que 3, 27mtk , pelo mesmo raioínio do asoanterior; perfazendo um total estimado de, no máximo, 8, 27mtk iterações atéenontrar o (k + 1)-ésimo mínimo potenial.Vejamos agora, por indução que, para λ = 13

12
, a partir do momento emque tk ≤ N

11
, entre duas medições, a situação esperada é o segundo aso,ou seja, após obter o k-ésimo mínimo potenial, ainda não se hegou nafaixa em que há pelo menos 25% de hane de enontrar o (k + 1)-ésimomínimo potenial. Isto implia em que o tempo total esperado do algoritmoaté hegar ao (k + 1)-ésimo mínimo potenial é, no máximo, 6, 5

√

N
(N−tk)tkexeuções do oráulo.Conforme foi omentado no iníio desta demonstração, após 4 passos, aestimativa é de que, a partir deste passo, sejam marados no máximo N

8elementos da lista. Portanto, mesmo que a amplitude dos estados maradosnão fosse aumentada, estima-se que após 11 passos já se atinja a ondiçãode que tk ≤ N
11
, e o número de passos, 8,27

2

√

N
(N−tk)tk

, é maior do que 11 paraqualquer valor de tk ≤ N
2
.Por hipótese, m < mtk = N

2
√

(N−tk)tk
, quando se atinge 25% de hane deobter o k-ésimo mínimo potenial. Todas as medições após este ponto, têm,ada uma, pelo menos 25% de hane de suesso para enontrar o próximomínimo potenial. Assim, estima-se que são neessárias outras quatro medi-ções. Isto signi�a que o valor estimado para m, quando enontra o k-ésimomínimo potenial é m = λ4mtk .Como todos os elementos marados possuem a mesma hane de seremlidos, dado que há tk elementos menores do que o k-ésimo mínimo potenial,o valor estimado para tk+1 é tk+1 = tk

2
.
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Assim, tem-se que
mtk+1

=
N

2
√

(N − tk+1)tk+1

=
N

2
√

(N − tk
2
) tk

2

. (4.43)O algoritmo está no aso (b) se m = λ4mtk < mtk+1
, ou seja, se

mtk+1

mtk

> λ4. (4.44)Como λ = 13
12
, preisamos ter

(

mtk

mtk+1

)2

< 0, 527. (4.45)Tem-se que:
mtk

mtk+1

=

N

2
√

(N−tk)tk

N

2
q

(N− tk

2
)

tk

2

. (4.46)Isto signi�a que
(

mtk

mtk+1

)2

=
(N − tk

2
)1

2

N − tk
=

(N − tk + tk
2
)

2(N − tk)
. (4.47)A expressão anterior pode ser esrita omo

(

mtk

mtk+1

)2

=
1

2
+

tk
4(N − tk)

, (4.48)Seja c = N
tk
. Isto signi�a que
(

mtk

mtk+1

)2

=
1

2
+

N

4(cN −N)
= 0, 5 +

1

4(c− 1)
, (4.49)Pela ondição iniial de que tk < N

11
, temos que c > 11. Assim,

(

mtk

mtk+1

)2

< 0, 5 +
1

40
, (4.50)Podemos onluir que,

(

mtk

mtk+1

)2

< 0, 525, (4.51)Isto signi�a que oorre o aso (b).105



Sendo assim, o número total esperado de exeuções do oráulo para en-ontrar o k-ésimo mínimo potenial é E(N, k) = 8, 27mtk .O pior aso oorre quando há um únio mínimo absoluto na lista. Nesteaso, a quantidade máxima esperada de iterações é 4, 133
√
N .Para obter 50% de hane de suesso, usando a desigualdade de Markov,são neessárias, aproximadamente, 8, 27

√
N exeuções do oráulo.4.6.3 Análise da omplexidadeA omplexidade de tempo é �xada pela ondição no passo 5 do algoritmoML: 8, 27

√
N iterações do Oráulo Desigualdade. O usto de ada exeuçãodo oráulo depende do usto de veri�ação da função f a ser otimizada.A omplexidade de espaço também depende da implementação de f .A ordem de omplexidade do número de medições é dado pelo teoremaseguinte.Teorema 11. A quantidade de medições do algoritmo ML é linear, em re-lação ao número de bits neessários para representar o tamanho da lista.Demonstração. A variável j, que de�ne o número de repetições do oráuloantes de ada medição, é esolhida aleatoriamente, om distribuição uniformeentre os valores inteiros no intervalo [1, m]. Isto signi�a que o valor estimadopara j é ⌊m⌋

2
, onde m rese numa progressão geométria (p.g.) de razão λentre duas medições, a partir de λ. Sendo assim, o valor estimado para jtambém rese numa p.g. de razão λ, mas omeçando de λ

2
.Somando todos os valores que j assume durante a exeução do algoritmoespera-se que sejam exeutadas Sm iterações do oráulo, onde:

Sm =

M
∑

k=1

λk

2
(4.52)e M é o número de medições realizadas.106



Utilizando a fórmula para soma de uma p.g. �nita, tem-se que
Sm =

1

2

λ

λ− 1
(λM − 1). (4.53)Como estamos onsiderando λ = 13

12
, a expressão anterior torna-se:

Sm = 6, 5

(

13

12

)M

− 6, 5. (4.54)A expressão anterior pode ser esrita omo
Sm

6, 5
+ 1 =

(

13

12

)M

. (4.55)Isolando a variável M que india o número de medições, tem-se que
M = log 13

12

(

Sm

6, 5
+ 1

)

. (4.56)Pela desrição do passo 5 do algoritmo ML, são realizadas Sm = 8, 27
√
Nhamadas do oráulo. Logo,

M = log 13

12

(

8, 27
√
N

6, 5
+ 1

)

≈ 1, 985 + 4, 33 log2N. (4.57)Isto signi�a que o número de medições no algoritmo ML é O(n), onde né o número de bits neessários para representar o tamanho N da lista.4.6.4 Considerações sobre o exemploEm relação ao exemplo dado na sub-seção 4.5.3, o algoritmo 4.6.1 pro-posto possui omportamento pareido om o do algoritmo 4.5.2. Isto aon-tee porque no iníio é feita apenas uma apliação do Oráulo Desigualdadeantes de ada medida. A diferença omeça a surgir quando a proporção deelementos marados omeça a diminuir. Neste aso, a ada novo mínimoenontrado, o algoritmo 4.6.1 não reiniializa o valor m que de�ne o númerode hamadas em ada nova busa omo faz o algoritmo 4.5.2. Assim, o algo-ritmo 4.6.1 evita fazer medições e apliações do oráulo que possuem pouahane de revelar novas informações. 107



Capítulo 5
Simulação dos AlgoritmosQuântios para problemas deminimização

Uma forma de omparar o desempenho dos algoritmos é através de simu-lações. As simulações também ajudam a entender melhor o funionamentodos algoritmos apliados a problemas onretos, prinipalmente onsiderandoque atualmente não existem omputadores quântios de porte prátio. Masos algoritmos quântios possuem um obstáulo onsiderável para serem simu-lados: a quantidade exponenial de bits neessária para representar o estadoglobal do sistema quântio em um sistema lássio. Isto aontee porque oestado de um sistema om n q-bits é um vetor normalizado do espaço deHilbert de dimensão 2n e, neste aso, é neessário armazenar a amplitude deada elemento da base. O álulo da evolução deste sistema neessita de umnúmero exponenial de passos em um omputador lássio [31℄. Sendo assim,no aso de problemas NP-difíeis e outros problemas em que as soluções nãosão obtidas em tempo polinomial, é possível simular adequadamente apenaspequenas instânias.Em se tratando dos algoritmos para resolver problemas de otimização108



referidos no apítulo anterior, em ada instante, há apenas dois valores dis-tintos de amplitude dos estados: uma para todos os estados que satisfazema ondição de proura do oráulo e outra para os estados que não satisfa-zem esta ondição. Sendo assim, é neessário armazenar apenas dois valoresdistintos de amplitude, em ada iteração. Isto failita a simulação destesalgoritmos, mas não resolve o problema, pois o álulo destas amplitudesdepende da informação da quantidade de elementos marados e do númerode repetições do oráulo; ou seja, depende do onheimento do número desoluções do problema.Nas simulações são abstraídos vários aspetos da realidade que se desejasimular. Conretamente nas simulações dos algoritmos tratados no apítuloanterior, a questão relativa à forma omo os dados são obtidos, se a partir deuma função ou a partir de uma lista, está em um segundo plano, diminuindoas diferenças entre as versões dos algoritmos para lista e para problemas deotimização. Ou seja, é abstraída a forma omo é implementado o oráulo. Aprinipal diferença que permanee nas simulações é o valor da onstante λ,que de�ne a progressão geométria do número de iterações do oráulo entremedições suessivas. No aso do algoritmo DH96 original, λ = 8
7
, valor nãoexplíito na desrição do algoritmo, mas herdado do algoritmo BBHT98, en-quanto que na versão para problemas de otimização ombinatória, de�nimosna formulação do algoritmo λ = 4

3
, que dá um resultado melhor.Primeiramente é mostrado o omportamento dos algoritmos DH96 [12℄e Medida-Linear apliados a problemas NP-difíeis. Para diminuir o ustoomputaional da simulação, em vez de alular a função de otimização emada apliação do oráulo, as soluções foram todas pré-aluladas e armaze-nadas em um vetor ordenado resentemente.Os problemas tratados são: a versão de otimização de uma variação do3-Sat [14℄ e resolução de equações binárias quadrátias, problema desritona sub-seção 4.2.2. Para ambos problemas, foram onsideradas instânias de109



até 16 bits, visto que a simulação destes problemas é exponenial onformeomentado anteriormente. Foram onsideradas as versões in�nitas de ambosalgoritmos, ou seja, o algoritmo termina assim que enontra um mínimoabsoluto e não apenas após um número �xo de passos.Uma forma de veri�ar o omportamento assintótio de ambos algoritmosé tomar, omo função de otimização f uma função estritamente resente.Para todos os efeitos, o algoritmo não utiliza esta propriedade. Mas omesta informação, a ada novo mínimo potenial enontrado, é possível saberquantos elementos são menores do que ele e, onsequentemente, alular aprobabilidade de enontrar um novo mínimo potenial na medição seguinte.Como foi visto no apítulo 4, o pior aso para os algoritmos oorre quando f éuma função injetora. Sendo assim, também �zemos uma simulação sobre fun-ções a�m da forma f(x) = ax+b, onde a e b foram esolhidos aleatoriamentedentro de um intervalo om instânias de até 2100 entradas. Estas simulaçõesforam feitas sobre o algoritmo 4.5.2, versão de otimização do algoritmo DH96,mas em vez de �nalizar o proesso após um número pré-determinado de pas-sos, o algoritmo termina quando enontra o mínimo absoluto, que é únio e éo primeiro elemento do domínio. A idéia de exeutar as versões in�nitas dosalgoritmos é onferir se as médias das exeuções do oráulo neessárias paraenontrar um mínimo absoluto onordam om a análise teória. Utilizandoa função a�m é possível simular um aso pior, em termos de omplexidadepara os algorítmos, do que o aso das funções relaionadas om problemasNP-difíeis, pois, neste último aso, pode haver mais de uma solução (mí-nimo absoluto), o que não aontee om a função a�m. Além disso, omo foivisto no apítulo anterior, o aso em que todos os elementos são distintos éo pior aso para o algoritmo DH96 e para o Mínimo-Linear.Os parâmetros omparados foram:
• Quantidade de apliações do oráulo110



• Quantidade de MediçõesPara ada um destes parâmetros, foi alulada a média para ada tamanhodistinto de entrada.Além destes parâmetros, também foi alulada a proporção de exeuçõesque ultrapassam um patamar. Este patamar é o número de exeuções dooráulo de�nido na formulação dos algoritmos. No aso do DH96, é utili-zado o número de iterações de�nidos na formulação original do algoritmo:
22, 5
√
N , onde N é a quantidade de elementos do domínio da função de oti-mização ou o tamanho da lista dependendo do problema onsiderado, quando

λ = 8
7
e 11, 48

√
N , para λ = 4

3
. O patamar para o algoritmo Medida-Linear,onforme de�nido na desrição do algoritmo 4.6.1, é 8, 27

√
N .Para ada instânia, foram realizadas 50 exeuções de ada algoritmo.Para a simulação dos dois problemas NP-difíeis, foi montada uma listaom todas as soluções ordenadas resentemente em relação à imagem dafunção. Quanto à simulação da função a�m, não foi montada a lista, pois afunção já é resente. A ordenação não era neessária, e esta informação foiutilizada apenas para failitar a ontagem dos estados ampli�ados e seleçãodos andidatos à mínimo.Foram montadas apenas instânias de tamanho potênias de 2. Para adainstânia do problema, os parâmetros da função eram esolhidos aleatoria-mente dentro de uma faixa de valores. De posse da função, alulou-se asimagens de todas as entradas, ordenando-as.Todas as simulações, referidas neste apítulo, foram feitas usando o soft-ware Pari GP versão 2.2.10 [44℄.Os proedimentos para simulação do DH96 e do algoritmo Medida-Linearestão desritos nos algoritmos 5.0.2 e 5.0.3 respetivamente. A desrição dasimulação de ambos é bastante pareida, a diferença está na reiniialização davariável m que é feita após ada novo mínimo potenial enontrado (passo 11111



do algoritmo 5.0.2), enquanto que, no algoritmo 5.0.3, ela possui valor iguala um apenas no iníio (passo 10). Estes algoritmos estão esritos para osproblemas sobre listas. Para os problemas sobre funções, deve substituir
F [x] por f(x), além de omitir o passo referente à ordenação de F .Para efeitos omparativos, também é mostrado o resultado da simulaçãodo algoritmo BBHT98, mas omo se trata de um algoritmo de busa, é infor-mado ao algoritmo qual é o valor do mínimo absoluto. O proedimento paraa simulação do algoritmo BBHT98 é mostrado no algoritmo 5.0.4. A desri-ção deste algoritmo é muito pareida om a do algoritmo de simulação 5.0.3.As diferenças estão nos passos 19 e 29, que se referem ao número de estadosmarados pelo oráulo e ondição de parada das busas, respetivamente.Nas simulações dos três problemas onsiderados, o algoritmo DH96 foiexeutado om λ = 8

7
e λ = 4

3
. O algoritmo Medida-Linear foi simulado om

λ = 13
12
, apesar de que, omo se verá adiante, há outros valores de λ que dãomelhores resultados neste último algoritmo. Para mostrar a relação entre

λ e o desempenho dos algoritmos, no �nal da última seção deste apítuloé mostrado o resultado de uma simulação variando o valor de λ em ambosalgoritmos para um determinado tamanho de entrada.5.1 Simulação do problema de otimização as-soiado ao 3-SatO problema de deisão 3-Satisfabilidade, mais onheido omo 3-Sat, on-siste em, dados um onjunto U de variáveis lógias e uma oleção C de láu-sulas (disjuntivas) sobre U , ada uma ontendo exatamente 3 literais, saberse há uma ombinação de valores para as variáveis em U , que satisfaça todasas láusulas em C [14℄.Há uma variação deste problema, que inlui um valor k, e deseja-se saber112



Algoritmo 5.0.2 Simulação do Algoritmo DH para enontrar o mínimo.1: De�nição do tamanho da entrada N .2: De�nição dos parâmetros da função f .3: De�nição do valor de λ.4: Montagem de uma lista F om os resultados de f para ada entrada.5: Ordenação resente de F .6: medidas← 17: cont← 08: x← ⌊N
2
⌋9: mı́nimo← F [x]10: enquanto mı́nimo > F [1] faça11: m← 1 {m é reiniializado}12: repita13: m← m · λ14: se m >

√
N então15: m←
√
N16: �m se17: j ← random(m)18: cont← cont+ j19: t← quantidade de estados menores do que F [x]20: θ ← asen(
√

t
N

)21: prob← sen2(j · θ)22: se prob · 231 > random(231) então23: x← random(t) + 124: senão25: x← random(N − t) + t+ 126: �m se27: y ← F [x]28: medidas← medidas+ 129: até que y < mı́nimo30: �m enquanto31: devolva y
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Algoritmo 5.0.3 Simulação do Algoritmo Medida-Linear para enontrar omínimo.1: De�nição do tamanho da entrada N .2: De�nição dos parâmetros da função f .3: De�nição do valor de λ.4: Montagem de uma lista F om os resultados de f para ada entrada.5: Ordenação resente de F .6: medidas← 17: cont← 08: x← ⌊N
2
⌋9: mı́nimo← F [x]10: m← 111: enquanto mı́nimo > F [1] faça12: repita13: m← m · λ14: se m >

√
N então15: m←
√
N16: �m se17: j ← random(m)18: cont← cont+ j19: t← quantidade de estados menores do que F [x]20: θ ← asen(
√

t
N

)21: prob← sen2(j · θ)22: se prob · 231 > random(231) então23: x← random(t) + 124: senão25: x← random(N − t) + t+ 126: �m se27: y ← F [x]28: medidas← medidas+ 129: até que y < mı́nimo30: �m enquanto31: devolva y
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Algoritmo 5.0.4 Simulação do Algoritmo BBHT para enontrar o mínimoonheido.1: De�nição do tamanho da entrada N .2: De�nição dos parâmetros da função f .3: De�nição do valor de λ.4: Montagem de uma lista F om os resultados de f para ada entrada.5: Ordenação resente de F .6: medidas← 17: cont← 08: x← ⌊N
2
⌋9: mı́nimo← F [x]10: m← 111: enquanto mı́nimo > F [1] faça12: repita13: m← m · λ14: se m >

√
N então15: m←
√
N16: �m se17: j ← random(m)18: cont← cont+ j19: t← quantidade de estados iguais a F [1]20: θ ← asen(
√

t
N

)21: prob← sen2(j · θ)22: se prob · 231 > random(231) então23: x← random(t) + 124: senão25: x← random(N − t) + t+ 126: �m se27: y ← F [x]28: medidas← medidas+ 129: até que y = F [1]30: �m enquanto31: devolva y
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se, dada uma instânia do 3-Sat, k láusulas são satisfeitas ou não.O problema de otimização relaionado a esta variação do 3-Sat onsisteem saber qual é o maior número de láusulas que podem ser satisfeitas paraas diversas ombinações de valores para as variáveis em U .Foram riadas instânias deste problema de até n = 16 literais, o queimplia em entradas de tamanho até N = 216. Foram rodadas 50 instâniaspara ada tamanho de entrada, que variava entre as potênias de 2 a partir
23 até 216. De posse de n, foi esolhido aleatoriamente, om distribuiçãouniforme, o número de láusulas entre 1 e maxn = n(n−1)(n−2)

3
, onde maxné a quantidade máxima de láusulas distintas possíveis para n literais. Asláusulas eram geradas também aleatoriamente: esolhiam-se, om distribui-ção uniforme, 3 literais distintos de�nindo também aleatoriamente se adaum destes literais seriam negados ou não. Em seguida foram removidas asláusulas redundantes (iguais).5.2 Simulação do problema de Equações Biná-rias QuadrátiasAssim omo no aso do 3-Sat, foram montadas 50 instânias para adatamanho de entrada que variou entre 23 até 216 para o problema de EquaçõesBinárias Quadrátias (EBQ). Diferentemente do problema 3-Sat, a quanti-dade de entradas não preisaria ser potênia de 2, mas para failitar a om-paração, foram usados apenas valores desta forma. Os parâmetros de adaproblema são: α, β e γ. Deseja-se enontrar x < γ que minimize a expressão

x2 − α mod β. As instânias foram montadas da seguinte forma: Esolhe-seum valor de γ. Esolhe-se aleatoriamente um valor β > γ, e em seguida,esolhe-se também aleatoriamente α < β. Para ada instânia, omo no asoanterior, foram feitas 50 exeuções de ada algoritmo, tomando a média de116



iterações e de medições.Nas �guras 5.1 e 5.2, são mostrados os grá�os omparativos do número devezes que o Oráulo Desigualdade é hamado em ada um dos algoritmos parao problema das equações binárias quadrátias e para a versão de otimizaçãodo 3-Sat. Nos dois grá�os, ambas as esalas são logarítmias. O valor médioobtido para o número de hamadas do oráulo no algoritmo DH96, em ambasversões, para ada tamanho de entrada é dado pelas linhas traejadas e omo marador no formato de diamante ♦, e o respetivo valor para o algoritmoMedida-Linear é dado pela linha inferior e que ontém marador no formatode triângulo△. A linha om o resultado da simulação do algoritmo BBHT98possui marador ©. Para efeitos omparativos, são mostradas duas linhasadiionais sem maradores. A linha superior se refere à função 5, 74 · 2n/2,onde n é o número de bits da entrada. Esta é a estimativa teória para oalgoritmo DH96 om λ = 4
3
. A outra linha se refere à função 4, 133 · 2n/2,número de passos estimados para o algoritmo Medida-Linear enontrar ummínimo absoluto do problema. No grá�o 5.2, é omitida a primeira linha(5, 74 · 2n/2).Nas �guras 5.3 e 5.4, são mostrados os grá�os omparativos do númerode medições feitas por ambos algoritmos até hegar ao valor mínimo paraos problemas EBQ e 3-Sat respetivamente. O grá�o está em função donúmero de bits da entrada.5.3 Simulação de grandes instâniasUm dos maiores problemas para a simulação de problemas NP-difíeis éa identi�ação da quantidade de estados marados, ou seja, aqueles que têma amplitude invertida em ada iteração. Esta informação é neessária parasaber qual a probabilidade de um estado marado ser observado. Depois,além da quantidade de estados marados, é preiso saber quais são estes117
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Figura 5.1: Grá�o om a quantidade de onsultas ao oráulo dos algoritmos DH96e Medida-Linear para o problema das Equações Binárias Quadrátias. As duaslinhas sem maradores se referem a estimativa teória do número de hamadasdos dois algoritmos para otimização, sendo que a linha superior se refere ao DH96enquanto que a outra linha se refere ao algoritmo Medida-Linear.
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Figura 5.3: Grá�o om a quantidade de medições dos algoritmos DH96 e Medida-Linear (problema EBQ).
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Figura 5.4: Grá�o om a quantidade de medições dos algoritmos DH96 e Medida-Linear (problema 3-Sat).
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estados, pois ada valor medido é usado omo ota para a rodada seguinteaté hegar ao mínimo. Para failitar a obtenção destas informações durantea simulação, o vetor om a seqüênia de soluções é ordenado resentementede aordo om a imagem da função. Assim, as primeiras posições da listaontêm o menor valor da imagem. Se a quantidade de entradas possíveis
N é muito grande, torna-se inviável a manipulação da lista: preenhimento,busa ou ordenação do mesmo. Uma solução alternativa é tomar uma funçãoque já esteja ordenada. Optamos por tomar funções a�m, ou seja, funçõesda forma: f(x) = ax + b om x inteiro menor do que N , onde a e b sãovalores inteiros esolhidos aleatoriamente, om distribuição uniforme, dentrode um intervalo e N de�ne o tamanho de entrada. Pelo fato de todos oselementos possuirem postos distintos, através da função a�m, onseguimossimular o pior aso para ambos algoritmos, aso mais difíil inlusive do queos problemas NP-ompletos.Para ada tamanho de entrada, foram esolhidas 50 funções distintas,sendo que para ada função destas, foram realizadas 50 exeuções dos algo-ritmos 5.0.2 e 5.0.3. Foram tomadas as médias do número de iterações e daquantidade de medidas realizadas por ada algoritmo em ada exeução.O tamanho das entradas variou entre 23 e 2100.Como no aso dos problemas NP-difíeis, nas �guras 5.5 a 5.7, são mostra-dos os resultados das simulações para os algoritmos DH96 e Medida-Linear.São apresentadas duas versões para o DH96, uma om λ = 8

7
e λ = 4

3
omofoi feito na seção anterior.No grá�o 5.5, é feita uma omparação da quantidade de exeuções dooráulo, que é o dobro do número de avaliações da função de otimização.Esta omparação é feita em uma esala logarítmia.Como, teoriamente, o número de onsultas é proporional à raiz qua-drada da dimensão da entrada (tamanho da lista ou tamanho do domínio dafunção), no grá�o 5.6, é mostrado o mesmo resultado do grá�o 5.5 dividido120
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7
. Isto ajuda avisualizar a diferença de performane dos algoritmos, visto que estes dadossão apresentados em uma esala linear. Neste grá�o, pode-se observar queos dados, a partir de n = 20 bits, o número esperado de onsultas ao oráuloé aproximadamente 6, 25

√
2n para o algoritmo DH96 original, 5, 04

√
2n paraa versão DH96 om λ = 4

3
, 4, 45

√
2n para o algoritmo Medida-Linear om

λ = 13
12

e 4, 05
√

2n para λ = 8
7
.No grá�o 5.7, é apresentada a quantidade de medições de ambos algo-ritmos para a simulação baseada na função a�m.
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3
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na forma
f(x) =







b se x ≤ t

ax+ b se t < x ≤ N,
(5.1)onde t é o número de mínimos e N é o tamanho do domínio da função.As simulações foram feitas para N = 2100 om t variando nas potêniasde 2, apartir de 1 até N . No aso do algoritmo DH96, é apresentada apenasa versão que apresenta melhor resultado: om λ = 4

3
.No grá�o 5.9 é mostrada a quantidade de onsultas ao oráulo para assimulações feitas.
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√

N
t
),onde N é o tamanho do problema e t é o número de soluções. O problema é127



que, em geral, não se onhee t de antemão, sendo neessário exeutar θ(N)iterações.
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Capítulo 6
Conlusão

Neste trabalho, foram apresentados diversos iruitos úteis para a Com-putação Reversível Clássia e para a Computação Quântia, omo é o asodos iruitos para multipliação e divisão de inteiros, que podem ser utili-zados para a onstrução de diversos outros iruitos e algoritmos. Além doiruito onvenional para multipliação reversível, foram propostas versõesreversíveis para o algoritmo Karatsuba. Em alguns destes iruitos foi utili-zada uma forma de limpeza de lixo reursiva, que é distinta da enontradana literatura.Outra linha de algoritmos apresentados é relaionada ao problema de en-ontrar um valor ótimo em uma lista não ordenada ou retornado por umafunção disreta. Propomos um algoritmo, hamado Medida-Linear, que semostrou mais e�iente que o algoritmo DH96 [12℄, por fazer 8, 27
√
N onsul-tas a uma lista om N elementos em ontraposição às 22, 5

√
N onsultas dadesrição original do DH96. Além disso, hamando de n a quantidade de bitsneessária para representar o tamanho da lista, o algoritmo ML exeuta O(n)medições pariais enquanto que o algoritmo DH96 exeuta Ω(n2) medições.Foi proposto também um operador, hamado Oráulo-Desigualdade, que per-mite transformar os algoritmos aima referidos em algoritmos de otimizaçãoombinatória. 129



Através de simulações, omparamos o desempenho dos algoritmos DH96 eML, para enontrar um menor valor em uma lista gerada a partir de pequenasinstânias de problemas NP-difíeis e em problemas de otimização assoiadosa funções injetoras, que é o pior aso para ambos algoritmos, om domínio deaté 2100 elementos. Os resultados das simulações on�rmaram o desempenhosuperior do algoritmo ML em relação ao algoritmo DH96.Tanto em relação aos algoritmos aritmétios reversíveis, quanto em re-lação aos algoritmos quântios para resolver o problema de otimização, hávários aspetos que podem ser estudados para tentar melhorar o desempenho.O algoritmo Karatsuba reversível é mais e�iente do que o algoritmoonvenional por fazer Θ(nlog 3) operações enquanto o algoritmo padrão é
Θ(n2), mas em ompensação, ele utiliza um espaço extra maior. Pode-setentar otimizá-lo de forma a gastar menos espaço, mas sem aumentar muito aomplexidade do iruito. Mostramos omo fazer a limpeza do lixo reursivo.Pode-se tentar fazer a limpeza de lixo para outros tipos de algoritmos nosquais a apliação dos métodos de limpeza de Bennett seja pouo e�iente oude difíil implementação.Em relação ao problema de otimização ombinatória, não é possível di-minuir a ordem de omplexidade do número de hamadas do oráulo paraos algoritmos DH96 e Medida-Linear, visto que, para entrada de tamanho
N , estes dois algoritmos são Θ(

√
N), limite inferior do problema de busaquando há apenas um mínimo absoluto. E no aso de problemas de otimi-zação mesmo tendo obtido o valor desejado, aso sejam exeutadas menosoperações do que Θ(

√
N), não se pode ter erteza que se hegou a um mí-nimo absluto. Neste aso, onsiderando que a omplexidade do iruito é

Θ(
√
N) · Θ(f(N)), onde f é a função de otimização, a únia maneira deotimizar o algoritmo é apliá-lo a uma função de otimização que seja maise�iente, omo por exemplo, meta-heurístias, que são estratégias gerais queguiam outras heurístias em busa de soluções satisfatórias em problemas130



difíeis. E omo é possível fazer a simulação dos algoritmos ML e DH96 emomputadores lássios, pode-se ompará-los om outros proedimentos queexistem atualmente para resolver problemas de otimização ombinatória.
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