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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessé-

rios para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

OTIMIZACAO DE FUNCOES CONTINUAS USANDO
ALGORITMOS QUANTICOS

Pedro Carlos da Silva Lara
Maio , 2015

Orientador: Renato Portugal, D.Sc

Algoritmos de otimizacao sao conhecidos por apresentarem uma vasta gama
de aplicacoes em diversas areas do conhecimento. Desta forma, qualquer melhoria
no desempenho dos algoritmos de otimizacao gera grande impacto na resolucao
de diversos problemas. Neste sentido, este trabalho introduz a area de algoritmos
quanticos para a otimizagao global (maximiza¢ao/minimizagao) de fungdes conti-
nuas através de diferentes métodos quanticos de busca e algoritmos classicos de
otimizacao local. Neste caso, a utilizacao de algoritmos quanticos de busca estd
diretamente associada ao desempenho com relacao ao método classico: usando
um computador quantico pode-se encontrar um elemento em um banco de dados

nao-ordenado usando apenas O(v/ V) consultas.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

QUANTUM CONTINUOUS FUNCTION OPTIMIZATION
ALGORITHMS

Pedro Carlos da Silva Lara
May, 2015

Advisor: Renato Portugal, D.Sc

Optimization algorithms are known to have a wide range of applications in
various areas of knowledge. Thus, any improvement in the performance of opti-
mization algorithms generate great impact in solving various problems. Thus, this
work indroduces the area of quantum algorithms for global optimization (maxi-
mization/minimization) of continuous functions through different quantum search
methods and classical local optimization algorithms. In this case, the use of search
quantum algorithms is tied directly to performance with respect to the classical

method: using a quantum computer can find an element in an unsorted database

using only O(v/N) queries.

viil



Sumario

1 Introducao 2
2 O Algoritmo de Grover e sua Generalizacao 4
2.1 Multiplos Elementos Marcados . . . . . . . . ... .. ... .. ... 11
2.2 Um caso especial quando N =4M . . . . . ... .. ... .. ... 12
2.3 Busca com o nimero de elementos marcados desconhecido . . . . . 12

3 Otimizagao Quantica Discreta 16
3.0.1 Grover Adaptative Search . . . . .. .. ... ... .. ... 17

3.0.2  Algoritmo Diirr-Hgyer (DH) . . . . . . ... .. ... ... 17

3.0.3 Algoritmo BBW . . . . ... 22

4 Otimizacao Quantica Continua 23
4.1 Otimizacao Global usando algoritmos Classico-Quanticos . . . . . . 23
4.1.1 Condicao de Parada . . . . .. .. ... ... ... ... .. 26

4.2 Resultados Computacionais . . . . . . .. ... ... ... ..... 27

5 Otimizacao Usando Passeios Quanticos 39
5.1 Passeios Quanticos . . . . . . . . .. ..o 39
5.2 Busca usando Passeios Quanticos . . . . .. .. ... ... ... .. 42

5.3 Busca Usando Passeios Quanticos com Mais de um Elemento Marcado 46

5.4 Otimizag¢ao usando o AKR-Tulsi com miiltiplos elementos marcados 49

1X



6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Trabalhos Futuros. . . . . . . . . . . . . ..

Referéncias Bibliograficas

Apéndice

A Resultados Computacionais para a Otimizagao usando AKR-Tulsi

B Resultados computacionais para o Algoritmo LPL

C Linguagem de Programacao Neblina

D Hiperwalk: Simulador Paralelo de Passeio Aleatério Quantico

20
o1

52

29

68

5

79



Lista de Figuras

Figura

2.1
2.2
2.3

3.1

3.2

3.3

4.1
4.2

4.3

4.4

Representagao geométrica do operador Uy. . . . . . . . . . . .. ..
Representacao geométrica do operador Ry. . . . . . . . . .. .. ..
Probabilidade de sucesso com relacao ao nimero de aplicagoes do

operador de Grover usando N = 26 sendo 15 elementos marcados. .

Elementos abaixo da linha tracejada (limiar) serao marcados para
as rotagoes de Grover. . . . . . ...
Simulagao do Algoritmo DH com diferentes valores de A. Neste caso,
estamos buscando por 1% dos melhores elementos. Confirmando o
valor de A\ = 1.34 reportado em Baritompa et al. (2005) . . . . . ..
Simulagao do Algoritmo DH com diferentes valores de A. Busca por
pelo menos um dos 0.02% melhores elementos. Confirmando o valor

de A = 1.34 reportado em Baritompa et al. (2005) . . . . ... ...

Melhoria ao remover a reinicializagao de m no Algoritmo DH.

A esquerda a funcio objetivo Griewank com uma varidvel. A direita
a disposicao dos minimos locais, neste caso, s6 pode ser observada
apdés uma ampliacao da regiao proxima de y =0. . . . . . . . . ..
Comparagao entre os Algoritmos DH, BBW e LPL usando a fungao
objetivo Griewank para 1 variavel.. . . . . . . . .. ... ... ...
Comparagao entre os Algoritmos DH, BBW e LPL usando a funcao

objetivo Griewank para 2 variavel. . . . . . . ... ... ..o

x1

7

13



4.5

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5
5.6

5.7

5.8

5.9

C.1
C.2
C.3

Comparagao entre os Algoritmos DH, BBW e LPL usando a fungao

objetivo Griewank para 3 variavel. . . . . . . . ... ...

Diferenga do passeio quantico (esquerda) e passeio aleatério (di-
reita). O desvio padréo/variancia é maior no passeio quantico. A
Figura da esquerda foi gerada usando o software Hiperwalk (Lara
et al. (2014a), veja o Apéndice D) . . . . . ..o
Distribuicao de probabilidade para 7" = 100 usando a moeda de
Fourier. . . . . . . ..
Probabilidade do elemento marcado com relacao ao nimero de apli-
cacoes do operador U’ para uma malha 40 x 40. . . . .. ... ..
Busca do elemento marcado em uma malha bidimensional 40 x 40.
Préximo de t = 75 a probabilidade do elemento marcado atinge o
maximo. Com ¢ = 140 a dinamica recomeca. O valor de ¢ indica a
quantidade de vezes que a funcao objetivo foi avaliada. . . . . . . .
Melhoria na busca usando proposta por A. Tulsi . . . . . .. . ...
Busca do elemento marcado em uma malha bidimensional 10 x 10
usando a modificacao de Tulsi. . . . . . . .. .. ... ... ... ..
Foram marcados os elementos (2,2), (2,3) e (7,7) em uma malha
bidimensional 12 x 12. O vétice (7, 7) apresentou uma probabilidade
maior que os elementos (2,2) e (2,3). . . . . ... ...
Insercao do elemento marcado (7,8). Os graficos ficam distribuidos
de maneira mais balanceada. . . . . . ... ..o
Probabilidade associada a cada ponto marcado. O ponto central
(20,20) ficou com probabilidade constante préxima de zero. Os

outros pontos apresentam a mesma curva de probabilidade. . . . . .

Representacao geométrica do operador Uyp. . . . . . . . . ... . ..
Discrete Markov Chain implementation written in Neblina. . . . . .

Implementagao do Algoritmo de Grover em Neblina . . . . . . . ..

xii

76



D.1 Comportamento da onda na malha bidimensional 80 x 80. Neste
caso € utilizado a moeada de Grover. O caminhante parte do meio

do grid com condicdo inicial da moeda igual a £(|0) + [1) + [2) + [3)). 80

xiil



Lista de Tabelas

Tabela

4.1

4.2

4.3

4.4
4.5

5.1

B.1

Numero de avaliacoes da funcao objetivo adicionado ao nimero de
medidas quanticas (effort) para o método hibrido usando uma va-
ridvel. Em vermelho o pior método de minimizacao local e em azul
o melhor para cada funcao teste. Os métodos que usam derivada
estdo marcados com *. . . ... .. L
Numero de avaliacoes da funcao objetivo adicionado ao nimero de
medidas quanticas (effort) para o método LPL usando duas varié-
veis. Em vermelho o pior método de minimizacao local e em azul
o melhor para cada funcao teste. Os métodos que usam derivada
estdo marcados com *. . ... ... L
Numero de avaliagoes da fungao objetivo adicionado ao niimero de
medidas quanticas (effort) para o método LPL usando trés varié-
veis. Em vermelho o pior método de minimizagao local e em azul
o melhor para cada funcao teste. Os métodos que usam derivada
estdo marcados com *. . .. .. ... L
Comparacao entre os os Algoritmos DH, BBW e LPL. . . . . . ..

Taxa de sucesso para o Algoritmo LPL. . . . . . . . ... ... ...

Comparagao entre o nimero médio de avaliacoes entre o Algoritmo

LPL e o Algoritmo de Otimizacao que usa AKR-Tulsi . . . . . . ..

Desvio padrao dos experimentos do Algoritmo LPL para uma uma

varidvel. . .o

Xiv



B.2

B.3
B.4
B.5
B.6

C.1

Desvio padrao dos experimentos do Algoritmo LPL para duas va-

TIAVEIS. . . o v o

Desvio padrao dos experimentos do Algoritmo LPL para trés variaveis.

Taxa de sucesso para o Algoritmo LPL usando uma variavel. . . . .
Taxa de sucesso para o Algoritmo LPL usando duas variaveis.

Taxa de sucesso para o Algoritmo LPL usando trés varidveis. . . . .

Comparagao do experimento de Cadeias de Markov Discretas entre

Neblina e C (sequencial, usando gcc) para 7'=1000. . . . . . . ..

XV

70
71
72
73
74



Lista de Algoritmos

10

Busca cléssica em uma tabela sem ordenacao . . . . .. ... .. ..
Busca quantica em uma tabela sem ordenacao . . . . . . . ... ...
Busca cléssica de multiplos elementos marcados em uma tabela sem
Ordenacan . . . . . . ... .o
Busca quantica de multiplos elementos marcados em uma tabela sem

ordenacao sem conhecer o valorde M. . . . . ... ... ... ... ..

Minimizagao discreta classica . . . . . . . ... ... ... ..
Grover Adaptative Search . . . . . . .. .. ... ... ...
Algoritmo Diirr-Hegyer . . . . . . . . . . ...

Algoritmo de obtencao da sequéncia de rotagoes para o Algoritmo

Algoritmo Multistart . . . . . . .. .. ...

Otimizacao Global Hibrida . . . . . .. .. ... ... ... .....

15



Capitulo 1

Introducao

O trabalho seminal de Grover (1996) mostrou que através de um computa-
dor quantico pode-se encontrar um elemento em um banco de dados nao-ordenado
usando O(v/N) consultas. Anteriormente ao trabalho de L. Grover, o Algoritmo
de Shor (1994), teria despertado interesse da comunidade académica por resolver
eficientemente, a partir de um computador quantico, o Problema da Fatoracao de
Inteiros (PFI) e o Problema do Logaritmo Discreto (PLD). O PFI e o PLD atual-
mente sao bases para a seguranca de diversos esquemas e protocolos de criptografia
tais como Diffie e Hellman (2006), RSA (Rivest et al. (1978)), métodos baseados
em curvas elipticas (Koblitz (1987); Miller (1986)), entre outros. Resolver o PFI
e o PLD eficientemente significa aposentar estes métodos criptograficos. No en-
tanto, o Algoritmo de Grover possui uma aplicabilidade substancialmente maior:
qualquer problema que teria que ser resolvido por uma busca linear teria um spee-
dup quadratico usando um computador quantico. Assim, o trabalho de L. Grover
despertou ainda mais o interesse em computacao quantica exibindo uma aplicacao
geral de computadores quanticos e posteriormente foi comprovado o lower bound do
algoritmo. Além disso o Algoritmo de Grover foi comprovadamente implementado
com sucesso (Chuang et al. (1998)). Pouco tempo depois de publicado o trabalho
de L. Grover, Boyer et al. (1996) generalizaram o problema para mais de um ele-
mento procurado. Eles também abordaram o problema de quando nao se conhece

o numero de elementos procurados e comprovaram a complexidade do problema



também tendo uma vasta importancia pratica. Desta forma, usando o conceito de
amplificacao de amplitude, o Algoritmo de Grover inspirou uma grande variedade
de outros algoritmos quanticos.

Influenciados pelo trabalho Boyer et al. (1996) os autores Diirr e Hgyer (1996)
introduziram a drea de minimizacao usando algoritmos quanticos. Posteriormente,
Baritompa et al. (2005) corrigiram algumas constantes do trabalho de Diirr e Hoyer
(1996) e propos um framework para a utilizagao do Algoritmo de Grover na otimi-
zacao de uma lista discreta de valores nao-ordenados.

Este trabalho descreve o primeiro algoritmo quantico para a otimizacao de
fungdes continuas Lara et al. (2014b) e uma versao que utiliza como ferramenta de
busca algoritmos baseados em caminhadas quanticas. Neste caso, foi utilizada uma
estratégia hibrida: uma parte do algoritmo executa um procedimento quantico e
outra parte executa um método classico.

Este trabalho estd divido da seguinte forma: No Capitulo 2 faremos uma
breve revisao bibliografica do Algoritmo de Grover e a sua respectiva generalizacao.
No Capitulo 3 iremos expor os principais algoritmos para o problema da minimi-
zagao em uma lista finita nao-ordenada. No Capitulo 4 trataremos a otimizacao
global de fungodes continuas através de algoritmos hibridos (cldssico-quantico). No
Capitulo 5 abordaremos o problema da otimizagao de fungoes continuas usando
algoritmos de busca baseados em passeios quanticos. Finalmente, no Capitulo 5

colocaremos nossas conclusoes e trabalhos futuros.



Capitulo 2

O Algoritmo de Grover e sua

Generalizacao

Considere o seguinte problema: seja A0, ..., N —1] uma tabela de elementos
sem ordenacgao e queremos encontrar um elemento zy € A. Na verdade, desejamos
encontrar um indice iy € {0,..., N — 1} tal que Alig] = x¢. A restrigdo é que
sO exista um unico elemento procurado xy, ou seja, nao existem repeticoes. Com
um computador classico tentariamos, sem muitas variacoes, uma estratégia do tipo

(Algoritmo 1).

Algoritmo 1: Busca classica em uma tabela sem ordenacao

Input: A tabela A[0,..., N — 1] e o elemento procurado .
Output: O indice i tal que Aliy] = xo.
begin
for i €{0,...,N—1} do
if Ali] = x¢ then
L L return i;

Este algoritmo também ¢é conhecido como algoritmo de forga bruta ou busca
linear. Como nao existe nenhuma informagcao ou estrutura por tras de A[0, ..., N—
1] que possa acelerar a busca por iy o algoritmo testa todas as possibilidades até
encontra-lo. Obviamente este algoritmo possui complexidade O(N) e naturalmente
uma ordenagao em A0, ..., N — 1] tornaria a complexidade para o problema da

busca O(log N). O leitor poderd perceber que se trata de um problema de busca



completamente geral. Ou seja, uma busca sem qualquer restricao em sua definicao
salvo o fato de existir apenas um elemento procurado zy. Assim, este mesmo
problema podera ser reescrito e aplicado em diversas areas, tais como: quebra
de codigos criptograficos, otimizacao, programacao linear, genética computacional
entre outras. Desta forma, acelerar este algoritmo impacta diretamente em diversas
dreas da ciéncia. L. Grover (1996) propds um algoritmo de busca quantico cuja
complexidade é O(v/N). Além disso, foi demonstrado por Bennett et al. (1997)
que mesmo com um computador quantico nao consegueriamos nada melhor que
Q(\/N ) consultas para este tipo de problema. Este trabalho incipiente mostrou a
aplicabilidade em problemas gerais da computacao quantica.

Iremos indroduzir um formalismo que facilita a explanacao do Algoritmo de

Grover. Seja

F:{0,...,N—1} = {0,1}

tal que
. 1,se Ali] = xo;
fi) =
0,se Ali| # xo;
Onde zy é o elemento procurado na tabela A[0,..., N — 1] e seja N = 2" para

n > 1. A escolha de N = 2" nao tira a generalidade do problema. Na literatura a
funcao f é conhecida como funcdo ordculo. A complexidade do algoritmo é dada
pelo nimero de vezes que se consulta a funcao f. O algoritmo trabalha com dois
registradores, o primeiro com n qubits, inicializado no estado |00...0) e o segundo
com 1 qubit inicializado no estado |1). A primeira parte do algoritmo consiste em

aplicar o operador de Hadamard



em cada qubit da entrada, ou seja, no primeiro registrador temos

) = H®"|00...0) =

e o segundo registrador temos

1

(10) = 1))

Agora, precisamos de um operador unitdario que atue identificando o elemento

marcado utilizado a fungao f definida anteriormente. Para isso, podemos usar a

seguinte definigao

Upli)lr) = [0)] f(3) @ 7),

onde i) é o estado quantico de n qubits e |r) é o estado de 1 qubit. O simbolo &
representa a operagao de OU-exclusivo. O operador Uy atua invertendo o segundo
registrador caso o primeiro seja o elemento procurado. Caso o primeiro registrador
de n qubits nao seja o elemento marcado, entao o operador Uy nao modifica a
entrada. Esta é uma receita bastante comum de ser utilizar uma funcao qualquer,

neste caso f, através de um operador unitdrio. A ideia é aplicar o operador Uy em

[¥)]=), assim

i
i

-
-
S

N-1

(Us(010)) = Us(1)11)))

U110 = 2= (32 <1010 = 1011 = 5 (1l0) ~ io)1)))

S

i=0,i4g

N-1 N-1

Uf<|w>r—>>:%ﬁ(( > 101 — liol)) = \/%(Z(_l)m

i=0,i4g i=

Ou seja, Uy é uma reflexdo em torno do espago ortogonal a |ig)|—). Assim o

)=,



operador Uy pode ser escrito como

Up =1—2|ig, —)(ig, —|.

Em outras palavras,

—|i)| =), se i = ip;

)] =),se i # io;

Up(li)l=)) =

Uma representagao geométrica da aplicacio de Uy em [¢)|—) pode ser vista na
Figura C.1. O vetor |ig)|—) é o elemento marcado e |ig)|—)* é ortogonal a |ig)|—).

A aplicagdo de Uy reflete |0)|—) com relagao a |ig)|—) .

lio)|—)

[¥)=)

lio)| =)+
Ur(1$)|=))

Figura 2.1: Representacao geométrica do operador Uy.

Observe que apds aplicagao do operador Uy o segundo registrador se mantém
invariante. O seu estado continua sendo |—), no entanto, nao quer dizer que ele seja
desnecessario. Por questao de conveniéncia iremos omitir o segundo registrador
uma vez que ele sempre se manterda no estado |—). O operador Uy identifica o
elemento marcado x( invertendo o sinal do estado. Mas isso ainda nao é suficiente:

se fizermos uma medida iremos obter o estado procurado com probabilidade

ki) = (- =) =+



Neste caso todos os estados da base computacional possui a mesma amplitude de
probabilidade igual a %

O objetivo do Algoritmo de Grover é encontrar um elemento marcado. Para
isso, utiliza um estado em superposicao e aplica o conceito de paralelismo quantico
(Nielsen e Chuang (2011)) para identificar o elemento marcado a partir do operador
Uy. Observando a Figura C.1 tem-se que o estado [¢) deve se aproximar do estado
lig) a cada iteragao para que o algoritmo seja bem sucedido. Agora considere a
operacao de reflexao do estado Uf|y)) com relagdo ao vetor |¢). Esta operacao
torna o angulo entre o vetor Uf|t)) e |ip) menor (veja a Figura 2.2).

l50)

[¥1)

)

Uy ly)

Figura 2.2: Representacao geométrica do operador Ry.

O vetor [¢1) é o resultado desta nova reflexao em torno do vetor [¢)). Alge-

bricamente podemos escrever esta operagao como

Ry =21Y) (| — I.

A aplicagao de Uy em [¢)) pode ser escrita como:

Usl) = ) — %Nw (2.1)



Aplicando Ry na parte da esquerda da Equagao 2.1 temos:

2 2

Ry io)) = (2 - 1)( io))
o(19) = o)) = @l = D (1) — —lio)
2 N —4 2
Ry (19) = —=lio)) = ——— 1) + —=[i 2.2
Observe que o a replexao R, atua apenas no primeiro registrador de n qubits.
Chamaremos de rotagao de Grover, a composicao dos dois operadores vistos ante-

riormente, ou seja

G = (Ry ® I)U;. (2.3)

Assim o Algoritmo de Grover se resume a aplicar uma determinada quantidade de
vezes o operador G ao estado [1). Apds isso medir o estado do primeiro registador
e obter o indice do elemento marcado.

Seja [1;) = G7|¢). De Boyer et al. (1996) temos que o estado [¢);) pode ser

escrito como

N-1
[y =D Lli) + Kylio)

i=0,ii0
onde
k; = sin((25 + 1)0), (2.4)
lj = 1 cos((25 +1)0) (2.5)

VN -1
e sin?f = % Agora precisamos determinar a quantidade de vezes que se aplica o
operador G de Grover no estado |1). Ou seja, precisamos determinar o momento
certo para a medida do primeiro registrador. Assim, queremos encontrar um m tal

que k,, = 1. Usando a Equacao 2.4 temos

1 = sin((2m + 1)0)

N —

T
m=— —
40



Lembrando que # = arcsin \/LN e usando o fato que para valores pequenos de x temos

a seguinte aproximacao sinx ~ x. Assim # = arcsin \/LN ~ \/LN Substituindo § em

2.6 temos

m="VN - % (2.7)

Naturalmente precisamos de um numero inteiro de iteragoes. Assim, bastaria to-

mar m = L%\/NJ Substituindo m = v N na Equagao 2.4 temos a seguinte

relacao:

Usando a relacdo trigonométrica sin (A + B) = sin A cos B + sin B cos A temos

COS (\/LN> =k,,.

2 .
Para valores pequenos de z temos que cosz ~ 1 — %-. Assim

Na verdade, a probabilidade de se obter ig apés uma medida é dada por k2. Assim
esta probabilidade pode ser bem aproximada por k2, ~ 1 — & + 35. Em temos

assintoticos podemos escrever

k2 o~ 1—0(%).

Isto quer dizer que temos que aplicar m = |5+ N] vezes o operador G =

(Ry®I)Uf no estado |¢) = LN S Vo' ]i)|—) para ter uma probabilidade de sucesso

de k2 ~1-0 <%> de encontrar o elemento marcado. Os passos para o Algoritmo

de Grover é dado pelo Algoritmo 2.

10



Algoritmo 2: Busca quantica em uma tabela sem ordenagao

Input: A tabela A[0,..., N — 1] e o elemento procurado xy onde N = 2.
Output: O indice i tal que Alig] = xo.
begin

Criar os registradores |00...0)[1)
Aplicar Hadamard em cada qubit gerando [¢) \/LN < Zﬁgl z>> |—)
m |3VN}]
for j €{1,...,m} do

L |105) <= Uglhj-1);

|05 = Ry, |15);

Medir |¢,,) em i
L return ¢

2.1 Miltiplos Elementos Marcados

Pouco tempo depois da publicagao do Algoritmo de Grover os autores Boyer
et al. (1996) publicaram uma solugao para o problema de muiltiplos elementos
marcados. Agora o problema podera ser posto conforme o Algoritmo 3.

Aqui o conjunto dos elementos marcados serd representado por M e sua
cardinalidade é dada por M. Assim, existem M valores de i tais que A[i] é um
elemento marcado. A principio, iremos assumir que a cardinalidade M é conhecida
a priori. Seja A = {i|Ali] € M} e B = {i|A[i] € M} podemos rescrever o estado

|4)) como:

) = ST kli) + 3110, (2.8)

€A i€EB
Assim, a relagao de unitariedade Mk?+ (N — M)I?> = 1 é vélida. A aplicagao

do operador de Grover, Equacao 2.3, resulta na seguinte relagao de recorréncia

1
k; = sin((25 +1)0 2.9
) =~ sinl(2) + 1) 29)
z ! ((2) +1)0) (2.10)
;= ———Cos . .
TN
O angulo 6 é escolhido de forma que sin?6 = % Neste caso estamos con-

sideranto o conhecimento prévio do nimero de elementos marcados M. Agora

queremos encontrar um m tal que [,, ~ 0. Assim como para o caso onde temos
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Algoritmo 3: Busca classica de multiplos elementos marcados em uma tabela
sem ordenacao

Input: A tabela A[0,..., N — 1] e os elementos procurados
M =A{zo,...,xpm-1}
Output: Um indice ¢ tal que A[i] = z; para algum j € {0,..., M — 1}.
begin
for i €{0,...,N—1} do
L if Ali] € M then

L return i;

um elemento marcado, o valor que torma a Equacao 2.10 igual a zero é dado por

_r_ 1 (2.11)
ST, ‘

Neste caso também tomamos um nimero inteiro para o valor de m. A analise
segue conforme feita na se¢ao anterior. Assim m = [T,/ %J e a probabilidade de
se encontrar pelo menos um elemento marcado ¢ dada por k2, = 1 — O<%> Se

tivermos M < N o valor O(%) ¢é desprezivel.

2.2 Um caso especial quando N = 4M

Obviamente quanto temos N = 4M um computador classico encontraria
eficientemente um elemento marcado. Mas nao seria tao eficiente quanto o caso

quantico. Veja o valor que [; assume na primeira iteragao

cos 30

; 1

1 =

V3M
como sin? § = % temos que 0 = 7/6 temos que [; = 0. Ou seja, ap6s uma iteracao

do operador de Grover certamente encontraremos um elemento marcado. Assim,

ele é mais rapido que qualquer versao classica probabilistica para este problema.

2.3 Busca com o nimero de elementos marcados desconhecido

Nesta secao iremos abordar o problema da busca onde o valor de M ¢é desco-

nhecido. Para colocar o problema, imagine que tenhamos uma lista com N = 216
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elementos. Precisamos encontrar pelo menos um elemento marcado e nao co-
nhecemos quantos elementos marcados existem. Vamos supor que iremos aplicar
L%\/N | = 201 vezes o operador de Grover. Se tivermos M = 15 elementos marca-
dos a probabilidade de se encontrar um elemento, apés uma medida é de apenas
0,0342. A Figura 2.3 exibe a probabilidade de sucesso com relagado ao nimero de

aplicagoes do operador de Grover.

Probabilidade de Sucesso

A \ \ M
AR A \

R T
AR i

AN T
N I
NI /

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 2.3: Probabilidade de sucesso com relacao ao nimero de aplicagoes do
operador de Grover usando N = 26 sendo 15 elementos marcados.

Para obter o algoritmo quando nao conhecemos o valor de M iremos colocar

o seguinte lema (Boyer et al. (1996)).

Lema 2.3.0.1 Seja M o valor desconhecido do ntimero de elementos marcados e

seja 6 o angulo tal que sin? = M/N. Seja m um inteiro positivo e j um valor

escolhido aleatoriamente no intervalor [0,...,m — 1]. Se observarmos o primeiro
1

registrador apés aplicar j vezes o operador de Grover no estado |¢) = Tv Zij\:ol i)

teremos a seguinte probabilidade de sucesso:

P 1 sin(4mb)
™2 4msin(20)

Em particular, quando m > 1/sin(20) entao P, > 1/4.

Prova: A probabilidade de sucesso, apds j aplicagoes do operador de Grover é dada
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por sin?((25 + 1)f). A probabilidade de sucesso quando j é escolhido no intervalo

0,...,m — 1] é dada pela média de todos possiveis valores de j, ou seja:

3

1
P,=— 2((25+1)0
2 -~ sin((2) +1)0)

I
=)

m—1

1
Po=s-3 1- 1
"= G 0 cos((25 + 1)20)

1 1ml
7=0

Usando a relagao trigonométrica

m—1 .
, sin(4m#)
7=0
temos que
P o_ 1 sin(4md)
™2 4msin20
Em particular, se m > 1/sin(26) entao
sin(4mf) 1 1
< <

Amsin20 = 4msin20 — 4

O Algoritmo 4 busca um elemento marcado sem conhecer o valor M e possui
complexidade O(\ / %) A demonstracao da complexidade do Algoritmo 4 pode

ser encontrada no trabalho Boyer et al. (1996).
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Algoritmo 4: Busca quantica de multiplos elementos marcados em uma
tabela sem ordenagao sem conhecer o valor de M.

Input: A tabela A[0,..., N — 1] e a fungao f (funcao orédculo).
Output: Um indice i tal que Afi] = z; para algum j € {0,..., M — 1}.
begin
m <1
Escolha A no intervalo 1 < A < 4/3
while TRUE do
Escolha aleatoriamente um inteiro j no intervalo [0, ..., m — 1]
Aplique j vezes o operador de grover no estado [¢)) = LN Z@'J\:ol i)
Meca o estado em ¢
if f(i) =1 then

L return ¢

| m + min(Am, v'N)
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Capitulo 3
Otimizacao Quantica Discreta

Influenciados fortemente pelo trabalho Boyer et al. (1996) os autores Diirr e
Hgyer (1996) introduziram a area de otimizagao/minimizagao usando algoritmos
quanticos. O Algoritmo Diirr-Hgyer, como ficou conhecido, utiliza a generaliza-
¢ao do algoritmo de Grover (BBHT) para encontrar um minimo de uma lista
finita nao-ordenada. Posteriormente, o trabalho Baritompa et al. (2005) propos
um framework denominado GAS (Grover Adaptative Search) para a otimizagao
global usando o Algoritmo de Grover. Eles também apresentaram um novo algo-
ritmo, aqui serd denominado BBW, que usa uma sequéncia previamente definida
de rotagoes de Grover para executar a otimizacao global. Além disso, estes au-
tores corrigiram os valores de algumas constantes apresentadas no trabalho Diirr
e Hoyer (1996). Posteriormente os autores Liu e Koehler (2010) apresentaram
discreto ganho na modificacao do Algoritmo BBW.

Classicamente, o problema da minimizacao em uma lista finita nao-ordenada
poderd ser resolvido da seguinte forma: seja L uma lista de N elementos cuja
operagao < é bem definida. O Algoritmo 5 encontra o minimo desta lista em
O(N).

O Algoritmo 5 procura pelo indice do menor elemento da lista L. Um pro-
blema semelhante e bastante pertinente seria busca por um elemento entre os M

menores elementos. Neste caso a minimizagao possui complexidade O(N/M).
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Algoritmo 5: Minimizacao discreta classica
Input: A lista L
Output: i tal que L[ig] = min {L}.
begin

’éo = 1,

curr_min = Llig];

for =2 to N do

if L[i] < curr_min then
curr_min = Lli];

return ig;

3.0.1 Grover Adaptative Search

Nesta segao sera apresentado o algoritmo geral de otimizacao chamado de
Grover Adaptative Search (GAS) introduzido por Bulger et al. (2003). Este al-
goritmo é caracterizado por requerer como entrada a sequéncia {r1,79,..., 7, ...}
de nimero de rotagoes de Grover a cada iteragao. Desta forma, o desafio do algo-
ritmo é descrever um método adequado para encontrar a sequéencia de rotagoes de
Grover.

Inicialmente o algoritmo escolhe aleatoriamente um elemento na lista L. Este
elemento sera chamado de limiar. A cada iteracao i é aplicado r; rotagoes de Grover
marcando todos os elementos que estao abaixo do atual limiar. Veja a ilustracao
da Figura 3.1. Caso as rotagoes de Grover retornem algum elemento menor que o
limiar, este deverd ser atualizado. O algoritmo termina quando uma determinada
condicao de parada é atingida. Estas ideias estao descritas no Algoritmo 6.

A funcao random(a,b) gera um numero aleatério no intervalo [a,b]. Uma
vantagem de se trabalhar com este tipo de método geral é utilizar analises de
convergéncia previamente desenvolvidas (veja Bulger et al. (2004); Bulger e Wood

(1998); Wood et al. (2001); Zabinsky et al. (1995); Zabinsky e Smith (1992)).

3.0.2 Algoritmo Diirr-Hgyer (DH)

O algoritmo pode ser visto como um caso especial do Algoritmo GAS onde

as rotagao vao crescendo exponencialmente no intervalo {0, ..., m} por um fator
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Algoritmo 6: Grover Adaptative Search

Input: A lista L e sequéncia {ry,ra,..., 7, ...}
Output: X tal que L[X]| = min{L} com uma probabilidade previamente

estabelecida.

begin

X « random(1, N);

Y « L[X];

for : = 1,2,...até que a condi¢ao de parada seja atingida do

Use o Algoritmo BBHT com r; rotagoes. A saida sera o indice z;
y < Llz];

if y <Y then

X
Y —y;

return X;
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Figura 3.1: Elementos abaixo da linha tracejada (limiar) serdao marcados para as
rotagoes de Grover.

A previamente escolhido. A cada iteracao, o algoritmo tenta descobrir algum ele-
mento abaixo do limiar. Se o algoritmo encontra o processo se reinicia fazendo
m = 1. Caso contrario, o algoritmo aumenta o intervalo, multiplicando m por
um fator A\, para a sele¢ao aleatéria do nimero de rotagoes. O Algoritmo 7 usa
22.5v/N +1.4log? N aplicacoes da rotacio de Grover e precisa de 1.32v/N rotacoes
de Grover para encontrar um novo limiar no caso médio. Nao existe a possibili-
dade, usando um computador quantico, da busca (ndo-ordenada) seja mais rapida
que O(V/N). Isto foi provado por Bennett et al. (1997) e Zalka (1999). Desta
forma, a Unica esperanca é reduzir o prefator.

As Figuras 3.2 e 3.3 confirmam o valor de A = 1.34 sugerido por Baritompa
et al. (2005) para busca de 1% e 0.2% dos melhores elementos respectivamente.
Para esta simulacao usamos uma lista de 1024 valores inteiros aleatérios. Rodamos
o Algoritmo DH 100000 vezes e extraimos a média. A medida de effort apresentada
nos graficos é determinada pela quantidade de rotagoes de Grover e medidas quan-
ticas acumuladas. Ja o eixo y exibe a probabilidade de sucesso para o algoritmo.
Os graficos das Figuras 3.2 e 3.3 sdo conhecidos como performance graphs (gréficos

de desempenho) (Baritompa et al. (2005)).
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Algoritmo 7: Algoritmo Diirr-Hgyer

Input: A lista L e sequéncia {ry,ra,..., 7, ...}
Output: X tal que L[X]| = min{L} com uma probabilidade préxima de 1.
begin

m <+ 1;

Escolha um valor para o parametro A;
X <« random(1, N);
Y « LIX];
for : =1,2,... até que a condicao de parada seja atingida do
r < random(0, [m — 1]);
Use o Algoritmo BBHT com r rotagoes. A saida serd o indice x;
if y <Y then
X x;
Y <y
m <+ 1;
else
L m < Am;

return X,
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DH Algorithm: A tunning (seeking 1%)
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Figura 3.2: Simulacao do Algoritmo DH com diferentes valores de A. Neste caso,
estamos buscando por 1% dos melhores elementos. Confirmando o valor de A =
1.34 reportado em Baritompa et al. (2005)

DH Algorithm: A tunning (seeking 0.2%)
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Figura 3.3: Simulacao do Algoritmo DH com diferentes valores de A. Busca por
pelo menos um dos 0.02% melhores elementos. Confirmando o valor de A = 1.34
reportado em Baritompa et al. (2005)
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3.0.3 Algoritmo BBW

Os autores Baritompa et al. (2005) propuseram um método estatico baseado
em cadeias de Markov nao-homogéneas para obter o nimero de rotacoes a cada
iteragdo do Algoritmo 6 (GAS). Este processo esta descrito no Algoritmo 8. Além
disso, o algoritmo usa a funcdo g.(f) que retorna a probabilidade de sucesso no

Algoritmo BBHT.

Algoritmo 8: Algoritmo de obtencao da sequéncia de rotagoes para o Algo-
ritmo BBW
Output: Sequéncia R com as rotagoes de Grover para o Algoritmo BBW
begin
R+ ()
u(y) < y;
for:=1,2,...do
E,+1- fol udy;
b« 0;
for r=0,1,... until E,/(r+1) <2V do
CRERTES yfyl g’"T(t)du(t);
E,+1-— fol vdy;
b« (E,— E,)/(r+1);
if b > 0/ then
' r;
b <« b;
v v

u < v';

| R+ RUT:

Os 33 primeiros valores gerados pelo Algoritmo 8 sdo (Baritompa et al.

(2005)):

07 07 O’ ]‘7 1707 ]" ]‘727 17 2’ 37 1747 5’ ]‘767 27 77

9,11,13,16, 5,20, 24, 28, 34, 2,41, 49, 4, 60.

As comparacoes de desempenho serao vistas no Capitulo 4 onde serd introduzido

um novo método de otimizacao para fungoes continuas.
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Capitulo 4
Otimizacao Quantica Continua

Neste capitulo comecaremos a tratar o principal tema desta tese: a otimi-
zacao de fungoes continuas usando algoritmos quanticos e classicos. Inicialmente
o problema da otimizagao usando algoritmos quanticos foi abordado por Diirr-
Hayer tendo como base uma lista discreta de valores nao-ordenados. Posterior-
mente, Baritompa et al. (2005) corrigiu alguns problemas no trabalho de Diirr-
Hgyer e propos um método universal para a otimizagao usando o Algoritmo de
Grover. Neste método o desafio estd em gerar uma sequéncia de inteiros que defi-
nird o nimero de aplicagoes de Grover.

Este capitulo é uma compilacao das publicagbes Lara et al. (2012) e Lara
et al. (2014b) e aborda otimizagao de fungoes continuas usando algoritmos hibridos:

classico e quantico.

4.1 Otimizacao Global usando algoritmos Classico-Quanticos

A ideia central do algoritmo é combinar um otimizador local cléssico junto
com o Algoritmo BBHT quantico através de uma estratégia chamada Multistart

descrita no Algoritmo 9 (veja a referéncia Hendrix e T6th (2010)).
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Algoritmo 9: Algoritmo Multistart

Input: A lista L e sequéncia {ry,ra,..., 7, ...}

Output: X tal que L[X]| = min {L} com uma probabilidade préxima de 1.
begin
Yk — 00;

for i =1,2,... até que a condicao de parada seja atingida do

Gerar aleatoriamente x; no doninio de f;
x' « LS(x;);
if f(2') < yx then

T* — 2

Y« f(@);

return rx;

Algoritmo 10: Otimizacao Global Hibrida

begin

Gerar 2’ aleatoriamente no intervalo {0,--- , N — 1};

xo  LS(2');

Yo = f(xo);

m =< 1;

A < 1.34 (conforme sugerido por Baritompa et al. (2005));

for 1 =1, 2,---, até que a condigao de parada seja atingida do

Defina M; = {zx € {0,--- ,N — 1}|f(x) < yi—1 };

Gerar 7; aleatoriamente no intervalo {0,---, [m — 1]};
Aplicar r; rotagoes de Grover;

Medir quanticamente o estado e seja ' € {0,--- , N — 1} a saida da
medida;

if 2/ € M; then

x; < LS(2');

yi < fz);

else

Ti $ Tj-1;

yi < fz);

m < min{Am, vV N};

return Ultimo valor de xi;
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No Algoritmo 9 definimos LS(z) : R® — R como um procedimento que re-
cebe um x valor no dominio da funcao f e retorna a aproximacao de um minimo
local. O procedimento LS(z) nao precisa necessariamente usar a derivada de f(x),
por exemplo, para o procedimento LS(z) pode-se utilizar o método de otimizacao
local Nelder-Mead (Nelder e Mead (1965a)). Agora, se f(x) é diferencidvel pode-se

utilizar o Método de Newton (Quarteroni et al. (2000)) no procedimento LS(z).

O Algoritmo 9 gera um valor aleatério no dominio de f(x) a cada iteragao.
Ja o Algoritmo 10 (Lara et al. (2014b)) usa o Algoritmo de Grover (BBHT) para
encontrar algum valor abaixo do limiar e escapar de minimos locais. O Algoritmo
de Grover recebe como entrada uma lista discreta de valores. Desta forma, para se
adequar ao Algoritmo BBHT, temos que discretizar a funcao f(x) em um dominio
previamente definido. A discretizacao da fungao f(x) estard associada a um erro

€ e isto determinard o tamanho da entrada para o Algoritmo de Grover.

Seja f: Dyp > Ronde D,y CR"e D,y = {(x1,...,20)|a < xz; < bex; € R}
e sendo € o erro maximo imposto pela discretizacao. Assim, o tamanho da lista

que serd passado para o Algoritmo de Grover sera determinado por

N = (b;“y. (4.1)

A estratégia para definir o nimero de rotagoes para o Algoritmo de Grover

foi baseada na estratégia descrita no Algoritmo DH porém, com uma diferenca im-
portante. A varidavel m define o intervalo onde serao gerados as rotagoes de Grover
r;. Este intervalo cresce exponencialmente usando o fator A = 1.34 (conforme su-
gerido por Baritompa et al. (2005)). Existe uma diferenga bésica entre a estratégia
de gerar os valores de r; usada Algoritmo DH e no Algoritmo 10: no Algoritmo
DH quando o Algoritmo de Grover encontra um elemento abaixo do limiar o valor
de m é reinicializado para m = 1. No Algoritmo 10 isto nao ocorre devido ao fato

que ao encontrar um elemento abaixo do limiar o algoritmo precisa, no caso geral,
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de mais rotagoes. Ao fazer m = 1 o niimero de rotacoes serd, no caso geral, menor
que o numero de rotacoes utilizado para encontrar um elemento abaixo do limiar.
O trabalho de Diirr-Hgyer parece ter sido fortemente influenciado pelo trabalho
BBHT. O Algoritmo DH utiliza como subrotina o Algoritmo BBHT, desta forma,
como o Algoritmo BBHT comega (corretamente) fazendo m = 1 esta instrugao se
manteve no Algoritmo DH.

DH Algorithm: removing m restarting (seeking 1%)
0.9

remoxlfing m restartling _— '
08 L with m restarting —x— P i

success probability

100

effort

Figura 4.1: Melhoria ao remover a reinicializacao de m no Algoritmo DH.

A Figura 4.1 exibe a significante melhoria de eficiéncia no Algoritmo DH ao
se remover a reinicializagao de m. Desta forma, o Algoritmo 10 utiliza a mesma

estratégia do Algoritmo DH, no entanto, sem reinicializar m.

4.1.1 Condicao de Parada

Um ponto fundamental na descricao do Algoritmo 10 é definir a condigao
de parada. Neste caso, ela sera determinada pelo nimero de avaliagoes da funcao
objetivo f durante a parte quantica n; e durante a parte classica n,. No Algoritmo
DH, o algoritmo termina imediatamente depois que o numero de avaliacoes da

funcéo objetivo fica maior que 2.46v/N. No caso do Algoritmo 10 temos que
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destinar um peso diferenciado para a busca local devido sua eficiéncia. Assim

temos a seguite expressao para a condicao de parada

vIN
n+ —5—cNe > 2.46V N.
log" N

Neste caso estamos estimando que a busca local encontre um minimo local em

O(log" N). O peso de TfVN esta associado a essa estimativa. Esta condigao de

parada sera avaliada na Secao Resultados Computacionais.

4.2 Resultados Computacionais

Nesta Secao iremos exibir comparagoes entre o Algoritmo Diurr-Hgyer (DH),
Algoritmo Baritompa et. al (BBW) e o Algoritmo 10, que chamaremos de LPL
(iniciais dos nomes dos autores). Usaremos como framework para a comparagao
os graficos de desempenho (Hendrix e Klepper (2000)) e tabelas com o nimero de
avaliagoes da fungao objetivo. Os graficos de desempenho medem o esforco com-
putacional contra a probabilidade de sucesso de um determinado médoto. Neste
caso, o esforco computacional é dado pelo nimero de chamadas a funcao obje-
tivo (nimero de rotagdes de Grover) adicionado ao ntimero de medidas quanticas
realizadas. Para os experimentos computacionais utilizamos as seguintes funcoes

objetivo e seus respectivos dominios de n variaveis:

(1) Neumaier

n—1 n—1
f(zo, ..., Tn1) = Z(xz- — 1) - Zl‘ixifb 0<uxz <4
=0 =1

(2) Griewank

F@0r. 20 ) 401002x,2 Hcos<
0 =

1=

)—l—l —40 < z; <40
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(3) Shekel

f(x07'--7$n—1): p— —].SfL‘ZS]_

(4) Rosenbrock

n—2
D (1= 2:)” +100(zi41 — 27)%, —30 < 2 < 30
=0

f(Q:Oa e 7'777171)

(5) Michalewicz

flzoy. .o xn1) Zsm ;) sin® <w ), 0<ax; <10

(6) Dejong

n—1

f(@o,. o an1) = Y a7, =512 < x; <5.12

(8) Schwefel
flzoy ... 2 1) sz:ﬂn( |9U,>7 —20 < x; <20

(9) Rastrigin

i
L

f(o, ..., xno1) =Y (27 —10cos(2mz;) +10), —5.12 < z; < 5.12

N
Il
o
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(10) Raydan

|
—

n

flzo,...,xp_1) = —

%

(1+1)
10

(exp(z;) — ), —5.12 < z; < 5.12

Il
=)

As fungoes foram escolhidas por serem consideradas dificeis de otimizar e possuirem
n variaveis. A subfigura a direita da Figura 4.2 exibe a funcao objetivo Griewank de
uma variavel e o grafico da esquerda mostra os minimos locais da funcao Griewank.

2 T T T T T T T 0.001

1.8 |

1.6 R 0.0008 +

14

1.2 0.0006

0.8 0.0004

0.6 H

0.4 F 4 0.0002 +

0.2 r

. . . . . . . . . . . .
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Figura 4.2: A esquerda a fungao objetivo Griewank com uma varidvel. A direita a
disposicao dos minimos locais, neste caso, s6 pode ser observada apds uma ampli-
acao da regiao préxima de y = 0.

Para implementar os testes utilizamos a biblioteca NLopt que € livre e open-
source distribuida sobre licengca GNU e escrita em linguagem C. Esta biblioteca é
usada para otimizacao nao linear e possui uma variedade de minimizadores locais.
Assim, a biblioteca NLOpt pode ser usada para otimizacao local ou global. Para
os resultados computacionais utilizamos as seguintes rotinas de minimizagao local

da biblioteca NLOpt:

e LBFGS - Este método é baseado na atualizagao de métricas de usando a re-
corréncia de Strang do método BFGS com baixo armazenamento (Nocedal

(1980); Liu e Nocedal (1989)).

e TNEWT - Este método é baseado no Algoritmo de Newton truncado para

otimizacoes de larga escala (Facchinei et al. (2002)).
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MMA - Esta rotina é baseada no Algoritmo Method-of-Moving-Asymptotes
para a busca local baseada em gradiente, incluindo restri¢coes de inequacoes

nao-lineares (Svanberg (2002)).

COBYLA - Este algoritmo é uma rotina de otimizacao com restri¢ao
usando algoritmo de aproximacao linear para otimizagao sem derivada com

restrigoes de equagdes e inequagdes nao-lineares (Powell (1998)).

NMEAD - Esta rotina usa o método simplex para otimizacao de fungoes
(Nelder-Mead simplex algorithm) (Nelder e Mead (1965b); Richardson e
Kuester (1973)).

AGL - Esta rotina é baseada no método Augmented Lagrangian Algorithm

com restrigoes gerais (Lewis e Torczon (2002); Conn et al. (1991)).

BOBYQA - Este método executa otimizagao sem o uso de derivadas e
com restri¢oes de borda usando um método interativo para aproximacao

quadrética da fungao objetivo (Powell (2009)).

CCSA - Este método é baseado no Algoritmo Conservative Convex Sepa-
rable Approximation que é uma variagao do Algoritmo MMA (Svanberg

(2002)).

Para cada Algoritmo (DH, BBW e LPL) discretizamos as fungoes objetivo

da seguinte maneira: criamos uma lista L. mapeando o domimio de cada funcao

objetivo no intervalo {0,..., N} onde N = 2048 para uma varidvel, N = 2048

para duas varidveis e N = 256> para trés varidveis. Assim, computamos o niimero

de avaliagoes da funcao objetivo até que eles encontrem o minimo global correto.

Executamos o mesmo processo 100 vezes e extraimos a média. Outro objetivo dos

resultados computacionais foi testar a condi¢ao de parada para o Algoritmo LPL.

As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 exibem o ntimero de avaliagoes de cada fungao ob-

jetivo usando cada método de minimizacao cléssica local para uma, duas e trés
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variaveis respectivamente. Os valores em azul exibem o melhor algoritmo de mi-
nimizacao local para uma determinada funcao objetivo e os valores em vermelho
os piores resultados. Os algoritmos com asterisco fazem o uso da derivada. Outros
resultados poderao ser vistos no Apéndice B.

Para uma varidvel, o melhor método de minimizacao local foi o LBFGS.
J& para duas varidaveis o método que mais se destacou foi o BOBYQA. E para
trés variaveis, discretamente, o método BOBYQA teve o melhor desempenho. De
maneira geral os algoritmos com os piores desempenhos foram os métodos NMEAD
e SPB que foi marcado em vermelho 15 e 9 vezes, respectivamente num total de 30
testes. No entanto, o mesmo método NMEAD também foi marcado como melhor
desempenho (azul) em 4 de 30 testes. Os métodos AGL e CSS ficaram préximo
do comportamento mediano: o algorimo CSS foi marcado apenas uma vez como
melhor e o algoritmo AGL somente foi marcado uma vez como pior. No caso
geral é dificil determinar o método com o melhor desempenho de forma que cada
uma das funcoes apresentam diferentes desafios para a minimizacdo. Além disso
também nao é possivel concluir, através dos resultados, se o uso da derivada é mais
adequado.

A Tabela 4.4 exibe a comparagao entre os Algoritmos DH, BBW e LPL do
numero de avaliagoes da funcao objetivo para cada algoritmo de minimizacao e
cada funcao objetivo. Para o método LPL tomamos os valores marcados em azul
nas Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, ou seja, os algoritmos de minimizacao local classico que
obtiveram o melhor desempenho. Os valores em azul exibem o melhor algoritmo de
minimizagao local para uma determinada fungao objetivo e os valores em vermelho
os piores resultados. Na Tabela 4.4, os algoritmos com asterisco fazem o uso da
derivada.

O método proposto se mostrou melhor que os Algoritmos DH e BBW para
a grande maioria dos testes. Somente em trés fungoes objetivo o Algoritmo LPL

foi menos eficiente que o os Algortimos DH e BBW.
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Os graficos das Figuras 4.3, 4.4 e 4.5 comparam os Algoritmos DH, BBW
e LPL através dos gréaficos de desempenho (performance graphs) para 1, 2 e 3
variaveis respectivamente. Para estes testes utilizamos a funcao teste Griewank.
Neste caso, o desempenho do Algoritmo LPL foi superior ao DH e BBW. Além
disso, para este teste, o desempenho do Algoritmo LPL se tornou mais evidente a

medida que o niimero de variaveis cresce.

One-variable Griewank test

! = o
0.9
wl S
g b ) «
% 8? /
8 .
: 03 /
02 //\” LPL —— -
0.1 BBW --eeeev |
0 == i .DH .............
0 >0 100 150 200

effort

Figura 4.3: Comparacao entre os Algoritmos DH, BBW e LPL usando a fungao
objetivo Griewank para 1 varidvel.

Um outro objetivo desta Secao é avaliar computacionalmente a condicao de

parada proposta

vVIN
ny, + o > 22.5vV N.
log" N

Onde ny é o nimero de avaliagoes da funcao objetivo pelo Algoritmo de Grover
(parte quantica) e ny é o nimero de avaliagoes da fungao objetivo pelo minizador
local (parte classica). Desta forma, executamos o algoritmo 100 vezes para cada
funcao teste e contamos o nimero de vezes que o algoritmo definitivamente en-
contra o minimo global. A Tabela 4.5 exibe o percentual de sucesso ao rodar o

Algoritmo LPL para 1, 2 e 3 variaveis.

36



Two-variable Griewangk test
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Figura 4.4: Comparacao entre os Algoritmos DH, BBW e LPL usando a fungao
objetivo Griewank para 2 varidvel.

Three-variable Griewangk test

1 T M A 3 s
09 fxy’w P B o :H'_;“,w:‘“": 5:«-‘1"
0.8 : : ’#.\,,w"”“"
. /
é 07 / ‘:r/,,v“"'"
§ 0.6 / ,é-'*‘ﬁ
% 0.5 /‘ — : % i
5 04 /
Q b
Soospf s
0.2 LPL — -
0.1 / s BBW N
0 j‘_,,;,::"'“-"ﬂ . DI_II ,
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
effort

Figura 4.5: Comparacao entre os Algoritmos DH, BBW e LPL usando a fungao
objetivo Griewank para 3 varidvel.

A taxa de sucesso foi discretamente melhor para 2 e 3 variaveis. Isso pode

indicar algum bzas com relagao ao nimero de variaveis. Um outro problema é que
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Funcgao Teste | Uma variavel | Duas variaveis | Trés variaveis
Neumaier 1.00 1.00 1.00
Griewank 0.87 1.00 1.00
Shekel 0.87 0.96 1.00
Rosenbrock 0.99 1.00 0.99
Michalewicz 1.00 1.00 0.99
Dejong 0.97 0.99 1.00
Ackley 1.00 1.00 1.00
Schwefel 0.98 1.00 1.00
Rastrigin 1.00 1.00 1.00
Raydan 1.00 1.00 1.00
| Média \ 0.96 \ 0.99 \ 0.99 |

Tabela 4.5: Taxa de sucesso para o Algoritmo LPL.

cada algoritmo de minimizacao classico local apresenta uma taxa de convergéncia
especifica. De qualquer forma, como a taxa de sucesso se manteve préximo de 1.00

a escolha da condicao de parada pareceu adequada.
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Capitulo 5

Otimizacao Usando Passeios Quanticos

Neste capitulo iremos tratar da otimizagao global de funcoes continuas usando
como ferramenta algoritmos de busca que utilizam passeios quanticos. A ideia cen-
tral é substituir, no Algoritmo 10, o método BBHT pelo algoritmo de busca usando

passeios aleatorios a tempo discreto.

5.1 Passeios Quanticos

O conceito de passeio quantico foi introduzido por Aharonov et al. (1993)
sendo uma generalizacao do passeio aleatério classico na reta, posteriormente, foi
generalizado por Aharonov et al. (2001) para grafos arbitrérios. No passeio ale-
atorio classico, uma particula se move para uma direcao com uma determinada
probabilidade. Em contrapartida, no passeio quantico, sao utilizados conceitos de
superposicao de um estado quantico permitindo explorar multiplos caminhos con-
comitantemente. Este fato permite que o desvio padrao da dinamica seja maior
que o classico (veja Figura 5.1), assim, em alguns casos, obtém-se a aplicagao efi-
ciente em alguns algoritmos. E o caso da versdo quantica do Algoritmo Element
Distinctness proposto por Ambainis (2004). O problema associado ao Element
Distinctness é verificar se todos os elementos de uma lista sao distintos. Neste
caso, o algoritmo quantico étimo utiliza como ferramenta passeios quanticos. Pas-
seios quanticos também sao promissores aplicados em avaliacoes de Game Trees

bindrias (Farhi et al. (2008)) e avaliagoes de formulas booleanas (Ambainis et al.
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(2010)). Pode-se também avaliar a dinamica do passeio em diferentes estruturas
como grafos completos (Santos e Portugal (2010)), hipercubos (Marquezino et al.
(2008)) e fractais (Lara et al. (2013)). Para uma referéncia em passeios quanticos

veja o livro Portugal (2013).

Quantum Walk on a Line Random Walk on a Line

Probability
Probability

—
—~

-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100

Figura 5.1: Diferenca do passeio quantico (esquerda) e passeio aleatério (direita).
O desvio padrao/variancia é maior no passeio quantico. A Figura da esquerda foi
gerada usando o software Hiperwalk (Lara et al. (2014a), veja o Apéndice D) .

Atualmente passeios quanticos tém se mostrado uma importante area na
computacao quantica e possui dois principais segmentos: passeios quanticos de
tempo continuo e passeios quanticos de tempo discreto. No caso de tempo discreto,
podemos subdividir em dois modelos: passeios com e sem moeda.

Neste trabalho iremos explorar a busca usando passeios quanticos em tempo
discreto e com moeda. Nos passeios quanticos em tempo discreto temos um estado
|p) no espago de Hilbert que representa a posicao da particula. No caso do passeio
com moeda, temos um segundo vetor |¢) no espago de Hilbert que representa o
estado da moeda. A moeda, neste caso, é responsavel por estabelecer a direcao
da particula. Por exemplo, se o passeio estd definido na reta, o estado da moeda
pertence a H2. Neste caso, a particula poderd se deslocar somente para duas
possiveis diregoes: esquerda e direita. Podemos definir a seguinte dinamica para
o passeio: se o valor da moeda for |0) o operador de deslocamento movimenta a
particula para a esquerda, se for |1) ele movimenta para a direita.

Assim, a representacao do estado para o passeio quantico pode ser obtida
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pela composicao via produto tensorial

[¥) = le) ©|p)-

Ja a evolugao do passeio quantico é caracterizada por um operador unitario
U. No caso do passeio quantico em tempo discreto usando moeda o operador
pode ser decomposto em dois operadores: O operador que atua na moeda (Coin
Operator) e o operador que faz o deslocamento no grafo (Shift Operator). No caso
do passeio na reta, o operador moeda é uma matriz unitaria 2 x 2. A Figura 5.1

(direita) foi obtida usando como moeda o operador de Hadamard

A Figura 5.2 exibe a distribuicao assimétrica de probabilidade do estado apds 100

aplicagoes do operador U utilizando a moeda de Fourier

e a condicao inicial [¢/) = |0)®|0). O operador de deslocamento ¢ responsével pelo
deslocamento da particula. No caso da reta, o movimento se da em duas diregoes.

Desta forma, o operador pode ser definido como

le)|p—1),se ¢ =0
Sle)lp) =
le)lp+1),se c=1

Assim, o operador U que define o passeio com moeda na reta é dado por

U=S (Cal) (5.1)

Observe que o operador C' s6 atua no espa¢o da moeda (isso justifica o termo

C ® I). Para malhas do tipo 2D a construgao é andloga: temos um estado que
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Quantum Walk on a Line
0.14 T T T

0.08 -

Probability

0.06

0.04

0.02

-100 -50 0 50
Position

Figura 5.2: Distribuicao de probabilidade para 7" = 100 usando a moeda de Fourier.

descreve o passeio é dado por |c)|z,y) onde |c) pertence ao espaco de Hilbert H*
de forma que passa a ter 4 dire¢oes possiveis na malha regular e o vetor posicao é

descrito por |z,y) que representa um vértice na malha.

5.2 Busca usando Passeios Quanticos

Iremos apenas considerar a busca usando passeios quanticos (Shenvi et al.
(2003)) em malhas bidimensionais com condigdes de contorno periédicas. Neste
trabalho, usaremos o Algortimo de busca AKR (Ambainis et al. (2005)) na malha
2D que funciona marcando o elemento a ser buscado da seguinte forma: seja ig
(neste caso, iy ¢ um vértice (x,y)) o elemento procurado. Para todos os elementos

tal que ¢ # ¢ iremos aplicar o seguinte operador

U =5 (G 1),
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onde G é a matriz de Grover dada por
G =2|D){(D| -1,

|D) = \;—Nzij\io li). O operador S ¢é operador de deslocamento que usando o
conceito de flip — flop: inverte a direcao da moeda a cada aplicacao. Sem utilizar
o flip-flop Ambainis et al. (2005) mostrou que o Algoritmo AKR n&o teria nenhum
ganho sobre o método classico. Caso seja o elemento iy precisamos aplicar um
operador diferenciado:

U'=8-(-1®1).

Ou seja, no vértice ig usaremos como operador moeda o —/. Em termos de dina-
mica, o uso do —I ira funcionar como um atrator, aumentando periodicamente a
probabilidade no elemento marcado.

A diferenca entre aplicar o operador no elemento marcado é a moeda. Desta

forma, o operador moeda que serd aplicado em toda malha podera ser escrito como:
C' = —1® lig)(io| + G ® (I — |ig)(io|)
Assim o operador de busca usando passeios quanticos podera ser descrito como
U=8-C

As Figuras 5.3 e 5.4 exibem a dinamica da probabilidade do elemento mar-
cado em fungdo do numero de aplicagoes do U’ em uma malha bidimensional
40 x 40. Como se trata de uma busca usando caminhadas a tempo discreto, o eixo
T nas figuras indica o nimero de aplicacoes do operador U, ou seja, o nimero de
vezes que a funcao objetivo foi utilizada. Desta forma, este T esta correlacionado
ao effort visto na Secao anterior. Neste caso, o importante é conhecer o primeiro
ponto de maximo. Os experimentos foram realizados usando a linguagem Neblina

(veja o Apéndice C). E possivel mostrar que este o algoritmo encontra o elemento
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Quantum Walk Search
0-2 T T T T T T T T

0.18 + .
0.16 + 4
0.14 .
0.12 + .
0.1 | 4
0.08 + 4

success probability

0.06 4
0.04 + 4
0.02 4

0 50 100 150 200 250 300 350 400 @ 450

Figura 5.3: Probabilidade do elemento marcado com relacao ao nimero de aplica-
¢oes do operador U’ para uma malha 40 x 40.

T=1 T=75

0.15 0.15

T=100 T=140

Figura 5.4: Busca do elemento marcado em uma malha bidimensional 40 x 40.
Proximo de t = 75 a probabilidade do elemento marcado atinge o maximo. Com
t = 140 a dinamica recomeca. O valor de ¢ indica a quantidade de vezes que a
funcao objetivo foi avaliada.
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Figura 5.5: Melhoria na busca usando proposta por A. Tulsi

marcado em O(log Nv/N) (Portugal (2013)).
Tulsi (2008) melhorou o sistema ao adicionar um gbit de controle no Al-
goritmo de busca AKR de forma que o custo computacional fique O(y/N log N).

Para isso precisamos reescrever o operador de busca como

U =UR (5.2)

Onde U ¢é determinado pela Equacao 5.1 e a reflexao R é dada por

A Figura 5.6 exibe a melhoria apds aplicacao da modificacao de Tulsi no
Algoritmo AKR. O circuito quantico da Figura 5.5 descreve os passos para a im-

plementacao da proposta de Tulsi onde

cos(y/p)  sin(y/p)
—sin(/p) cos(y/p)

X, =

e p é a probabilidade maxima observada na Figura 5.3.
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Figura 5.6: Busca do elemento marcado em uma malha bidimensional 10 x 10
usando a modificagao de Tulsi.

5.3 Busca Usando Passeios Quanticos com Mais de um Elemento

Marcado

Todos os algoritmos de otimizagao vistos aqui (DH, BBW e LPL) utilizam a
busca utilizando o Algoritmo BBHT. A ideia aqui é substituir o Algoritmo BBHT
pela busca usando passeios quanticos na malha bidimensional. A priori o uso do
Algoritmo AKR nao é adequada: a complexidade para a busca usando passeios
quanticos é O(y/NTlog N) contra O(v/N) do Algoritmo BBHT. A complexidade
O(v/Nlog N) foi obtida para apenas um elemento marcado. Apesar de possuir
uma grande variedade de aplicacoes, o caso onde temos mais de um elemento
marcado nao possui, até o presente momento, resultados analiticos. Nao sabemos
por exemplo qual é a complexidade do algoritmo. Mesmo sem resultados analiticos
podemos simular alguns experimentos. Neste caso, o algoritmo sera baseado no
ARK com a modifica¢ao de Tulsi (chamaremos de AKR-Tulsi) usando o seguinte
operador de evolugao:

U =UR
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onde U é determinado pela Equacao 5.1 e R é dado por

M-1
R=1=2D)(Dc|® | Y liy)isl |,
i=0
e {i,...,ip—1} sdo os M elementos marcados na malha bidimensional. A condi¢ao
inicial é dada por
[9) = [De) | Dp)-

Multiple Marked Elements using AKR-Tulsi
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Figura 5.7: Foram marcados os elementos (2,2), (2,3) e (7,7) em uma malha
bidimensional 12 x 12. O vétice (7,7) apresentou uma probabilidade maior que os
elementos (2,2) e (2, 3).

A Figura 5.9 exibe as probabilidades para cada um dos elementos marcados
usando uma malha 12 x 12. A primeira coisa que observamos é a presenca de
uma conservacao de probabilidade baseada nas distancias. Ou seja, os pontos
proximos (2,2) e (2, 3) apresentaram uma probabilidade menor que o ponto isolado
(7,7). Agora, se for marcado além destes pontos o vértice (7,8) temos seguinte
distribuigao das probabilidades (Figura 5.8).

Outra questao observada ao se marcar multiplos elementos acontece quando

um determinado ponto marcado é circundado por outros pontos marcados, este
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Figura 5.8: Insercao do elemento marcado (7,8). Os graficos ficam distribuidos de
maneira mais balanceada.
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Figura 5.9: Probabilidade associada a cada ponto marcado. O ponto central
(20,20) ficou com probabilidade constante préxima de zero. Os outros pontos
apresentam a mesma curva de probabilidade.

ponto central terd a probabilidade constante préxima de zero. Veja a Figura 5.9.
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Funcgao Teste \ Otim. AKR-Tulsi \ LPL ‘

Neumaier 32.38 46.77
Griewank 26.83 42.44
Shekel 11.12 11.37
Rosenbrock 28.52 4591
Michalewicz 32.55 36.31
Dejong 29.10 47.52
Ackley 28.42 32.29
Schwefel 31.28 31.84
Rastrigin 29.62 35.25
Raydan 29.55 50.34

Tabela 5.1: Comparagao entre o nimero médio de avaliagoes entre o Algoritmo
LPL e o Algoritmo de Otimizagao que usa AKR-Tulsi

5.4 Otimizagao usando o AKR-Tulsi com multiplos elementos mar-

cados

Nesta secao sera considerado os métodos de minimizacao locais, fungoes ob-
jetivo de 2 variaveis vistas na Secao 3. Assim como na Secao 3, discretizamos
a funcao objetivo e associamos a cada ponto discretizado do dominio de f a um
vértice da malha bidimensional. A dinamica foi a mesma do Algoritmo 10: cada
iteragao crie a malha e marque todos elementos abaixo de um limiar, apds isso,
aplique r; vezes o operador U (Equagao 5.2) e faga uma medida.

A Tabela 5.1 exibe uma comparacgao entre o Algoritmo de otimizacao usando
o AKR-Tulsi e o Algoritmo LPL. Neste caso rodamos cada algoritmo 200 vezes e
extraimos a média de avaliagoes da funcao objetivo até encontrar um minimo. Para
todas as fungoes objetivo o método de otimizagao que usa o AKR-Tulsi se mostrou
mais eficiente mesmo que discretamente, no caso da fun¢ao objetivo Shekel. Veja

os resultados completos do experimento computacional no Apéndice A.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho descreveu e comparou algoritmos hibridos para a otimizacao
de fungoes continuas. Inicialmente utilizamos o Algoritmo quantico BBHT para
escapar de minimos locais e métodos de minimizacao locais para acelerar a busca.
Posteriormente foi substituido o algoritmo BBHT pela busca usando o Algoritmo
AKR-Tulsi. Descrevemos uma condicao de parada baseado no ganho da minimiza-
¢ao local. Esta condigao foi avaliada computacionamente e se mostrou adequada
com taxa de sucesso proxima de 1. O Algoritmo LPL foi comparado com os Al-
goritmos de otimizagao discreta BBW e DH. O método proposto se mostrou, no
caso geral mais eficiente que os Algoritmos BBW e DH. Este resultado era, de
certa forma, esperado. O Algoritmo LPL usa o fato da funcao ser continua e toma
proveito através do uso de métodos eficientes de minimizacao local. No entanto, a
comparagao com os métodos BBW e DH foi razoavel no sentido que o Algoritmo
LPL foi o primeiro método quantico na literatura a atuar com funcoes continuas.
Desta forma, as referéncias naturais eram os métod BBW e DH que foram pro-
postos para listas discretas. Outros autores publicaram métodos de otimizagao
de listas discretas, e.g., Liu e Koehler (2012) descreveram métodos baseados no
Algoritmo BBW apresentando ganhos discretos com relagao ao préprio BBW.

Na Secao 4 propomos um Algoritmo para a otimizagao de fungoes discretas
usando o Algoritmo de busca AKR-Tulsi. Apesar de nao existir resultados analiti-

cos para este caso (nao é conhecido o custo computacional para este tipo de busca)
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os resultados se mostraram promissores comparados ao Algoritmo LPL: em todos

os testes o Algoritmo de Otimizacao AKR-Tulsi obteve melhor desempenho.

6.1 Trabalhos Futuros

Os resultados positivos obtidos com o uso da busca usando passeios quanticos
induzem os trabalhos futuros em dois segmentos: analitico e computacional. Na
parte analitica, seria importante estabelecer o custo computacional em funcao do
niumero de elementos marcados. Pode-se comegar atacando o problema quando os
elementos marcados estao dispostos de maneira equidistantes. Isto faz com que os
pontos marcados tenham a mesma probabilidade. A partir disto, pode-se pensar
no caso onde temos a disposicao dos pontos marcados de maneira aleatéria. Neste
ponto é importante procurar compreender a conservacao de probabilidade que hé
quando se clusteriza pontos na malha. Em todos os casos, o problema analitico
parece ser um problema dificil.

Na parte computacional, pode-se comecar a explorar o comportamento de
alguns parametros, por exemplo o valor p da matriz X, usada na modificagao de
Tulsi, com o objetivo de encontrar um valor 6timo. Mesmo sem resultados ana-
liticos, um outro trabalho poderia ser definir e avaliar computacionalmente uma
condicao de parada para este algoritmo. Computacionamelnte podemos caracte-
rizar quais fungoes objetivo sao mais interessantes ao utilizar a busca AKR-Tulsi.

Talvez a conservacao de probabilidade possa trazer beneficios em casos espefificos.
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Apeéendice A

Resultados Computacionais para a

Otimizacao usando AKR-Tulsi

Este apéndice exibe, em maiores detalhes, os experimentos computacionais do Ca-
pitulo 4. Os valores das tabelas mostram o nimero de avaliacoes da funcao obje-
tivo. Entre parénteses o desvio padrao das amostras. Para melhor vizualizacao,

apos as tabelas seguem figuras comparativas com o contetido das tabelas.

Funcgao de teste: Neumaier
Local Search Otim. AKR-Tulsi | LPL
COBYLA 35.82(20.94) 50.09(12.71)
SBPLX 32.38(20.71) 49.09(15.72)
AUGLAG - -
MMA 51.00(0.00) 51.00(0.00)
CCSAQ 51.00(0.00) -
BOBYQA 42.90(20.46) 48.68(14.56)
NELDERMEAD | 38.40(21.98) 47.68(16.23)
TLPLTON 75.17(30.81) 79.85(30.09)
LBFGS 36.83(17.83) 46.77(16.55)

29




Funcgao de teste: Griewank

Local Search

Otim. AKR-Tulsi

LPL

COBYLA 29.58(15.61) 43.98(12.84)
SBPLX 26.83(16.68) 44.25(15.75)
AUGLAG 52.00(0.00) 52.00(0.00)
MMA -

CCSAQ - 51.00(0.00)
BOBYQA 28.89(15.30) 44.38(14.91)
NELDERMEAD | 31.24(20.22) 42.44(16.49)
TLPLTON 59.00(1.00) 58.40(5.28)
LBFGS 45.20(8.89) 46.96(12.97)

Funcgao de teste: Sherkel

Local Search Otim. AKR-Tulsi | LPL
COBYLA 11.32(3.49) 16.06(13.73)
SBPLX 13.48(8.53) 13.76(6.42)
AUGLAG 83.34(27.48) 96.31(23.27)
MMA 84.57(26.26) 89.79(24.64)
CCSAQ 83.65(25.98) 92.21(24.05)
BOBYQA 11.12(1.39) 12.33(7.25)
NELDERMEAD | 11.61(8.41) 11.37(6.58)
TLPLTON 54.42(20.26) 61.62(14.97)
LBFGS 47.99(18.21) 53.79(16.09)
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Funcgao de teste: Rosembrock

Local Search Otim. AKR-Tulsi | LPL
COBYLA 44.13(20.70) 50.84(14.75)
SBPLX 28.52(19.57) 50.12(13.23)
AUGLAG 52.00(0.00) 52.00(0.00)
MMA 51.00(0.00) 51.00(0.00)
CCSAQ 79.00(28.04) 68.33(24.51)
BOBYQA 38.10(25.26) 46.67(18.92)
NELDERMEAD | 39.10(20.62) 49.68(14.07)
TLPLTON 57.30(19.06) 56.50(17.37)
LBFGS 35.29(14.59) 45.91(16.29)

Funcgao de teste: Michalewicz

Local Search

Otim. AKR-Tulsi

LPL

COBYLA 41.07(22.92) 36.31(15.79)
SBPLX 41.31(24.90) 44.55(17.31)
AUGLAG 91.78(24.84) 101.28(17.03)
MMA 89.64(24.71) 98.00(20.44)
CCSAQ 90.25(25.89) 99.34(17.71)
BOBYQA 38.18(22.48) 42.16(19.90)
NELDERMEAD | 32.55(20.33) 43.12(17.04)
TLPLTON 87.50(23.58) 94.05(20.31)
LBFGS 69.06(29.90) 80.97(20.02)
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Funcao de teste: Dejong

Local Search Otim. AKR-Tulsi | LPL
COBYLA 46.29(19.68) 49.99(10.96)
SBPLX 35.65(18.24) 47.57(13.90)
AUGLAG - 52.00(0.00)
MMA 51.00(0.00) -

CCSAQ 61.60(21.20) 51.00(0.00)
BOBYQA 29.20(19.78) 47.52(17.15)
NELDERMEAD | 33.00(18.20) 49.16(15.27)
TLPLTON 57.33(31.28) 63.43(19.38)
LBFGS 43.00(16.01) 51.46(13.32)

Funcgao de teste: Ackley

Local Search Otim. AKR-Tulsi | LPL
COBYLA 38.01(23.42) 32.29(16.43)
SBPLX 28.42(19.76) 45.09(17.53)
AUGLAG 85.27(26.64) 93.32(24.27)
MMA 80.75(27.34) 96.07(21.70)
CCSAQ 85.13(26.09) 90.32(24.00)
BOBYQA 35.30(23.67) 32.86(15.80)
NELDERMEAD | 30.50(14.47) 47.98(17.21)
TLPLTON 94.50(25.34) 103.07(17.02)
LBFGS 80.12(24.75) 93.46(17.38)
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Funcgao de teste: Schwefel

Local Search Otim. AKR-Tulsi | LPL

COBYLA 36.95(21.60) 31.84(12.16)
SBPLX 40.65(23.13) 35.68(13.05)
AUGLAG 96.08(21.19) 96.26(22.37)
MMA 82.83(27.00) 98.62(18.46)
CCSAQ 90.03(24.39) 96.45(21.02)
BOBYQA 31.28(22.32) 28.02(11.76)
NELDERMEAD | 39.68(22.10) 37.70(15.23)
TLPLTON 59.13(24.73) 63.74(19.80)
LBFGS 59.44(22.98) 54.05(18.23)

Funcgao de teste: Rastrigin

Local Search Otim. AKR-Tulsi | LPL
COBYLA 38.33(20.73) 48.16(13.53)
SBPLX 31.19(17.37) 48.85(14.31)
AUGLAG 52.00(0.00) 52.00(0.00)
MMA 51.00(0.00) 51.00(0.00)
CCSAQ 67.67(23.57) 79.86(25.00)
BOBYQA 29.62(18.11) 39.30(16.59)
NELDERMEAD | 37.98(21.85) 46.96(14.78)
TLPLTON 32.00(26.00) 35.25(17.83)
LBFGS 56.92(31.29) 48.10(24.50)
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Effort

Funcao de teste: Raydan

80

70 |

60

50

40

30

20

10

Local Search Otim. AKR-Tulsi | LPL
COBYLA 47.28(15.28) 52.44(17.45)
SBPLX 31.37(19.45) 48.76(15.95)
AUGLAG - 52.00(0.00)
MMA 51.00(0.00) 51.00(0.00)
CCSAQ 51.00(0.00) -
BOBYQA 29.55(16.81) 54.17(14.96)
NELDERMEAD | 30.79(22.12) 50.34(15.41)
TLPLTON 84.33(27.27) 102.06(21.55)
LBFGS 67.52(22.42) 74.71(25.54)
Test Function: neumaier
Otim. AKR-TUS
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Test Function: griewank
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Test Function: rosenbrock

LPL oo
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Effort
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Effort

Effort

Effort

Test Function: schwefel
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Apéendice B

Resultados computacionais para o

Algoritmo LPL

As Tabelas B.1, B.2 e B.3 exibem o desvio padrao das amostras do nimero
de avaliacoes da funcao objetico no Algoritmo LPL para 1, 2 e 3 varidveis respec-
tivamente. As Tabelas B.4, B.5 e B.6 exibem as taxas de sucesso para o Algoritmo
LPL para 1, 2 e 3 variaveis respectivamente. Em vermelho o método que teve o

pior desempenho, em azul o método que teve o melhor desempenho.
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Apéndice C
Linguagem de Programacao Neblina

Neblina é uma linguagem de programacao! cientifica cujo objetivo é criar
uma camada transparente para a programacao usando aceleradores (GPU, CPU
multicore,...) aumentando a produtividade através de uma linguagem simples e
concisa. Para isto, usamos o padrao OpenCL (Khronos OpenCL Working Group
(2011)) como ferramenta bésica para o paralelismo.

Melhorar a produtividade no desenvolvimento de aplicagoes paralelas é um
desafio atual de pesquisa. Podemos citar um projeto denominado High Producti-
vity Computing Systems (HPCS) do departamento norte-americano Defense Ad-
vanced Research Projects Agency (DARPA) cujo o objetivo era produzir a nova ge-
racao de computacgao de alto-desempenho e de alta-produtividade. Neste contexto
surgiram as seguintes linguagens de programacao X10 (Saraswat et al. (2012)),
Fortress (Allen et al. (2007)) e Chepel (Chamberlain et al. (2007)).

A Figura C.2 exibe um exemplo de cdédigo para o experimento de Cadeias
de Markov discretas. O paralelismo implicito é aplicado nas fungdes init (linha
7 e 8) e na funcdo mat_mulvec (linha 11). Foi realizada uma implementagao em
linguagem C para comparar o desempenho e produtividade com o cédigo Neblina
da Figura C.2. O programa em C usou aproximadamente 60 linhas de c6digo (5
vezes mais que o programa em Neblina). O desempenho poderd ser comparado na

Tabela C.1. Os valores entre parénteses exibem o speedup com relagao a imple-

L www.Ince.br /~pcslara/neblina
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Data

Neblina Interpreter 4 L
Neblina Parse and Neblina Bytecode
source E:> bytecode |:> bytecode |:> execution
code (.nbl) generation

Data

Figura C.1: Representacao geométrica do operador Uy.

mentacgao sequencial em C. Neste caso, o cddigo Neblina ficou até 70 vezes mais

rapido que o sequencial na GPU Nvidia GTX-580.

1 using io

2 def main()

3 n = toint( args([2] )
4 T = toint( args[3] )
5 M = float[n,n]

6 p = float[n]

7 init( p, 0.0 )

8 init( M, 1.0/n )

9 pl1] = 1.0

10 for i=1:T

11 p = mat_mulvec( M, p )
12 end

13 end

Figura C.2: Discrete Markov Chain implementation written in Neblina.

Para alguns tipos de matrizes M onde ¢é possivel gerar o elemento M;; dina-
micamente a linguagem Neblina permite gerar os elementos por demanda. Assim
nao é preciso armazenar memoria para os elementos da matriz. Desta forma, é pos-
sivel trabalhar com matrizes realmente grandes. No caso do Algoritmo de Grover,
por exemplo, é possivel simular, em tempo razodvel, a busca com até 2%?° elemen-

tos. Caso armazendssemos esta matriz em disco seria necessario na ordem de 8TB.
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Dimensao de p(t) C(s) Neblina (s)

CPU (1 core) CPU (16 cores) GPU C2050 GPU GTX-580

1000 5.36 224  (24x) 045 (11.9x) 0.32  (16.7%)
2000 21.66 491 (44x) 095 (22.8x) 0.64 (33.8x)
3000 48.69 838  (58x) 179 (27.2x) 1.10  (44.3x)
4000 86.56 1246 (6.9x) 254 (341x) 1.66 (52.1x)
5000 135.14 1726 (7.8x) 4.07 (33.2x) 2.39  (56.5x)
6000 194.61 2515 (7.7x) 498 (39.1x) 3.18  (61.2x)
7000 264.36 3519 (7.5x) 7.35  (36.0x) 4.24  (62.3x)
8000 346.29 4495 (77x)  8.23  (421x) 535  (64.7x)
9000 437.14 55.96  (7.8x) 11.77 (37.1x) 6.63  (65.9x)
10000 540.52 68.91 (7.8x) 12.39 (43.6x) 7.88  (68.6x)
11000 653.78 8293 (7.9x) 17.16 (38.1x) 9.62  (68.0x)
12000 778.74 09.02 (7.9x) 17.41 (44.7x) 11.07 (70.3x)
13000 913.29 11525 (7.9x) 2372 (38.5x) 13.17 (69.3x)
14000 1058.37 134.15 (7.9x) 2330 (45.4x) 15.09 (70.1x)
15000 1215.55 154.81 (7.8x) 31.40 (38.7x) 17.31 (70.2x)

Tabela C.1: Comparacao do experimento de Cadeias de Markov Discretas entre
Neblina e C (sequencial, usando gcc) para T = 1000.

A Figura C.3 exibe uma implementagao do Algoritmo de Grover usando esta téc-
nica. Para isso é preciso descrever um trecho de cédigo para gerar os elementos da
matriz. Este cédigo devera ser fornecido em OpenCL (veja linhas 10, 11 e 12 da
Figura C.3). Assim, quando a matriz ¢é criada (linha 13) é gerado e compilado um

kernel em OpenCL para esta matriz.
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© 0 ~NO O WN = O

using math

using io

def

end

main()
n = toint( args([2] )
N=1<K<n
psi = complex[N]
for i=1:N
psili] = c(1/sqrt(N), 0.0)
end
setup_u = "real cl1 = "+ 2.0/N +";

re = (j==5)7((i==j)7(1-cl):-c1):((i== j)7cl-1l:cl);

im o;"

U = rmatrix( setup_u, N, N )

for i = 1 : (3.1415/4)*sqrt(N)
psi = mat_mulvec( U, psi )

end

p = vec_conj( psi )

println( p )

Figura C.3: Implementacao do Algoritmo de Grover em Neblina
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Apéendice D

Hiperwalk: Simulador Paralelo de

Passeio Aleatorio Quantico

Hiperwalk (Lara et al. (2014a)) ¢ um simulador de passeios quanticos livre
e de cédigo aberto que usa a linguagem de programacao Neblina para explorar
recursos como GPU, CPU multicore e outros dispositivos como Intel Xeon Phi
com o objetivo de acelerar as simulagoes. Atualmente estd em desenvolvimento no
Grupo de Computacao Quantica do LNCC e além do Neblina o Hiperwalk utiliza

os seguintes softwares:

e python: responsavel por preparar os dados de entrada, chamar o Neblina

com os parametros definidos e interpretar os resultados.
e gnuplot: gera os graficos de desvio padrao, média e dinamica do passeio.

e numpy (biblioteca): fornece facilidades ao trabalhar com matrizes e vetores

com python.

Atualmente o hiperwalk é capaz de simular os seguintes modelos de passeios
quanticos discretos: 1D e 2D com moeda 1D e 2D sem moeda (modelo de Falk).
Além disso, o simulador permite ao usuario definir livremente o operador de difusao
através da opcao CUSTOM. O programa também permite gerar animagoes para a

visualiza¢ao da dinamica (veja Figura D.1).
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Figura D.1: Comportamento da onda na malha bidimensional 80 x 80. Neste caso
¢ utilizado a moeada de Grover. O caminhante parte do meio do grid com condi¢ao
inicial da moeda igual a $(|0) + [1) + [2) + [3)).
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