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meu doutorado sandúıche. Em especial ao Alexander Rivosh, por toda ajuda na

minha chegada em Riga. Ao Denis, por seu apoio e torcida, mesmo a distância,
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forma, estudar suas propriedades, analisar o seu comportamento em diferentes to-

pologias, e ver o impacto da descoerência sob esses passeios e seus algoritmos é

fundamental para o desenvolvimento da área. Nesse contexto, contribúımos com

a análise das seguintes questões. Para o passeio quântico de Szegedy, estudamos

analiticamente o seu comportamento no ciclo; descrevemos como calcular a distri-

buição limite apresentando exemplos para a malha bidimensional, grafo completo

e ciclo; estudamos um modelo de descoerência inspirado em percolação, em que

definimos o tempo de alcance quântico descoerente e estabelecemos um intervalo

da intensidade de descoerência em que o tempo de alcance quântico descoerente é

quadraticamente menor que o clássico; o algoritmo de detecção sob ação da des-

coerência continua com ganho quadrático para o mesmo intervalo. Para o passeio
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Quantum Markov chains or quantum walks have been playing an important

role in the development of e�cient quantum algorithms. Therefore, studying its

properties, analyzing its behavior in di↵erent topologies, and seeing the impact of

decoherence on these walks and its algorithms is fundamental to the development

of the area. In this context, we contribute through the analysis of the following

issues. For Szegedy’s quantum walk, we analytically study its behavior in the cycle;

we describe how to calculate the limit distribution by providing examples for the

two-dimensional grid, cycle and complete graph; we study a model of decoherence

inspired by percolation, where we define the decoherent quantum hitting time

and we establish a intensity range of decoherence where the decoherent quantum
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quantum walk, we present simulations of the algorithm for evaluating boolean
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5 Tempo de alcance quântico descoerente 39

5.1 Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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6 Avaliação de fórmulas booleanas 63

6.1 Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

6.2 Ideia dos algoritmos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.2.1 Tempo cont́ınuo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.2.2 Tempo discreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6.3 Simulações do algoritmo de Childs et al. (2007a) . . . . . . . . . . . 68
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Introdução

Baseada nas leis da mecânica quântica, a computação quântica é uma área

de pesquisa que vem crescendo nas últimas décadas (Nielsen e Chuang, 2000)

e mostrando potencial para o desenvolvimento de algoritmos mais eficientes que

seus correspondentes clássicos. Por exemplo, o algoritmo de Shor (1994) resolve o

problema da fatoração de números inteiros e do cálculo de logaritmo discreto ex-

ponencialmente mais rápido que os melhores algoritmos clássicos conhecidos. Esse

algoritmo apresenta um dos resultados mais importantes da computação quântica

e foi o principal motivo que impulsionou o estudo da computação quântica ao redor

do mundo. Além disso, o algoritmo de Shor se baseia na técnica conhecida como

transformada de Fourier quântica, que também foi aplicada no desenvolvimento

de outros algoritmos quânticos, como os algoritmos para estimação de fase (Mosca

e Ekert, 1998) e para o problema do subgrupo oculto (Lomont, 2004). Uma se-

gunda técnica utilizada para o desenvolvimento de algoritmos quânticos é a técnica

que ficou conhecida como amplificação de amplitude e que surgiu com o algoritmo

de Grover (1996), que faz uma busca num banco de dados quadraticamente mais

rápido que uma busca clássica.

Mais recentemente, uma terceira técnica que tem tido sucesso no desenvol-

vimento de algoritmos quânticos eficientes são os passeios quânticos ou cadeias de

Markov quânticas. Inspirados nos passeios aleatórios (random walks) que, por sua

vez, são cadeias de Markov, diferentes formalismos de passeios quânticos surgiram

na literatura (Aharonov et al., 1993; Farhi e Gutmann, 1998; Szegedy, 2004). Con-

sequentemente, vários algoritmos foram desenvolvidos. Como exemplo, podemos

citar o algoritmo de Childs et al. (2002), que utiliza um passeio quântico cont́ınuo

1



num grafo obtido pela junção de duas árvores binárias cheias. Partindo de uma

das ráızes, o algoritmo consegue alcançar a outra raiz exponencialmente mais rá-

pido que o algoritmo clássico. O algoritmo de Ambainis (2004), que utiliza um

passeio quântico no grafo de Johnson, resolve o problema da distinção de elemen-

tos em ⇥(n
2
3 ) contra ⇥(n log n) do algoritmo clássico. Vários outros algoritmos

com ganhos quadráticos para o problema de busca espacial em grafos foram de-

senvolvidos (Shenvi et al., 2003; Ambainis et al., 2005; Szegedy, 2004; Krovi et al.,

2010). Dessa forma, estudar as propriedades dos passeios quânticos, analisar o seu

comportamento em diferentes topologias, e ver o impacto da descoerência sob esses

passeios e seus algoritmos é fundamental para o desenvolvimento da área. Nesse

contexto, contribúımos com a análise das questões descritas a seguir.

Tratando de topologias particulares, o passeio quântico de Szegedy foi es-

tudado apenas para o grafo completo (Santos e Portugal, 2010a). Analisamos o

seu comportamento no ciclo. Szegedy (2004) mostrou que para cadeias de Markov

ergódicas e simétricas, o tempo de alcance quântico possui ganho quadrático com

relação ao clássico. O ciclo ı́mpar é ergódico, enquanto o ciclo par não é ergódico

e, portanto, não podemos utilizar esse resultado. No Caṕıtulo 3, responderemos se

o tempo de alcance quântico continua com ganho quadrático e se existe diferença

para os ciclos par e ı́mpar.

A distribuição limite ou distribuição estacionária foi calculada para os pas-

seios quânticos cont́ınuo e discreto com moeda (Aharonov et al., 2000; Moore e

Russell, 2002; Marquezino et al., 2008). No Caṕıtulo 4, veremos como calcular

essa distribuição para o passeio quântico de Szegedy. Consideraremos a evolu-

ção do passeio com e sem elementos marcados e veremos o comportamento dessa

distribuição para a malha bidimensional, grafo completo e ciclo.

No Caṕıtulo 5, responderemos qual o impacto da descoerência no passeio

quântico de Szegedy e no seu algoritmo de detecção. Utilizamos um modelo de

descoerência baseado em percolação que é analisado pela primeira vez nesse pas-

seio quântico. Na literatura, apenas Chiang (2010) analisou a descoerência no
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passeio de Szegedy, considerando um modelo diferente, que está associado ao erro

na precisão numérica do sistema.

O algoritmo de Childs et al. (2007a) avalia uma fórmula booleana utilizando

um passeio quântico com moeda numa árvore aumentada. No Caṕıtulo 6, vamos

analisar o comportamento desse algoritmo através de simulações computacionais.

Além disso, vamos considerar um modelo de oráculo defeituoso, permitindo que

alguma variável tenha o seu valor invertido com uma determinada probabilidade.

Esse modelo foi previamente analisado para o algoritmo de Grover (1996), por (Re-

gev e Schi↵, 2008) e (Ambainis et al., 2013).

Esta tese encontra-se organizada da seguinte forma. No Caṕıtulo 1, fazemos

uma breve revisão sobre as cadeias de Markov quânticas ou passeios quânticos, des-

crevendo os modelos de tempo discreto e de tempo cont́ınuo. No Caṕıtulo 2, apre-

sentamos como Szegedy descreve o tempo de alcance quântico e sua relação com o

tempo de alcance clássico. As contribuições originais desta tese são apresentadas

nos Caṕıtulos 3 ao 6. No Caṕıtulo 3, estudamos analiticamente o passeio quântico

de Szegedy no ciclo, calculando expressões para o tempo de alcance quântico e

para a probabilidade de encontrar vértices marcados. No Caṕıtulo 4, apresenta-

mos como a distribuição limite é calculada para o passeio quântico de Szegedy.

No Caṕıtulo 5, analisamos o impacto de um modelo de descoerência inspirado em

percolação no passeio quântico de Szegedy. No Caṕıtulo 6, realizamos simulações

numéricas para o algoritmo de avaliação de fórmulas booleanas, considerando um

modelo com oráculo defeituoso. No Apêndice A, apresentamos algumas definições

e propriedades úteis das cadeias de Markov.
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Caṕıtulo 1

Cadeias de Markov quânticas

Os passeios aleatórios clássicos são usados, em Ciência da Computação, no

desenvolvimento de algoritmos probabiĺısticos, especialmente em algoritmos de

busca por um vértice marcado num grafo. Os passeios aleatórios clássicos podem

ser vistos como cadeias de Markov. De maneira informal, uma cadeia de Markov,

homogênea, está definida sobre um conjunto de estados, X, e possui uma matriz

de probabilidade, P . A cada passo de tempo se o estado em que ela se encontra é

xi, existe uma probabilidade fixa pij dela ir para o estado xj. Para uma descrição

mais detalhada, veja o Apêndice A. Podemos ver aplicações dos passeios aleatórios

clássicos em problemas como o k-SAT e da conectividade em grafos (Motwani e

Raghavan, 1995; Venegas-Andraca, 2008).

De acordo com Liu e Petulante (2011), a teoria de cadeias de Markov, quando

adequadamente generalizada, fornece um paradigma potente para analisar a evo-

lução estocástica de sistemas quânticos. Ao longo da última década, motivado em

grande parte pela perspectiva de algoritmos supereficientes, a teoria das chamadas

cadeias de Markov quânticas, especialmente sob o disfarce de passeios quânticos,

tem gerado um grande volume de pesquisas, incluindo muitas descobertas de fun-

damental importância e numerosos avanços recentes (por exemplo, veja (Portugal,

2013)).

Esses modelos quânticos são obtidos através de um processo chamado de

quantização, onde descrevemos o estado do sistema quântico por um vetor no
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espaço de Hilbert e a evolução do sistema é governada por uma operação unitária

se o sistema estiver totalmente isolado de interações com o mundo macroscópico

ao redor. Como a evolução do sistema é unitária, não há nenhum espaço para

fenômenos aleatórios. Apenas quando fizermos uma medição no sistema quântico,

para obter informações sobre ele, é onde estaremos lidando com uma distribuição

de probabilidades.

Os passeios quânticos são os análogos quânticos dos passeios aleatórios e vêm

sendo usados no desenvolvimento de algoritmos mais eficientes que seus correspon-

dentes clássicos. Eles foram introduzidos por Aharonov et al. (1993), nesse caso,

a tempo discreto. Esse modelo é conhecido como passeio quântico com moeda. O

passeio quântico a tempo cont́ınuo foi desenvolvido por Farhi e Gutmann (1998).

Em seguida, Szegedy (2004) desenvolveu um outro formalismo de passeio quântico

a tempo discreto. Apresentaremos uma breve descrição de cada um desses mode-

los, a seguir. Mais detalhes também podem ser encontrados em (Kempe, 2003b;

Marquezino, 2010; Santos, 2010; Portugal, 2013).

1.1 Passeio quântico com moeda

Como exemplo, vamos descrever o passeio quântico na reta. A posição n do

caminhante deve ser um vetor em um espaço de Hilbert HP de dimensão infinita,

cuja base computacional é
���n
↵
: n 2 Z

 
.1 Além disso, a evolução do passeio

quântico deve depender de uma “moeda” quântica. Logo, devemos associar um

espaço de Hilbert bidimensional, HC, que está associado a moeda e cuja base

computacional é
���0
↵
,
��1
↵ 

. O espaço de Hilbert do sistema conjunto é H =

HC ⌦HP .

No ińıcio do passeio quântico, devemos aplicar o operador moeda C no estado

inicial, que é análogo ao papel de jogar a moeda no caso clássico. O operador moeda

pode ser definido como qualquer matriz 2⇥2 unitária. Usualmente, para o passeio

1 Em computação quântica utilizamos a notação de Dirac:
�� ·↵ é um vetor no espaço de Hilbert

nessa notação;
⌦ · �� é o vetor dual (transposto conjugado);

��x, y
↵
=
��x
↵��y
↵
=
��x
↵⌦ ��y↵ é o produto

tensorial entre
��x
↵
e
��y
↵
.
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quântico na reta é utilizado o operador de Hadamard

H =
1p
2

0

B@
1 1

1 �1

1

CA . (1.1)

Depois de aplicar a moeda devemos fazer o deslocamento de
��n
↵
para

��n+1
↵

ou para
��n� 1

↵
. Esse deslocamento é descrito pelo operador unitário S, que opera

da seguinte forma:

S
��0
↵��n
↵

=
��0
↵��n+ 1

↵
, (1.2)

S
��1
↵��n
↵

=
��1
↵��n� 1

↵
. (1.3)

Portanto, o operador de evolução para o passeio quântico é

U = S(C ⌦ I). (1.4)

No instante t, o estado do passeio quântico é dado por

�� (t)
↵
= U t

�� (0)
↵
, (1.5)

onde
�� (0)

↵
é o estado inicial. Esse mesmo processo é utilizado para definir o

passeio quântico em outros grafos.

Esses passeios quânticos aplicam-se especialmente a problemas de busca es-

pacial quântica, onde procuramos por um vértice marcado no grafo. Shenvi et al.

(2003) desenvolveram um algoritmo quântico de busca para o hipercubo com com-

plexidade de tempo O(
p
N), onde N é o número de vértices do grafo, contra O(N)

do algoritmo clássico. Ambainis et al. (2005) usaram um método similar para

desenvolver um algoritmo de busca quântico na malha bidimensional em tempo

O(
p
N logN), contra O(N) do algoritmo clássico, usando o método de amplifica-

ção de amplitude. Tulsi (2008) introduziu um qubit extra no sistema e melhorou a

complexidade desse algoritmo sem utilizar o método de amplificação de amplitude.
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Ambainis et al. (2011) também mostraram como eliminar o método de amplifica-

ção de amplitude fazendo um pós-processamento com busca clássica. Além disso,

nas referências (Abal et al., 2010; Hein e Tanner, 2010; Abal et al., 2011) podemos

ver sua aplicação em vários outros grafos gerando algoritmos eficientes.

1.2 Passeio quântico a tempo cont́ınuo

Assim como no caso discreto, as cadeias de Markov cont́ınuas serviram de

inspiração para a quantização que gerou o passeio quântico cont́ınuo. No caso em

que o tempo é uma variável cont́ınua, o caminhante pode ir do vértice xi para um

vértice adjacente xj em qualquer instante. No ińıcio, o caminhante provavelmente

será encontrado ainda em xi. A medida que o tempo passa, a probabilidade de ser

encontrado em um dos vértices vizinhos aumenta e a probabilidade de permanecer

em xi diminui. Nesse caso, temos uma taxa de transição, �, que é a probabilidade

de ocorrer a transição entre vértices vizinhos por unidade de tempo. A matriz de

probabilidade é dada por

M(t) = e�Ht, (1.6)

onde H é uma matriz auxiliar, chamada de matriz geradora, dada por

Hij =

8
>>>><

>>>>:

di�, se i = j;

��, se i 6= j e adjacentes;

0, se i 6= j e não-adjacentes;

(1.7)

onde di é o grau do vértice i. Essa expressão para a matriz M(t) é a solução de

uma equação diferencial que pode ser vista com mais detalhes em (Kempe, 2003b).

A ideia de Farhi e Gutmann (1998) foi trazer essa construção para o caso

quântico, tratando H como o hamiltoniano do sistema. Dessa forma, temos o nosso

operador de evolução sendo dado por

U(t) = e�iHt. (1.8)
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Se a condição inicial for
�� (0)

↵
, o estado quântico no instante t será

�� (t)
↵
= U(t)

�� (0)
↵
. (1.9)

Childs et al. (2002) mostraram que um passeio quântico cont́ınuo num grafo

G particular, descrito pela junção de duas árvores binárias cheias de altura d e

ráızes A e B, consegue alcançar B a partir de A em O(d2) passos, enquanto que

o algoritmo clássico necessita de, pelo menos, ⌦(2d) passos para atingir B. Mais

tarde, Farhi et al. (2008) desenvolveram um algoritmo que resolve o problema

da árvore NAND em tempo O(
p
N), enquanto que o melhor algoritmo clássico

conhecido é O(N0.753···), sendo N o número de folhas da árvore. Strauch (2006)

apresenta uma conexão entre os modelos a tempo discreto e cont́ınuo.

1.3 Passeio quântico de Szegedy

Szegedy (2004) propôs um passeio quântico que é descrito por operadores

de reflexão num grafo bipartido. Essa noção de passeio quântico foi inspirada no

algoritmo desenvolvido por Ambainis (2004) para resolver o problema de distinção

de elementos.

Considere X e Y os conjuntos de vértices de um grafo bipartido2 . Vamos

denotar por x e y vértices genéricos dos conjuntos X e Y . P e Q são matrizes esto-

cásticas descrevendo as probabilidades de X para Y e Y para X, respectivamente.

As componentes dessas matrizes pxy e qyx satisfazem a

X

y2Y

pxy = 1 8x 2 X, (1.10)

X

x2X

qyx = 1 8y 2 Y. (1.11)

Para definir um passeio quântico nesse grafo bipartido, associamos ao grafo o espaço

de HilbertHnXnY = HnX⌦HnY , onde nX = |X| e nY = |Y |. A base computacional

2 Um grafo bipartido é um grafo cujos vértices podem ser divididos em dois conjuntos disjuntos
U e V tais que toda aresta conecta um vértice em U a um vértice em V .
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da primeira componente é
���x
↵
: x 2 X

 
e
���y
↵
: y 2 Y

 
é a base para a segunda

componente. Dessa forma, a base computacional de HnXnY é
���x, y

↵
: x 2 X, y 2

Y
 
. Vamos definir os operadores A : HnX ! HnXnY e B : HnY ! HnXnY da

seguinte forma:

A =
X

x2X

���x

↵⌦
x
��, (1.12)

B =
X

y2Y

�� y

↵⌦
y
��, (1.13)

onde

���x

↵
=

��x
↵⌦

 
X

y2Y

p
pxy
��y
↵
!
, (1.14)

�� y

↵
=

 
X

x2X

p
qyx
��x
↵
!

⌦ ��y↵. (1.15)

Podemos interpretar o vetor
���x

↵
como uma superposição de todas as arestas que

saem do vértice x. Analogamente
�� y

↵
é a superposição de todas as arestas que

saem do vértice y.

O operador de evolução UP,Q é dado por

UP,Q := RBRA. (1.16)

onde

RA = 2
X

x2X

���x

↵⌦
�x

��� InXnY , (1.17)

RB = 2
X

y2Y

�� y

↵⌦
 y

��� InXnY , (1.18)

são operadores de reflexão. RA reflete um vetor genérico de HnXnY em torno do

subespaço HA, que é gerado pelos vetores
���x

↵
. Um vetor genérico de HnXnY pode

ser escrito como uma combinação linear de um vetor de HA com um vetor de H?
A.

A ação de RA faz com que a componente em HA fique inalterada e com que a
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componente em H?
A tenha o sinal invertido. O mesmo vale para RB em relação ao

subespaço HB.

Como exemplo, considere o grafo apresentado na Figura 1.1 com as seguintes

Figura 1.1: Grafo bipartido cujo conjunto de vértices é dado por V = X [Y onde,
X = {1, 2} e Y = {1, 2, 3}.

matrizes de probabilidade

P =

2

64
1

2

1

2

0

1

4

1

4

1

2

3

75 e Q =

2

66664

1

2

1

2

1

3

2

3

0 1

3

77775
, (1.19)

que mapeiam as probabilidades do conjunto X para o Y , e do Y para o X, res-

pectivamente. Nesse caso, a base computacional do nosso espaço de Hilbert é

���1
↵��1
↵
,
��1
↵��2
↵
,
��1
↵��3
↵
,
��2
↵��1
↵
,
��2
↵��2
↵
,
��2
↵��3
↵ 

. (1.20)

Os estados
���x

↵
são descritos como:

���
1

↵
=

r
1

2

��1
↵��1
↵
+

r
1

2

��1
↵��2
↵
, (1.21)

���
2

↵
=

r
1

4

��2
↵��1
↵
+

r
1

4

��2
↵��2
↵
+

r
1

2

��2
↵��3
↵
. (1.22)

E os estados
�� y

↵
:

�� 
1

↵
=

r
1

2

��1
↵��1
↵
+

r
1

2

��2
↵��1
↵
, (1.23)

�� 
2

↵
=

r
1

3

��1
↵��2
↵
+

r
2

3

��2
↵��2
↵
, (1.24)
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�� 
3

↵
=
��2
↵��3
↵
. (1.25)

A partir disso, é posśıvel obter as matrizes A e B e, consequentemente, o operador

de evolução UP,Q. Se aplicarmos o operador de evolução no estado
��1
↵��1
↵
, por

exemplo, veremos que

UP,Q

��1
↵��1
↵
= �1

3

��1
↵��2
↵
+

2
p
2

3

��2
↵��2
↵
. (1.26)

Então, se fizermos uma medição no primeiro registrador, teremos probabilidade 1

9

de encontrar o caminhante no vértice 1 e probabilidade 8

9

de encontrar o caminhante

no vértice 2.

É importante ressaltar que todo grafo pode ser convertido num grafo bipar-

tido através de um simples processo de duplicação. Seja �(X,E) um grafo conexo

e não-direcionado e P a matriz de probabilidade associada a esse grafo, o processo

de duplicação é obtido fazendo X = Y e P = Q. Dessa forma, cada aresta {xi, xj}
em E do grafo original é convertida em duas arestas no grafo bipartido {xi, yj} e

{yi, xj}. Na Figura 1.2, vemos um exemplo dessa duplicação para um grafo com 3

vértices. Nesse caso, denotaremos o operador de evolução por UP .

Figura 1.2: Exemplo de um grafo com 3 vértices e seu grafo bipartido gerado pelo
processo de duplicação.

Esse passeio tem uma estrutura diferente do passeio quântico com moeda. Ele

pode ser visto como um passeio nas arestas do grafo. Para isso, basta interpretar

o estado
��x
↵��y
↵
como uma aresta (x, y) representando que o caminhante encontra-

se no vértice x tendo vindo do vértice y. Szegedy mostrou como obter parte da

decomposição espectral do operador de evolução a partir da decomposição singular
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da matriz C = A†B, chamada de matriz discriminante. Segue o teorema.

Teorema 1.3.1 (Szegedy (2004)) Sejam cos ✓
1

, . . . , cos ✓l os valores singulares

de C em [0, 1) e seus vetores singulares associados
��vk
↵
e
��wk

↵
(1  k  l), temos a

seguinte decomposição espectral para o operador de evolução U = RBRA:

(1) Os autovalores de U associados aos valores singulares de C em [0, 1) são

e±2i✓1 , . . . , e±2i✓l e seus respectivos autovetores:

A
��w

1

↵� e±i✓1B
��v

1

↵
, . . . , A

��wl

↵� e±i✓lB
��vl
↵
;

(2) Em HA\HB, U atua como I. HA\HB coincide com o conjunto de vetores

singulares de C com valor singular 1;

(3) Em H?
A \H?

B, U atua como I.

O formalismo de Szegedy apresenta resultados mais gerais para o problema

de busca espacial em certas classes de grafos. Szegedy (2004) mostrou que o tempo

de alcance quântico apresenta ganho quadrático com relação ao clássico na detec-

ção de um conjunto de vértices marcados, para cadeias de Markov ergódicas e

simétricas. Santos e Portugal (2010a) analisaram o problema de busca no grafo

completo. Apresentando diferentes propostas, Magniez et al. (2009) e Krovi et al.

(2010) desenvolveram algoritmos quânticos quadraticamente mais rápidos que seus

correspondente clássicos, para encontrar um vértice marcado em cadeias de Markov

ergódicas e reverśıveis.
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Caṕıtulo 2

Tempo de alcance quântico

O tempo de alcance é uma medida que está associada a complexidade de

algoritmos de busca que usam passeios aleatórios clássicos. Seja M ✓ X um

subconjunto de vértices marcados num grafo, o tempo de alcance (hitting time) é

o tempo esperado para o caminhante atingir um dos vértices de M pela primeira

vez.

No caso quântico, podemos encontrar várias contribuições a respeito do

tempo de alcance para o passeio quântico com moeda. Kempe (2003a) e Krovi

e Brun (2006) definem maneiras diferentes para calcular o tempo de alcance, que

variam entre deixar o passeio quântico evoluir até que a probabilidade de atingir um

elemento marcado ultrapasse um determinado valor; ou fazer uma medição parcial

a cada passo, checando se o caminhante atingiu o vértice marcado. Já em (Kempf

e Portugal, 2009), temos uma noção que se baseia na definição da velocidade do

caminhante enquanto o visualizamos como uma onda.

Neste caṕıtulo, iremos descrever como (Szegedy, 2004) define o tempo de

alcance quântico. Esta definição é uma generalização natural do tempo de alcance

clássico.

2.1 Definição

É posśıvel mostrar, como em (Santos, 2010), que o cálculo do tempo de

alcance num grafo com matriz estocástica P é equivalente ao tempo de alcance
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calculado num grafo direcionado modificado, cuja matriz estocástica associada é

uma matriz P 0, descrita por

p0xy =

8
><

>:

pxy, x 62 M ;

�xy, x 2 M .
(2.1)

Classicamente, P 0 é chamada de caminhada absorvente (absorbing walk). Essa

matriz estocástisca faz com que ao encontrar um elemento marcado, o caminhante

permaneça nesse estado. Na Fig. 2.1 podemos ver um exemplo de um grafo com 3

vértices e os grafos associados a matriz modificada P 0.

Figura 2.1: Exemplo de um grafo com 3 vértices, o grafo direcionado associado a
P 0 e seu grafo bipartido gerado pelo processo de duplicação. Nesse caso, M = {3}.

É importante mencionar que o tempo de alcance clássico, partindo da dis-

tribuição estacionária ⇡, coincide com o primeiro t em que a norma em L
1

de

⇡†P 0t � ⇡† se torna suficientemente grande. Pois, somente a partir de um determi-

nado instante t, o caminhante terá alcançado um dos elementos marcados.

De maneira análoga, para definir o tempo de alcance quântico iremos utilizar

um operador de evolução modificado UP 0 , associado a matriz estocástica P 0. Esse

novo operador não será uma caminhada absorvente como acontece no caso clássico,

mas possivelmente permitirá que a probabilidade nos elementos marcados aumente

durante a evolução do sistema. A condição inicial do passeio quântico é uma

superposição sobre todas as arestas do grafo:

�� (0)
↵
=

1p
n

X

x,y2X

p
pxy
��x, y

↵
. (2.2)

Definição 2.1.1 (Szegedy (2004)) O tempo de alcance quântico HP,M de um
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passeio quântico com operador de evolução UP , dado pela Eq. (1.16), e condição

inicial
�� (0)

↵
, é o menor número de passos, T , tal que

F (T ) � 1� m

n
, (2.3)

onde m é o número de vértices marcados, n o número de vértices do grafo original

e F (T ) é definido como

F (T ) =
1

T + 1

TX

t=0

���
�� (t)

↵� �� (0)↵
���
2

, (2.4)

onde
�� (t)

↵
= U t

P 0

�� (0)
↵
e U t

P 0 é o operador de evolução depois de t passos, usando

a matriz estocástica modificada.

Podemos identificar 1� m
n
como o valor da distância1 entre a distribuição de

probabilidades uniforme e a distribuição de probabilidades uniforme somente nos

elementos marcados.

2.2 Expressão para F (T ) em termos do espectro de UP 0

Se considerarmos o espectro de UP 0 podemos encontrar uma expressão para

a Eq. (2.4). Seguindo o Teorema 1.3.1, do caṕıtulo anterior, sejam

��↵±
j

↵
=

A
��wj

↵� e± i✓jB
��vj
↵

p
2 sin ✓j

(2.5)

os autovetores normalizados de UP 0 com autovalores e±2i✓j , 0 < ✓j  ⇡
2

. Temos

então no máximo 2n autovetores de UP 0 pois, os autovetores
��↵±

j

↵
dependem dos

vetores singulares da matriz discriminante C com valores singulares diferentes de

1, e C é uma matriz quadrada de dimensão n. Os autovetores restantes pertencem

ao autoespaço de autovalor 1, vamos chamá-los de
��↵j

↵
. Podemos expressar nossa

1 Veja (Nielsen e Chuang, 2005), cap. 9, para o cálculo da distância, tanto clássico quanto
quântico, entre distribuições de probabilidades.
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condição inicial na base de autovetores do operador de evolução:

�� (0)
↵
=

n�kX

j=1

�
c+j
��↵+

j

↵
+ c�j

��↵�
j

↵�
+

n2�n+kX

j=n�k+1

cj
��↵j

↵
, (2.6)

onde k é a multiplicidade do valor singular 1 da matriz discriminante. Os coefici-

entes c±j são descritos por

c±j =
⌦
↵±
j

�� (0)
↵

(2.7)

e obedecem a seguinte condição

n�kX

j=1

⇣��c+j
��2 +

��c�j
��2
⌘
+

n2�n+kX

j=n�k+1

��cj
��2 = 1. (2.8)

Dessa forma, somente os valores singulares de C diferentes de 1 serão utiliza-

dos para calcular o tempo de alcance quântico, pois ao aplicarmos o operador de

evolução na condição inicial, obtemos

U t
P 0

�� (0)
↵
=

n�kX

j=1

�
c+j e

2i✓jt
��↵+

j

↵
+ c�j e

�2i✓jt
��↵�

j

↵�
+

n2�n+kX

j=n�k+1

cj
��↵j

↵
(2.9)

e ao fazermos a diferença U t
P 0

�� (0)
↵� �� (0)↵, vemos que os termos no autoespaço

de autovalor 1 irão desaparecer. Assim, a partir das Equações (2.9) e (2.6), temos

que
��U t

P 0

�� (0)
↵� �� (0)↵��2 = 4

n�kX

j=1

��cj
��2 �1� T

2t(cos ✓j)
�
, (2.10)

onde
��cj
�� =

��c+j
�� =

��c�j
�� e Tn é o n-ésimo polinômio de Chebyshev do primeiro

tipo (Abramowitz e Stegun, 1972).

Usando as Equações (2.10) e (2.4), obtemos

F (T ) =
2

T + 1

n�kX

j=1

��cj
��2�2T + 1� U

2T (cos ✓j)
�
, (2.11)

onde Un é o n-ésimo polinômio de Chebyshev do segundo tipo. O tempo de alcance
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quântico é dado por

HP,M =
l
F�1

⇣
1� m

n

⌘m
. (2.12)

2.3 Limiar para o tempo de alcance quântico

Szegedy (2004) mostrou um limite superior para o tempo de alcance quântico,

como veremos no Teorema 2.3.1, a seguir. Como consequência, obteremos a relação

entre os tempos de alcance clássico e quântico, mostrando o ganho que existe ao

utilizarmos essa nova definição.

Teorema 2.3.1 (Szegedy (2004)) Para toda cadeia de Markov ergódica e simé-

trica P , o tempo de alcance quântico de UP com respeito a M é, no máximo,

100

1� m
n

n�mX

k=1

⌫2k

s
1

1� �0k
, (2.13)

onde
��v0

1

↵
, . . . ,

��v0n�m

↵
são os autovetores normalizados de PM , os �0

1

, . . . ,�0n�m seus

autovalores associados, e ⌫k são os coeficientes de
��û
↵
=

1p
n
1 escritos na base

de autovetores de PM , ou seja,
��û
↵
=
Pn�m

k=1

⌫k
��v0k
↵
. PM é a matriz obtida de P

removendo as linhas e colunas indexadas pelos elementos marcados.

Corolário 2.3.1 (Szegedy (2004)) Para toda cadeia de Markov ergódica e si-

métrica P e dado que M ✓ X com m  n
2

, o tempo de alcance quântico de UP

com respeito a M é O
⇣q

1

1��(PM )

⌘
, onde �(PM) é o maior autovalor de PM .

Consequentemente, o tempo de alcance quântico tem ganho quadrático em

relação ao clássico, pois, como podemos ver detalhadamente em (Santos, 2010), o

tempo de alcance clássico é O
⇣

1

1��(PM )

⌘
.

17



Caṕıtulo 3

Passeio quântico de Szegedy no ciclo

Para descrever o comportamento de um passeio quântico num grafo é impor-

tante encontrar a decomposição espectral do operador de evolução. Dessa forma,

teremos conhecimento do que ocorre no sistema em cada instante de tempo. En-

tretanto, encontrar a decomposição desse operador muitas vezes não é um tarefa

fácil. Santos e Portugal (2010a) analisaram o passeio quântico de Szegedy no grafo

completo e mostraram que ele possui ganho quadrático na busca por vértices mar-

cados. A seguir, descreveremos a primeira contribuição dessa tese, mostrando o que

acontece no passeio quântico de Szegedy no ciclo, calculando o tempo de alcance

quântico e a probabilidade de encontrar um vértice marcado nesse grafo.

Vamos considerar que os vértices do grafo são numerados de 1 a n e que

os últimos m vértices são marcados. A matriz PM é obtida a partir da matriz

estocástica P (ou P 0) removendo as linhas e colunas correspondentes aos elementos

marcados. Por exemplo, para os ciclos da Figura 3.1, temos as seguintes matrizes

(a) P (b) P’

Figura 3.1: Ciclo com 5 vértices. O grafo (a) não possui vértice marcado e está
associado a matriz P . O grafo (b) possui um vértice marcado, M = {5}, e está
associado a matriz P 0.
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associadas,

P =

2

666666666664

0 1

2

0 0 1

2

1

2

0 1

2

0 0

0 1

2

0 1

2

0

0 0 1

2

0 1

2

1

2

0 0 1

2

0

3

777777777775

e P 0 =

2

666666666664

0 1

2

0 0 1

2

1

2

0 1

2

0 0

0 1

2

0 1

2

0

0 0 1

2

0 1

2

0 0 0 0 1

3

777777777775

. (3.1)

A matriz PM , para m = 1, é obtida removendo a última linha e a última coluna,

PM =

2

66666664

0 1

2

0 0

1

2

0 1

2

0

0 1

2

0 1

2

0 0 1

2

0

3

77777775

. (3.2)

Podemos observar que PM é um caso especial das matrizes de Toeplitz (Trench,

1985), e sua decomposição espectral é descrita a seguir.

PM =
n�mX

j=1

cos

✓
j⇡

n�m+ 1

◆ ��v0j
↵⌦
v0j
��, (3.3)

onde
��v0j
↵
=

r
2

n�m+ 1

n�mX

k=1

sin

✓
jk⇡

n�m+ 1

◆ ��k
↵
. (3.4)

3.1 Valores e vetores singulares da matriz discriminante

Através do Teorema 1.3.1, podemos obter boa parte dos autovalores e autove-

tores de UP 0 a partir da descomposição singular da matriz discriminante C = A†B.

Sabemos que as componentes Cxy =
p
pxypyx. Então, a matriz discriminante asso-

ciada a matriz P 0, nesse caso, é uma matriz simétrica descrita como:

C =

2

64
PM 0

0 Im

3

75 . (3.5)
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Dessa forma, os valores singulares de C são os módulos dos autovalores de PM e

Im. Considere
��vj
↵
, o vetor

��v0j
↵
acrescido de m zeros, compat́ıvel com a dimensão

de C. Os vetores singulares à direita
��vj
↵
são os autovetores de PM . Se o autovalor

de PM for negativo, o vetor singular à esquerda será o negativo do autovetor de

PM .

Em resumo,
��vj
↵
e sgn

�
cos
�

j⇡
n�m+1

�� ��vj
↵
, 1  j  n � m são os vetores

singulares à direita e à esquerda,1 respectivamente, com valores singulares cos ✓j =
��cos

�
j⇡

n�m+1

���. Finalmente, a submatriz Im adiciona a lista o valor singular 1 com

multiplicidade m e vetores singulares
��j
↵
associados, onde n�m+1  j  n. Veja

a Tabela 3.1.

Valor singular Vetor singular Vetor singular
à direita à esquerda

cos ✓j =
��cos

�
j⇡

n�m+1

��� ��vj
↵ ��wj

↵
= sgn

�
cos
�

j⇡
n�m+1

�� ��vj
↵

(1  j  n�m)

1
��vj
↵
=
��j
↵ ��wj

↵
=
��j
↵

(n�m+ 1  j  n)

Tabela 3.1: Valores e vetores singulares da matriz discriminante C, associada a
matriz estocástica P 0, para um ciclo com n vértices e m vértices marcados.

3.2 Espectro do operador de evolução

Os autovalores e autovetores de UP 0 que podem ser obtidos dos valores e

vetores singulares de C são descritos na Tabela 3.2. Ficam faltando n2 � 2n +m

autovetores, todos associados ao autovalor 1. Felizmente, para calcular o tempo

de alcance quântico, o autoespaço de autovalor 1 não será necessário.

1 sgn(x) é a função sinal.
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Autovalor Autovetor Intervalo

e±2i✓j
��↵±

j

↵
=

�
sgn(cos( j⇡

n�m+1))A�e

±i✓jB
���vj
↵

p
2 sin ✓j

1  j  n�m

1
��↵j

↵
= A

��j
↵

1  j  m

1
��↵j

↵
m+ 1  j  n2 � 2(n�m)

Tabela 3.2: Autovalores e autovetores do operador de evolução UP 0. Os vetores��vj
↵
são dados pela Eq. (3.4). No autoespaço de autovalor 1, temos n2 � 2n +m

autovetores sem expressão.

Consequentemente, temos que

UP 0 =
n�mX

j=1

e2i✓j
��↵+

j

↵⌦
↵+

j

��+
n�mX

j=1

e�2i✓j
��↵�

j

↵⌦
↵�
j

��+
n2�2(n�m)X

j=1

��↵j

↵⌦
↵j

��. (3.6)

3.3 Tempo de alcance quântico

A condição inicial do passeio quântico é dada por

�� (0)
↵
=

1p
n

nX

x,y=1

p
pxy
��x, y

↵
. (3.7)

Seja c±j =
⌦
↵±
j

�� (0)
↵
e
��cj
�� =

��c+j
�� =

��c�j
��, pois

��↵+

j

↵
e
��↵�

j

↵
são complexos conju-

gados. Usando os autovetores da Tabela 3.2 e a expressão para
�� (0)

↵
, obtemos

|cj|2 = 1� (�1)j

n(n�m+ 1)
�
1� cos

�
j⇡

n�m+1

�� , 1  j  n�m. (3.8)

Vamos utilizar a Eq. (2.11) para F (T ). Para o ciclo, temos

F (T ) =
2

T + 1

n�mX

j=1

|cj|2(2T + 1� U
2T (cos ✓j)). (3.9)

21



Substituindo a expressão para |cj|2 e cos ✓j, temos

F (T ) =
2

n(n�m+ 1)(T + 1)

n�mX

j=1

(1� (�1)j)
�
2T + 1� U

2T

���cos
�

j⇡
n�m+1

�����
�
1� cos

�
j⇡

n�m+1

�� .

(3.10)

A Figura 3.2 mostra o comportamento da função F (T ). F (T ) cresce rapidamente

através da linha pontilhada 1 � m
n
, e depois oscila em torno do seu valor limite.

Esse é um comportamento recorrente que também pode ser visto para o caso do

grafo completo, como vemos em (Santos e Portugal, 2010a).

Figura 3.2: Função F (T ) (linha sólida) e 1 � m
n
(linha tracejada) para n = 100 e

m = 13. O tempo de alcance quântico pode ser visto no gráfico como o instante T
tal que F (T ) = 1� m

n
, que é aproximadamente 21.75 nesse caso.

Com o objetivo de calcular o tempo de alcance quântico, vamos dividir F (T )

em dois termos:

F (T ) =
2(2T + 1)

n(n�m+ 1)(T + 1)

n�mX

j=1

(1� (�1)j)

1� cos
�

j⇡
n�m+1

� �

2

n(n�m+ 1)(T + 1)

n�mX

j=1

(1� (�1)j) sin
⇣

(2T+1)j⇡
n�m+1

⌘

�
1� cos

�
j⇡

n�m+1

��
sin
�

j⇡
n�m+1

� . (3.11)

É fácil mostrar que o primeiro termo é equivalente a

2(2T + 1)

n(n�m+ 1)(T + 1)

�
(n�m+ 1)2

2

⌫
. (3.12)

O segundo termo não é tão simples quanto o primeiro. Vamos considerar a seguinte
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função auxiliar

f(t) =
k�1X

j=1

(1� (�1)j) sin
�
j⇡t
k

�
�
1� cos

�
j⇡
k

��
sin
�
j⇡
k

� . (3.13)

Claramente, f(t) é uma soma de senos que assume valor 0 quando t = 0 ou t = k.

Além disso, o comportamento de f(t) assemelha-se a função sin
�
⇡t
k

�
. Dessa forma,

podemos encontrar a e b tais que f(t) ⇡ at(k� t)+ b sin
�
⇡t
k

�
. Usando as seguintes

equivalências

f

✓
k

2

◆
⇡
✓
k

2

◆
3

+
k

4

⇣
1� (�1)b k

2c
⌘
, (3.14)

f 0(0) ⇡
�
k2

2

⌫
, (3.15)

nós obtemos

a =
2⇡(1� (�1))b k

2c � 8
j
k2

2

k
+ k2⇡

2k(⇡ � 4)
, (3.16)

b = �
k
⇣
2(1� (�1))1+b k

2c � 2
j
k2

2

k
+ k2

⌘

⇡ � 4
. (3.17)

A Figura 3.3 mostra a função f(t) e sua aproximação at(k � t) + b sin
�
⇡t
k

�
, para

k = 10. A diferença entre as duas funções vai ficando quase impercept́ıvel, a

medida que aumentamos o valor de k.

Figura 3.3: Função f(t) (linha sólida) e sua aproximação (linha tracejada). Nesse
caso, k = 10 e podemos observar a diferença entre as duas funções. A medida que
aumentarmos k, essa diferença será menos percept́ıvel.

Substituindo t = 2T + 1 e k = n �m + 1 em f(t), nós podemos obter uma
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aproximação para o segundo termo de F (T ). Dessa forma, a expansão assintótica

para F (T ) é

F (T ) =
(2T + 1)2

(T + 1)n
+O

✓
1

n2

◆
. (3.18)

Para n � m, o tempo de alcance quântico HP,M é obtido empregando o método

de inversão de série na equação F (T ) = 1� m
n
. Os primeiros termos são

HP,M =
n�m

4
+O

✓
1

n

◆
. (3.19)

3.4 Probabilidade de encontrar um elemento marcado

Ao contrário do que acontece no cálculo do tempo de alcance quântico, para

calcular a distribuição de probabilidades nos vértices do grafo em um instante t,

precisaremos da decomposição espectral completa do operador de evolução. En-

tretanto, a partir da observação de simulações desse passeio quântico encontramos

uma outra forma para solucionar esse problema. A partir da Eq. (1.16), podemos

obter as componentes da matriz do operador de evolução, UP 0 :

⌦
c, d
��UP 0

��a, b
↵
= 4
p

p0dcp
0
abp

0
dap

0
ad � 2

p
p0dcp

0
da�bd � 2

p
p0abp

0
ad�ac + �ac�bd. (3.20)

Considere qualquer
���
↵ 2 Hn2

trocando o sinal de alguns termos da condição

inicial, ou seja,
⌦
a, b
���
↵
= ↵a,b

⌦
a, b
�� (0)

↵
, (3.21)

onde ↵a,b 2 {�1, 1}. Usando que

⌦
a, b
�� (0)

↵
=

r
pab
n
, (3.22)

obtemos

⌦
c, d
��UP 0

���
↵

=
nX

a,b=1

⌦
c, d
��UP 0

��a, b
↵⌦
a, b
���
↵
=

1p
n

 
4
n�mX

a=1

nX

b=1

↵a,bpab
p
p0dcp

0
dapad�
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2
nX

a=1

↵a,d

p
padp0dap

0
dc � 2

nX

b=1

↵c,b

p
pcbp0cbp

0
cd + ↵c,d

p
pcd

!
. (3.23)

Defina x� y = x+ y mod n. As componentes
⌦
c, d
��UP 0

���
↵
obtidas da Eq. (3.23)

são descritas a seguir.

• Se c 2 X\M e d 2 X:

⌦
c, d
��UP 0

���
↵
=

1p
n
(|↵c,((c�1)�1+1)

+ ↵c,((c�1)�(n�1)+1)

|� 1)↵c,d
p
pcd; (3.24)

• Se c 2 M e d 2 X\M :

⌦
c, d
��UP 0

���
↵
=

1p
n
(|↵c,((c�1)�1+1)

+ ↵c,((c�1)�(n�1)+1)

|� 1)↵c,d
p
pcd; (3.25)

• Se c 2 M e d 2 M :

⌦
c, d
��UP 0

���
↵
=

1p
n
↵c,d

p
pcd. (3.26)

Observando as Eqs. (3.24), (3.25) e (3.26) e usando que ↵c,d é 1 ou �1, podemos

concluir que
⌦
c, d
�� (t)

↵
= �c,d

⌦
c, d
�� (0)

↵
, (3.27)

onde �c,d 2 {�1, 1}.
A probabilidade de encontrar um elemento marcado é calculada através do

projetor PM no espaço vetorial gerado pelos elementos marcados, ou seja

PM =
nX

x=n�m+1

��x
↵⌦
x
��⌦ In. (3.28)

A probabilidade é, então, dada por pM(t) =
⌦
 (t)

��PM

�� (t)
↵
. A Eq. (3.27) implica

que
⌦
 (t)

��PM

�� (t)
↵
=
⌦
 (0)

��PM

�� (0)
↵
. (3.29)
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Assim,

pM(t) =
m

n
. (3.30)

Esse resultado é consequência do fato que
�� (t)

↵
difere da condição inicial apenas

no sinal de suas componentes. Dessa forma, a distribuição de probabilidades se

mantém a mesma durante a evolução do passeio quântico.

3.5 Conclusões

As contribuições desse caṕıtulo são as expressões anaĺıticas calculadas para

o tempo de alcance quântico e para a probabilidade de encontrar um elemento

num conjunto de vértices marcados para o passeio quântico de Szegedy no ciclo.

Szegedy (2004) provou que para grafos conexos, não-direcionados e não-bipartidos,

o tempo de alcance quântico é da ordem da raiz do tempo de alcance clássico. Em

prinćıpio, não podeŕıamos utilizar esse resultado para o ciclo, já que o ciclo par é

um grafo bipartido. Entretanto, nós mostramos que não existe nenhuma diferença

entre os tempos de alcance quântico para o caso par e ı́mpar. Ambos apresentam o

mesmo resultado, e o tempo de alcance quântico tem ganho quadrático com relação

ao clássico. O tempo de alcance clássico para o ciclo é O(n2).

Para o ciclo, a distribuição de probabilidades é uma pequena constante

quando n � m. Esse resultado difere do resultado obtido para o grafo com-

pleto (Santos e Portugal, 2010a), onde o instante em que atingimos a probabilidade

máxima e o tempo de alcance quântico são muito próximos e a probabilidade de

sucesso é constante, ou seja, ela não depende de n ou m. O passeio quântico de

Szegedy no ciclo pode ser usado para calcular o tempo de alcance quântico mas

não é útil para ser usado como um algoritmo de busca, já que a probabilidade

de obter um elemento marcado depende de n, o que aumenta a complexidade do

algoritmo, tornando-o menos eficiente que o algoritmo clássico. No caso clássico,

a busca no ciclo é O(n) se percorremos todos os vértices do grafo sem usar um

passeio aleatório, que é mais custoso, nesse caso.

As publicações referentes a esse caṕıtulo são:
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• (Santos e Portugal, 2010b) - Quantum hitting time on the cycle. In: Pro-

ceedings of III WECIQ - Workshop-School of Computation and Quantum

Information, 2010;

• (Santos e Portugal) - Quantum hitting time and percolation in the cy-

cle. Artigo em preparação a ser submetido para International Journal of

Quantum Information.
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Caṕıtulo 4

Distribuição limite

De acordo com Portugal (2013), a evolução do estado quântico é determi-

nada pelas potências dos autovalores do operador de evolução. Em sistemas finitos,

tem-se um padrão quasiperiódico na evolução temporal, impedindo a convergên-

cia para uma determinada distribuição limite. Uma posśıvel sáıda é definir uma

nova distribuição chamada distribuição de probabilidades média, que evolui esto-

casticamente e converge para uma distribuição limite. Essa teoria foi descrita por

Aharonov et al. (2000) para o passeio quântico com moeda. Além disso, para o

caso clássico, quando uma cadeia de Markov converge para sua distribuição limite,

essa distribuição é independente da condição inicial. No caso quântico, ocorre o

contrário, a distribuição limite é dependente da condição inicial.

Dessa forma, de acordo com (Aharonov et al., 2000), temos a seguinte defini-

ção para a distribuição limite no caso quântico. Seja o estado do passeio quântico

no instante t dado por
�� (t)

↵
= U t

�� (0)
↵
. (4.1)

Suponha que {��↵k

↵} é uma base ortonormal de autovetores de U com autovalores

e2⇡i�k associados, então

U =
X

k

e2⇡i�k
��↵k

↵⌦
↵k

��. (4.2)
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O estado inicial pode ser escrito na base de autovetores de U , como segue,

�� (0)
↵
=
X

k

ck
��↵k

↵
, (4.3)

onde ck =
⌦
↵k

�� (0)
↵
.

A probabilidade de encontrar o caminhante no vértice x 2 X é dada por

p(x, t) =
X

y

|⌦x, y�� (t)↵|2. (4.4)

Então, a distribuição de probabilidades média é descrita como

p(x, T ) =
1

T

T�1X

t=0

p(x, t). (4.5)

Defina

⇡(x) = lim
T!1

p(x, T ). (4.6)

Esse limite existe e pode ser explicitamente calculado desde que seja dada a dis-

tribuição inicial. A seguinte expressão é obtida para a distribuição limite:

⇡(x) =
X

y2Y

X

k,k0(�k=�k0 )

ckc
⇤
k0
⌦
x, y
��↵k

↵⌦
↵k0
��x, y

↵
. (4.7)

Se todos os autovalores forem diferentes (de multiplicidade 1), podemos reduzir a

expressão para

⇡(x) =
X

k

|ck|2
X

y2Y

|⌦x, y��↵k

↵|2. (4.8)

Nosso objetivo é calcular a distribuição limite no passeio quântico de Szegedy.

4.1 Distribuição limite no passeio quântico de Szegedy

O operador de evolução do passeio quântico de Szegedy é descrito por

UP,Q = RB RA =

 
2
X

y2Y

�� y

↵⌦
 y

��� I

! 
2
X

x2X

���x

↵⌦
�x

��� I

!
(4.9)
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De acordo com o Teorema 1.3.1, sejam cos ✓
1

, cos ✓
2

, ..., cos ✓l os valores singulares

de C = A†B (Cxy =
p
pxyqyx) que pertencem ao intervalo [0, 1). E, sejam

��vj
↵
e

��wj

↵
(1  j  l) seus vetores singulares associados. Então,

��↵±
j

↵
=

A
��wj

↵� e±i✓jB
��vj
↵

p
2 sin ✓j

(4.10)

são os autovetores normalizados de UP,Q com autovalor e±2i✓j , 1  j  l. Considere

a seguinte condição inicial

�� (0)
↵
=

lX

j=1

�
c+j
��↵+

j

↵
+ c�j

��↵�
j

↵�
, (4.11)

onde c±j =
⌦
↵±
j

�� (0)
↵
. Note que essa condição inicial é ortogonal ao autoespaço de

autovalor 1. Assim, a partir da Eq. (4.7) a distribuição limite é dada por

⇡(x) =
X

j,j0(✓j=✓j0 )

 
c+j c

⇤+
j0

X

y2Y

⌦
x, y
��↵+

j

↵⌦
↵+

j0

��x, y
↵
+ c�j c

⇤�
j0

X

y2Y

⌦
x, y
��↵�

j

↵⌦
↵�
j0

��x, y
↵
!

(4.12)

com

⌦
x, y
��↵±

j

↵
=
⌦
x, y
��
 
A
��wj

↵� e±i✓jB
��vj
↵

p
2 sin ✓j

!

=
1p

2 sin ✓j

�p
pxy
⌦
x
��wj

↵� e±i✓jpqyx
⌦
y
��vj
↵�

.

(4.13)

4.1.1 Autovalores com multiplicidade 1

Considerando que todos os autovalores são diferentes, ou seja, cada autovalor

tem multiplicidade 1, podemos reescrever a distribuição limite como

⇡(x) =
lX

j=1

 
|c+j |2

X

y2Y

|⌦x, y��↵+

j

↵|2 + |c�j |2
X

y2Y

|⌦x, y��↵�
j

↵|2
!
, (4.14)
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com

X

y2Y

|⌦x, y��↵±
j

↵|2 = 1

2 sin2 ✓j

 
|⌦x��wj

↵|2 +
X

y2Y

�
qyx|
⌦
y
��vj
↵|2�

e⌥i✓jppxyqyx
⌦
x
��wj

↵⌦
vj
��y
↵� e±i✓jppxyqyx

⌦
wj

��x
↵⌦
y
��vj
↵��

,

(4.15)

utilizando a Eq. (4.13).

Caso
��vj
↵
e
��wj

↵
forem reais, então teremos |cj|2 = |c+j |2 = |c�j |2 e

|⌦x, y��↵±
j

↵|2 = 1

2 sin2 ✓j

�
pxy|

⌦
x
��wj

↵|2 � 2 cos ✓j
p
pxyqyx

⌦
x
��wj

↵⌦
vj
��y
↵
+ qyx|

⌦
y
��vj
↵|2� .

(4.16)

Nesse caso, utilizando as Eqs. (4.14), (4.15) e (4.16), obtemos uma nova expressão

para ⇡(x), dada por,

⇡(x) =
lX

j=1

|cj|2
sin2 ✓j

 
|⌦x��wj

↵|2 � 2 cos ✓j
⌦
x
��wj

↵X

y2Y

p
pxyqyx

⌦
vj
��y
↵
+
X

y2Y

qyx|
⌦
y
��vj
↵|2
!
.

(4.17)

4.1.2 Limite na malha bidimensional

Considere uma malha bidimensional N ⇥ N com condições de contorno pe-

riódicas, como na Figura 4.1.

Figura 4.1: Malha bidimensional 4⇥ 4 com condições de contorno periódicas.

A matriz de probabilidade P tem sua decomposição espectral dada por:

P =
N�1X

x,y=0

�x,y
��vx,y

↵⌦
vx,y
�� (4.18)
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onde

�x,y =
1

2

✓
cos

✓
2⇡x

N

◆
+ cos

✓
2⇡y

N

◆◆
, (4.19)

��vx,y
↵
=

1

N

N�1X

a,b=0

e
2⇡i
N (ax+by)

��a, b
↵
. (4.20)

Lembre que X = Y e P = Q, nesse caso. Os vetores singulares da matriz discri-

minante C serão
��vj
↵
=
��vx,y

↵
e
��wj

↵
= sgn(�x,y)

��vx,y
↵
.

Vamos considerar a condição inicial partindo da origem (0, 0). Desse forma,

�� (0)
↵
=

N�1X

y=0

p
p
0y

��0, y
↵
. (4.21)

Essa condição inicial não é ortogonal ao autoespaço de autovalor 1. Portanto,

iremos obter um limite inferior para a distribuição limite, nesse caso. Como existem

autovalores com multiplicidade diferente de 1, utilizaremos a Eq. (4.12), ou seja,

⇡(x) �
X

j,j0(✓j=✓j0 )

 
c+j c

⇤+
j0

X

y2Y

⌦
x, y
��↵+

j

↵⌦
↵+

j0

��x, y
↵
+ c�j c

⇤�
j0

X

y2Y

⌦
x, y
��↵�

j

↵⌦
↵�
j0

��x, y
↵
!

(4.22)

com
⌦
x, y
��↵±

j

↵
=

p
pxyp

2 sin ✓j

�⌦
x
��wj

↵� e±i✓j
⌦
y
��vj
↵�

(4.23)

já que P é simétrica.

A Figura 4.2 apresenta o valor desse limite inferior para a distribuição limite

nas malhas bidimensionais 7⇥ 7 e 8⇥ 8 calculadas numericamente. A soma total

da distribuição em todos os pontos é aproximadamente 0.97 para o caso 7 ⇥ 7

e 0.96 para o caso 8 ⇥ 8, mostrando que esse limite está bem próximo do valor

exato da distribuição. Além disso, podemos notar diferenças no comportamento

entre os casos par e ı́mpar. O gráfico da malha 7 ⇥ 7 apresenta um pico máximo

na origem (0, 0), que é um comportamento similar ao que acontece no passeio

quântico com moeda, como podemos ver em (Marquezino, 2010). Já para o gráfico

da malha 8⇥ 8, temos dois picos iguais em (0, 0) e (4, 4). Entretanto, como esses

valores são limites inferiores, é posśıvel que a parte que falta para completar o
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(a) 7⇥ 7 (b) 8⇥ 8

Figura 4.2: Limite inferior para a distribuição limite na malha bidimensional com
condição inicial

�� (0)
↵
.

valor exato da distribuição limite contribua para o aumento do pico em (0, 0), o

que nos levaria a um comportamento similar aos demais casos; ou é posśıvel que

este seja um comportamento particular do caso par. É importante ressaltar que

o mesmo comportamento, para os casos par e ı́mpar, é obtido quando calculamos

para outros tamanhos de malhas.

4.1.3 O caso P 0

Seja P 0 o passeio absorvente no conjunto de vértices marcados M ✓ X.

Considere que P é reverśıvel. Faça cos ✓j = |�j|, onde �j é um autovalor de PM

com autovetor
��vj
↵
. Nesse caso, os vetores singulares

��wj

↵
= sgn(�j)

��vj
↵
e
��vj
↵

são obtidos a partir dos autovetores de PM . Note que
⌦
y
��vj
↵
=
⌦
x
��wj

↵
= 0 se

x, y 2 M, pois m zeros são acrescentados ao final desses estados para corresponder

com a dimensão de C. Dessa forma, se considerarmos que todos os autovalores são

diferentes, a partir da Eq. (4.17), obtemos,

• se x 2 M , então

⇡(x) =
lX

j=1

|cj|2
sin2 ✓j

X

y/2M

pyx|
⌦
y
��vj
↵|2; (4.24)
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• se x /2 M , então

⇡(x) =
lX

j=1

|cj|2
sin2 ✓j

0

@|⌦x��wj

↵|2 � 2 cos ✓j
⌦
x
��wj

↵X

y/2M

p
pxypyx

⌦
vj
��y
↵
+

X

y/2M

pyx|
⌦
y
��vj
↵|2
1

A .

(4.25)

Para o passeio quântico com vértices marcados, geralmente utilizamos a se-

guinte condição inicial

�� (0)
↵
=
X

x,y

p
⇡xpxy

��x, y
↵
=
X

x2X

p
⇡x
���x

↵
=
X

y2X

p
⇡y
�� y

↵
, (4.26)

onde ⇡ é a distribuição estacionária de P e ⇡x = di
2a

(di é o grau do vértice i e

a é o número de arestas do grafo P ). No caso em que P é simétrico, ⇡x = 1p
n
.

Então, podemos obter um limite inferior para ⇡(x), já que a condição inicial não é

ortogonal ao autoespaço de autovalor 1 que não é conhecido totalmente. O valor

de cj para esse caso é calculado, a seguir.

Lembrando que
��↵±

j

↵
=

A

��wj

↵
�e±i✓jB

��vj
↵

p
2 sin ✓j

, 1  j  n�m, j /2 M , temos

c±j =
⌦
↵±
j

�� (0)
↵
=

1p
2 sin ✓j

�⌦
wj

��A†�� (0)
↵� e⌥i✓j

⌦
vj
��B†�� (0)

↵�
. (4.27)

Calculando os valores de
⌦
wj

��A†
�� (0)

↵
e
⌦
vj
��B†
�� (0)

↵
, temos:

⌦
wj

��A†�� (0)
↵
=
X

x/2M

⌦
wj

��x
↵p

⇡x, (4.28)

⌦
vj
��B†�� (0)

↵
=
X

y/2M

⌦
vj
��y
↵p

⇡y. (4.29)

Substituindo na Eq. (4.27), obtemos

c±j =
1p

2 sin ✓j

X

x/2M

p
⇡x
�⌦
wj

��x
↵� e⌥i✓j

⌦
vj
��x
↵�

. (4.30)
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4.1.4 Limite no grafo completo

Considerando o passeio quântico com m elementos marcados num grafo com-

pleto com n vértices, temos que a matriz PM é dada por

PM =
n�m� 1

n� 1

��vn�m

↵⌦
vn�m

��� 1

n� 1

n�m�1X

k=1

��vk
↵⌦
vk
��, (4.31)

onde
��vk
↵
=

1p
k + k2

 
kX

j=1

��j
↵� k

��k + 1
↵
!
, (4.32)

��vn�m

↵
=

1p
n�m

n�mX

j=1

��j
↵
. (4.33)

Os valores singulares e seus respectivos vetores singulares à direita e à esquerda

são

• 1  k  n�m� 1, cos ✓k = |�k| = 1

n�1

,
��vk
↵
,
��wk

↵
= ���vk

↵
;

• k = n�m, cos ✓k = |�k| = n�m�1

n�1

,
��vk
↵
,
��wk

↵
=
��vk
↵
.

Considere a condição inicial dada pela Eq. (4.26). Nesse caso, temos

�� (0)
↵
=

1p
n

X

x,y

p
pxy
��x, y

↵
=

1p
n

X

x2X

���x

↵
=

1p
n

X

y2X

�� y

↵
. (4.34)

Vamos obter um limite inferior para a distribuição limite. Nesse caso, vemos que

temos um autovalor com multiplicidade maior que 1. Mas, veremos a seguir que

essa parte não influenciará no cálculo e, portanto, poderemos obter uma expressão

anaĺıtica para esse limite utilizando as Eqs. (4.24) e (4.25).

A partir da Eq. (4.30), para 1  k  n�m� 1, temos

c±k =
1p

2n sin ✓k

X

x/2M

��⌦vk
��x
↵� e⌥i✓k

⌦
vk
��x
↵�

=
(�1� e⌥i✓k)p

2n sin ✓k

 
kX

x=1

1p
k + k2

� kp
k + k2

!
= 0.

(4.35)
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Para k = n�m, temos

c±n�m =
1p

2n sin ✓n�m

X

x/2M

�⌦
vn�m

��x
↵� e⌥i✓n�m

⌦
vn�m

��x
↵�

=

p
n�m(1� e⌥i✓n�m)p

2n sin ✓n�m

.

(4.36)

Consequentemente,

|cn�m|2 = n�m

2n sin2 ✓n�m

(2� 2 cos ✓n�m) =
(n�m)(1� cos ✓n�m)

n sin2 ✓n�m

. (4.37)

4.1.4.1 Expressão para ⇡(x)

No caso em que x 2 M , a partir da Eq. (4.24), temos

⇡(x) � |cn�m|2
sin2 ✓n�m

X

y/2M

pyx|
⌦
y
��vn�m

↵|2

=
|cn�m|2(n� 1)

m(2n�m� 2)
.

(4.38)

Substituindo o valor de |cn�m|2, obtemos

⇡(x) � (n� 1)2(n�m)

nm(2n�m� 2)2
. (4.39)

No caso em que x /2 M , da Eq. (4.25), temos

⇡(x) � |cn�m|2
sin2 ✓n�m

0

@|⌦x��wn�m

↵|2 +
X

y/2M

pyx|
⌦
y
��vn�m

↵|2�

�2 cos ✓n�m

⌦
x
��wn�m

↵X

y/2M

p
pxypyx

⌦
vn�m

��y
↵
1

A

= |cn�m|2 (3n� 2m� 3)

(n�m)(2n�m� 2)
.

(4.40)

Substituindo o valor de |cn�m|2, obtemos

⇡(x) � (n� 1)(3n� 2m� 3)

n(2n�m� 2)2
. (4.41)
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Na Figura 4.3 podemos ver a soma das probabilidades em todos os vértices,

ou seja,
X

x2M

⇡(x) +
X

x2X\M

⇡(x), (4.42)

para diferentes valores de n em, utilizando os valores de ⇡(x) dados pelas Eqs. (4.39)

e (4.41). Podemos notar que essa soma é bem próxima de 1 quando m é menor.

Isso se deve ao fato que o aumento de m, aumenta o subespaço de autovalor 1

que não está sendo levado em consideração no cálculo desse limite inferior para a

distribuição limite.

Figura 4.3: Soma das probabilidades em todos os vértices, para n = 10 . . . 50 e
m = 1 . . . 5.

4.1.5 Limite no ciclo

Já calculamos a expressão para
�� (t)

↵
= U t

P 0

�� (0)
↵
para o ciclo, no caṕıtulo

anterior. Vimos que
⌦
x, y
�� (t)

↵
= �xy

⌦
x, y
�� (0)

↵
, onde �x,y 2 {�1, 1}. Então,

p(x, t) = 1

n
8x 2 X e, dessa forma, ⇡(x) = 1

n
8x 2 X. É interessante notar que,

nesse caso, a distribuição limite no passeio quântico no ciclo é igual a clássica.
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4.2 Conclusões

Como pudemos acompanhar nesse caṕıtulo, calcular a distribuição limite

num passeio quântico depende da condição inicial e do espectro do operador de

evolução. Para o passeio quântico de Szegedy, em prinćıpio, não temos conheci-

mento total do seu autoespaço de autovalor 1. Se a condição inicial não possuir

interseção com esse autoespaço, então podemos obter uma expressão exata para a

distribuição limite. Caso contrário, obteremos um limite inferior. Entretanto, vi-

mos através dos exemplos apresentados que esse limite inferior está bem próximo do

valor exato para as condições iniciais consideradas. Na malha bidimensional, sem

elementos marcados e condição inicial na origem, pudemos observar um comporta-

mento similar ao do passeio quântico com moeda onde temos um pico na origem,

para o caso ı́mpar. Em contraste, o caso par apresenta dois picos. No grafo com-

pleto, com elementos marcados, vimos que ao aumentar o número de elementos

marcados obteremos um limite inferior para a distribuição limite mais distante do

seu valor exato, pois quando aumentamos o número de elementos marcados tam-

bém estamos aumentando o autoespaço de autovalor 1. No caso do ciclo, temos

uma distribuição limite uniforme, como já era esperado pelos resultados anaĺıticos

do Caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 5

Tempo de alcance quântico descoerente

Quando falamos que um sistema quântico possui uma evolução unitária esta-

mos considerando que ele está completamente isolado do resto do universo. Entre-

tanto, isso não acontece no mundo real. Nesse caso, temos que considerar sistemas

quânticos abertos em que há interação com o ambiente e, consequentemente, pos-

śıvel destruição da informação quântica do sistema. Esse processo responsável por

reduzir a coerência quântica é chamado de descoerência. Trata-se de um efeito

colateral inevitável em qualquer implementação de um computador quântico, fa-

zendo as caracteŕısticas clássicas do sistema f́ısico emergirem e as vantagens da

computação quântica serem perdidas (Bacon, 2001; Kendon, 2007).

A descoerência é geralmente modelada como uma evolução não-unitária do

passeio quântico, em que podemos adicionar uma operação extra, não-unitária (um

operador de medição, por exemplo), ou podemos, também, substituir a moeda e/ou

o operador de deslocamento por operadores não-unitários. Saber o quão rápido o

passeio quântico torna-se clássico com o aumento da descoerência, ou o quanto

o passeio quântico é senśıvel a pequenas descoerências são algumas das questões

analisadas nessa área.

Brun et al. (2003) mostraram como o passeio quântico com moeda passa a se

comportar como um passeio aleatório clássico devido a descoerência na moeda e a

utilização de moedas de dimensões maiores. Kendon e Tregenna (2003) estudaram

as consequências computacionas da descoerência na moeda. Alagic e Russell (2005)
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analisaram o efeito da realização de medições independentes para o passeio quântico

de tempo cont́ınuo no hipercubo. Kendon (2007) apresenta uma revisão sobre a

descoerência em passeios quânticos.

A descoerência inspirada em percolação foi analisada em vários trabalhos (Ro-

manelli et al., 2005; Oliveira et al., 2006; Xu e Liu, 2008; Leung et al., 2010; Lovett

et al., 2011) usando os modelos de passeios quânticos cont́ınuo e discreto com mo-

eda. Por exemplo, Romanelli et al. (2005) trabalharam com o passeio quântico

unidimensional e consideraram a possibilidade de que, em um dado instante de

tempo, uma ou mais ligações entre os vértices estivessem interrompidas. Essa téc-

nica foi posteriormente generalizada para o caso bidimensional por Oliveira et al.

(2006). Recentemente, Kollar et al. (2012) analisaram o comportamento assintó-

tico do passeio quântico com moeda afetado por um modelo de descoerência similar

ao que veremos nesse caṕıtulo.

No passeio quântico de Szegedy, Chiang (2010) analisa a sensibilidade desse

passeio quântico a perturbação. Esse trabalho supõe a existência de uma matriz

simétrica de erro E que é introduzida por causa da limitação da representação

numérica do sistema, de forma que a nova matriz de probabilidade é expressa por

Q = P +E. Ele mostra que nesse passeio perturbado, onde a magnitude do erro é

||E||, o ganho quadrático para o tempo de alcance quântico será anulado quando

||E|| � ⌦(�(1� �m/n)); � é a diferença entre os dois maiores autovalores de P , m

é o número de vértices marcados e n é o número de vértices do grafo.

Neste caṕıtulo, propomos analisar como o passeio quântico de Szegedy se

comporta ao ser afetado por um modelo de descoerência inspirado em percolação.

O tempo de alcance quântico descoerente será definido e obteremos uma generali-

zação do resultado de Szegedy para o tempo de alcance quântico. Simulações desse

modelo de descoerência também serão apresentadas para diferentes grafos.
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5.1 Modelo

5.1.1 O que é percolação?

Em 1975, Broadbent e Hammersley introduziram o modelo de percolação

através da formulação de um modelo estocástico simples para a situação de uma

pedra porosa imersa em água. Em duas dimensões esse modelo é descrito da

seguinte forma. Considere o grafo Z2, cujos vértices são o conjunto Z2 e as arestas

ligam pares de pontos com distância euclidiana 1. Considere p 2 [0, 1]. Fazendo

cada aresta do grafo ser independentemente aberta com probabilidade p e fechada

com probabilidade 1�p, nosso subgrafo aleatório será definido possuindo o mesmo

conjunto de vértices de Z2 mas tendo apenas as arestas declaradas como abertas.

As arestas representam as passagens internas da pedra e iremos modelá-la como

uma subseção finita de Z2, como vemos na Figura 5.1. Quando a pedra é imersa na

Figura 5.1: Esboço em duas dimensões da estrutura de uma pedra porosa. Quando
imersa na água, o vértice x será molhado pela invasão da água, enquanto que o
vértice y permanecerá seco (Grimmett, 1999).

água, o vértice x dentro da pedra é molhado se, e somente se, existe um caminho de

x para algum vértice na borda da pedra, usando somente as arestas abertas. Uma

das preocupações da teoria de percolação trata-se da existência de tais caminhos

e de como a estrutura desse subgrafo aleatório depende do valor numérico de p.

O modelo de percolação, anteriormente descrito, é chamado percolação de elos
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(bond percolation). Um outro modelo em que os vértices, ao invés das arestas, são

declarados abertos ou fechados aleatoriamente, é denominado percolação de śıtios

(site percolation). A teoria de percolação tem sido amplamente estudada, como

podemos ver em (Grimmett, 1999; Stau↵er e Aharony, 1994).

5.1.2 Descoerência inspirada em percolação

Vamos, agora, introduzir o modelo de descoerência inspirado em percolação,

que pode ser explicado da seguinte maneira. Suponha que o caminhante está em

um vértice do grafo. Antes de se mover para algum vértice vizinho, cada aresta do

grafo pode ser removida e cada não-aresta pode ser inserida com probabilidade p.

Com probabilidade 1 � p, cada aresta e não-aresta permanece inalterada. Depois

dessa mudança na topologia do grafo, o caminhante se move seguindo a dinâmica

do modelo. O grafo original é reiniciado e o processo repete-se no próximo passo. A

Figura 5.2 ilustra esse processo. Dessa forma, trata-se de um processo de percolação

dinâmica de elos.

Figura 5.2: Exemplo da dinâmica da descoerência. O grafo original encontra-se a
esquerda. Em t = 0, a aresta (2, 4) foi inserida no grafo, após realizado o processo
de descoerência. Em t = 1, o grafo é reiniciado e aplicamos novamente a remoção
ou inserção de arestas dependendo da probabilidade p. Nesse passo, a aresta (3, 4)
foi removida e a aresta (2, 5) inserida.

A probabilidade de ocorrência de uma matriz Pi é determinada da seguinte
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forma. Se 0 < p < 1, então Pr(Pi) = (1 � p)ac�adpad , onde ac = n(n�1)

2

é o

número de arestas do grafo completo com n vértices e ad é o número de arestas

removidas mais o número de arestas inseridas para obter Pi a partir de P . Se

p = 0, Pr(Pi = P ) = 1, e Pr(Pi 6= P ) = 0. Se p = 1, temos Pr(Pi = P̄ ) = 1,

e Pr(Pi 6= P̄ ) = 0, onde P̄ é o complemento de P . A evolução sob descoerência

máxima ocorre quando p = 1/2, pois a cada passo estaremos selecionando um grafo

completamente aleatório.

Outro modelo de descoerência pode ser analisado nesse ponto. Se for permi-

tida apenas a remoção de arestas (inserção de arestas não é permitida), ac deve ser

substitúıdo pelo número de arestas do grafo original e ad será o número de arestas

removidas.

A dinâmica com a descoerência apresenta um novo comportamento porque,

a cada passo, o grafo pode estar mudando. Esse processo muda a matriz de pro-

babilidade, o que leva a modificações no operador de evolução. Dessa forma, ao

invés de termos uma evolução usual do passeio quântico como
�� (t)

↵
= U t

P

�� (0)
↵
,

teremos
�� (t)

↵
= UPtUPt�1 . . . UP1

�� (0)
↵
=: U~Pt

�� (0)
↵
, (5.1)

onde ~Pt = (P
1

, . . . , Pt�1

, Pt) e U~Pt
= UPtUPt�1 . . . UP1 . As matrizes Pi’s não são

necessariamente iguais e são independentes entre si. Elas são obtidas a partir de

P e, para cada Pi, temos uma matriz P 0
i associada dependendo da cardinalidade

de M .

Nesse contexto, será útil definir um operador que representará o comporta-

mento médio dos operadores afetados pela descoerência. Seja

Ūdec :=
X

P

Pr(P )UP , (5.2)

o operador obtido fazendo uma média sobre todos os posśıveis operadores de evo-

lução afetados pela descoerência. O resultado a seguir mostra que a média sobre

todas as posśıveis sequências ~P , de tamanho T , e de acordo com sua distribuição
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de probabilidades, é igual a ŪT
dec.

Lema 5.1.1 Para t  T temos

X

~PT

Pr(~PT )U~Pt
= Ū t

dec. (5.3)

Prova Como Pr(~PT ) =
QT

i=1

Pr(Pi), temos que

X

~PT

Pr(~PT )UPtUPt�1 . . . UP1 =
X

~PT

TY

i=1

Pr(Pi)UPtUPt�1 . . . UP1

=
X

PT

X

PT�1

. . .
X

P2

 
TY

i=2

Pr(Pi)

!
UPtUPt�1 . . . UP2

 
X

P1

Pr(P
1

)UP1

!

=
X

PT

X

PT�1

. . .
X

Pt+1

Pr(PT )Pr(PT�1

) . . . P r(Pt+1

)Ū t
dec

= Ū t
dec

Para definir o tempo de alcance quântico para a evolução descoerente, temos

que fazer uma média sobre todas as posśıveis sequências ~P . Defina,

Fdec(T ) :=
X

~PT

Pr(~PT )

 
1

T + 1

TX

t=0

���U~Pt

�� (0)
↵� �� (0)↵

���
2

!
. (5.4)

Lema 5.1.2

Fdec(T ) = 2� 2

T + 1

TX

t=0

⌦
 (0)

��Ū t
dec

�� (0)
↵
. (5.5)

Prova Expandindo a Eq. (5.4) e usando que a condição inicial e os operadores de

evolução são reais, obtemos

Fdec(T ) =
X

~PT

Pr(~PT )

 
1

T + 1

TX

t=0

�
2� 2

⌦
 (0)

��U~Pt

�� (0)
↵�
!

=
1

T + 1

TX

t=0

0

@2� 2
⌦
 (0)

��

0

@
X

~PT

Pr(~PT )U~Pt

1

A�� (0)
↵
1

A . (5.6)

Usando o Lema 5.1.1, nós obtemos a Eq. (5.5).
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Agora, podemos definir naturalmente o tempo de alcance quântico desco-

erente (decoherent quantum hitting time), usando a expressão de Fdec obtida no

Lema 5.1.2.

Definição 5.1.1 O tempo de alcance quântico descoerente Hdec
P,M de um passeio

quântico com operador de evolução UP dado pela Eq. (1.16) e condição inicial
�� (0)

↵
descrita pela Eq. (2.2) é definido como o menor número de passos T tal que

Fdec(T ) � 1� m

n
. (5.7)

Note que quando p = 0, nós temos a definição original, veja Definição 2.1, já que

Ūdec = UP 0 .

5.2 Limiar para o tempo de alcance quântico descoerente

É importante mencionar que estamos considerando cadeias de Markov ergó-

dicas com matrizes de probabilidade simétricas. Dessa forma, o resultado a seguir

generaliza o resultado de Szegedy (2004), Teorema 2.3.1, introduzindo um termo

de descoerência.

Teorema 5.2.1 O tempo de alcance quântico descoerente Hdec
P,M de um passeio

quântico com operador de evolução UP , dado pela Eq. (1.16), condição inicial
�� (0)

↵
, e p  1

400acE
, onde

E =
1

1� m
n

n�mX

k=1

⌫2k
arccos(�0k)

, (5.8)

é no máximo

8

1� m
n

n�mX

k=1

⌫2kp
1� �0k

+
1434 ac p�
1� m

n

�
2

 
n�mX

k=1

⌫2kp
1� �0k

!
2

. (5.9)
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Prova Usando a expressão (5.9) e substituindo �0k por cos ✓k, defina

T (p) = 8
n�mX

k=1

⌫2k
(1� ✏)

p
1� cos ✓k

+ 1434acp

 
n�mX

k=1

⌫2k
(1� ✏)

p
1� cos ✓k

!
2

, (5.10)

onde ✏ = m
n
. A partir de agora, vamos omitir a dependência de p para o tempo T .

Usando que 1� cos↵ � 2↵2/5 (↵ 2 (0, ⇡/2]), obtemos que

T  13
n�mX

k=1

⌫2k
(1� ✏)✓k

+ 3585acp

 
n�mX

k=1

⌫2k
(1� ✏)✓k

!
2

. (5.11)

Da relação 1� cos↵  ↵2, obtemos

T � 8
n�mX

k=1

⌫2k
(1� ✏)✓k

+ 1434acp

 
n�mX

k=1

⌫2k
(1� ✏)✓k

!
2

. (5.12)

E usando que E =
Pn�m

k=1

⌫2k
(1�✏)✓k

, temos

8E + 1434acpE
2  T  13E + 3585acpE

2. (5.13)

A condição inicial pode ser escrita como
�� (0)

↵
=
�� M?

↵
+
�� M

↵
, onde

�� M?
↵
=

1p
n

X

x2X\M
y2X

p
pxy
��x
↵��y
↵
, (5.14)

�� M

↵
=

1p
n

X

x2M
y2X

p
pxy
��x
↵��y
↵
. (5.15)

Note que k�� M?
↵k2 = 1� ✏, k�� M

↵k2 = ✏ e
⌦
 M

�� M?
↵
= 0. Além disso, podemos

escrever
�� M?

↵
como

�� M?
↵
=

n�mX

k=1

⌫kA
��vk
↵
. (5.16)

Lembre que em decorrência do Teorema 1.3.1, que apresenta a decomposição es-

pectral do operador de evolução, o subespaço gerado pelos vetores A
��wk

↵
e B
��vk
↵

é invariante sob a ação de UP 0 . Além disso,
⌦
wk

��A†B
��vk
↵
= cos ✓k, ou seja o ângulo
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entre esses dois vetores é ✓k. Mais ainda, a aplicação do operador de evolução rea-

liza duas reflexões em dois eixos diferentes, o que equivale a realizar uma rotação

cujo ângulo é o dobro do ângulo entre esses eixos.

Nós queremos mostrar que Fdec(T ) é maior ou igual a 1�m
n
quando T está no

intervalo (5.13). Usando a Eq. (5.6) e
�� (0)

↵
=
�� M?

↵
+
�� M

↵
, podemos reescrever

Fdec(T ) como

Fdec(T ) = 2� 2(GM +GM,M? +GM?), (5.17)

onde

GM =
1

T + 1

X

~PT

Pr(~PT )
TX

t=0

⌦
 M

��U~Pt

�� M

↵
, (5.18)

GM,M? =
1

T + 1

X

~PT

Pr(~PT )
TX

t=0

�⌦
 M?

��U~Pt

�� M

↵
+
⌦
 M

��U~Pt

�� M?
↵�

,(5.19)

GM? =
1

T + 1

X

~PT

Pr(~PT )
TX

t=0

⌦
 M?

��U~Pt

�� M?
↵
. (5.20)

Vamos estabelecer cotas para GM , GM,M? e GM? :

GM  1

T + 1

X

~PT

Pr(~PT )
TX

t=0

⌦
 M

�� M

↵
= ✏, (5.21)

pois U~Pt
é unitário. A Expressão (5.19) pode ser expandida em dois termos

GM,M? =
1

T + 1
Pr
⇣
~PT = (P 0, . . . , P 0)

⌘ TX

t=0

⇣⌦
 M?

��U t
P 0

�� M

↵
+
⌦
 M

��U t
P 0

�� M?
↵⌘

+
1

T + 1

X

~PT 6=(P 0,...,P 0
)

Pr(~PT )
TX

t=0

�⌦
 M?

��U~Pt

�� M

↵
+
⌦
 M

��U~Pt

�� M?
↵�

.

(5.22)

O primeiro termo da Eq. (5.22) é zero porque
�� M?

↵
se encontra no espaço ge-

rado por A
��wk

↵
e B

��vk
↵
, que é invariante sob a ação de UP 0 e, dessa forma,

⌦
 M?

��U t
P 0

�� M

↵
+
⌦
 M

��U t
P 0

�� M?
↵
= 0. Cada vez que aplicamos o operador de evolu-

ção a
�� M?

↵
realizamos uma rotação cujo ângulo é o dobro do ângulo entre os eixos
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de reflexão. Quando fazemos
⌦
 M?

��U t
P 0 , estamos aplicando as duas reflexões em

ordem diferente, ou seja, RARB, ao invés de, RBRA e, assim, realizamos uma ro-

tação no sentido contrário, o que implica que
⌦
 M?

��U t
P 0

�� M

↵
= �⌦ M

��U t
P 0

�� M?
↵
.

A Figura 5.3 é apenas uma ilustração exemplificando o que acontece nesse caso.

Figura 5.3: Ilustração da aplicação de duas reflexões R1 e R2 no vetor V 1. O
ângulo entre os eixos de rotação é ⌦. A aplicação das duas reflexões em V 1 faz
uma rotação de 2⌦. Podemos observar que o ângulo entre V 1? e (R2.R1)V 1 é o
mesmo ângulo formado entre �V 1? e (R1.R2)V 1.

Para o segundo termo de GM,M? , tomando ✏  1/2, temos

⌦
 M?

��U~Pt

�� M

↵
+
⌦
 M

��U~Pt

�� M?
↵  2max

�⌦
 M

�� M

↵
,
⌦
 M?

�� M?
↵ 

= 2max{✏, 1� ✏}

= 2(1� ✏).

(5.23)

Assim, usando que (1� p)acT = 1� acpT + acTp2

2

(acT � 1) +O(p3), temos

GM,M?  2(1� ✏)(1� (1� p)acT )  2(1� ✏)acpT. (5.24)
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Finalmente, vamos estabelecer um limite para GM? ,

GM? =
1

T + 1
Pr(~PT = (P 0, . . . , P 0))

TX

t=0

⌦
 M?

��U t
P 0

�� M?
↵
+ (5.25)

1

T + 1

X

~PT 6=(P 0,...,P 0
)

Pr(~PT )
TX

t=0

⌦
 M?

��U~Pt

�� M?
↵

 (1� ✏)(1� p)acT

T + 1

n�mX

k=1

⌫2k
1� ✏

TX

t=0

cos(2t✓k) + (5.26)

(1� ✏)(1� (1� p)acT ).

Da Eq. (13) do artigo de Szegedy (2004), sabemos que

1

T + 1

n�mX

k=1

⌫2k
1� ✏

TX

t=0

cos(2t✓k)  1

T + 1

n�mX

k=1

4⌫2k
(1� ✏)✓k

. (5.27)

Usando novamente a expansão em série de Taylor para (1 � p)acT e que 4E
T

 1

2

,

obtido através da expressão (5.13), temos

GM?  (1� ✏)

✓
(1� p)acT

4E

T
+ (1� (1� p)acT

◆

 (1� ✏)

✓
(1� acpT )

4E

T
+ acpT

◆
.

(5.28)

A partir das Eqs. (5.21), (5.24), e (5.28), obtemos

GM +GM,M? +GM?  ✏+ (1� ✏)

✓
4E

T
� 4acpE + 3acpT

◆
. (5.29)

Usando que T pertence ao intervalo (5.13),

4E

T
� 4acpE + 3acpT  1

2(1 + 179.25acpE)
+ 35acpE + 10755a2cp

2E2  1

2
, (5.30)

se escolhermos p  1

400acE
. Então, temos

GM +GM,M? +GM?  ✏+ 1

2
, (5.31)
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e, portanto,

Fdec(T ) � 2� 2

✓
✏+ 1

2

◆
= 1� ✏. (5.32)

Corolário 5.2.1 O tempo de alcance quântico descoerente Hdec
P,M de UP com res-

peito a qualquer M ✓ X com m  n/2 e 0  p  1

400acE
, onde

E =
1

1� m
n

n�mX

k=1

⌫2k
arccos(�0k)

,

é da ordem O

 
1p

1� �(PM)

!
, onde �(PM) é o maior autovalor de PM .

Prova Usando que 1� cos↵ � 2↵2/5, obtemos

E � 1

2

n�mX

k=1

⌫2k
1� ✏

r
1

1� cos ✓k
(5.33)

e

p  1

200ac
Pn�m

k=1

⌫2k
1�✏

q
1

1��0
k

. (5.34)

Substituindo a Eq. (5.34) pela expressão de Hdec
P,M dada por (5.9) e como

n�mX

k

⌫2k

s
1

1� �0k

vuut

n�mX

k

⌫2k
1� �0k


s

1

1� �(PM)
, (5.35)

conclúımos que Hdec
P,M é O

 
1p

1� �(PM)

!
.

A expressão (5.9) do Teorema 5.2.1 mostra que o tempo de alcance quântico

descoerente apresenta um termo adicional que é proporcional ao quadrado do termo

usual. Se p for pequeno o suficiente, a contribuição do novo termo para o tempo de

alcance cresce como uma função linear em termos de p. O Corolário 5.2.1 descreve

um intervalo de p tal que o ganho quadrático ainda é válido.
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5.3 O problema de detecção

É importante notar que em computação quântica, detectar e encontrar um

elemento marcado são problemas substancialmente diferentes, ao contrário do que

acontece geralmente na computação clássica (Magniez et al., 2009). Szegedy (2004)

desenvolveu um algoritmo de detecção para cadeias de Markov ergódicas e simé-

tricas que tem complexidade de tempo da ordem do tempo de alcance quântico.

Para identificar o porquê de as vezes precisarmos apenas detectar se o con-

junto de elementos marcados é vazio ou não, considere o problema da distinção de

elementos (element distinctness). Dado um conjunto de elementos, {x
1

, . . . , xN},
queremos saber se todos os elementos são, ou não distintos, ou seja, queremos saber

se existem i,j com i 6= j tal que xi = xj. O melhor algoritmo clássico tem comple-

xidade O(N logN) e é resolvido fazendo a ordenação dos elementos. Dessa forma,

se existirem dois elementos iguais, eles estarão em posições adjacentes. Ambainis

(2004) desenvolveu um algoritmo quântico para resolver esse problema, utilizando

um passeio quântico num grafo de Johnson,1 com complexidade O
⇣
N

2
3

⌘
, atin-

gindo o limite inferior, mostrado por Shi (2002). O algoritmo de detecção de

Szegedy também pode ser utilizado para resolver esse problema utilizando o grafo

de Johnson e apresentando a mesma complexidade, O
⇣
N

2
3

⌘
(Itakura, 2008).

Então, seja JN,r,r�1

o grafo de Johnson cujos vértices são subconjuntos de

tamanho r de um conjunto com N elementos e cujas arestas conectam vértices cujo

tamanho de sua intersecção é r � 1. Um vértice do grafo é marcado se ele contém

um par de elementos iguais. Na Figura (5.4), vemos um exemplo de um grafo de

Johnson, J
4,2,1. Então, nesse caso, saber se o conjunto de elementos marcados é

vazio ou não determina se todos os elementos do dado conjunto são todos distintos

ou não, resolvendo o problema da distinção de elementos.

1 Grafo cujos vértices são subconjuntos de um conjunto fixo e cujas arestas conectam vértices
que diferem num determinado número de elementos.
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Figura 5.4: Grafos de Johnson, J
4,2,1. No grafo da esquerda, os vértices são sub-

conjuntos de tamanho 2 do seguinte conjunto {1, 2, 3, 4}. No grafo da direita, os
vértices são subconjuntos de tamanho 2 do seguinte conjunto {1, 2, 2, 4} e o vértice
(2, 20) é marcado, utilizamos 20 para distinguir no grafo os dois elementos que são
iguais. Dois vértices estão conectados se a intersecção entre eles possui 1 elemento
apenas.

5.3.1 Descoerência no algoritmo de detecção de Szegedy

Seja M ✓ 2X um conjunto de subconjuntos não-vazios de M . O problema

de detecção determina se o conjunto de elementos marcado é vazio ou pertence a

M.

Teorema 5.3.1 Suponha que T é um limite superior para

16
n�|M |X

k=1

⌫2kp
1� �0k

+ 5736acp

0

@
n�|M |X

k=1

⌫2kp
1� �0k

1

A
2

, (5.36)

onde M corre sobre todos os elementos de M (�0k e ⌫k dependem de M) e p obedece

a mesma inequação do Teorema 5.2.1. Neste caso, o problema de detecção pode

ser resolvido em tempo T com bounded two-sided error.

Selecionando 0  t  T aleatoriamente, o Algoritmo 1 cria o estado

1

2

��0
↵ ��� (0)

↵
+ UtUt�1

. . . U
1

�� (0)
↵�
+
1

2

��1
↵ ��� (0)

↵� UtUt�1

. . . U
1

�� (0)
↵�

, (5.37)

onde U
1

, . . . , Ut são os operadores unitários obtidos pela dinâmica da descoerência e

o primeiro registrador é um registrador de controle adicional, de um qubit. Depois

ele faz uma medição na base computacional e, a partir do resultado obtido no

registrador de controle, ele identifica se M = ; ou M 2 M.
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Algoritmo 1: Detecta se marcado

Entrada: U
1

, . . . , Ut

Sáıda: 0 (M = ;) ou 1 (M 2 M)
1 ińıcio
2 prepare o estado:

��0
↵�� (0)

↵
;

3 aplique H no registrador de controle;
4 aplique C(U

1

), . . . , C(Ut), onde C(U) é o U-controlado;
5 aplique H no registrador de controle;
6 meça na base computacional;
7 se o registrador de controle for 1 então
8 retorna 1

9 senão
10 retorna 0

Em mais detalhes, o algoritmo começa no estado inicial

�� 
1

↵
=
��0
↵⌦ �� (0)↵. (5.38)

Na Linha 3, aplicamos H (porta Hadamard2 ) no registrador de controle, transfor-

mando
�� 

1

↵
em

�� 
2

↵
= (H ⌦ I)

�� 
1

↵
=

1p
2

��0
↵�� (0)

↵
+

1p
2

��1
↵�� (0)

↵
. (5.39)

Depois, seguimos para a Linha 4, aplicando os operadores U
1

, . . . , Ut no estado

que contém o registrador de controle igual a
��1
↵
(equivalente a aplicar o operador

Ui-controlado):

�� 
3

↵
= C(Ut) . . . C(U

1

)
�� 

2

↵
=

1p
2

��0
↵�� (0)

↵
+

1p
2

��1
↵
Ut . . . U1

�� (0)
↵
. (5.40)

Em seguida, na Linha 5, aplicamos H no registrador de controle:

�� 
4

↵
= (H ⌦ I)

�� 
3

↵
=

1

2

���0
↵
+
��1
↵� �� (0)

↵
+

1

2

���0
↵� ��1↵�Ut . . . U1

�� (0)
↵

=
1

2

��0
↵ ��� (0)

↵
+ Ut . . . U1

�� (0)
↵�

+
1

2

��1
↵ ��� (0)

↵� U
1

. . . Ut

�� (0)
↵�

.
(5.41)

2 Operador unitário descrito por H = 1p
2


1 1
1 �1

�
.
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Fazendo a medição na base computacional do estado
�� 

4

↵
, as probabilidades de

obter o registrador de controle no estado 0 ou 1 são

P (0) =
1

4

���
���
�� (0)

↵
+ UtUt�1

. . . U
1

�� (0)
↵���
���
2

, (5.42)

P (1) =
1

4

���
���
�� (0)

↵� UtUt�1

. . . U
1

�� (0)
↵���
���
2

. (5.43)

Vamos analisar o que acontece após realizada a medição (Linha 6). Note

que, quando usamos o Algoritmo 1, não sabemos qual dos dois operadores, UP ou

UP 0 , estão sendo usados. Então, se M = ;, o registrador de controle estará no

estado
��0
↵
com probabilidade de pelo menos (1 � p)acT , que é a probabilidade de

termos U = UP . Pois, como sabemos UP

�� (0)
↵
=
�� (0)

↵
e, nesse caso, teremos

�� (0)
↵�UtUt�1

. . . U
1

�� (0)
↵
= 0 o que torna a probabilidade de obter o registrador

de controle no estado
��1
↵
igual a zero.

Caso M 2 M, o registrador de controle estará no estado
��1
↵
com probabili-

dade de pelo menos

1

4(T + 1)

X

~PT

Pr(~PT )
TX

t=0

���
���
�� (0)

↵� U~Pt

�� (0)
↵���
���
2

� 1

4

⇣
1� m

n

⌘
. (5.44)

A Eq. (5.44) é obtida da Eq. (5.43) fazendo duas médias: uma no tempo, porque

o algoritmo seleciona um tempo t aleatoriamente, e outra média sobre as posśıveis

sequências ~PT , já que o algoritmo pode ser afetado pela descoerência. Portanto,

usando que m
n
 1

2

, nós obteremos 1 no registrador de controle com probabilidade

de pelo menos 1

8

, o que significa que temos pelo menos um elemento marcado.

Esse resultado pode ser melhorado se considerarmos o modelo de descoe-

rência que permite apenas a remoção de arestas do grafo (inserções não são per-

mitidas). Podemos resolver o problema de detecção com tempo T com boun-

ded one-sided error, pois a condição inicial será invariante sob a ação de qual-

quer UPi quando M é vazio, como podemos ver pelo Lema 5.3.1. Nesse caso,
�� (0)

↵ � UtUt�1

. . . U
1

�� (0)
↵
= 0 e a probabilidade de obter

��0
↵
no registrador de

controle quando não há nenhum vértice marcado será 1.
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Lema 5.3.1 Seja P um grafo obtido através da remoção de arestas do grafo Q,

simétrico. Seja
�� (0)

↵
a condição inicial associada ao grafo Q, ou seja,

�� (0)
↵
=

1p
n

X

x,y2X

p
qxy
��x, y

↵
. (5.45)

Então,

UP

�� (0)
↵
=
�� (0)

↵
. (5.46)

Prova A partir da definição do operador de evolução, vide Eq. (1.16), podemos

obter as componentes da sua matriz:

⌦
a, b
��UP

��c, d
↵
= 4

p
padpdapabpdc � 2�ac

p
pabpcd � 2�bd

p
pbapdc + �ac�bd. (5.47)

As componentes da condição inicial são

⌦
a, b
�� (0)

↵
=

1p
n

X

x,y2X

p
qxy
⌦
a, b
��x, y

↵
=

r
qab
n
. (5.48)

Queremos mostrar que
⌦
a, b
��UP

�� (0)
↵
= 1p

n

p
qab. Usando as Eqs. (5.47) e (5.48),

temos

⌦
a, b
��UP

�� (0)
↵
=
X

c,d2X

⌦
a, b
��UP

��c, d
↵⌦
c, d
�� (0)

↵

=
1p
n

 
4
p
pab
X

d2X

p
padpda

X

c2X

p
pdcqdc�

� 2
p
pab
X

d2X

p
padqad � 2

p
pba
X

c2X

p
pbcqbc +

p
qab

!
.

(5.49)

Até agora usamos apenas o fato que Q é simétrico. Considere degP (x), o grau do

vértice x no grafo P . Lembrando que,

pxy =

8
><

>:

1

degP (x)
, se (x, y) é uma aresta do grafo;

0, caso contrário;
(5.50)
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e como P é obtido de Q através da remoção de arestas, note que,

X

y2X

p
pxyqxy = min{degP (x), degQ(x)}

s
1

degP (x) degQ(x)
=

s
degP (x)

degQ(x)
. (5.51)

O grafo Q é simétrico e, portanto, todos os vértices tem o mesmo grau. Denotare-

mos, degQ(x) = degQ 8x 2 X. Dessa forma,

⌦
a, b
��UP

�� (0)
↵
=

1p
n

 
4
p
pab
X

d2X

p
padpda

s
degP (d)

degQ
�

� 2
p
pab

s
degP (a)

degQ
� 2

p
pba

s
degP (b)

degQ
+
p
qab

!
.

(5.52)

Com mais alguma manipulação algébrica podemos checar que

⌦
a, b
��UP

�� (0)
↵
=

r
qab
n
. (5.53)

5.4 Simulações

Considerando o modelo de descoerência apresentado anteriormente, simula-

ções computacionais foram feitas para a evolução do passeio quântico, sob a ação

da descoerência, no ciclo, grafo completo, hipercubo e malha bidimensional com

condições de contorno periódicas. É importante mencionar que não implementa-

mos o operador Ūdec porque ele necessita de um custo computacional exponencial

que está relacionado ao número de posśıveis configuração do grafo, O(2ac). Então,

a cada passo de tempo nós obtemos uma matriz estocástica Pi que depende da pro-

babilidade de descoerência p. O operador de evolução, UP 0
i
, é criado a cada passo e,

o tempo de alcance quântico é calculado numericamente seguindo a Definição 2.1.

Nesse caso,
�� (t)

↵
é descrito por

�� (t)
↵
= UPt . . . UP1

�� (0)
↵
= U~Pt

�� (0)
↵
, (5.54)
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e a expressão para F (T ) é dada por

F (T ) =
1

T + 1

TX

t=0

���U~Pt

�� (0)
↵� �� (0)↵

���
2

. (5.55)

Seja H~Pt,M
= F�1(1 � m/n), fazemos uma média de 100 aplicações da dinâmica

do modelo de descoerência na evolução do passeio quântico, ou seja, dado que a

aplicação j gera uma sequência ~P j
t , fazemos

HTavg =
1

100

100X

j=1

H~P j
t ,M

. (5.56)

A Figura 5.5 apresenta as médias do tempo de alcance quântico, HTavg, para o

grafo completo, hipercubo, malha bidimensional e ciclo, variando os valores de n e

p.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
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(a) Grafo Completo
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(b) Hipercubo
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(c) Malha bidimensional
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(d) Ciclo

Figura 5.5: Média dos tempos de alcance quântico, HTavg, para o grafo completo,
hipercubo, malha bidimensional e ciclo, variando os valores de n. A probabilidade
de descoerência p 2 [0, 0.1].

Para o grafo completo, o tempo de alcance quântico permanece praticamente

o mesmo para o intervalo de p selecionado. Já para o hipercubo, o intervalo de
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p em que o tempo de alcance permanece o mesmo é menor que no grafo com-

pleto. O caso do ciclo é diferente dos demais. Podemos observar que o tempo

de alcance quântico diminuiu assim que admitimos uma pequena probabilidade de

descoerência afetando o sistema. Por exemplo, quando n = 100, o menor valor é

atingido quando p = 0.02. Nesse caso, HTavg ' 6.01, enquanto que, para p = 0,

HTavg = HP,M = 25. O tempo de alcance quântico voltará a crescer quando p

aumentar. Para o caso da malha bidimensional podemos observar que o tempo de

alcance quântico começa a decrescer um pouco quando aumentamos o valor de n.

É posśıvel que para valores de n maiores possamos observar um comportamento

similar ao do ciclo.

É importante mencionar que os gráficos da Figura 5.5 apresentarão compor-

tamento similar se fizermos m > 1. Além disso, para p > 0.1, o comportamento do

tempo de alcance quântico será o mesmo para todos os casos. Já que ele crescerá

e irá para o infinito quando p = 1. Como exemplo, podemos ver na Figura 5.6 o

que acontece para o ciclo num intervalo maior de p.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
p

0

20

40

60

80

100
n=30  m=1
n=50  m=1
n=80  m=1
n=100 m=1

Figura 5.6: Média dos tempos de alcance quântico, HTavg, para o ciclo.

O caso em que p = 1 pode ser estudado analiticamente e expressa o tempo

de alcance no complemento do grafo original, P̄ , como podemos ver na Proposi-

ção 5.4.1. A condição inicial associada ao grafo original é invariante sob a ação

do operador de evolução, nesse caso. Isso ocorre porque a condição inicial é uma

superposição sobre todas as arestas do grafo original e essas arestas não existem

em seu complemento.
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Proposição 5.4.1 U
¯P 0
�� (0)

↵
=
�� (0)

↵
, onde P̄ é o complemento de P e

�� (0)
↵
=

1p
n

X

x2X

���x

↵
=

1p
n

X

y2X

�� y

↵
=

1p
n

X

x,y2X

p
pxy
��x, y

↵
. (5.57)

Prova Seja

U
¯P 0 =

 
2
X

y2X

�� ̄y

↵⌦
 ̄y

��� I

! 
2
X

x2X

���̄x

↵⌦
�̄x

��� I

!
. (5.58)

Note que, se p̄0xy 6= 0 ) pxy = 0 e se p̄0xy = 0 ) pxy 6= 0, ou seja, p̄0xy.pxy = 0.

Assim, é fácil verificar que
⌦
�x

���̄x0
↵
= 0 e

⌦
 y

�� ̄y0
↵
= 0. Logo, a partir, de (5.57)

e (5.58), vemos que, U
¯P 0
�� (0)

↵
=
�� (0)

↵
.

5.4.1 Distribuição de probabilidade no ciclo

Como vimos no Caṕıtulo 3, a probabilidade de encontrar um vértice marcado

após realizada a medição é dada por

pM(t) =
⌦
 (t)

��PM

�� (t)
↵
, (5.59)

onde

PM =
nX

x=n�m+1

��x
↵⌦
x
��⌦ In. (5.60)

De acordo com a Seção 3.4, na evolução do passeio quântico no ciclo, a distri-

buição de probabilidades nos vértices do grafo permanece invariante, pM(t) = m
n
.

Ao permitir a ação da descoerência no sistema podemos ver na Figura 5.7 que a

probabilidade aumenta nos primeiros instantes de tempo. Esse gráfico mostra o

caso do ciclo para n = 100 and m = 1. A probabilidade pM alcança o seu valor

máximo para t = 12 e p = 0.1. Nesse caso, pM(12) ' 0.063.

O tempo de alcance quântico está associado a uma quantidade que pode

ser interpretada como uma média sobre as distâncias entre duas distribuições de

probabilidades, a distribuição do estado do passeio quântico no tempo t e a distri-

buição do estado inicial. Dessa forma, a Figura 5.7 explica o comportamento da
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Figura 5.7: Probabilidade nos elementos marcados, pM(t), para o ciclo com n = 100
e m = 1.

Figura 5.5(d), em que o valor do tempo de alcance quântico diminui porque existe

um aumento na probabilidade nos vértices marcados durante o ińıcio da evolu-

ção do passeio. Esse efeito é causado devido o modelo de descoerência permitir

a inserção de arestas no grafo. É claro que depende do grafo também, pois como

pudemos observar, esse comportamento não é visto para o hipercubo, por exemplo.

Provavelmente, há relação com a conectividade do grafo.

Considerando o caso da Figura 5.7, para p maior que 0.1, o valor de pM

começa a decrescer novamente. Todas as curvas para os valores de p subsequentes

estarão abaixo da curva para p = 0.1. Para p = 1, temos a mesma distribuição de

probabilidade que em p = 0, que é pM(t) = m
n
, embora os dois casos apresentem

diferentes valores para o tempo de alcance quântico. Quando p = 1, o tempo de

alcance quântico vai para o infinito porque
�� (0)

↵
é um autovetor do operador de

evolução, como explicado anteriormente. Para p = 0, embora os estados
�� (t)

↵

e
�� (0)

↵
tenham a mesma distribuição de probabilidade, eles são estados diferen-

tes. Assim, é posśıvel calcular o tempo de alcance quântico, como mostramos no

Caṕıtulo 3.

5.5 Conclusões

Nós propomos um modelo de descoerência inspirado em percolação no passeio

quântico de Szegedy. Esse modelo é caracterizado pela possibilidade de remover

ou inserir arestas a cada passo de tempo com probabilidade p. A matriz de proba-

60



bilidade associada ao grafo e o operador de evolução são pasśıveis de mudanças a

cada passo de tempo. Definimos o tempo de alcance quântico descoerente usando

um novo operador, que é obtido fazendo uma média sobre todos os posśıveis ope-

radores de evolução afetados pela descoerência. Note que quando a probabilidade

de percolação p é zero, o operador de evolução é igual ao da definição original do

Szegedy e o tempo de alcance quântico descoerente é igual ao tempo de alcance

quântico original (Szegedy, 2004).

Provamos que, para p suficientemente pequeno, o tempo de alcance quântico

descoerente apresenta um termo adicional que depende linearmente de p, preser-

vando o ganho quadrático do tempo de alcance quântico com relação ao clássico.

Além disso, o problema de detecção pode ser resolvido em tempo da ordem do

tempo de alcance quântico descoerente com bounded two-sided error, e com boun-

ded one-sided error se o modelo de descoerência não permitir a inserção de arestas.

Simulações do modelo de descoerência foram realizadas para o ciclo, grafo

completo, hipercubo e malha bidimensional. Essas simulações são úteis para en-

tender como o modelo de descoerência afeta o passeio quântico em determinados

grafos e explica alguns efeitos que não aparecem no estudo anaĺıtico. O compor-

tamento no ciclo é bem diferente dos demais grafos analisados. É posśıvel que o

modelo de descoerência beneficie a busca nesse grafo, já que a inserção de arestas

contribuem com o aumento da probabilidade nos vértices marcados.

As publicações referentes a esse caṕıtulo são:

• (Santos e Portugal, 2012a) - Decoherence in Szegedy’s quantum walk. In:

Proceedings of the XXXIV Congresso Nacional de Matemática Aplicada e

Computacional, 2012;

• (Santos e Portugal, 2012b) - Simulations of quantum Markov chains on

percolation graphs. In: Proceedings of IV WECIQ - Workshop-School of

Computation and Quantum Information, 2012;

• (Santos et al., 2014) - Decoherence in quantum Markov chains. Quantum
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Information Processing, 2014;

• (Santos e Portugal) - Quantum hitting time and percolation in the cy-

cle. Artigo em preparação a ser submetido para International Journal of

Quantum Information.
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Caṕıtulo 6

Avaliação de fórmulas booleanas

O primeiro algoritmo quântico a resolver o problema de avaliar uma fórmula

booleana foi o algoritmo de Grover (1996), que pode ser formulado para computar

o OU-lógico de N bits x
1

, . . . , xN . Para isso, basta procurar pelo bit 1 nos bits

de entrada. O algoritmo de Grover pode ser generalizado para calcular expressões

mais gerais que utilizam o E-lógico e o OU-lógico (Buhrman et al., 1998; Hoyer

et al., 2003). O algoritmo para avaliar fórmulas contendo operadores NÃO-E-lógico

(NAND), baseado num passeio quântico de tempo cont́ınuo, e utilizando o modelo

de consulta quântica (quantum query model), foi desenvolvido por Farhi et al.

(2008). A versão de tempo discreto foi proposta independentemente por Ambainis

et al. (2007) e Childs et al. (2007b). Esses algoritmos foram depois generalizados

por vários autores. Uma revisão pode ser encontrada em (Ambainis, 2010).

Estamos interessados no algoritmo quântico de Childs et al. (2007b) para

o caso da árvore binária NÃO-E cheia. Esse algoritmo é baseado num passeio

quântico numa árvore aumentada e utiliza o algoritmo quântico de estimação de

fase (Mosca e Ekert, 1998) para distinguir o caso em que a fórmula é verdadeira e

o caso em que a fórmula é falsa. Para N variáveis, ele avalia uma fórmula NÃO-E

usando O(
p
N) consultas e requer T = 320bpNc passos do passeio quântico. O

algoritmo clássico requer tempo O(N0.754) (Snir, 1985; Saks e Wigderson, 1986).

Através de simulações computacionais do algoritmo de Childs et al. (2007b),

pretendemos analisar o seu comportamento executando apenas o passeio quântico
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na árvore aumentada, sem aplicar o algoritmo de estimação de fase. Também

vamos observar como certos tipos de consultas com falha afetam o comportamento

do algoritmo. Um tipo de consulta com falha similar, aplicada ao algoritmo de

Grover (1996), foi estudada por (Regev e Schi↵, 2008) e (Ambainis et al., 2013).

Eles mostraram que se a chamada ao oráculo tiver uma certa probabilidade de

falhar, então o ganho do algoritmo quântico desaparece e ele se torna semelhante

a uma busca exaustiva clássica.

6.1 Modelo

Considere uma fórmula booleana com N variáveis x
1

, x
2

, . . . , xN , onde cada

variável aparece apenas uma vez na fórmula. Vamos representar o E (AND) por

^ e o NÃO-E (NAND) por Z. Pelas regras da lógica booleana podemos substituir

os operadores {NÃO, E, OU} por {Z}. O operador Z é descrito, como segue.

y
1

Z y
2

Z · · · Z yk retorna 1 se y
1

^ y
2

^ · · · ^ yk = 0 (ou seja, yi = 0 para algum

i 2 {1, . . . , k}); e retorna 0, caso contrário. Além disso, uma fórmula booleana pode

ser representada por uma árvore, onde as variáveis estão nas folhas e os operadores

lógicos são nós internos da árvore. Classicamente, o resultado da avaliação da

fórmula pode ser obtida na raiz da árvore. Na Figura 6.1 vemos a representação

em árvore da fórmula �(x
1

, x
2

, x
3

, x
4

) = (x
1

Zx
2

)Z(x
3

Zx
4

). Vamos considerar o caso

Figura 6.1: Árvore representando a fórmula booleana: �(x
1

, x
2

, x
3

, x
4

) = (x
1

Zx
2

)Z
(x

3

Z x
4

). Nas folhas da árvore, temos as variáveis. Os nós internos representam
o resultado ao aplicar o operador Z nos seus filhos.

mais simples em que temos uma fórmula NÃO-E balanceada que é representada

por uma árvore binária cheia.

Além disso, utilizaremos o modelo de consulta quântico (quantum query mo-

del) em que os valores das variáveis podem ser acessados através de consultas, O,
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a uma caixa preta, também chamada de oráculo. Para o caso discreto, definimos a

ação do operador O nos estados da base
��i, c
↵
onde i 2 {0, 1, . . . , N}. O operador

unitário Ox (onde x = (x
1

, . . . , xN)) transforma o estado
��0, c

↵
em
��0, c

↵
e o estado

��i, c
↵
em (�1)xi

��i, c
↵
, para i 2 {1, 2, . . . , N}. O objetivo é resolver o dado problema

fazendo o menor número de consultas posśıveis.

6.2 Ideia dos algoritmos

Os algoritmos quânticos que iremos mencionar, a seguir, para avaliar uma

expressão booleana, realizam um passeio quântico numa árvore aumentada. A ideia

utilizada é que o valor da fórmula afeta o espectro do operador de evolução ou do

hamiltoniano em questão, de forma que é posśıvel utilizar o algoritmo quântico de

estimação de fase para distinguir entre os dois casos, em que a fórmula é verdadeira,

�(x) = 1, ou falsa, �(x) = 0.

6.2.1 Tempo cont́ınuo

O algoritmo de Farhi et al. (2008) utiliza um passeio quântico cont́ınuo numa

árvore aumentada por uma reta infinita conectada a raiz pelo vértice 0 e para cada

folha que contém uma variável xi = 1, adicionamos um novo vértice e uma aresta

conectando-os. Podemos ver um exemplo dessa árvore aumentada na Figura 6.2

O estado inicial do passeio quântico é

Figura 6.2: Árvore aumentada por uma reta infinita e arestas extras nas folhas.

�� (0)
↵
=
X

i0

↵i

��i
↵
, (6.1)
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que possui amplitudes diferentes de zero para os vértices da reta à esquerda de

0. Com tempo O(
p
N) obteremos um estado

�� 0↵. Se
�� 0↵ consistir de termos

localizados à esquerda de 0, então �(x) = 0 e, se
�� 0↵ consistir de termos localizados

à direita de 0, então �(x) = 1.

Mais tarde, esse algoritmo foi modificado por Childs et al. (2007b) conside-

rando uma reta finita de tamanho 2L, onde L = O(
p
N). Veja a Figura 6.3, como

exemplo. A condição inicial nesse caso é

Figura 6.3: Árvore aumentada por uma reta finita e arestas extras nas folhas.

�� (0)
↵
=

1p
L+ 1

LX

k=0

(�1)k
��2k
↵
, (6.2)

e é aplicado o algoritmo de estimação de fase para distinguir qual é o valor da

fórmula booleana.

6.2.2 Tempo discreto

Ambainis et al. (2007) fazem uma decomposição do hamiltoniano utilizado no

passeio cont́ınuo e obtêm operadores unitários equivalentes para o caso discreto.

As arestas extras nas folhas não são consideradas e temos um passeio quântico

numa árvore aumentada por uma reta finita de tamanho 2L.

Já no algoritmo de Childs et al. (2007a), sua versão mais simples apresenta

uma árvore aumentada por apenas dois vértices, chamados r0 e r00, que estão co-

nectados a raiz da árvore. Um exemplo dessa árvore aumentada com profundidade

d = 2 é mostrado na Figura 6.4. Como este algoritmo é do nosso interesse, vamos

descrevê-lo com mais detalhes.
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Figura 6.4: Árvore aumentada pelos vértices r0 e r00 conectados a raiz.

O espaço do passeio quântico é gerado pelos estados
��v, c

↵
, onde v é um

vértice do grafo e c 2 {down, left, right} pertence ao espaço da moeda. A evolução

do passeio quântico consiste na aplicação de dois operadores: primeiro o operador

moeda C, atuando no espaço da moeda, seguido pelo operador de deslocamento

S. O operador de evolução é, então, U = SC.

Como cada vértice do grafo pode ter diferentes graus, devemos restringir o

espaço da moeda para cada tipo de vértice. Dessa forma, a aplicação da moeda

dependerá do vértice a ser aplicado:

C =
X

v

��v
↵⌦
v
��⌦ Cv, (6.3)

onde:

• se v = r00, então Cv = I;

• se v = r0, Cv = 2
�� 

1

↵⌦
 
1

��� I com
�� 

1

↵
= 1

4pN

��right
↵
+
q
1� 1p

N

��left
↵
;

• se v é um nó interno da árvore, então Cv = 2
�� 

2

↵⌦
 
2

�� � I com
�� 

2

↵
=

1p
3

���left
↵
+
��right

↵
+
��down

↵�
, que é uma superposição uniforme no espaço

da moeda;

• se v é uma folha, então Cv = (�1)xiI, onde xi é a variável na folha v.

O operador de deslocamento S atua da seguinte forma: se c = down, então

caminhe para o pai do vértice v e defina c como left ou right dependendo de qual

filho é v. E, se c 2 {left,right}, então caminhe para o filho correspondente e defina

c para down.
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A ideia do algoritmo é a seguinte: se �(x) = 0, então devemos ter um autoes-

tado que está perto da condição inicial; e quando �(x) = 1, esse estado não existe.

Formalmente, quando �(x) = 0, existe
�� 
↵
tal que

���
���
�� 
↵� �� (0)↵

���
���  ✏ e U

�� 
↵
=

i
�� 
↵
. Quando �(x) = 1, então, para qualquer autoestado

�� 
↵ �

com U
�� 
↵
= �

�� 
↵�
,

ou
�� 
↵?�� (0)↵ ou Re� = ↵/

p
N para alguma constante ↵ > 0. Para distinguir os

dois casos, o algoritmo quântico de estimação de fase (Mosca e Ekert, 1998) é apli-

cado com a condição inicial
�� (0)

↵
=
��r00
↵��left

↵
. O algoritmo utiliza T = 320bpNc

passos do passeio quântico e O(
p
N) consultas ao oráculo.

6.3 Simulações do algoritmo de Childs et al. (2007a)

De acordo com o algoritmo, é importante observar o produto interno (over-

lap) entre o estado no instante t e o estado inicial durante a evolução do passeio

quântico. O valor desse produto interno é zero a cada passo ı́mpar. Esses pontos

serão ignorados nos gráficos, a seguir, onde mostraremos o valor absoluto desse

produto interno em passos pares da evolução, |⌦ (t)�� (0)↵|.
A Figura 6.5 mostra a média do produto interno sobre 100 casos gerados

aleatoriamente quando �(x) = 0 e outros 100 casos em que �(x) = 1. Observamos

que a diferença máxima entre as curvas para o caso falso e verdadeiro acontece

bem antes que 320bpNc (lembrando que, N = 2d). Dessa forma, temos uma forte

indicação de que é posśıvel reduzir o número de passos do algoritmo e eliminar a

etapa de estimação de fase.

É interessante notar a diferença no comportamento entre as profundidades

ı́mpar e par. Para o caso par, o produto interno para o caso �(x) = 0 torna-se mais

perto de 1 à medida que a profundidade aumenta. Esse comportamento pode ser

visualizado na Figura 6.6 que mostra a média sobre os 1000 passos da média do

produto interno para diferentes profundidades. Para o caso ı́mpar, ainda não está

muito claro o que acontece: parece que o comportamento limite converge para o

mesmo valor ou cresce vagarosamente quando a profundidade aumenta.
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Figura 6.5: Média de |⌦ (t)�� (0)↵| sobre 100 casos em que �(x) = 0 (linha cont́ı-
nua) e 100 casos em que �(x) = 1 (linha tracejada).
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Figura 6.6: Média do produto interno sobre 1000 passos para diferentes profundi-
dades quando �(x) = 0.

6.3.1 Oráculo com falha

Agora, analisaremos o comportamento do algoritmo considerando o modelo

com oráculo defeituoso ou com falha (faulty oracle). Nesse modelo, cada consulta ao

oráculo pode retornar uma resposta incorreta. Se no modelo padrão (sem falha) o

oráculo retorna o valor de uma variável xi, então vamos denotar a sáıda do oráculo

defeituoso como xFi . Note que xi e xFi 2 {0, 1}. Vamos definir nosso oráculo
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defeituoso da seguinte maneira:

• xFi = 1� xi com probabilidade p;

• xFi = xi com probabilidade 1� p.

Analisaremos o caso em que apenas uma variável apresenta oráculo defei-

tuoso, ou seja, apenas uma das N variáveis pode ter seu valor invertido. Conse-

quentemente, teremos dois casos diferentes: quando a fórmula é senśıvel ou não a

inversão da variável, ou seja, num caso a inversão da variável não altera o valor

da fórmula e noutro caso, inverter o valor da variável alterará o valor da fórmula.

Devemos também analisar os dois casos em que a fórmula é verdadeira e falsa.

Nas simulações, as variáveis são geradas aleatoriamente com distribuição

uniforme. Calculamos uma média sobre 100 rodadas, onde cada rodada evolui o

passeio quântico por 1000 passos. Diferentes valores de probabilidades também são

considerados.

6.3.1.1 Não senśıvel à inversão da variável

Considere o caso em que a variável, quando invertida, não altera o valor da

fórmula. Então, vamos escolher uma variável xi = 0 tal que

�(x
1

, . . . , xi, . . . , xN) = �(x
1

, . . . , x̄i, . . . , xN),

onde x̄ = NÃO x. Além disso, vamos escolher outra variável xj = 1 na fórmula

satisfazendo a mesma condição de xi.

Os gráficos para profundidade d = 12 são apresentados na Figura 6.7. Como

podemos ver, as curvas sobrepõe umas as outras e o algoritmo, nesse caso, não será

afetado quando apenas uma variável é invertida (de acordo com uma probabilidade

p) para as condições mencionadas.

O mesmo comportamento é visto para profundidades maiores. Além disso,

independente do valor da probabilidade e do valor da variável que pode ser in-

vertida, à medida que a profundidade aumenta, o algoritmo é menos afetado pelo

70



0 200 400 600 800 1000
t

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ov
er

la
p

p = 0 (F = True)
p = 0.1
p = 0.5
p = 0.9

(a) �(x) = 1 and x
i

= 0

0 200 400 600 800 1000
t

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ov
er

la
p

p = 0 (F = True)
p = 0.1
p = 0.5
p = 0.9

(b) �(x) = 1 and x
j

= 1

0 200 400 600 800 1000
t

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ov
er

la
p

p = 0 (F = False)
p = 0.1
p = 0.5
p = 0.9

(c) �(x) = 0 and x
i

= 0

0 200 400 600 800 1000
t

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ov
er

la
p

p = 0 (F = False)
p = 0.1
p = 0.5
p = 0.9

(d) �(x) = 0 and x
j

= 1

Figura 6.7: Gráficos de |⌦ (t)�� (0)↵| para 1000 passos com profundidade d = 12.

oráculo defeituoso, ou seja, as curvas com probabilidades diferente de zero ficam

cada vez mais próximas da curva com p = 0. É claro que se evoluirmos o passeio

por mais tempo que o necessário para o algoritmo, a diferença entre essas curvas

começa a aumentar.

6.3.1.2 Senśıvel à inversão da variável

Outro caso de interesse é quando a mudança no valor da variável altera o valor

da fórmula. Considere que xi é essa variável, então, se �(x
1

, . . . , xi, . . . , xN) = 0,

temos �(x
1

, . . . , x̄i, . . . , xN) = 1. As Figuras 6.8 e 6.9 apresentam esse modelo para

árvores com profundidades d = 13 e d = 14, respectivamente.

Podemos observar que quando a probabilidade é pequena, por exemplo p =

0.01, a evolução é próxima da curva original. Um comportamento interessante é

observado quando p = 0.5: ao invés de apresentar um comportamento intermediá-

rio entre os casos p = 0 e p = 1, a curva se aproxima de zero quando o número de

passos aumenta.
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Figura 6.8: Produto interno com a condição inicial, |⌦ (t)�� (0)↵|, para 1000 passos
com profundidade d = 13 e �(x) = 0.
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Figura 6.9: Produto interno com a condição inicial, |⌦ (t)�� (0)↵|, para 1000 passos
com profundidade d = 14 e �(x) = 0.

6.4 Conclusões

Simulações do algoritmo quântico de Childs et al. (2007a) para avaliação de

fórmulas booleanas foram realizadas e alguns fatos importantes surgiram através

da observação dos experimentos. Podemos mencionar a diferença entre o compor-

tamento para profundidades par e ı́mpar. É interessante ver o que acontece se

aumentarmos ainda mais a profundidade para o caso ı́mpar e comprovar de fato se

ele se comporta como o caso par ou não, pois é posśıvel que seu comportamento
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seja mais lento que o caso par ou que ele convirja para algum valor independente da

profundidade da árvore. As simulações indicam a possibilidade de eliminar a etapa

de estimação de fase, já que podemos observar um comportamento médio distinto

entre os casos em que a fórmula é verdadeira ou falsa fazendo apenas a evolução do

passeio quântico. É interessante realizar um estudo anaĺıtico desse algoritmo para

definir exatamente o ponto de parada do passeio quântico. Dessa forma, estaremos

reduzindo a constante no valor do tempo de execução do algoritmo.

Para o modelo com oráculo defeituoso, analisamos o caso em que apenas

uma variável da fórmula pode ser invertida com uma determinada probabilidade.

No caso em que a fórmula não é senśıvel a essa variável, o comportamento do

algoritmo é como esperado, identificamos quase nenhuma mudança em relação ao

caso original. Para o caso em que a fórmula é senśıvel a variável, o algoritmo parece

se comportar bem se a probabilidade for pequena. Mais experimentos podem ainda

ser realizados nessa direção. É importante analisar o impacto considerando que

mais de uma variável é afetada pelo oráculo defeituoso e analiticamente mostrar

qual o valor de p para o qual esse algoritmo passa a se comportar como o clássico.

Mais ainda, seria interessante analisar o que acontece quando outras estrutu-

ras são utilizadas, ao invés de uma árvore. Isso pode nos levar ao desenvolvimento

de novos algoritmos.

A publicação referente a esse caṕıtulo é:

• (Santos e Rivosh, 2013) - A closer look at discrete-time quantum walk

NAND formulae evaluation algorithm. In: Proceedings of the Workshop

on Quantum and Classical Complexity, 2013;
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Considerações Finais

Como pudemos perceber, a computação quântica tem tido um forte desen-

volvimento nas últimas décadas. Com relação ao desenvolvimento de algoritmos

quânticos, as cadeias de Markov quânticas ou passeios quânticos têm desempe-

nhado um papel fundamental. Nosso trabalho contribui para o desenvolvimento

dessa área, onde trazemos resultados que analisam o passeio quântico em grafos

particulares e resultados mais gerais, que envolvem o impacto da descoerência sobre

os algoritmos que são baseados nesses passeios quânticos.

O passeio quântico de Szegedy no ciclo com vértices marcados apresenta um

comportamento que apenas altera os sinais das amplitudes da condição inicial,

dada pela superposição uniforme sobre todas as arestas do grafo. A função F (T )

apresenta um comportamento similar ao do grafo completo. Obtivemos uma ex-

pressão anaĺıtica para o tempo de alcance quântico e vimos que não há diferença no

cálculo para o caso em que o número de vértices é par ou ı́mpar. Em ambos casos,

o tempo de alcance quântico também apresenta ganho quadrático com relação ao

clássico.

Outro item importante no estudo de passeios quânticos é a distribuição limite.

Sabemos que essa distribuição é diferente no caso quântico, já que ela depende da

condição inicial. No caso clássico, por exemplo, para cadeias ergódicas e reverśıveis

a distribuição limite é única e independente da condição inicial. Em prinćıpio, para

o passeio quântico de Szegedy, não sabemos completamente quem é o autoespaço de

autovalor 1. Dessa forma, se a condição inicial tem interseção com esse autoespaço

podemos obter um limite inferior para a distribuição limite. Por sua vez, vimos

para alguns casos particulares que esse limite está bem próximo do valor exato e
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que, portanto, o autoespaço de autovalor 1 contribui com uma pequena porção no

valor total da distribuição. É posśıvel encontrar o valor exato dessa distribuição

se utilizarmos uma condição inicial que não tem interseção com o autoespaço de

autovalor 1, ou se descrevermos completamente esse subespaço. Como trabalho

futuro, é interessante calcular o tempo de mistura (mixing time) nesse passeio.

A partir de um modelo de descoerência inspirado em percolação, em que

permitimos a remoção e inserção de arestas no grafo, definimos o tempo de alcance

quântico descoerente e estendemos o resultado de Szegedy adicionando um termo

de descoerência. Mostramos que para uma probabilidade de descoerência sufici-

entemente pequena o ganho quadrático com relação ao tempo de alcance clássico

continua válido. O algoritmo de detecção apresenta um melhor resultado quando

utilizamos o modelo com apenas remoção de arestas. Simulações desse modelo de

descoerência foram realizadas para alguns grafos particulares. Podemos ressaltar

que o impacto da descoerência no ciclo é bem distinto dos demais, onde vemos

a diminuição do tempo de alcance para probabilidades de descoerência pequenas.

Isso ocorre devido o modelo de descoerência permitir inserção de arestas entre

vértices que estão distantes permitindo, assim, atingir os vértices marcados mais

rapidamente.

Simulamos o algoritmo para avaliar fórmulas booleanas para o caso da árvore

binária cheia onde temos uma expressão composta apenas por operadores NÃO-

E. Consideramos o modelo com oráculo defeituoso afetando apenas uma variável.

Nesse caso, vimos que o impacto causado por esse modelo é dependente da fórmula

booleana. Pois, a fórmula pode ser ou não senśıvel a alteração no valor da variável.

Como proposta de trabalhos futuros, é interessante analisar o que acontece quando

mais de uma variável apresenta oráculo defeituoso e ver analiticamente qual o valor

da probabilidade para o qual o algoritmo passa a se comportar como clássico. Além

disso, também podemos estudar analiticamente o algoritmo e reduzir a constante

do tempo de evolução do passeio quântico e eliminar a etapa de estimação de fase,

como foi indicado pelas simulações. Esse algoritmo utiliza um passeio quântico
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para resolver um problema que não é um problema de busca. Dessa forma, seria

interessante utilizar de sua formatação e analisar o que acontece quando substitúı-

mos a estrutura da árvore por outros grafos. Isso pode levar ao desenvolvimento

de novos algoritmos.
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Bookman, 2005.

A. C. Oliveira, R. Portugal, e R. Donangelo. Decoherence in two-dimensional

quantum walks. Physical Review A, 74(012312), 2006.

R. Portugal. Quantum walks and search algorithms. Springer, New York,

2013.

O. Regev e L. Schi↵. Impossibility of a quantum speed-up with a faulty oracle. In:

Proceedings of ICALP, páginas 773–781, 2008.
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Apêndice A

Cadeias de Markov

As cadeias de Markov são processos estocásticos sem memória, ou seja, o com-

portamento futuro de uma cadeia de Markov depende somente do seu estado atual.

Em (Chen, 2004; Levin et al., 2008; Resnick, 1992; Motwani e Raghavan, 1995),

podemos encontrar uma vasta descrição sobre a teoria das cadeias de Markov. A

seguir, vamos apresentar algumas definições úteis e propriedades importantes das

cadeias de Markov.

Uma cadeia de Markov, {Xti}, de maneira informal, é um sistema que se

move através de um conjunto finito de estados ⌦ da seguinte maneira: dado x 2
⌦, a próxima posição é escolhida de acordo com uma probabilidade. Dada uma

sequência de variáveis aleatórias (X
0

, X
1

, ...), para cada j 2 ⌦:

Pr(Xt+1

= j|X
0

= i
0

, X
1

= i
1

, ..., Xt = i) = Pr(Xt+1

= j|Xt = i) = Pij, (A.1)

onde i
0

, i
1

, ..., i 2 ⌦. Como se trata de um processo estocástico, segue que,

X

j2⌦

Pij = 1 8i 2 ⌦. (A.2)

P é denominada matriz de probabilidade.

Seja ⇡(t) a distribuição de probabilidades num instante t, ou seja, ⇡i(t) =
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Pr(Xt = i). Temos que,

⇡(t+ 1)† = ⇡(t)†P ) ⇡(t)† = ⇡(0)†P t. (A.3)

A.1 Distribuição estacionária

A distribuição ⇡ é chamada distribuição de equiĺıbrio (ou distribuição esta-

cionária/invariante) se ela satisfaz:

⇡† = ⇡†P. (A.4)

Ou seja, a distribuição estacionária é invariante sob a ação da matriz de probabi-

lidade.

É notável que nem todas as cadeias de Markov possuem uma distribuição

estacionária. Somente quando a cadeia satisfaz algumas restrições, a distribuição

estacionária existirá e será única (Motwani e Raghavan, 1995).

A.2 Irredutibilidade

Uma cadeia de Markov é irredut́ıvel se cada estado pode ser alcançado por

qualquer outro, ou seja:

9n : P n
ij > 0 8i, j, (A.5)

onde P n
ij é a probabilidade da cadeia de Markov estar no estado j depois de n

passos, dado que ela tenha começado do estado i.

A.3 Periodicidade

O peŕıodo de um estado i é dado por

r(i) = mdc{n � 1 : P n
ii > 0} (A.6)

(Se {n � 1 : P n
ii > 0} = ;, então r(i) = 1). Dizemos que i é aperiódico se r(i) = 1

e i é periódico se r(i) > 1.
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Essa definição nos mostra que se P n
ii > 0 então n é um inteiro múltiplo de

r(i), e r(i) é o maior inteiro com essa propriedade. Dessa forma, retornar ao estado

i só é posśıvel via caminhos cujos tamanhos são múltiplos de r(i).

A.4 Reversibilidade

Suponha que Xn : �1 < n < 1 é uma cadeia de Markov irredut́ıvel e

aperiódica com matriz de probabilidade P e sua única distribuição estacionária ⇡.

Suponha ainda que Xn admite uma distribuição de probabilidades estacionária ⇡

para cada n 2 (�1,1).

Defina a cadeia inversa Y como: Yn = X�n,�1 < n < 1. A matriz de

probabilidade P da cadeia Y pode ser obtida pela equação:

⇡iPij = ⇡jP ji 8i, j 2 ⌦. (A.7)

Então, X será reverśıvel se as matrizes de probabilidade de X e Y forem iguais,

ou seja, P = P .

A.5 Ergodicidade

Uma cadeia de Markov é ergódica se ela for irredut́ıvel e aperiódica. Além

disso, uma cadeia de Markov ergódica tem uma única distribuição estacionária ⇡.

Então, para qualquer condição inicial � teremos �P t ! ⇡ quando t ! 1. Dessa

forma, num instante de tempo suficientemente grande, uma cadeia de Markov

ergódica perderá toda a memória de onde ela começou e alcançará a sua distribuição

estacionária ⇡. Além disso, essa única distribuição estacionária é independente da

condição inicial �.
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