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Resumo da Dissertacao apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos
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CADEIAS DE MARKOV QUANTICAS
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Abril |, 2010

Orientador: Renato Portugal, D.Sc.

Em Ciéncia da Computacao, os caminhos aleatorios sao utilizados em al-
goritmos randomicos, especialmente em algoritmos de busca, quando desejamos
encontrar um estado marcado numa cadeia de Markov. Nesse tipo de algoritmo é
interessante estudar o Tempo de Alcance, que esta associado a sua complexidade
computacional. Nesse contexto, descrevemos a teoria cléssica de cadeias de Markov
e caminhos aleatérios, assim como o seu analogo quantico. Dessa forma, defini-
mos o Tempo de Alcance sob o escopo das cadeias de Markov quanticas. Além
disso, expressoes analiticas calculadas para o Tempo de Alcance quantico e para
a probabilidade de encontrarmos um elemento marcado num grafo completo sao

apresentadas como os novos resultados dessa dissertagao.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

QUANTUM MARKOV CHAINS

Raqueline Azevedo Medeiros Santos

April, 2010

Advisor: Renato Portugal, D.Sc.

In Computer Science, random walks are used in randomized algorithms, spe-
cially in search algorithms, where we desire to find a marked state in a Markov
chain. In this type of algorithm, it is interesting to study the Hitting Time, which
is associated to its computational complexity. In this context, we describe the
classical theory of Markov chains and random walks, as well as their quantum ana-
logue. In this way, we define the Hitting Time under the scope of quantum Markov
chains. Moreover, analytical expressions calculated for the quantum Hitting Time
and for the probability of finding a marked element on the complete graph are

presented as the new results of this dissertation.
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Introducao

Imagine que voce agora € um viajante a fim de conhecer as belezas das cidades
brasileiras. Longe de ser um viajante qualquer, vocé possui uma maneira peculiar
de escolher o seu prorimo destino. Em sua posse existe uma moeda especial que
se adequa a cada cidade, contendo suas cidades vizinhas. Dessa forma, ao jogar a
moeda, vocé obterd uma das cidades vizinhas com igual probabilidade. O resultado
da moeda serd, portanto, seu proximo destino. E verdade que talvez vocé seja um
viajante um pouco sem rumo, que estd a mercé da sorte. Mas, considere isso como
parte da aventura.

O matemédtico russo Andrey A. Markov (1856-1922) estudou sistemas de
objetos que mudam de um estado para outro, de acordo com probabilidades espe-
cificas. Quando um estado inicial pode nos levar para estados subsequentes e, por
sua vez, esses estados podem nos levar a outros estados adicionais, o resultado sera
uma cadeia de Markov se a probabilidade de mover-se para um proximo estado de-
pender somente do estado atual. A teoria de cadeias de Markov oferece um método
poderoso para analisar o comportamento probabilistico numa ampla variedade de
sistemas (Peterson, 1998). Entao, podemos modelar sua viagem através de uma
cadeia de Markov ou, também, através de um caminho aleatério num grafo.

Os caminhos aleatérios, como ferramenta algoritmica, podem ser aplicados
numa grande variedade de problemas. Como afirma Kempe (2003b), eles pro-
véem um paradigma geral para explorar um conjunto exponencialmente grande
de estruturas combinatdrias, através da utilizagao de simples transicoes locais. A
relevancia dos caminhos aleatérios e cadeias de Markov pode ser vista, principal-

mente, quando falamos do problema de busca, que é um problema relevante em



Ciéncia da Computagao. O algoritmo de Schoning (Schéning, 1999) que proveé a
base para a melhor solucao atual para o problema do 3-SAT é um exemplo disso.

Apesar do seu espirito aventureiro, vocé estd muito ansioso, ndao aguenta
mais o frio da cidade de Petropolis e nao vé a hora de conhecer as belas praias
da cidade de Natal. Para diminuir um pouco essa ansiedade, podemos calcular
uma estimativa do tempo que voceé levard para chegar la. Essa medida é conhecida
como Tempo de Alcance, que, nesse caso, trata-se do tempo esperado de sair de
Petropolis e chegar a Natal pela primeira vez.

Devido a natureza probabilistica do caminho, o Tempo de Alcance é geral-
mente maior que o tempo para percorrer o menor caminho entre o ponto de par-
tida e o destino. Geralmente, o Tempo de Alcance é de interesse quando usamos
um caminho aleatério para buscar um estado marcado numa cadeia de Markov.
Consequentemente, ele esta intrinsicamente relacionado com a eficiéncia desses al-
goritmos de busca.

Esta dissertacao encontra-se dividida em duas partes. Na primeira parte, a
Parte Classica, iniciamos mostrando, no Capitulo 1, a teoria das cadeias de Markov.
Em seguida, definimos o que sao os caminhos aleatérios em grafos, sua relagao com
as cadeias de Markov e quais as medidas utilizadas em sua analise quantitativa.
No Capitulo 2, tratamos do Tempo de Alcance em caminhos aleatérios, mostrando
exemplos para diferentes grafos. Além disso, estendemos sua definigao para um
conjunto de elementos e analisamos sua complexidade computacional.

Agora, vocé pode deizar o mundo cldssico para se transformar num viajante
quantico. No mundo quantico, é permitido coisas que nao Sao possiveis no mundo
classico, como, por exemplo, estar em mais de um lugar ao mesmo tempo. Mas,
pode ir tirando o cavalinho da chuva que o mundo quantico nao € tao liberal quanto
vocé pensa. Nos encontramos sob a rigida regéncia das leis da Mecanica Quantica.

Dessa forma, imagine-se partindo de todas as cidades ao mesmo tempo. Di-
zemos que vocé se encontra numa superposicao de estados, onde cada estado iden-

tifica a possibilidade de estar numa cidade diferente. Se vocé se sentiu pouco a



vontade com a idéia de estar em superposicao, podemos utilizar um ponto de vista
alternativo: a interpretacao dos muitos mundos. Nessa sequnda visGo o universo
¢ dwvidido em vdrios universos: em cada universo vocé se encontrard numa cidade
diferente. Mas, sequndo Singh (2004), nao importa se adotamos a interpreta¢ao
da superposi¢ao ou dos muitos mundos, a teoria quantica é uma filosofia descon-
certante.

Com relagao a sua moeda, ela nao terd mais utilidade. Ao invés dela, vocé
passard a viajar através de um operador unitario. Nao se preocupe que ele nao
¢ tao misterioso quanto parece: ao aplicar esse operador no seu estado atual, ele
poderd leva-lo para outro estado ou para uma superposicao de outros estados.

Depois de passar um tempo viajando vocé ja estd se sentindo um pouco can-
sado, talvez até meio enjoado com toda essa historia de superposi¢do. Entao, vocé
decide parar. Mas, vocé se depara com a sequinte indagacdo: serd que vou ficar em
superposicao para sempre? Bom, a resposta € nem sempre. As vezes, chega a hora
em que precisamos interferir no nosso sistema. Isso pode ser feito através de uma
medida, que ird acabar com a superposicao, permitindo-nos voltar para uma unica
cidade novamente. A cada estado dessa superposicao estd associado um valor, que
chamamos de amplitude. Ao realizar uma medida, iremos colapsar para um dos
estados possiveis com probabilidade igual ao valor dessa amplitude ao quadrado. E
verdade que essas amplitudes podem ser modificadas pelo nosso operador unitdrio.
Entretanto, existe uma regra que devemos obedecer: a soma dos quadrados das
amplitudes de todos os estados em superposicao deve ser sempre igual a 1.

Os caminhos quanticos sao os analogos quanticos dos caminhos aleatérios
classicos. Essa denominacao surgiu pela primeira vez na literatura em (Aharonov
et al., 1993). De acordo com Kempe (2003b), a idéia é que o computador quantico
pode implementar um caminho quantico eficientemente e pode utiliza-lo para re-
solver certas tarefas computacionais. Assim, é possivel que ao usar as propriedades
dos caminhos quanticos possamos encontrar algoritmos quanticos mais eficientes.

Ambainis (2004) conseguiu, através de um passeio quantico num grafo de



Johnson, resolver o problema da distincao de elementos, obtendo um algoritmo
quantico mais eficiente do que o algoritmo classico. A partir dele, foram surgindo
outros algoritmos baseados em caminhos quanticos. Como exemplo, temos o al-
goritmo para verificagdo do produto de matrizes (Buhrman e Spalek, 2006) e o
algoritmo para teste de comutatividade em grupos (Magniez e Nayak, 2007).

A defini¢ao do Tempo de Alcance, no caso quantico, é mais complicada devido
a superposicao de estados. Na literatura surgiram diferentes nogoes para o Tempo
de Alcance quantico (Kempe, 2003a; Krovi e Brun, 2006; Kempf e Portugal, 2009;
Szegedy, 2004a). Em contrapartida, é visivel a importancia do seu estudo pois,
ao conseguirmos mostrar que ele é menor que o Tempo de Alcance cléssico, entao
serd possivel encontrar algoritmos quanticos mais eficientes para problemas que
nao podem ser resolvidos eficientemente num computador classico.

A segunda parte desta dissertacao é dedicada a Parte Quantica, que se baseia
principalmente no trabalho de Szegedy (2004a). Definimos o andlogo quantico das
cadeias de Markov, no Capitulo 3. Essas cadeias de Markov quanticas sao obtidas
a partir da quantizacao de um caminho bipartido, que, por sua vez, pode ser obtido
a partir da duplicacao de uma cadeia de Markov.

No Capitulo 4, apresentamos uma definicao de Tempo de Alcance quantico
que é uma extensao natural da definicao cldssica. Além disso, apresentamos os re-
sultados obtidos para essa nova definicao associada as cadeias de Markov quanticas
e estabelecemos sua relagao com o Tempo de Alcance classico.

A seguir, no Capitulo 5, descrevemos o algoritmo para detectar elementos
marcados num grafo, aplicando-o ao problema da distingao de elementos. Mos-
tramos que o algoritmo obtido possuira a mesma complexidade que o algoritmo
desenvolvido por Ambainis (2004) e, também, explicamos qual a vantagem de
utiliza-lo.

A nossa contribuigao original para este trabalho pode ser vista no Capitulo 6,
onde apresentamos expressoes analiticas para o Tempo de Alcance quantico e para

a probabilidade de encontrar um elemento marcado num conjunto de vértices mar-



cados num grafo completo. Essas grandezas desempenham um papel importante
pois interferem diretamente na andlise de complexidade de algoritmos de busca
nesse grafo. Esses novos resultados obtidos para o grafo completo estao descritos

em (Santos e Portugal, 2010).



Parte 1

Parte Classica



Capitulo 1

Cadeias de Markov e Caminhos

Aleatorios

1.1 Cadeias de Markov

As cadeias de Markov sao processos estocasticos sem memoria, ou seja, o
comportamento futuro de uma cadeia de Markov depende somente do seu estado
atual, e ndo de como ele chegou ao estado presente. Em (Chen, 2004; Levin et al.,
2008; Resnick, 1992; Motwani e Raghavan, 1995), podemos encontrar uma vasta
descricao sobre a teoria das cadeias de Markov. Entretanto, o que segue nessa
secao é apenas um resumo dessa teoria, mostrando apenas algumas defini¢oes titeis
e propriedades importantes que serao utilizadas no decorrer dessa dissertacao.

Uma cadeia de Markov é um sistema que se move através de um conjunto
contavel de estados 2 da seguinte maneira: dado x € (), a proxima posicao é
escolhida de acordo com uma probabilidade. Dada uma sequéncia de variaveis

aleatérias (Xo, Xy, ...), para cada j €
PI'(XH_l = j|X() = i())Xl = il) ...,Xt = Z) = PI'(XH_l = ]’Xt = Z) = ]Dl'j, (11)

onde io,il, ,Z e (.



Como se trata de um processo estocastico, segue que,

Y Pi=1 VieqQ (1.2)
jen
P ¢ denominada matriz de transicao de probabilidade.
Seja 7(t) a distribuicdo de probabilidade num instante ¢, ou seja, 7(t); =

Pr(X; =). Temos que,
mt+ 1) =7{t)"P = n(t)" = =(0)" P (1.3)

1.1.1 Distribuicao estacionaria

A distribuigao 7 é chamada distribuicdo de equilibrio (ou distribuicdo esta-

ciondria/invariante) se ela satisfaz:
" =7"P. (1.4)

Ou seja, a distribuicao estacionaria ¢ invariante sob a agao da matriz de transicao
de probabilidade.

E notével que nem todas as cadeias de Markov possuem uma distribuicao
estaciondria. Somente, quando a cadeia satisfaz algumas restrigoes, a distribui¢ao

estaciondria existird e serd tnica (Motwani e Raghavan, 1995).

1.1.2 Irredutibilidade

Uma cadeia de Markov é irredutivel se cada estado pode ser alcangado por
qualquer outro, ou seja:

dn: Pl >0 Vij, (1.5)

onde Bj; € a probabilidade da cadeia de Markov estar no estado j depois de n

passos, dado que ela tenha comegado do estado .



1.1.3 Periodicidade

O periodo de um estado ¢ é dado por

r(i) = mde{n >1: P} > 0} (1.6)

(Se {n>1: P >0} =10, entdo r(i) = 1). Dizemos que i é aperiédico se r(i) = 1
e i é periddico se r(i) > 1.

Essa definigao nos mostra que se P} > 0 entao n é um inteiro multiplo de
(), e (i) é o maior inteiro com essa propriedade. Dessa forma, retornar ao estado

i 86 é possivel via caminhos cujos tamanhos sa@o multiplos de ().

1.1.4 Reversibilidade

Suponha que X, : —0o < n < oo é uma cadeia de Markov irredutivel
e aperidédica com matriz de transicao de probabilidade P e sua tunica distribuicao
estaciondria 7. Suponha ainda que X, tem distribui¢ao 7 para cadan € (—oo, 00).
Defina a cadeia inversa Y como: Y, = X_,,—00 < n < oco. A matriz de

transicao de probabilidade P da cadeia Y pode ser obtida pela equacdo:

7Ti-Pij = ijji Vl,] e Q. (17)

Entao, X sera reversivel se as matrizes de transicao de probabilidade de X e Y

forem iguais, ou seja, P = P.

1.1.5 Ergodicidade

Uma cadeia de Markov é ergddica se ela for irredutivel e aperiddica. Além
disso, uma cadeia de Markov ergddica tem uma tunica distribuicao estacionaria 7.
Entao, para qualquer condicao inicial A teremos A\P' — 7 quando ¢ — co. Dessa
forma, num instante de tempo suficientemente grande, uma cadeia de Markov
ergddica perderd toda a memoria de onde ela comegou e alcancard a sua distribuicao

estacionaria 7. Entretanto, essa unica distribuicao estacionaria é independente da



condicao inicial A. Esse fato sera importante para diferenciar os caminhos aleatorios

dos caminhos quanticos (Venegas-Andraca, 2008).

1.2 Caminhos Aleatdérios

Nao existe muita diferenca entre a teoria de caminhos aleatérios em grafos e
a teoria de cadeias de Markov. Cadeias de Markov podem ser vistas como cami-
nhos aleatorios em grafos direcionados com pesos nas arestas; cadeias de Markov
simétricas podem ser vistas como caminhos aleatérios em grafos regulares e nao-
direcionados; e, cadeias de Markov reversiveis podem ser vistas como caminhos
aleatdrios em grafos nao-direcionados (Lovéasz, 1993).

Um caminho aleatério num grafo é uma cadeia de Markov cujo conjunto
de estados é o conjunto de vértices do grafo. Considere um grafo G = (V, E), o
caminhante parte de um vértice i e se move para um vizinho j de 7. Do vértice
7, ele se movera para um de seus vizinhos e, assim, sucessivamente. A transicao
de um dado vértice para um vértice adjacente é definida de acordo com alguma

distribuicao de probabilidade. E usual definir:

—, se a aresta (i,7) € E
p;={ d(@) (1.8)

0, caso contrario

onde d(i) é o grau de saida do vértice 7, ou seja, o nimero de arestas que saem de

1.2.1 Medidas

Ao estudar caminhos aleatérios, algumas questoes basicas surgem, tais como:
O caminho aleatoério retorna para o seu ponto de partida? Quanto teremos que
caminhar antes de retornar ao ponto de partida? Quanto teremos que caminhar
antes de vermos um dado vértice ou antes de passarmos por todos os vértices?

Para responder alguma dessas questoes veremos, a seguir, algumas medidas

que possuem um papel bastante importante na analise quantitativa dos caminhos
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aleatérios:

e Tempo de Alcance (Hitting time ou Access time) (H; ;) - Tempo esperado

de chegar pela primeira vez ao vértice j, comegando do vértice .

o Commute time (k; ;) - Tempo esperado para que o caminhante comegando

em i va até j e retorne a i: k;j = H; ; + H, ;.

e Cover time - Tempo esperado para que o caminhante passe por todos os

vértices.

o Mixing rate - Medida de quao rapido o caminho aleatério converge para

sua distribuicao estacionaria.

e Mixing time (7.) - Dada uma cadeia de Markov ergédica que induz uma
distribuigao de probabilidade A, (t) no instante ¢t. O mizing time é definido
como o primeiro instante de tempo ¢ tal que A\, () estd a uma distancia e

de 7 para todo t > T', independente do estado inicial, ou seja,

T, = max mtin{t|t >T = ||A(t) — 7| <€} (1.9)

E perceptivel os diferentes caminhos que podemos tomar ao estudar os ca-
minhos aleatérios. E, dessa forma, podemos encontrar sua atuagao em diferentes
areas como Ciéncia da Computacao, Fisica, Economia e Biologia. Em (Aldous e
Fill, 1994) e (Lovasz, 1993) temos uma ampla descri¢io sobre os caminhos alea-
torios em grafos e cadeias de Markov, assim como, algumas das medidas citadas

anteriormente.
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Capitulo 2

Tempo de Alcance

O Tempo de Alcance é importante em muitas aplicagoes algoritmicas que
utilizam caminhos aleatérios, como o k-SAT e o problema de conectividade em
grafos. Podemos ainda destacar que a solugao mais eficiente para o problema
3-SAT é baseado no Tempo de Alcance de um caminho aleatério (Kempe, 2003a).

O Tempo de Alcance, segundo Motwani e Raghavan (1995), é expresso da

seguinte maneira:

t>0

onde

pl](t) = Pr(Xl 7é j> X2 7é j> '-'7Xt71 7& ja Xt - ]‘Xo == Z) (22)

E importante notar que o Tempo de Alcance nao é simétrico, ou seja, H; ; #

Isso pode ser facilmente notado no grafo da Figura 2.1 a seguir, que é conhe-
cido na literatura como “grafo pirulito”. Ele é composto por uma clique! com n
vértices e associado a um dos vértices dessa clique, segue uma reta de tamanho n.
E possivel mostrar que H,, = O(n2) e H,, = O(n?). Mas, primeiro vamos

calcular o Tempo de Alcance numa reta com n vértices.

! Uma clique num grafo é um subgrafo que é um grafo completo.

12



Figura 2.1: Grafo pirulito: composto por uma clique com n vértices e associado ao
vértice u segue uma reta de tamanho n.

2.1 Tempo de Alcance na reta finita

Considere o grafo da Figura 2.2, a seguir. Queremos encontrar H,,. Para
isso, vamos tentar encontrar uma relacao para H;;y1, ou seja, vamos determinar o

Tempo de Alcance entre dois vértices adjacentes.

1 i-1 i i+1 n

Figura 2.2: Reta finita com n vértices.

Comecando de um vértice 1 < 7 < n, vemos que temos igual probabilidade
de ir ao vértice i+ 1 e 7 — 1. Se o caminhante move para ¢+ 1, o tempo de alcangar
o vértice 1 + 1 é 1. Mas, se o caminhante escolhe mover-se para ¢ — 1, ele primeiro
tera que voltar ao vértice ¢ antes de atingir o vértice ¢ + 1.

Assim, podemos construir a seguinte expressao:
1 1
Hijpr = 51+ 5(1+ Himyi + Hiinn) (2.3)

que nos leva a

Hijo1 =2+ H;_q;
=2+2+H;i 9,1
(2.4)

— 2(2 - 1) + HLQ.

Como H; 5 =1, segue que H; ;11 = 2i — 1. Assim, o Tempo de Alcance H,

13



serd dado por:

n—1
Hyp,=)Y 2i—1=(n-1)" (2.5)
=1

Com esse resultado do Tempo de Alcance na reta, claramente percebemos
para o caso do grafo pirulito que H,, = O(n?). Agora, para mostrar que H, , =

O(n®), temos que encontrar o Tempo de Alcance num grafo completo.

2.2 Tempo de Alcance no grafo completo

E perceptivel que o Tempo de Alcance no grafo completo é o mesmo para
todos os vértices do grafo, ja que todos os vértices estao conectados a todos. Entao
H; ; = Hge para todo 4, j, com ¢ # j. Podemos ver um exemplo de grafo completo

na Figura 2.3.

Figura 2.3: Grafo completo com n = 5.

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado anteriormente para a reta, o Tempo

de Alcance no grafo completo sera dado por:

Hoo — ﬁ.l—i—(n—Q). (1+ Heo). (2.6)

n—1

E, portanto,

HGC =n—1. (27)

Outra maneira de calcular o Tempo de Alcance é utilizar a férmula descrita
em (2.1). Para isso, é preciso conhecer quem é p;;(t). Mas, nesse caso, é ficil
perceber que a probabilidade de sair de um vértice e chegar pela primeira vez a
n72)t 1

outro vértice do grafo no instante t é dada por (ﬁ —
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Substituindo em (2.1), obteremos o mesmo resultado:

Agora, podemos voltar ao nosso problema. Entao, considere a Figura 2.4, a

seguir. Desejamos saber quem é H ;4.

Figura 2.4: Grafo pirulito.

Para isso, vamos encontrar primeiro quem é H;;.;. Podemos perceber que
H; ;1 possui a mesma relagao obtida pela Equagao (2.4) para o caso do Tempo
de Alcance na reta. A diferenca, nesse caso, ¢ o Hj 2, pois, na reta, s existe uma
possibilidade: sair do vértice 1 e ir para o vértice 2. Ja no grafo pirulito, temos

que contar com a possibilidade do caminhante entrar na clique. Dessa forma,

1 1
HLQ = El + (TL — 1)5(1 -+ HGC’ + HLQ)
1 1
=—14+n—-1)—-(1+n—-1)+ H,)
n n (2.9)
=1+(n—1)n
= O(n?).
Substituindo (2.9) em (2.4), obtemos H; ;.1 = O(n?). E, portanto,
Hypy =Y Hign =Y 0(n?) =n0(n*) =0(n’). (2.10)
i=1 i=1

Outro exemplo importante a ser visto é o Tempo de Alcance no ciclo, descrito

a seguir.
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2.3 Tempo de Alcance no ciclo

Figura 2.5: Ciclo com n vértices. A probabilidade do caminhante se mover para
um dos dois vértices adjacentes é %

Para encontrarmos o Tempo de Alcance no ciclo, vamos definir o Tempo de
Alcance em termos de distancia, ja que é visivel a existéncia de uma simetria nesse
caso, ou seja, Hy, = H; o, por exemplo. Entao, considere H;, o Tempo de Alcance
entre dois vértices com distancia j. Assim, H; 9 = H;. Além disso, sabemos que
H; = H,_;. A Figura 2.5 nos ajudard a ilustrar esse exemplo. Consequentemente,

nossa equacao para o Tempo de Alcance, serd dada por:

1 1
Hj = 5(1 + ijl) + 5(1 -+ Hj+1)
) ) (2.11)
=1+ 5t + 5 Hjn.
Fazendo A; = H; — Hj1, temos
1 1

Lembrando que Hy = H, = 0. Substituindo o valor de A; na equacao
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anterior, obteremos

Hj+1 :HJ+H1—2]

(2.13)
H;j=H, 1+ H —2(j—-1).
Fazendo j = n, pode-se verificar que H; = H,_1 =n — 1. Assim,
Hi=H; 1+ (n—-1)—2(—1). (2.14)
Resolvendo essa equacao recursiva, encontramos que
H, = j(n - j). (2.15)

2.4 Tempo de Alcance num grafo genérico

Nessa secao, vamos encontrar o Tempo de Alcance entre dois vértices de
um grafo G = (V,E), |V]| = n e |E| = a, como é descrito em Lovasz (1993).
Essa equacao estard relacionada com os autovalores da matriz de transicao de
probabilidade.

Podemos perceber que 1 é o maior autovalor da matriz de transicao de pro-
babilidade P com 7 seu correspondente autovetor a esquerda e, 1 seu autovetor
a direita. Pois, é verdade que, P*m = 7 expressa o fato de 7w ser a distribuicao
estacionaria e, P1 = 1 nos diz que P é uma matriz estocastica.

Infelizmente, P nao ¢é simétrica, a nao ser que G seja regular. Mas, sabe-
mos que P = DA, onde A é a matriz de adjacéncias de G e D é uma matriz
diagonal onde D;; = ﬁ. Entdo, considere a matriz simétrica N = DY/2ADY? =
D~12pPD'Y2 Quando P é simétrica, N = P. Portanto, podemos obter a decom-

posicao espectral para N:

n
N =" Ay, (2.16)
k=1
onde A\y > Ay > --- > )\, sao os autovalores de N e vy, - - - , v, seus correspondentes

autovetores normalizados.
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Uma simples substituicao nos mostra que w; = \/W é autovetor de N com
autovalor 1. Logo, segue do Teorema de Perron-Frobenius (ver (Meyer, 2000), cap.
9) que Ay =1 > Xy >--- > )\, > —1 (se G nao for bipartido entao, A\, > —1).
Assim, normalizando w, obtemos v; = (1/v/2a)w, ou seja, vy; = 1/d(i)/2a = /T;.

E, dessa forma, teremos

P'=D'2N'D™? =N N DVPup DT = Q + Y N DYoo DTV (2.17)
k=1 k=2

onde Q;; = 7;.

O proximo passo sera encontrar uma descrigao matricial para o Tempo de
Alcance.

Considere H € R™™", a matriz cujos elementos H;; representam o Tempo de
Alcance do vértice i para o vértice j. Considere, também, I'(i) a vizinhanca do

vértice 1. Para i # j, temos a seguinte equacao

1
Hi=14+-— S H,, 2.18

vel'(7)

indicando que saindo do vértice i temos uma certa probabilidade, 1/d(7), de seguir
para um de seus vizinhos e, a partir desse vizinho v, seguir para o vértice j. Essa
equacao nada mais é do que uma generalizacao para o método que utilizamos
anteriormente a fim de encontrar os Tempos de Alcance na reta, no ciclo e no grafo

completo. Expressando-a em notagao matricial, chegamos a
F=J+PH—-H, (2.19)

onde J;; =1 Vi, j.
Poderiamos pensar que a matriz F' seria a matriz onde todos os seus elemen-
tos sao nulos. Entretanto, temos que considerar o caso em que ¢ = j e, portanto,

F' serd uma matriz diagonal. A fim de obté-la, aplicaremos F' na distribuicao
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estaciondria 7:
Frr=Jn+H(P—-1I)'r=Jr=1, (2.20)

1
o que nos da, Fj;; = — = —O,L, ou seja, F' = 2aD.
m d(i)

Portanto, chegamos finalmente a nossa equagao matricial para H, dada por,
(I — P)H =J —2aD. (2.21)

Nosso objetivo é resolve-la a fim de encontrarmos H. Entretanto, a matriz
(I — P) nao é invertivel. Além disso, para toda matriz X satisfazendo a Equa-
cao (2.21), X + 1b* também satisfaz, para qualquer vetor b (pois, 1 é autovetor de
P com autovalor 1).

Assim, uma simples substitui¢ao nos mostra que (I — P + Q)™ }(J — 2aD) é
solugao para a Equagao (2.21). Onde a matriz ) também pode ser expressa como
17",

Da Equagao (2.17), segue que

I-P+Q=1-Y ND"?u;D7'/2 (2.22)
k=2
E, consequentemente,

(I-P+Q)" =)

k=2

DYy D72, (2.23)
1— )\

Multiplicando por (J — 2aD), encontraremos que

Teorema 2.1 (Lovidsz (1993)).

n

1 Ul%j VkiUkj
H;; = QCLZ T (d(]) — d(l)d(])) ; (2.24)

k=2

onde vy; € a i-ésima componente do autovetor de N associado ao autovalor \y.

A partir desse teorema, outros resultados importantes sao facilmente demons-

trados, como a média do Tempo de Alcance com relacao a distribuicao estacionaria:
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- - “ 1 U,%j _ Vi U5
;”jH” - ;”ﬂa; T (d(j) d(z’)d(j))
S| ) d(j
= Z Z 1_—)% (Ukj — Ukivkj %) (225>

j=1 k=2
n 1 n , Vi n ‘
-3 (- e v
=M (j:l d(z) =
. d(i)
Lembrando que, ||vg|| =1 e, v;, é ortogonal a vy, onde vy; = /m; = >
a

Segue que,

n n

Z” 3 1 3 1
]:

k=2 k=2

Da mesma forma, podemos obter:

n

= 2a 1
WZHZ — - U2-. 2.27

k=2

2.5 Tempo de Alcance para um subconjunto M

Depois de termos feito toda a andlise do Tempo de Alcance para um deter-
minado vértice num grafo, vamos pensar no caso em que estamos procurando mais
de um vértice, ou seja, queremos saber o tempo esperado para alcangar um desses
vértices.

Dada uma cadeia de Markov ergddica com matriz de transicao de probabi-
lidade P num espaco de estados X, com | X| = n e um subconjunto de elementos
marcados M C X, |M| = m. Segundo Szegedy (2004a), o tempo estimado para
que a cadeia, saindo de uma distribuicao de probabilidade p, encontre um elemento
de M, é dado por:

Hy(p) = pa(I = Par)™'1, (2.28)

onde Py, é a matriz obtida de P, removendo as linhas e colunas indexadas por M

e py € o vetor obtido de p, retirando as entradas indexadas por M.
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Como podemos visualizar essa cadeia de Markov como um caminho aleatoério
num grafo, nosso objetivo serd mostrar o resultado descrito pela Equagao (2.28)
através da Equagao (2.21), que descreve uma equagao matricial para o Tempo de
Alcance. Para isso, considere [Pj;],xn, a matriz obtida de P, zerando as linhas
e colunas indexadas pelos elementos de M. Podemos considerar, sem perda de
generalidade, que M = {k,k+ 1,...,n}, com k > 0.

Adicionando (P — Pj,)H em (2.21), temos:

(I-P)H+(P—P,)H = J—2aD+ (P—P,)H

(I-P,)H = J—2aD + (P — P\)H. (2.29)

Como estamos interessados em descobrir o tempo esperado de encontrar um
elemento de M, podemos considerar p;; = 0 e H;; = 0 Vi € M. Pois, lembrando
que o Tempo de Alcance é o tempo esperado de chegar ao destino desejado pela
primeira vez, de acordo com a Equagao (2.18), o Tempo de Alcance para o conjunto
M nao dependera nem da probabilidade, nem do Tempo de Alcance de sair de um
elemento desse conjunto para outro qualquer.

Dessa forma, as matrizes da Equacao (2.29) sao da seguinte forma:

P11 Pi(k-1) Pik Pin
P-1)1 - Pl—1)(k- P-1r - Pk-1n
p— (k—1) (k—1)(k—1) (k—1) (k—1) : (2‘30)
0 0 0 0
0 0 0 0
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pu o Pik-1 |0 0
Pt Plenbo1) | O 0
P (k—1)1 (k—1)(k—1) _ ; (2.31)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 - 0| pu Din
0 0] pei- P(k—1)n
PP, - bk " Pt | (2.32)
0 -0 0 0
0 -0 0 0
0 Hyg-1y | Hix Hip
H— 0 H— Hp_1yn H' "
(k—1)1 (k—1)k (h=tn | _  (233)
0 0 0 0 010
0 0 0 0
0O --- 0|0 0
0 - 00 0
(P — Py)H = : (2.34)
0O --- 010 0
0 - 0]0 0
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1— L 1 1 1
Uy
1 1_7r1 1 1
J —2aD = kol . (2.35)
1 1 1— L 1
Tk
1 1 1 1—%

Para encontrarmos H, a partir da Equacao (2.29), precisamos calcular (I —

Pi)
L—pu - —P1(k-1) 0 -0
1Pl = —P-11 - 1 —=pe-—nyk-1) |0 --- 0 _
0 e 0 1 -~ 0
0 0 0 1
i ] (2.36)
Consequentemente,
I—Py) 1|0
(I—Py)"' = =) (2.37)
0 1

De acordo com o que foi dito inicialmente, estamos tratando de uma cadeia
ergddica e, portanto, segundo Szegedy (2004a), (I — Pys) possui inversa. Dessa

forma, segue da Equacao (2.29) que:

H = (I - P;,)"*(J — 2aD). (2.38)
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Substituindo (2.37) e (2.35), obtemos

1—i 1 1 1
(I-Py)™t]o0 1 - 1 1
H: Tk—1
0 I 1 1 1—% 1
1 1 1 1—%

(2.39)
Mas estamos interessado em saber quem é H” (ver Equacao (2.33)), que nos
da o Tempo de Alcance para M. Vamos chamar as colunas de H” de H;, i € M.

Ou seja,

Hyy H,, | | |

H' : ; H| H, Hyow -+ H,
H = = . (2.40)

Hop—vr + Hu—1n | IR

Das Equacoes (2.39) e (2.40), claramente vemos que,
Hy,=Hp = -=H,= (- Py)'1, (2.41)

ou seja,

Hy = (I — Py)™'1, (2.42)

onde [Hys|(n—myx1 nos da todos os Tempos de Alcance de um vértice ¢ € V\M
para o conjunto M.

Por sua vez, ainda falta considerar a distribuicao de probabilidade inicial.
Podemos expressar o Tempo de Alcance para M, partindo de uma distribuicao de

probabilidade p, como:

Hy(p) =Y paHar. (2.43)

zeX
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Assim, considerando a Equagao (2.43), a partir da Equagao (2.42) chegamos
a Equagao (2.28): Hy(p) = piy(I — Py)~'1.

Outra maneira de obtermos essa equagao pode ser encontrada em (Itakura,
2008). O Tempo de Alcance é definido como uma média (esperanga). Logo, para
uma variavel aleatoria T', que assume somente valores inteiros nao-negativos, po-

demos expressar a Equagao (2.1) como

Hy = i Pr(T > t). (2.44)

t=0

Essa definigdo para a esperanga pode ser encontrada em (James, 2006). No nosso
caso, Pr(T > t) é a probabilidade de nao termos alcangado um elemento marcado
depois de t passos. Essa também é a probabilidade de ainda estarmos num estado
pertencente a X — M. Como estamos falando de Tempo de Alcance, queremos
parar assim que encontrarmos um elemento marcado. Entao, consideraremos a

sequinte matriz:

Py P
p=|" (2.45)

0 I

onde (Py; P") sao as linhas de P correspondentes a X — M e, (0 I), as linhas
correspondentes aos estados em M. Supondo que partimos de uma distribuicao de

probabilidade p, nosso estado apds ¢ passos é dado por p* P"*. Assim,
Pr(T >t) = p*P"1x_y = pi Pis1, (2.46)

onde 1x_ s é o vetor que contém 1 nas primeiras | X — M| entradas e 0 no restante.

Consequentemente,
Hu(p) =Y piPid
t=0

= 0%, (i PK/[) 1 (2.47)

= pp (I = Par) 71
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2.5.1 Tempo de Alcance para um subconjunto no ciclo

Como exemplo, vamos calcular o Tempo de Alcance para um conjunto M

num ciclo com n vértices. Nesse caso, a matriz de transicao de probabilidade é

dada por:
0Lo0o0 01
104310 00
0+o01 00
P=100 10 0 0 (2.48)
0000 01
3 000 3 0]

Dado que desejamos encontrar o Tempo de Alcance para o vértice n, ou seja,

M = {n}, a matriz I — Py, serd uma matriz em banda, como vemos, a seguir.

B -1 9 0 0 |
T 0 0
opy=| "’ - o0 (2.49)
0 0 0 (-
0 0 0 ~1

Por sua vez, podemos obter a inversa dessa matriz, seguindo algumas regras,
onde os elementos de cada uma de suas colunas sao multiplos do ultimo elemento
de cada coluna (o mesmo também ¢é valido para os elementos das linhas). Além

disso, trata-se de uma matriz simétrica.
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Assim, é facil verificar que (I — Py;)~! sera dada por,

2(n—1) 2(n—2) 2(n-—23)

4 2
8 4
12 6

Agora, para calcular o Tempo de Alcance, basta multiplicarmos essa matriz

pelo vetor 1. Logo, para cada linha teremos,

Hin

SR

J=1

Sl 3

(i(zm +Y 20 - z’>>

(2.51)

O que nos da o mesmo resultado que obtivemos anteriormente, descrito na

Equagao (2.15).

Como exemplo, veja o caso para n = 5:

8 6 4
1 6 12 8
(I—Py) ==
4 8 12
2 4 6
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De forma que,

8 6 4 2 1 4 1(5—1)

1612 8 4 1 6 2(5 — 2)
(I—=Py) 1= . = = C(2.53)

4 8 12 6 1 6 3(5 — 3)

2 4 6 8 1 4 A(5 — 4)

Portanto, temos os Tempos de Alcance para o vértice 5: Hi5 = Hys = 4 e
Hys = H3s = 6.

Poderiamos pensar agora o que aconteceria, nesse caso, se m > 1, com
M ={kk+1,..,n}

Analisando a matriz P para o caso n =5 e m = 2, por exemplo,

_05005_
0 2100
P=|0 4 0|io0], (2:54)
00 1ol
Loolto

podemos perceber que ao eliminarmos as linhas e colunas dos elementos referentes
ao conjunto M, vemos que a matriz Py, serd igual a matriz obtida para o caso
quandon =4em = 1.

Logo, podemos concluir que a matriz Py, para o caso geral, é igual a uma
matriz Pj,, onde n’ =n —m+1e |M'| = 1. Assim, da Equacao (2.51), obtemos
que o Tempo de Alcance num ciclo com n vértices para um subconjunto M serd
dado por,

Hiy=iln—m+1—1), i=1.n—m. (2.55)

Se supormos que estamos partindo da distribuicao estacionaria 7, segue que,
n—m

Hy(m) =y (I = Py)"'1 =Y mi(n—m+1-1i). (2.56)

=1
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Mas, segundo Motwani e Raghavan (1995), a distribuigao estaciondria de um
grafo conectado e nao-direcionado, é dada por

i
™= 2(—2) VieV. (2.57)

a

Logo, para o caso do ciclo, que é um grafo regular,

T, =

VieV. (2.58)

n
Substituindo (2.58) em (2.56), temos

n—m

Hy(m) = % > in—m+1-1i). (2.59)

i=1

Fazendo n = 6 e m = 2, por exemplo, obtemos:
1 10

2.5.2 Conexao com o autovalor

Nesta secao, vamos expressar a equacao do Tempo de Alcance para um sub-
conjunto em funcao dos autovalores da matriz P,,.

Considere que a matriz P é simétrica, ou seja, P = P*. Em particular, isso
implica que sua distribuicao estacionaria é uniforme. Podemos expressar P,; na
sua forma espectral:

n—m

Py =Y Nvjvi, (2.61)

k=1

onde v}, é autovetor normalizado de P); associado ao autovalor \j.
Considere u (vetor de tamanho n), a distribuigdo uniforme em X, ou seja,
u= l1 e uyps (vetor de tamanho n—m), o vetor obtido de u removendo os elementos

n
indexados por M. Defina,

0= vnuy=—=1=Y py,, (2.62)



onde v, (1 < k <mn—m) sao os coeficientes de @ expressos na base de autovetores

de PM
Assim,
1
H == = wi (I — -1
zeX

= 11*([ Py)™ M1

= = o

= a*(I — Py) ta. (2.63)
Mas,

(I=Py) =S (1= X)vjup. (2.64)
k=1
E, como A\, #1 Vk,
—1 — 1 LS
k=1

def _ 1 ok . -1~ — 2 1
har = Hya(w) = — 3 Hopg = 0°(1 = Py) = ) [l o— v (260
zeX k=1
Lema 2.1 (Szegedy (2004a)).
=0 (—L (2.67)
M= 1= APy) ) '

onde N(Py) € o maior autovalor de Py, em mddulo, e o autovetor principal € o

seu autovetor associado.

Demonstracao.
vl < ve|? < (2.68)
kz:; 1-X, = 1—=XPuy) p 1 — X(Puy)
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Pois,

R n—m n—m
ol =) jwl* = — <1 (2.69)
k=1

1
LOgO, hM =0 (m)

]

Esse resultado é importante e sera utilizado, posteriormente, para compa-
rarmos com o Tempo de Alcance quantico, visualizando seu ganho com relacao ao
classico.

2.5.2.1 Exemplo

Vamos analisar o caso do grafo completo. A matriz P; de um grafo completo

¢é da forma: ~ _
1 1 1 1
0 n—1 n-—1 n—1 n—1
1 1 1 1
n—1 0 n—1 n—1 n—1
I S T S S O
n—1 n-—1 n—1 n—1
Py = : (2.70)
1 1 1 1
n—1 n—-1 n-—1 0 n—1
1 1 1 1
| n—1 n-1 n-1 n—1 0 i
Podemos, entao, escrever Py; na sua forma espectral
n—m—1
n—m—1 1
Py=——"F7""~ _o* — E VLU 2.71
n—1 n—m-“n—m n—1 " kYK > ( )

onde
k

1 1
v = ——1eV, = —— e; — ke , 2.72
n—m n —1m k \/m (Z k+1> ( )

i=1

sendo e; o vetor que possui 1 na coordenada ¢ e 0 nas outras.
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Dessa forma, temos que

Hy = (I - Py)™'1

k=1
n_ll 1% n-— n_m_lll*
= m Un—mvn—m]' + n Z k%k 1
k=1
n J—
Como, v/¥ 1 = e vl = 0 VEk, segue que,
n—m
1) (n— 1
Hy=n=bo=m, n=ol (2.74)
m n—m m

1
Assim, o Tempo de Alcance, partindo da distribuicao estacionaria = = —1,

n
serda dado por
Hylr) = 7*(I — Py) 1 = ity 2 iz (n = 1) (2.75)
m n m
Como,
(n—m)Slj(n—m)(n—l)g(n—l)’ (2.76)
n n m m

1
entao, Hy(m) é O <£> =0 (T(PM))’ como vimos no Lema 2.1.

m
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Parte 11

Parte Quantica

33



Capitulo 3

Cadeias de Markov Quanticas

Considere uma cadeia de Markov com matriz de transicao de probabilidade
P e conjunto de estados X. Como vimos, uma cadeia de Markov pode ser vista
como um caminho aleatério num grafo G = (V, F), fazendo V = X.

Vamos pensar como seria uma caminhada nas arestas de um grafo: a aresta
(x,u), x,u € X, representa o estado do caminho estando em x, dado que o estado
anterior é u. Logo, um passo nesse caminho nas arestas nos levard de (z,u) para

(y,z) com probabilidade py,,:
(x,u) By (y,x). (3.1)

Na maioria dos artigos a maneira usual de definir caminhos quanticos discre-
tos (ou seja, o processo de quantizacdo dos caminhos aleatdrios) introduz um es-
paco moeda em adigao ao espago de estados (ou de vértices do grafo). Em (Kempe,
2003b; Venegas-Andraca, 2008; Ambainis, 2003), podemos encontrar uma descrigao
completa sobre caminhos quanticos.

O operador evolucao para um passo do caminho é dado pelo produto de dois
operadores unitdrios. O primeiro é o operador moeda (C') que atua somente no
espaco moeda e pode ser ou nao dependente do estado atual em que se encontra o
caminhante (se o grafo for regular, por exemplo, esse operador pode ser indepen-
dente, ja que os vértices do grafo possuem o mesmo grau). O segundo é o operador

de deslocamento (S) que ¢é controlado pelo estado da moeda e leva um vértice para
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um de seus vizinhos, ou seja, podemos definir

Slrylz) = [r) ), (3:2)

onde z, é o r-ésimo vizinho de z.
Como vemos em Santha (2008), podemos definir o espago moeda como X.
Nesse caso, 0 nosso espago, {|:17, y):z,y € X}, coincide com as arestas do grafo.

Entao, um passo no caminho, para o estado inicial |x, u>, sera dado por:

SC}x,u> — S

x,y> — y,x>, (3.3)

onde o operador moeda, assim definido, é controlado pelo primeiro registrador: ele
muda o segundo registrador para um dos vizinhos do primeiro.
Vamos definir outro operador C’ que atua como C, sendo controlado pelo

segundo registrador e atuando no primeiro:

C/

T, y> — |z, y> (3.4)

C’ leva o estado ’x,y> em !z,y> alterando o primeiro registrador para o valor z
que é um vizinho de y.

Entao, podemos ver que SCSC = C'C. Pois,

SCSsSC

x,u> — SC’S|x,y> — SC’|y,x> — S

z,y>, (3.5)

z,y) — |2, y). (3.6)

y,z) —

C"C!x,u> —

Logo, podemos nos livrar do operador de deslocamento e dois passos no
caminho serao alcancados pela aplicagao sucessiva do operador moeda, alternando
os registradores alvo e de controle.

Essa nocao diferente de um caminho, evoluindo através de dois operado-
res que alternadamente transformam o segundo registrador num dos vizinhos do

primeiro e; depois levam o primeiro registrador num dos vizinhos do segundo;
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é descrita por Santha (2008), como uma motivacao para o trabalho do Szegedy
(2004a,b). Pois, nesse trabalho sdo definidos dois operadores unitarios que fazem
o papel de C' e C' e que, como veremos, serao dados por reflexdes em dois espagos
diferentes. Para isso, ele utiliza a idéia de um caminho bipartido, como descrevere-
mos a seguir. Vale ainda ressaltar que a nocao de caminho quantico desenvolvida
por Szegedy foi inspirada pela idéia de caminhos quanticos descrita por (Ambainis,

2004).

3.1 Caminhos Bipartidos

Num caminho bipartido (P, Q) temos dois conjuntos de estados: X e Y.
P e () sao matrizes que descrevem as probabilidades de X para Y e Y para X,
respectivamente.

Como P e () sao estocasticas, temos:

> py=1 VzeX, (3.7)
yey
 ge=1 Vyey. (3.8)
reX

Vejamos, a seguir um exemplo de um caminho bipartido. Sejam X = {x, 25}

eY = {y17y27y3} com,

11
2 2
> 3 0
P = e@@=110 (3.9)
10%
’ 0 1

Entao, podemos representar esse exemplo através do grafo bipartido, vide Figura

3.1. Dessa forma, o caminhante pode sair da aresta (z1,y;) para a aresta (Yo, 1)

com probabilidade p,,,, = %
E interessante notar que toda cadeia de Markov pode ser convertida num

caminho bipartido através de uma simples operagao de “duplicagao”. Ou seja,
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Figura 3.1: Grafo bipartido cujo conjunto de vértices é dado por V =X UY =
{1, 9, y1,Y2,y3} € cujas arestas sdo determinadas pelas matrizes P e @, vide (3.9).

fazemos Y = X e Q = P. Como exemplo, considere X = {1,2,3,4} com,

05 0 3
L 019
P= 2121. (3.10)
0 3 0 3
3 0350

A Figura 3.2(a) representa o grafo associado ao caminho aleatério (cadeia
de Markov, X)) e o grafo bipartido da Figura 3.2(b) representa o grafo associado
ao caminho bipartido (P, @), em que P = @ e X =Y, associado a essa cadeia de

Markov. Vemos que (z,y) € E < (z,y) € E'.

1

1 1
2

2 2

4 3 3

3 4 4

(a) G = (V.E) (b) G'=(V'.E’)

Figura 3.2: Grafos associados a cadeia de Markov com conjunto de estados X =
{1,2,3,4} e matriz de transigdo de probabilidade definida em (3.10).

3.2 Quantizacao de um Caminho Bipartido

Para definirmos um caminho quantico num grafo bipartido, vamos associar ao
grafo o espaco de Hilbert HIX*XVT = HIXI @ HIV. {}x> cr € X} e {|y> Ty € Y}
sdo as bases computacionais de H!XI e HYI respectivamente. Dessa forma, va-

mos quantizar o caminho bipartido (P, @), definindo dois operadores unitarios em
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HIXXYT | cuja base computacional é {|x>|y> xe X,y € Y}.

Seja ‘¢> e H, I, = }¢><¢‘ ¢ uma projecao ortogonal em ‘@Z)> E,

refy, = 20y, — I = 2|y)(v| — I (3.11)

é uma reflexao em relacgao a |w>, pois

@)@ = 1) [v) = [), (3.12)
2le) (] = 1) [0)" = —[0)™. (3.13)

Assim, seja K um subespaco de ‘H gerado por um conjunto de estados orto-
gonais {|1/JZ>} Entao,

I = Zﬂwi = Z i) (Wil (3.14)

¢ uma projecao ortogonal em K. E, refi, = 2IIx — I é uma reflexao em relacao a
IC.
Defina A = span ({|¢x> tx € X}) e B = span ({‘¢y> (Y € Y}), onde

o= 1 (i) ) = X vlelo. 19

yey yey

|¥y) = (Z \/qy_x!33>) @ |y) =D Vg |)|y)- (3.16)

zeX zeX

Por construcao, vemos que {|gz5x> tx € X} e {|wy> (Y € Y} sao bases orto-

normais de A e B, respectivamente.

Definicao 3.1 (Szegedy (2004a)). A operacao unitiria W = refgref,, definida em

HIXXIYT ¢ chamada de quantizacdo do caminho bipartido (P, Q).

Onde,
refa =214 —1 =2 |¢a)(¢a| — I, (3.17)
rxeX
refy =2Mg — 1 =2 |1h,){th,| — 1. (3.18)
yey
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A e B também sao conhecidos como os espagos gerados pelas colunas dos

operadores A : HIXI — HIXXVT e B VT — HIXIXWI respectivamente. Onde:

A=Y [oe

zeX

é a matriz cujas colunas sao formadas pelos vetores ’¢x> E,

B = Z ’¢y><y|

yey

¢é a matriz cujas colunas sao formadas pelos vetores ’¢y>

Logo, segue que,

AAT = [0) (i) (03] = D [0)(du] = D o, =T,

1,j€X zeX zeX
BB" = Z ’¢Z> <Z}j> <¢J‘ = Z |¢y><¢y‘ = ZH% = Ilp.
1,j€Y yey yeYy

Entao, podemos reescrever

refp =214 — 1 =2AA" — 1,

refg = 2llg — I = 2BB* — I.

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Para entendermos melhor como funciona esse tipo de passeio, ou seja, como

se da a evolucao do sistema pelo operador W; vamos exemplificar, utilizando o

grafo apresentado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Grafo bipartido cujo conjunto de vértices é dado por V = X UY onde,

X = {351,1’2} eY = {y17y2>y3}-
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Com as seguintes matrizes de transicao de probabilidade

11
11 2 2
2 2 )
P = eQ:——7
11 1 3.3

4 4 2
0 1

(3.25)

que mapeiam as probabilidades do conjunto X para o Y, e do Y para o X, res-

pectivamente.

Nesse caso, a base computacional do nosso espaco de Hilbert é

{lz)]w1),

Os estados ‘¢x> sao descritos como:

) =/ Slelon) +y el
60 =y Sl + e le) + /Bl

E os estados ‘@Z)y1>

o) = /3l + 4/ 3l
o) = /3l + 4 2o

[ya) = |22) |ys)-

w)|ye), [w)]ys)s [22) [y1). |w2)|ye), [w2)|ys) } -

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

A partir disso, é possivel escrever as matrizes A e B, que possuem como
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elementos de suas colunas, os estados |¢x> e ‘¢yi>, respectivamente.

e B= (3.32)

o o o ogg
[N N | =

N= | =] =
o ﬁ‘ o o ﬁ‘ o
wIin Wl
(@)

o o QV o o
N |+ [T

Com essas duas matrizes em maos, é facil encontrar o operador W, que é

dado por: W = (2BB* — I)(2AA* — 1),

] -
0 00 -} 3 P
Vi _\2
S ILICIE R
0 01 0 0 0
W (3.33)
0 10 0 0 0
2v2 o L _1 2
3 6 6 6
000 ¢ 2 0|

Aplicando o operador W ao estado ‘x1>|y1>, vemos que

_ 1 - ; _
ol |
0 0 1 21/2

W’x1>}y1> =W = = —§’$1>|y2>+T\/_|xz>‘y2>. (3.34)
0 0
o| |
0 0

Entao, partindo de |x1> ‘y1> (podemos interpretar esse estado como a posigao
do caminhante, estando no vértice x1, tendo saido do vértice y;), apds a aplicagao

do operador de evolucao, o caminhante tera probabilidade % de estar no vértice x1,
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vindo de ¥, e probabilidade % de estar no vértice x5, vindo de ys.

3.2.1 Analise espectral de W

A fim de calcular o espectro de W, vamos utilizar a decomposicao em va-

lores singulares da seguinte matriz: D(A, B) = A*B, que é chamada de matriz

discriminante.
D(A,B)=AB =Y _[r){du|uy) (y]-
reX
yey
Mas,

b = (S vmtelil) (3 vl

i€y jex

= > Paitly (=] (i]y)

€Y, jeX

= \/DPzyQyz-

Substituindo em (3.35),

D(A, B) = Z vpxy‘Jyac|x><y|’

zeX
yey

(3.35)

(3.36)

(3.37)

ou seja, D(A, B) é a matriz cujos elementos sao dados por D(A, B);; = +/PijGji-

Seja ‘v> € HY!, podemos interpretar
AD(A, B)|v) = AA*B|v) = 14 B|v)

como uma projecao ortogonal de B em A.

Da mesma forma, se }w> S H|X|, entao
BD(A, B)*|lw) = BB*A|w) = IIgA|w)

é uma projecao ortogonal de A em B.

(3.38)

(3.39)

Agora, considere A o valor singular de D(A, B) com |v> e ‘w> seus vetores
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singulares associados (normalizados). Entao, as seguintes identidades sao satisfei-

tas:
D(A, B)|v) = Mw) = A*B|v) = Mw), (3.40)
D(A, B)*|w) = Mv) = B*Alw) = A|v). (3.41)
Dessa forma, temos
AA*Blv) = M|w) = T4Blv) = AMw), (3.42)
BB*Alw) = AB|v) = lgA|w) = AB|v). (3.43)
Podemos notar que,
[1B[o)I[=[llo)]] = Le ||Alw)]| = [[[w)]| = 1 (3.44)
pois,

A*A

w) = J(wlw) = [[[w)]] = 1. (3.45)
B*Blv) = /(v]v) = [|[v)]| = 1. (3.46)

| Afw)]| = /(w
[1Blo)]| = /(v

Portanto, das Equagoes (3.42), (3.43), (3.44) e, como as projegdes nao au-
mentam o tamanho do vetor, todos os valores singulares de D(A, B) sdo no maximo
1. Além disso, os valores singulares sao positivos por definicao. Logo, podemos

escrever \, valor singular de D(A, B), como
A=cosf, 0<6<m/2 (3.47)

onde # é o angulo entre os subespacos A e B (pois, <w}A*B’v> = Cos 9).

Agora, estamos prontos para encontrar o espectro de W.

Teorema 3.1 (Szegedy (2004a)). Sejam cosby, ..., cosl; os valores singulares de

D(A, B) em (0,1) e seus vetores singulares associados |vy) e |we)(1 <k <1):
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(1) Em (A, B) os autovalores de W que tém parte imagindria nao nula sao

et20 o200 ¢ seus respectivos autovetores:

A‘w1> - eiwlB‘vl>, o ,A|wl> — eiw’B|vl>;

(2) Em ANB, W atua como I. AN B coincide com o conjunto de vetores

singulares de D(A, B) com valor singular 1;

(3) Em ANBL e AANB, W atua como —1. ANBL coincide com o conjunto de
vetores singulares a esquerda de D(A, B) e AXNB coincide com o conjunto

de vetores singulares a direita de D(A, B) com valor singular 0;

(4) Em (A, B>L = AN B, W atua como I.

Demonstragao. Sabemos que W = refgref, = (2l — 1)(2I14 — 1). Para cada par

de vetores singulares ”U> e |w> com valor singular A:
[I4Blv) = AM|w) e IgA|w) = AB|v), (3.48)

ou seja, <B}v>, A‘w>> é invariante sob a agao de W. Pois, seja ‘u> € <B‘v>, A‘w>>,
Wlu) € (BJo), Alw)).
Vamos, agora, tentar achar os autovalores de W a partir dos valores singulares

de D(A, B):

e A=cosl=1=0=0
4B|v) = A|lw) e lIgA|w) = Blv). (3.49)

= B‘v> e A‘w> € AN B. Isso ocorre porque o angulo entre A e B é 0.
Consequentemente, em A N B, W atua como a identidade. E, portanto,

A N B sao autovetores de W com autovalor 1.
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e A=cos=0=0=m/2
I4Blv) =0 e lgA|w) = 0. (3.50)

Para que isso ocorra teremos: B|v> cAtNBe A‘w> € AN B*t. Nesses
conjuntos, W atua como —I, ou seja, todo vetor em AN Beem AN B+

¢é autovetor de W com autovalor —1.

e \=cosf e (0,1)
[I4B|v) = cosA|w) e lIgA|w) = cos§B|v). (3.51)

Esse é o caso em que <B’v>, A’w>> tem dimensao 2. Entao, vamos tentar
encontrar ( tal que ‘u> = A’w> + ﬁB|v> seja autovetor de W, ou seja,

W|u) = e*|u) (j& que W é unitério, seus autovalores sdo da forma e®).

Wlu) = (2lp — 1)(2114 — 1) (A|w) + BB|v))
= (20 — 1) (A|w) + 2614 B|v) — 3B|v))
= (213 — 1) (A|w) + 28 cos A|w) — BB|v))
= (2115 — 1) (1 + 28 cos ) A|w) — BBv)) (3.52)
= 2(1 4 2B cosO)lIgA|w) — (1 + 268 cos ) Ajw) — BB|v)
= (24 4B cosb) cos B|v) — (1 + 28 cos ) A|w) — BB|v)

= (=1 =28 cos)A|lw) + (2cos 0 + 45 cos* 6 — B) Bv).

Assim, resolvendo o seguinte sistema de equacoes:

e = —1—2Bcosb
(3.53)
Be'™ = 2cosh + 4B cos’ 0 — 3

encontramos que: 3 = —e*" e @ = £26. Portanto, |u) = A|w)—e*’B|v)

com \ = e,
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E importante ressaltar que no caso em que <B|v>, A|w>> tem dimensao 2, a
aplicacao de W a um dos elementos desse espago realiza duas reflexdes em dois eixos
diferentes, o que equivale a realizar uma rotagao cujo angulo é o dobro do angulo
entre esses eixos. Entao, teremos que, nesse espaco bidimensional, W aplicard uma
rotacao de 26.

Os vetores singulares de D(A, B) descrevem o comportamento de W em
(A,B). Em (A, B)" = AL N BL é facil ver que W atuard como I. Seja lu) um

vetor nesse conjunto,

(2105 — 1)(2M4 — D) |u) = 2z — 1) (—|u)) = — (—|u)) = |u). (3.54)

3.2.2 Evolugao do Sistema

Seja ‘z> € (A, B) unitario. Nosso objetivo, nessa segao, é estudar uma média
associada a evolucao do sistema: ‘z>, W}z>, W2‘2>, ey WT|z>, €cOMoO vemos em
Szegedy (2004a). Este estudo serd importante pois estara associado a definigdo do
Tempo de Alcance no caso quantico.

Assim, defina,

F(2.T)==——Y (z[W']z). (3.55)

‘z> mora no subespago <A‘w>, B‘v>>, que ¢ invariante sob W, com cos ) seu
valor singular associado. Mas, se fizermos |z> => uk.‘zk> tal que |H2k>H =1le

}zk> € <A|wk>, B‘vk>> bidimensional com cos 8, o valor singular associado, entao,

MH

F(z,T) (z|W*|z)

~+
Il
(en)

(3.56)

Mq

T+1

;Vk <zk‘Wt}zk> )

t

Il
=)

Nesse caso, temos que <zk}Wt|zk> = cos(2tfy), pois como ji vimos, nesse

espaco bidimensional, W realiza uma rotacao cujo angulo é o dobro do angulo
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entre os eixos de suas reflexoes. Utilizando desse fato e considerando a seguinte

identidade,
a cos(TB) —cos((T'+1)B) +1 —cos 3
Zcos(tﬁ) = 20— cos ) , (3.57)
temos que
T
F(z, T+1ZZV’3COS (2t6y,)
=0 (3.58)

I
cos(276x) — cos(2(T + 1)8x) + 1 — cos(20y)
2(T + 1)(1 — cos 26;) '

_ 2
= vy
k

Vamos, entao, obter um limite superior para F(z,7). Naturalmente, pode-

mos ver que

,_\
I~
T~
I

F(z, Z 2| W) <> v (359

ja que W é um operador unitario composto por duas reflexoes.
Além disso, utilizando as inequagoes | cosa — cos 8] < |a — 3| e 1 — cosa >

a?/8 = a < 8(1 — cosa)/a, temos

,€08(270)) — cos(2(T + 1)6x) + 1 — cos(26y)

=2 n 2(T +1)(1 = cos(26))

OT6), — 2(T + 1)04| + |0 — 260,
< 5 216,
<D 2(T + 1)(1 — cos(20;))

k
46,
< 2
- Zk: "ES(T + 1)(1 — cos(20;)) (3.60)
8(1—cos(26g))
2 (Mg

< Xk: VIEQ(T + 1)(1 — cos(264))

4
< S —
N ;Vk (T'+ 1)6
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Portanto, de (3.59) e (3.60),

4
T) < 2
P 1)< ) i m{ T+1)0k}

(3.61)

Lema 3.1 (Szegedy (2004a)). Seja E = >, vi/0k, T > 100E. Temos que

F(z,T)<0.5.

Demonstracao. Definindo K = {k|1/6, > 10E} temos que

Z +ZQ—>Zuk10E+Z Vi >10E> 1.
k

keK kg K keK k¢ K keK
Logo,
d <ol
keK
De (3.61), segue que:
4.10F
T < 1 < 0.5.
F(z, Zyk—i-ZVk <0 +100E_O5
keK kg K

(3.62)

(3.63)

(3.64)

[]

Esse Lema 3.1 terd um papel importante quando formos encontrar um limite

superior para o Tempo de Alcance quantico, que sera definido no capitulo a seguir.
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Capitulo 4

Tempo de Alcance Quantico

Na literatura podemos encontrar varias contibuicoes a respeito do Tempo de
Alcance em caminhos quanticos. As referéncias (Kempe, 2003a) e (Krovi e Brun,
2006) definem maneiras diferentes para calcular o Tempo de Alcance, que variam
entre, deixar o caminho evoluir até que a probabilidade de atingir um elemento
marcado ultrapasse um determinado valor; ou fazer uma medida parcial a cada
passo, checando se o caminhante atingiu o vértice marcado. Ja em (Kempf e
Portugal, 2009), temos uma noc¢ao que se baseia na definicao da velocidade do
caminhante enquanto o visualizamos como uma onda.

Neste capitulo, iremos descrever como (Szegedy, 2004a) define o Tempo de
Alcance sob o escopo da quantizacao de um caminho bipartido. Além disso, ele é
descrito para um subconjunto de elementos marcados M C X, como veremos, a

seguir.
4.1 Definicao

Assumiremos daqui em diante que X =Y, P = P* e P = (). Vamos alterar

0 nosso caminho, utilizando a matriz P’, ja definida na secao 2.5, dada por:

Py P
p=|" . (4.1)
0 I
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Essa matriz estocastisca faz com que ao encontrar um elemento marcado, o cami-
nhante permaneca nesse estado. Ou seja, a evolucao do sistema, partindo de uma
distribui¢ao de probabilidade, nos levard a algum elemento marcado (nesse caso,
todos os caminhos nao levam a Roma e, sim, a M). Como vemos na descrigao da
matriz P, teremos p,,, = d,, para cada elemento x € M.

Podemos perceber que o Tempo de Alcance classico, partindo da distribuicao
estaciondria 7, ou seja, > 7, H, p, coincide com o primeiro ¢ em que a norma em
L, de 7*P"" — 1* se torna suficientemente grande. Pois, somente a partir de um
determinado instante ¢, o caminhante tera alcancado um dos elementos marcados.

Chamaremos Wp, a quantizacao de P e Wp/, a quantizacao de P’. A intencao
de Szegedy (2004a) é definir o Tempo de Alcance de Wp como o menor ¢ tal que

a norma em Lo de ng,|¢0> — ‘¢0> seja suficientemente grande. Onde,

[6o) = f > VPa|t)ly) (42)

z,yeX

¢é o estado inicial. E valido lembrar que a matriz P é simétrica e, consequentemente,
a distribuicao estacionaria sera uniforme.

O estado inicial é invariante sob a acao de Wp, pois

i) = <= 3 VARl = = = 3 vEmla)ly) = 30 led e A (43

x yeX reX yeX reX

Mas, Pzy = Pyz; logo

o0) = 3 = - Vi) = 3 ) € B (44

yeX zeX yeX

> é autovetor de Wp com

Ou seja, > € AN B e, pelo Teorema 3.1,

autovalor 1.

Entretanto, > nao permanecera invariante sob a acao de Wp. A cada
passo, ele sera modificado até que se torne um estado bem diferente. Isso ocorre

porque Wpr se comportard de maneira diferente nos estados ‘x> ‘y> em que ou |a:>
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ou ‘y> é um elemento em M.

Definigao 4.1 (Szegedy (2004a)). O Tempo de Alcance de Wp para um conjunto

de elementos marcados M € o numero de passos, Hpyr =T, tal que

F(T)>1- pt (4.5)
onde .
(T) = g S Whfaw) = [oo)] - (16

Podemos identificar 1 — ™ como o valor da distancial entre a distribuicao

de probabilidade uniforme e a distribuicao de probabilidade uniforme somente nos
elementos marcados.
Se considerarmos o espectro de Wp: podemos encontrar uma expressao para

a Equagao (4.6). Seguindo o Teorema 3.1, do capitulo anterior, vamos chamar

V2sin b, (4.7)

os autovetores normalizados de Wps com autovalores e*2%i (0 < 0; < 3, que nos
totaliza no maximo 2n autovetores de Wp/. Pois, os autovetores ‘a]ﬂ dependem
dos vetores singulares da matriz discriminante, que é uma matriz quadrada de
dimensao n. Os autovetores restantes pertencem ao autoespaco de autovalor 1,
vamos chama-los de }aj>. Consequentemente, o nimero de autovetores dependera
da multiplicidade do valor singular 1 da matriz discriminante.

Podemos expressar nossa condicao inicial na base de autovetores do operador

de evolucao:

n—k n?—n+k
[00) =D (cflof) +eila)) + Do elay), (4.8)
j=1 j=n—k+1

1 Veja (Nielsen e Chuang, 2005), cap. 9, para o calculo da distancia, tanto cldssico quanto
quantico, entre distribuicoes de probabilidades.
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onde k é a multiplicidade do valor singular 1. Os coeficientes cjt sao descritos por

= (a5 | o) (4.9)
e obedecem a seguinte condicao
n—k n2—n+k
S (P +1eg )+ X Jal =1 (4.10)
j=1 j=n—k+1

Dessa forma, somente os valores singulares de D diferentes de 1 serao utiliza-
dos para calcular o Tempo de Alcance, pois ao aplicarmos o operador de evolucao

na condi¢ao inicial, obtemos

—k n?2—n+k
W, <Z50 — Z 2i9jt‘ozj+> + c;e*mft‘a;» + Z cj|ozj> (4.11)
= j=n—k+1

e ao fazermos a diferenca ng,{(bo> — ‘¢0>, vemos que os termos no autoespacgo de
autovalor 1 irao desaparecer. Assim, a partir das Equacoes (4.11) e (4.8), temos

que

||W1tg,{¢0> }¢0>H =4 Z |cj| — To(cos b)), (4.12)

onde ’c]’ = }c | = ’c ‘ e T, é o n-ésimo polinomio de Chebyshev do primeiro
tipo (Abramowitz e Stegun, 1972).
Usando as Equagoes (4.12) e (4.6), obtemos

n—k

: Z|CJ| (2T 41 — Uyr(cosby)), (4.13)

FT) = T+1

onde U, é o n-ésimo polinomio de Chebyshev do segundo tipo. Portanto, o Tempo

de Alcance quantico é dado por

Hppr = {F*l (1 - Tﬂ . (4.14)
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4.2 Resultados

Nesta secao, veremos alguns resultados obtidos a partir da definicao do
Tempo de Alcance quantico. Como consequéncia, obteremos a relagao entre os
Tempos de Alcance clédssico e quantico, mostrando o ganho que existe ao utilizar-

mos essa nova definicao.

Lema 4.1 (Szegedy (2004a)). O Tempo de Alcance de Wp com respeito a M €,

no mdximo,

3

—m
10Qn Vi ! ~, (4.15)
1-2 1 =N\,
n k=1
!/ / ~ . / !/
onde ‘vl>, U vn7m> sao os autovetores normalizados de Py com, N}, ..., A\, _.
. . . 1 .
seus autovalores associados. FE, vy sdo os coeficientes de ‘u> = —=1 escritos na

NG
base de autovetores de Py, ou seja, |ﬁ> =S I/k|1};€>.
Demonstracao. Sabemos que D;; = | /Di;qji. Nesse caso, temos P = @) e p;; = pji.

Logo,

Py P" Py 0
p=|" —p=| " . (4.16)
0 I 0 I

Para 1 < k < n —m, considere |vk> o vetor obtido de ‘v,’g>, aumentando com
zeros as coordenadas indexadas por M. E facil ver que ‘vk> 1<k<n—m)e
}x> (x € M) sao autovetores de D. Nesse caso, como D ¢é simétrica, o médulo dos

seus autovalores sao os seus valores singulares.

Defina,

[6) = D (alow) Vomlo)ly) = 3 (elon) [6:) = o), (417)

k) = D (ylve) VBl @)y = > (yloe) [y) = Blog).  (4.18)

Como consequéncia do Teorema 3.1, temos que o subespaco <}¢k>, |2/1k>> é
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invariante sob Wp,. Vamos escrever |qb0> = |¢01> + ‘¢02> onde,

o) = 75 O kel

zeX\M
yeX

o) = == 3 Vil

zeM
yeX

Note que,
1) (¢o1|doz) =0

2) <¢02{¢02> = % = € pols,

o) = Y- 7= 3= Vamlola) = 3 <zlo)

zeM yeX zeM

3) |bo1) = Dok_y" vk|ok) pOis,

= Z l/k‘vk> :> — = Z vy, <x‘v;€> Ve e X\M,
k=1

substituindo em |(b01>, obtemos:

o) = 3 (STuele)) vamlel

n—m n—m
= Vg, <I‘Uk> |¢x> = Z Vk’¢k>;
k=1 zeX k=1

4) {poi|po) =1 —e= 31"},

Agora, vamos considerar:

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)



Mas, 1 — cosa > /8. Entao,

v

(4.25)

Segundo a definicao de ‘¢01>, obtida pelo item (3), podemos aplicar o Lema

3.1 para |z> = \/11__€’¢01>. Dessa forma, obtemos que F(z,7T) < 0.5.
Mas,
. I
_ t
F(z,T) = 1 tz; (z|Wh|2)
1 1
=77 2; — (0 [Wh |on)
1
= :f(¢01,T)-
Logo,
1
1—_€f(¢01,T) <0.5= f(¢01,T) < 05(1 — E).
Como,
1 < 1 <
F(po2, T) = Tx1 Z <¢02‘W1’§, bo2) < T+1 Z <¢02‘¢02> <e
t=0 t=0

Entao, temos

F(0,T) = F(¢o1,T) + F(¢o2, T)

< (1—¢€)0.5+¢€=0.5+0.5e.
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Precisamos estimar,

T
THZHWP/% ESIE 22—2<¢0|W1€/|¢0>)
t=0

=2—2F(¢o,T) (4.30)
> 2 —2(0.5 + 0.5¢)

>1—e.

]

Corolario 4.1 (Szegedy (2004a)). Para toda cadeia de Markov ergodica X, tal

que P =P e M C X, m <5, o Tempo de Alcance de Wp com respeito a M ¢
1
0 (/=)

Demonstrag¢ao. Como

v <1, (4.31)
k=1
temos que
n—m UQ\/T . n—m )
k F—
k=1 L= X \ e
< , (4.32)
k=1
< 1
=\ 1= MNPy
O

Consequentemente, o Tempo de Alcance quantico tem ganho quadratico em
relagao ao classico, pois, como vimos no Lema 2.1 do Capitulo 2, o Tempo de

Alcance cldssico é O (ﬁ)

Lema 4.2 (Szegedy (2004b)). Dado que a diferenca entre os dois maiores autova-

lores de P seja maior que § e ™ > € entdo A\(Py) <1 —¢€/2.

Demonstragao. (Szegedy, 2004b) O
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Esse resultado é importante pois relaciona o espectro da matriz Py, com o
da matriz P. E, portanto, podemos expressar o Tempo de Alcance em termos de

€eo.
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Capitulo 5

Algoritmo de Deteccao

m

$o) — ’¢0>H2 > 1 — ™ nao implica que ao

A condigao %H S |[w
medirmos W}, |¢) tenhamos um elemento marcado com probabilidade constante.
Entretanto, muitas vezes precisamos apenas resolver o problema de detectar se o
conjunto de elementos marcados é vazio ou nao (Szegedy, 2004a).

E importante notar que em computagao quantica, detectar e encontrar um
elemento marcado sao problemas substancialmente diferentes, ao contrario do que
acontece na computacao classica (Magniez et al., 2009) .

Entao, considere o Algoritmo 1, a seguir, que recebe W (que pode ser tanto
Wp quanto Wp mas, nao sabemos qual dos dois), escolhe aleatoriamente 1 < ¢ < T

e cria o estado

%}0> (‘¢0>+Wt|¢o>)+%}1> (‘¢0>—Wt‘gbo>), (5.1)

onde o primeiro registrador é um registrador de controle adicional.

Entao, o algoritmo comeca do estado inicial

[0) = 10) ® |0). (52)

Na linha 2, ele aplica H (porta Hadamard! ) no registrador de controle, transfor-

I Operador unitario descrito por H = % { 1 _11 ] .

o8



Algoritmo 1: Detecta Marcado (Szegedy, 2004b)

1 Coloque os registradores no estado inicial: ’0> ® ‘¢0>
2 Aplique H no registrador de controle

3 repita

4 se o registrador de controle for ‘1> entao

5 L Aplique W;

6 até t vezes

7 Aplique H~! no registrador de controle

8 Meca o estado final: |b>|l>‘j>

9 seb=1o0ut e M entao

10 L retorna “elemento marcado detectado”;

11 senao
12 L retorna “conjunto de elementos marcados é vazio”;

mando ‘¢0> em

i) = (H @ 1)) = 5[0} on) + 75 1)) 9

Depois, seguimos para a linha 3, onde aplicamos o operador W t vezes, no estado
que contém o registrador de controle igual a ‘1> (isso equivale a aplicar o operador

W-controlado):
1 1
[v2) = C (W) [4x) = 5 [0)]60) + = [1)W*[do). (5.4)
Em seguida, na linha 7, aplicamos H~! = H no registrador de controle:

va) = (H ® Dfa) = 1 (10) + 1)) [on) + 3 (10) — [1)) W)
= 210) (160) + W7o + L[1) (|ow) — W']e))-

Na linha 8, fazemos a medida usando os projetores da base computacional, obtendo

[va) = [b))]4)- (5.6)

E, finalmente, apds realizada a medida, poderemos concluir se o conjunto de ele-

mentos marcados é ou nao vazio.
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5.1 Analise do Algoritmo

Vamos analisar os dois casos: quando M é vazio, implicando que W = Wp e
quando M nao é vazio, W = Wp.

Entao, se W = Wp, o registrador de controle é ‘O> com probabilidade 1, pois
}gb0> é autovetor de Wp com autovalor 1 e, como consequéncia, o estado ‘1/)3> se

reduz a

[¥3) = 10) ([¢0) +W'|60)) (5.7)
Mas, se W = Wp, o registrador de controle é ‘1> com probabilidade

—4(T1+ 1 > 1[W o) = éo)||” > i (1-2). (5.8)

t=0

Ou seja, a probabilidade é da ordem do Tempo de Alcance quantico. Considerando

1

que m < 7, por exemplo, a probabilidade de M nao ser vazio ¢, pelo menos, 3.

5.2 Exemplo

Como exemplo, vamos descrever como podemos aplicar o algoritmo de Sze-

gedy para resolver o problema da distingao de elementos (Element Distinctness).

5.2.1 O problema da distincao de elementos

Dado um conjunto de elementos, {z1,...,xy}, queremos saber se todos sao,
ou nao distintos, ou seja, queremos saber se existem 4,5 com ¢ # j tal que z; = x;.

O melhor algoritmo cléssico tem complexidade O(N log N) e é resolvido fa-
zendo a ordenagao dos elementos. Dessa forma, se existirem dois elementos iguais,
eles estarao em posigoes adjacentes.

Ambainis (2004) mostra como resolver esse problema através de um passeio
quantico num grafo de Johnson? com complexidade O (N %>, atingindo o limite

inferior, mostrado por Shi (2002), para algoritmos quanticos.

2 Grafo cujos vértices sdo subconjuntos de um conjunto fixo e cujas arestas conectam vértices
que diferem num determinado ntimero de elementos.
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5.2.2 Aplicando o algoritmo de Szegedy

Para utilizarmos o método de Szegedy também iremos utilizar um grafo de
Johnson. Entao, seja Jy,,—1 0 grafo de Johnson cujos vértices sao subconjuntos
de tamanho r de um conjunto com N elementos e cujas arestas conectam vértices
cujo tamanho de sua intersecgao é r — 1. Na Figura (5.1), vemos um exemplo de

um grafo de Johnson, Jy 2.

Figura 5.1: Grafo de Johnson, Js2;. Os vértices sao subconjuntos de tamanho 2
do seguinte conjunto {1,2,3,4}. Dois vértices estao conectados se a intersecgao
entre eles possui 1 elemento apenas.

Um vértice do grafo é marcado se ele contém um par de elementos iguais.

Nosso espaco de estados X tera tamanho

n— (jrv ) (5.9)

e as componentes de sua matriz de transicao de probabilidade sao dados por

1
1 selinjl=r—1;
Pij = r(N =) (5.10)
0, caso contrario.
Ou seja,
p— et (5.11)

r(N —r)
Segundo Itakura (2008) os dois maiores autovalores de Jy,,—1 s@o: A; =

r(N —r) ey = (N —r)— N. Consequentemente, a diferenca entre os dois
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maiores autovalores de P é

d=1-— = > —. (5.12)

Precisamos estabelecer um limite inferior pra ™. Para isso, temos que con-

siderar o caso em que temos apenas um par de elementos iguais. Assim,

m () r(r—1) r?
WS TN Sr—(N—r—1) Z aNT (5.13)

Agora, podemos utilizar o Lema 4.2, que relaciona o espectro de Py, com o espectro

de P. A partir das Equagoes (5.12) e (5.13), temos
AMPy)<l——=1-—. (5.14)

Substituindo esse valor no Tempo de Alcance quantico, obtemos

Hpas = O ( %) _0 <%> , (5.15)

que é exatamente o resultado obtido por Ambainis (2004). Ao fazermos r = N g,
teremos Hppy = O <N %>. A vantagem de utilizarmos o algoritmo de Szegedy
deve-se ao fato de nao precisarmos de algoritmos diferentes quando temos mais de
uma solugao, ou seja, quando temos mais de um par de elementos iguais no nosso

conjunto; ao contrario do que acontece no algoritmo de Ambainis.
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Capitulo 6

Tempo de Alcance no Grafo Completo

Apo6s termos visto todo o desenvolvimento desta teoria de cadeias de Markov
quanticas que, nada mais é do que a quantizagao do caminho bipartido obtido de
uma cadeia de Markov; vamos aplicd-la ao grafo completo para, assim, completar-
mos nosso entendimento. Os resultados deste capitulo encontram-se descritos em
(Santos e Portugal, 2010).

Vamos considerar que os vértices do grafo sao numerados de 1 a n e que os
ultimos m vértices sao marcados. Relembrando a decomposicao espectral de P,

do grafo completo, apresentada na secao 2.5.2:

B n—m — 1 . ) n—m-—1
PM = n—1 }'Un—m><vn—m| 1 o ‘Uk> Uk| (61)
onde
1
| nm>_\/72’]>e‘ vy) = m(Z\j} k\k+1>) (6.2)
6.1 Valores e vetores singulares da matriz discriminante

Os elementos da matriz estocastica P’, que é obtida a partir da matriz esto-

castica P para o grafo completo, sao dados por:

1 — 0y

) 1 1<z<n—m;

py=q - (©:3)
Oy, n—m<x<n



Sabemos que os elementos da matriz discriminante D,y = /PzyGyz- Entao, a matriz
discriminante associada a matriz P’, nesse caso, é uma matriz simétrica descrita

COIMo:

Py 0
D= . (6.4)
0 I

Dessa forma, seus valores singulares equivalem aos autovalores de Py, e de
I em moédulo. Considere |vk> o vetor obtido de |’U;c> aumentando com zeros as
coordenadas indexadas por M. A Tabela 6.1 mostra os valores e vetores singulares

para a matriz D.

Valor singular | Vetor singular | Vetor singular Intervalo
a direita a esquerda
cos@lzﬁ ‘”uk> ‘wk>:—|vk> 1<k<n—-m-—1
cos By = ”;’f;l !vn,m> }wn,m> = ‘vn,m> k=n—m
cosf; =1 !vk>:}k> ‘wk>:‘k> n—-m+1<k<n

Tabela 6.1: Valores e vetores singulares da matriz discriminante D, associada a
matriz estocastica P’, para um grafo completo com n vértices e m vértices marca-
dos.

6.2 Autovalores e autovetores de Wp,

Utilizando o Teorema 3.1, podemos obter uma boa parte dos autovalores e
autovetores de Wps a partir dos valores e vetores singulares da matriz discriminante.
Entretanto, nao conhecemos uma expressao para todos os autovetores de autovalor
1. Mas, como vimos na secao 4.1, esse autoespaco nao serd utilizado no célculo do
Tempo de Alcance quantico. O espectro de Wps é apresentado na Tabela 6.2, a

seguir.
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Autovalor Autovetor Intervalo

A‘wk> — eilelB‘vk>

T2 ‘a,f>— N 1<k<n—-m-1
; A wn_m> — 2B vn_m>
eiQ ) ‘Oé'r:‘L:—m — | \/§Sin 92 ‘ k, —n—-m
1 ‘ak> 1<k<n®2—2n-—2m

Tabela 6.2: Autovalores e autovetores do operador de evolugdo Wp: para o grafo
completo.

Consequentemente, temos que

n—m—1 n—m—1

Wp = " Z o ) {aif| + e Z oo ) o |+ €% |ag_ ) (an_| +
k=1 k=1

n2—2(n—m)
e_2i92|a;_m><oz;_m| + Z ‘ak><ak‘. (6.5)
k=1
6.3 Tempo de Alcance
Para calcularmos o Tempo de Alcance quantico, vamos utilizar a Equacao

(4.13) para F(T'), descrita no capitulo 4. Para o grafo completo, temos

g2 (oo (1))

J=1 (6.6)
et 100 (52)))
Precisamos calcular }cj‘ = |c;t| = ‘ <aﬂ¢0> ‘ A condicao inicial, nesse caso,
se reduz para:
[#0) =

\/7_1 Z — duy)|2)|y)- (6.7)
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Lembrando que

) = 32 \frlela) ) = 3 el (69

a partir de (6.3), podemos notar que

0, n—m<j<n.

<¢j}¢o> = <¢j‘¢0> = { bolsgs | (6.9)

Dessa forma, temos que

+ _ 1 o *_eﬂle *
(o lon) = oo (] (=4 = B) o)

N \/_81n9 (; (ve]) (@=|d0) + ™ Z (vely) wy‘¢0>>

_ (Z () + 7 Z <vk\y>>

V/2n sin 6,

n—m

1 $29
_ +€ 1 Z <’Uk‘

V2n sin 6, —

n—m

- ﬁiliei\/*;mzz:(z@m ¢ k“m)

_o ™) 2o (6.10)
 Vonsin6 vk + k2 o '

6:Fi02 B*)

(0 nln) = ﬁsme (nnl (47 )
- Zenn (Z (tn-me) (9elo) + €7 z (vrel) <wy<¢o>)

VG smaglm (Z_: (Balon) =™ <wy}¢°>>

y=1

1

- V2sinby/n —my/n (fn = m) =T = m)
_ \/_VQZ ;n”;2(1 — eFif), (6.11)
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E, portanto,

N 0, 1<j<n—m-—1,;
F=1 ) (6.12)
T Vensme, 0 J T T
Substituindo (6.12) em (6.6), obtemos
2(n—1)(n—m) (2T + 1 — Uyp (=2
F(T) = (n—1)( ) ( or (507)) (613

n(2n—m—2)(T+1)

Nos graficos da Figura 6.1, podemos analisar o comportamento da funcao
F(T). Ela cresce rapidamente passando da linha tracejada, que marca o valor

1 — ™, e depois oscila em torno de seu valor limite, que é dado por

fim £ = I

(6.14)

e esta representado pela linha pontilhada. O Tempo de Alcance é justamente o

instante em que F'(T) intercepta a reta 1 — .

[—FT) ——1-mm - limite | [—FT) ——1-mn - limite

10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

T T
(a) n =100 e m = 1. Nesse caso, Hp  ~ (b) n =100 e m = 23. Nesse caso, Hp p =~
6.45. 1.05.
Figura 6.1: Gréficos da funcao F(T') (linha sélida), 1 — ™ (linha tracejada) e

% (linha pontilhada) para um grafo completo. O Tempo de Alcance é o

tempo T em que F(T) =1 — 2.

Como o Tempo de Alcance é dado por F~! (1 — %), ao fazermos a expansao
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em séries para essa equacao com n > m, obtemos

Hpu % \/Tn - 21 _1__‘7; j()(l)(%)z +0 (%) , (6.15)

onde jy é a primeira funcao de Bessel esférica (Abramowitz e Stegun, 1972). O

valor de j,! (%) ¢ aproximadamente 1.9. Entao, considerando apenas o primeiro

termo da Equagao (6.15), temos

Hppr ~ 0.67, ] . (6.16)
m

6.4 Evolugao do caminho

Apesar do cédlculo do Tempo de Alcance quantico nao necessitar do autoes-
paco de autovalor 1, se quisermos calcular a probabilidade de sucesso num instante
t, ou seja, se evoluirmos o sistema até ¢ e quisermos saber qual a probabilidade de

obtermos um elemento marcado, precisamos considerar esse autoespaco e encontrar

Wk o) explicitamente.
No caso do grafo completo, os autovetores |, ) ¢ alguns autovetores asso-

ciados ao autovalor 1 sdo ortogonais a condigao inicial. Assim, da Equacao (6.5),

temos
2-2(n—m)
WP’ ¢0> 22€2t + |an m> _'_67210215 - ‘O‘n m> + Z Ck|Oék>. (617)
k=1

Substituindo ‘an m> descritos na Tabela 6.2, e ¢ obtidos na Equa-

n—m.

¢ao (6.12), obtemos

W,

- (e

z,y=1




2_2(n—m)

> o). (6.18)

k=1

Da expressao acima, a parte associada ao autovalor 1 pode ser determinada

pelo método de tentativa e erro, diretamente a partir da estrutura da matriz Wp::

n272(nfm) n—m
1 —m
a0 = (zn_m_z 3% -l

k=1 n(n z,y=1

ML S ()l + ) +

=1 y=n—m+1

n

>ooa- 5xy)‘:v>‘y>) . (6.19)

z,y=n—m-+1

Com isso, conseguimos obter uma expressao explicita para a evolucao do

sistema:

Wi,

50) = 1 (2(n—1)th(”n =) Z_: D) +

n(n —1) 2n—m —2

(B (M 1)) S ol +

=1 y=n—m+1

((n—l)TQtQ(n_ wELRL I (”‘H—T» 3 f;@m)

rz=n—m+1 y=1

3 G —(sxy>1x>|y>)- 620

z,y=n—m-+1

6.5 Probabilidade de encontrar um elemento marcado

Segundo Nielsen e Chuang (2005), os sistemas quanticos evoluem de acordo
com transformagoes unitarias. Para sistemas que nao interagem com outros siste-
mas, isso esta correto, mas devem existir momentos em que os experimentadores e
seus equipamentos deverao observar o sistema para verificar o que esta acontecendo
dentro dele, uma intervencao que acaba com o isolamento do sistema, e que nao é

necessariamente descrita por uma transformacao unitaria.

Ao fazermos Wk, gbo>, evoluindo o sistema até um instante ¢, podemos deter-

minar qual é a distribuicao de probabilidade dos vértices do grafo. Dessa forma, a
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Figura 6.2 apresenta os graficos dessa distribuicao de probabilidade para diferentes
instantes de tempo, considerando um elemento marcado num grafo completo com

n = 7 vértices.

1,09 1,0
0,8 1 0,8 1 1
0,6 0,6
Pr(n) Pr(n)

0,4 1 0,4 1
0,2 1 0,2 1

> . . . . . *

> . - - - .

0,0 T T T T T 1 0,0 T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

n n
() t=0 (b) t=1
1,0 1,0
0,8 1 0,8
0,6 0,6
Pr(n) Pr(n)
0,4 1 0,4 1
.
0,2 0,2
> 3 3 . . .
> . . . . .
.

0,0 T T T T T 1 0,0 T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

n n
() t=2 (d)t=3

Figura 6.2: Graficos da distribuicao de probabilidade dos vértices de um grafo
completo com n = 7 vértices e m = 1 vértices marcados, obtida a partir da
evolugao do sistema num instante t, W5, |¢0>.

A Figura 6.2(a) mostra o estado inicial |gz50>, onde podemos perceber que sua
distribuicao de probabilidade equivale a distribuicao estacionéria ou uniforme.

E importante notar a diferenca de probabilidade entre o vértice marcado e
os outros vértices: nem sempre o elemento marcado tem a maior probabilidade,
diferentemente da evolucao classica onde a probabilidade do elemento marcado
tende sempre a aumentar. Mas, isso acontece porque em computacao quantica
temos uma evolugao unitéria e, portanto, reversivel.

Como afirma Aharonov et al. (2000), o fato das matrizes unitérias preser-

varem a norma dos vetores implica que a distancia entre dois vetores descrevendo
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o sistema em instantes de tempo subsequentes nao converge para zero. O mesmo
comportamento pode ser visto também na Figura 6.3, a seguir, que considera dois

elementos marcados.

1,0 1 1,0
0,8 0,8
0,6 0,6 1
Pr(n) Pr(n)
0,4 1 0,4 1
. -
0,2 1 0,2 4
> . . . . . .
> . - - .
0,0 T T T T T 1 0,0 T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
n n
(a) t=0 (b) t =1
1,0 1,0
0,8 1 0,8
0,6 0,6
Pr(n) Pr(n)
0,4 1 0,4 4
023 [ 3 3 . 023 S S S *
It It . -
0,0 T T T T T 1 0,0 T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
n n
(¢) t =2 d)t=3

Figura 6.3: Graficos da distribuicao de probabilidade dos vértices de um grafo
completo com n = 7 vértices e m = 2 vértices marcados, obtida a partir da
evolugao do sistema num instante t, W5, |¢0>.

Nosso objetivo é determinar uma expressao para a probabilidade de encon-
trarmos um elemento marcado. Para isso, precisamos realizar uma medida no

nosso estado atual, ¢ (t)) = W},

¢0>. Vamos utilizar os projetores da base do
nosso espaco de Hilbert. De acordo com o postulado da medida! , a probabili-

dade de obtermos um elemento marcado, ou seja, obtermos x € M ¢é dada por
pu(t) = <w(t)‘77M’1/J(t)>, onde

n

Pu= > |o)z|®I, (6.21)

rz=n—m-+1

L ver (Nielsen e Chuang, 2005), capitulo 2.
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é um projetor no espaco gerado pelos elementos marcados.

Portanto, usando a Equagao (6.20), obtemos

et = Sy 5= (= ()

n—m-—1 n—m—1)\2
Ugt_1< )+ ) . (6.22)

n—1 2n —m — 2

O grafico de pys(t) é apresentado na Figura 6.4, a seguir.

1,0
0.8
0,6
Py (1)

0,44

0,2

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t

Figura 6.4: Grafico da probabilidade de encontrar um elemento marcado em funcao
do tempo, para um grafo completo com n =100 e m = 23. O valordet =0 ¢ ™

e o periodo dessa funcao é .
02

Dessa forma, podemos encontrar o maximo de py(t). E, o primeiro ponto

de méximo ocorre em

. (\/ o2n —m — 2)
arctan [ ———M—
b = vim (6.23)

(n—m—l) ’
2arccos | ————
n—1

cuja expansao assintética é

(e n

1 1
tmax = Z % — 4_1 + O (%) s (624)

para n > m. Substituindo esse resultado na expressao da probabilidade, py,

P (fmax) = % + \/g +0 (%) : (6.25)

Portanto, nesse contexto, para qualquer valor de n e m, a probabilidade de

obtemos
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encontrar um elemento marcado é maior que %, se a medida for feita no tempo ..
O instante .« ¢ menor que o Tempo de Alcance descrito pela Equagao (6.16),
ja que ﬁi ~ 0.56. Assim, o valor da probabilidade de sucesso de um algoritmo
que utiliza o Tempo de Alcance como tempo de parada sera menor do que se

tomdssemos a probabilidade em .. Avaliando py; em Hp y, e fazendo a expansao

assintotica para n > m, temos

pu(Hpar) = éjal (%)2 +0 (%) : (6.26)

O primeiro termo ¢é aproximadamente 0.45 e é independente de n e m. Isso mostra
que o Tempo de Alcance também é um bom parametro para ser utilizado como
ponto de parada para algoritmos de busca num grafo completo.

Como vimos, Hp s, descrito pela Equagao (6.16), € ¢4, vide Equacao (6.24),
sao O (\/%) Consequentemente, tanto o problema de detectar quanto o de encon-
trar um elemento marcado num conjunto de vértices marcados num grafo completo

possuem a mesma complexidade computacional.
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Consideracoes Finais

Na Parte Classica, vimos as definicoes para cadeias de Markov e caminhos
aleatorios. Depois, discutimos sobre o Tempo de Alcance classico. Em desta-
que, mostramos que a complexidade do Tempo de Alcance para um conjunto de
elementos esta relacionada com a norma espectral da matriz P,,.

Na Parte Quantica, apresentamos as idéias de Szegedy para definir as cadeias
de Markov quanticas, assim como, o Tempo de Alcance quantico. E um dos prin-
cipais resultados discutidos foi o ganho quadratico do Tempo de Alcance quantico
com relacao ao classico. Esse resultado é importante pois permite o desenvolvi-
mento de algoritmos quanticos mais eficientes; fato que pode ser comprovado em
trabalhos posteriores ao do Szegedy.

Magniez et al. (2007) faz uma juncao das técnicas desenvolvidas em (Am-
bainis, 2003) e (Szegedy, 2004a), para desenvolver um algoritmo que encontra um
elemento marcado numa cadeia de Markov. Esse algoritmo também combina os
algoritmos de busca (Grover, 1996) e de estimagao de fase (Cleve et al., 1998).
Nesse caso, a cadeia de Markov precisa ser ergddica e reversivel, restringindo me-
nos o espaco de atuagao do algoritmo em relagao ao de Szegedy, que utiliza cadeias
ergddicas e simétricas.

Ja Magniez et al. (2009) estende o resultado do Tempo de Alcance quantico
de Szegedy (2004a) para cadeias de Markov ergérdicas e reversiveis. Através da
definicao de um novo Tempo de Alcance, tanto classico quanto quantico, que consi-
dera um fator de erro; ele consegue mostrar um limite inferior e superior para essa
nova definicao. Além disso, ele melhora a probabilidade de encontrar um elemento

marcado usando o método de Tulsi (2008).
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Destacamos, também, os resultados novos obtidos para o grafo completo.
Com isso, pudemos obter um melhor entendimento do método de Szegedy, verifi-
cando os resultados obtidos com o que foi visto na teoria. Apresentamos expressoes
tanto para o Tempo de Alcance quantico quanto para a probabilidade de encon-
trarmos um elemento marcado nesse grafo.

Ainda no caso do grafo completo, o tempo em que o caminhante atinge a
maior probabilidade nos elementos marcados é menor que o Tempo de Alcance
quantico. Em contrapartida, o valor da probabilidade no instante determinado
pelo Tempo de Alcance quantico é constante, viabilizando-o também como um
bom parametro para ser utilizado como ponto de parada em algoritmos de busca
nesse grafo. Mostramos, também, que os problemas de busca e deteccao no grafo
completo possuem a mesma complexidade computacional.

Ao considerarmos outros grafos, podemos afirmar que descobrir o espectro
da matriz P); muitas vezes nao é uma tarefa facil. Apesar de Szegedy apresen-
tar um teorema espectral para o operador de evolucao, descrevendo um método
para calcular os autovetores que estao associados aos autovalores diferentes de 1;
caso queiramos obter uma expressao explicita para a evolugao do caminho, serd
necessario calcular o autoespago associado ao autovalor 1. Por isso, o calculo da
probabilidade de encontrar um elemento marcado é mais elaborado do que o cél-
culo do Tempo de Alcance quantico. Em trabalhos futuros, podemos analisar o
comportamento das cadeias de Markov quanticas em outros grafos, como a ma-
lha e o hipercubo. Além disso, outro problema que ainda se encontra em aberto
na literatura refere-se a encontrar um limite inferior para o Tempo de Alcance
quantico.

Apesar de muitas vezes a vida no mundo quantico parecer mais complicada
que no mundo cldssico, no mundo quantico parece que nossos problemas sao resol-

vidos de forma mais eficiente.
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