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O uso de sistemas quanticos como parte de sistemas de comunicacao tem sido
fonte de interessantes problemas muitos ainda sem solucao. No presente trabalho,
apresentamos os conceitos basicos em teoria da informacao e mecanica quantica
necessarios ao entendimento do problema do calculo da informacao acessivel, cuja
solugao maximiza a informagao mutua de Shannon para um canal definido por
um ensemble de estados quanticos dados a priori. Propomos o uso do método
de otimizacao global Branch and Bound aliado a aritmética intervalar para a
estimacao de limites mais precisos que os tedricos disponiveis para a informacao

acessivel. Experimentos numéricos e resultados relacionados sao apresentados.
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The use of quantum systems as part of the communication systems has been
source of interesting problems many without solution. In the present work, we
show the basic concepts of information theory and quantum mechanics necessary
to understand the accessible information problem, whose solution maximizes the
Shannon mutual information for a channel defined by an ensemble of quantum
states given a priori. In order to estimate more precise bounds for accessible
information, we propose the use of Branch and Bound method with interval arith-
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Capitulo 1

Introducao

Para muitos, a informacao é o conceito fundamental de nosso tempo: vive-
mos a era da informagao. O desenvolvimento da computagao nos moldes propostos
por Alan Turing solidificaram o bit como o elemento fundamental da informacao,
sua materializacao. Boa parte dos créditos pelo nivel atual do conhecimento dis-
ponivel sobre as possibilidades de manipulacao da informacao sao devidos a C.
E. Shannon. Seus trabalhos deram origem a teoria da informagao e, talvez, o
mais importante destes seja o ja célebre artigo [Shanon (1948)], pois nele Shan-
non respondeu questoes fundamentais como a determinacao da quantidade minima
de recursos fisicos necessarios ao armazenamento da informacao e a formulacao de
critérios objetivos, dados por entropias, que permitem identificar possiveis relagoes
entre diferentes fontes de informacao.

O avango cientifico tem conduzido a exploracao de novos paradigmas de
computagao e processamento da informagao. A década de 1920 é marcada pelo
surgimento de uma das teorias fisicas indispensaveis aos nossos dias, a mecanica
quantica. Muitos trabalhos sobre o uso de sistemas quanticos no processamento
da informacao tém sido publicados, pois o paradigma de computacao baseado nas
propriedades de sistemas quanticos traz novas possibilidades para o tratamento da
informacao através da insercao de um novo elemento de informacao: o bit quantico
ou gbit.

O gbit é um recurso fisico tangivel que, diferentemente de seu andlogo cléssico,



o bit, tem a possibilidade de estar em uma superposicao de estados, na verdade,
uma combinacao linear de estados fundamentais. Uma outra intrigante particula-
ridade do gbit é o emaranhamento. Gracas a ele, um sistema quantico formado
por dois ou mais gbits pode assumir um estado que nao é um simples produto dos
estados de suas partes. A superposicao e o emaranhamento, ao mesmo tempo que
expandem as possibilidades do processamento e comunicacao da informacao, tra-
zem consigo desafios sem paralelos classicos. Na verdade, vimos surgir nas tltimas
décadas um novo campo de pesquisa: a teoria da informacao quantica. A teo-
ria da informagao quantica analisa as possibilidades dos sistemas regidos pelas leis
da mecanica quantica serem usados como sistemas de informacao. As possibilida-
des dos sistemas quanticos de processamento da informagao nao sao completamente
conhecidas. No entanto, trabalhos recentes demonstram que estes sistemas pos-
suem recursos completamente distintos dos seus pares cldssicos e, em alguns casos,
esses recursos sao até superiores [Nielsen & Chuang (2003)].

As diferencas entre os sistemas de processamento da informacao classico e
quantico sao devidas a disparidade entre as propriedades dos seus itens de in-
formacao: o bit (ou bit cldssico) e o gbit (ou bit quantico). Uma destas dispari-
dades diz respeito a capacidade de distinguir diferentes estados de um sistema de
informacao. No caso classico, nao ha qualquer caracteristica intrinseca aos sistemas
que impeca esta distincao. Por outro lado, os postulados da mecanica quantica
e, mais ainda, os experimentos quanticos mostram que diferentes estados de um
sistema quantico podem nao ser perfeitamente distinguiveis.

Muitas pesquisas tém sido feitas com intuito de quantificar quao bem se
pode distinguir estados quanticos arbitrarios. O problema da distingao de esta-
dos quanticos admite muitas formulagoes e cada uma delas da origem a diferen-
tes critérios qualitativos sobre a capacidade de distingao [Fuchs (1995)]. Um dos
critérios mais utilizados ¢ o da informagao acessivel.

A informagao acessivel especifica a quantidade maxima de informacao que

uma unica medicao pode fornecer sobre o estado de um sistema. Por simplicidade,



o estado é aleatoriamente escolhido em um conjunto pré-fixado.

O problema do calculo da informacao acessivel envolve a determinagao do
maximo de uma func¢ao objetivo denominada informagao muitua. Grosso modo,
a informacao mutua é uma medida da quantidade de informacao que duas variaveis
aleatorias compartilham. No caso da informagao acessivel, a informacao mutua é
utilizada para avaliar a relacao existente entre a variavel que representa o estado
do sistema e a que representa a inferéncia sobre este estado.

Duas das dificuldades encontradas na avaliacao da capacidade de distincao
dos estados quanticos, a partir da informacao acessivel, sao: a nao-linearidade da
fungao objetivo (informacao mitua) e a existéncia de muitos pontos criticos. Al-
guns resultados tedricos, tais como solugoes para casos particulares [Davies (1978)]
e a fixagao de limites ([Holevo (1973)], [Fuchs (1995)]), foram alcangados. Contudo,
o problema geral continua sem solucao. Neste cenario, uma alternativa natural é
o uso de métodos numéricos de otimizacao para o calculo da informacao acessivel.

No presente trabalho, utilizaremos o bem conhecido método numérico de
otimizagao branch and bound (BB) para explorar o problema do cédlculo da
informacao acessivel. O BB, por ser um método deterministico de otimizacao,
i.e., por garantidamente encontrar todas as solucoes de problemas de otimizagao
em tempo finito, para uma tolerancia previamente especificada, oferece recursos
convenientes a transposicao das dificuldades inerentes ao problema.

As diferentes versoes do método BB destacam-se umas das outras pelos
critérios utilizados na divisao do espago de busca (branch) e pelas técnicas apli-
cadas a estimagao de cotas para a fungao objetivo (bound). Empregaremos nos
experimentos numéricos deste trabalho a aritmética intervalar para a geracao
de limites validos para a funcao objetivo.

Inicialmente desenvolvida por Moore [Moore (1962)] para o tratamento de
erros de arredondamento, a aritmética intervalar passou a ser utilizada em
problemas de otimizagao [Robinson (1973)] gragas a sua capacidade de estimagao

da imagem de funcoes. Mais precisamente, a aritmética intervalar se constitui como



um conjunto de técnicas que fornecem intervalos, preferencialmente os menores,
que contém a imagem exata das funcgoes.

No capitulo 2, apresentaremos o conceito de entropia e seu significado através
de uma abordagem pragmatica. Além disso, faremos uma revisao de instrumen-
tos da teoria da informacao classica que permitem avaliar possiveis correlacoes
entre variaveis aleatérias distintas. A mecanica e a informacao quanticas, que
sao a base para a definicao do problema do calculo da informacao acessivel, serao
abordadas no capitulo 3. Ainda no capitulo 3, enunciaremos o problema central
deste trabalho: o calculo da informacao acessivel. No capitulo 4, definiremos o
método numérico que sera utilizado e sua fundamentacao tedérica. Os experimen-

tos numéricos e seus resultados serao apresentados no capitulo 5.



Capitulo 2

Teoria da informacao classica

A teoria moderna da informacao classica é marcada pelo célebre artigo de
Shannon [Shanon (1948)] publicado em 1948. Nele, Shannon faz trés grandes con-
tribuigoes para a teoria da informacao: a formulacao matematica do conceito de
fonte de informacao classica e os teoremas de codificacao da fonte e codificagao
do canal. O desenvolvimento da teoria da informagcao cldssica tem permitido um
aprofundamento do conhecimento sobre as varidveis aleatdrias, mais especifica-
mente, sobre possiveis relacoes entre suas distribuicoes de probabilidade. Neste
capitulo, apresentaremos alguns resultados da teoria da informagao cldssica que
nos permitirao na se¢ao 3.2 abordar o problema da informagao acessivel com mais
propriedade.

O problema central da teoria da informacgao é reproduzir exata ou aproxi-
madamente em um ponto uma informagao selecionada em outro ponto.

A figura 2.1 é um modelo esquematico de um sistema de informagcao genérico.

Mensagem

Transmissor

Recebido Mensagem

Figura 2.1: Diagrama esquematico de sistema de informacao genérico.



Nesta figura, representamos uma fonte de informacao que produz mensagens que
serao enviadas a um destinatario através de um canal. Este simples modelo é geral
o bastante para abarcar os casos particulares de comunicacao via telefone ou de

armazenamento de dados em um CD para consulta futura.

Definicao 1 (Fonte de informacgao). No caso mais simples, uma fonte de
imformacgao pode ser definida como uma seqiéncia Xq, Xo,..., X, de varidveis
aleatorias e uma mensagem como uma SeqUéncia Ty, xsa, ..., T, formada por seus

possiveis valores.

Uma fonte de informacao formada por variaveis aleatérias X; independen-
tes e igualmente distribuidas é denominada fonte de informagao i.i.d., formal-

mente temos:

Definigao 2 (Fonte de informagao i.i.d.). A fonte X1, Xo,..., X, éi.i.d. se, e
somente se, p(x1, T2, ..., xy) = p(x1)p(22)...p(x,) para toda seqiiéncia i, x, ..., T,

de valores da fonte e p(X; < x) = p(X; < z) para todos i,7 € {1,2,...,n}.

Fontes de informacao i.i.d. sao simplificacoes de fontes reais de informacao.
As regras e os processos de formacao de palavras de linguagens reais fazem com
que determinadas letras (simbolos) aparegam juntas com alta freqiiéncia, i.e., nao
ocorre de fato a independéncia de usos da fonte. Por exemplo, na lingua portuguesa
a letra “q”aparece freqiientemente seguida da letra “u”. No entanto, para fins
praticos o modelo de fontes i.i.d. produz resultados satisfatorios que podem ser
generalizados para modelos fontes de informacao mais sofisticados.

A definicao dada por Shannon para fonte de informagao nao é a tnica exis-
tente, mas é sem divida a mais frutifera [Nielsen & Chuang (2003)] e deixa claro
o papel central das varidveis aleatérias na teoria da informacao.

A determinacao da quantidade minima de recursos fisicos necessarios ao ar-
mazenamento da informagao é uma questao de importancia fundamental para qual-

quer implementacao fisica de sistemas de informacao. Neste contexto, definimos a

entropia de Shannon para uma variavel aleatoria X.



Definig¢ao 3 (Entropia de Shannon). Seja X uma varidvel aleatéria que assume
valor x com probabilidade p(X = x) = p(x). A entropia de Shannon da varidvel

X, que serd denotada por H(X), é definida como

H(X)= - p(x)log,p(z). (2.1)

A entropia de Shannon representa a quantidade média de bits (no caso em
que o logaritmo da Eq. (2.1) é tomado na base 2) necessdrios para armazenar os
possiveis resultados de uma variavel aleatoria. Por exemplo, imagine uma variavel
aleatoria X que assume os valores 0,1,2 e 3 com as probabilidades %, i,% e %,
respectivamente. Se utilizarmos um codigo de compressao que associe os resultados
0,1,2 e 3 as seqiiencias 0, 10, 100 e 101, entao, em média, utilizaremos %-1+i~2+%~
3453 = 7/4 bits por uso da fonte, ou seja, exatamente o valor de H(X) =7/4. O
termo cédigo de compressao ¢ coerente, pois numa abordagem ingénua, usariamos
2 bits para armazenar os 4 valores possiveis, ao invés dos 7/4 bits obtidos pela
codificacao sugerida. Esta interpretacao é formalmente validada pelo teorema de

Shannon para a codificagao da fonte [Shanon (1948)].

Teorema 1 (Teorema de codificagao da fonte). Seja X1, Xs, ..., X,, uma
fonte informacao t.1.d.. Entao as n saidas de X1, Xs, ..., X, podem ser compri-
midas em

nH(X) + o(n) bits (2.2)

e restauradas ao original com probabilidade que se aprorima de 1, a medida que n

tende a oco.

Geralmente, interpretamos a probabilidade de um evento de acordo com a
teoria da freqiiéncia, onde a probabilidade é uma informacao quantitativa da
ocorréncia de um evento, quando o experimento é realizado um grande ntimero de
vezes. Alternativamente, a idéia por tras do resultado de Shannon fundamenta-se
na teoria da tendéncia onde a probabilidade de um evento ¢é interpretada como

sendo uma informacao sobre parte do resultado de um tnico experimento.

7



A demonstragao do teorema de codificacao da fonte baseia-se no argumento
de que apenas um subconjunto préprio do conjunto de todas as possiveis seqiiéncias
x1,...,x, formadas pelas n saidas da fonte Xi, Xs,..., X, precisa de fato ser
codificado em bits, este subconjunto é chamado subconjunto tipico. A idéia é
que, para n suficientemente grande, a probabilidade de o uso da fonte gerar uma
seqiiéncia xy, . . ., £, que nao pertenga a este subconjunto tipico ¢ aproximadamente
nula.

O teorema de codificacao da fonte determina a quantidade de redundéncia
que pode ser eliminada sem que se comprometa o significado da mensagem.

A entropia de Shannon é também definida para um par (X,Y) de varidveis

aleatorias e, neste caso, recebe o nome de entropia conjunta.

Defini¢ao 4 (Entropia Conjunta). Sejam X e Y wvaridveis aleatdrias e p(X =
x,Y =y) = psy. A entropia conjunta do par (X,Y), denotada por H(X,Y), é
definida como

H(X,Y) == puylogypay. (2.3)

1‘7y

Naturalmente, a interpretacao da entropia conjunta é analoga a da entropia
de Shannon, ou seja, a quantidade média de bits necessarios ao armazenamento
dos possiveis valores do par (X,Y’) ou uma medida da ignorancia com relagao ao
seu valor.

Por simplicidade, consideraremos a entrada do canal de um sistema de in-
formacao como sendo mensagens = € {x1,za, ..., x,} produzidas em cada uso da
fonte X. No caso mais geral, o canal sofre alguma forma de ruido e uma entrada x
pode ser alterada para uma saida y # z. Portanto, a saida do canal é geralmente
uma variavel aleatéria Y # X que assume valores y com probabilidades p, depen-
dentes tanto da entrada x, quanto do tipo de ruido existente no canal (ver figura
2.2). E essencial determinar a capacidade que o destinatario possui de reconstruir,
a partir da saida y do canal, sua entrada x. Ou seja, determinar a quantidade de
informacao que as variaveis X e Y possuem em comum, compartilham. Com este

proposito, definimos a informacao mutua entre duas variaveis aleatorias.
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Transmissor

Figura 2.2: Na presenca de ruido, a variavel Y de saida do canal é diferente da
variavel de entrada X.

Definigao 5 (Informagao Mutua). Sejam X e Y duas varidveis aleatorias. A

informagao mitua entre X e Y, denotada por H(X :Y), € definida como
HX:Y)=HX)+HY)—-H(X,Y). (2.4)

Se denotarmos P(X =z), P(Y =vy), P(X =z,Y =y) e P(Y = y|X = x),
respectivamente, por p, Py, Pyz € Pylz, Podemos obter uma 1til expressao para a

informacao mutua a partir da Eq. (2.4). De fato,

H(X:Y) = H(X)+H(Y)- HX,Y) (2.5)
= = palogypr— Y Dpylogspy+ Y Dyrlogapys.  (26)
xT y Y

= - Z py,x logQ P2z — Z py,x 10g2 py + Z py@ 10g2 py,x (27)

€,y Y,T z,y
Py,z
= Z Dy logy —2= (2.8)
— DDy
PzPy|a
= Z PzPy|x 1Og2 2 (29)
PzPy
Y
Segue que
Py|z
H(X:Y)= mepy‘:D log, pL (2.10)
Y Y

Um conceito importante que nos auxiliard a dar um significado concreto a

informacao mutua é o conceito de cadeia de Markov.

Definicao 6. Uma cadeia markoviana é uma sequéncia de varidveis aleatorias



X1 — Xo — ..., tal que X, 41 depende apenas de X,,. Mais formalmente,

P(Xns1 = Tpi1| X =20, ..., X1 =21) = p( X1 = Tyt | X = ). (2.11)

Se definirmos as variaveis aleatorias X e Y como sendo respectivamente a
entrada e a saida do canal, e a variavel Z como sendo a tentativa de reconstruir
X a partir de Y, entao teremos uma cadeia markoviana X — Y — 7.

A desigualdade de processamento de dados, apresentada a seguir, per-
mite atribuir um significado 1til a informagao mutua e, de forma objetiva, evidencia
a conexao entre a definicao da informacao mutua e capacidade de reconstrucao da

mensagemn.

Teorema 2 (Desigualdade do processamento de dados). Suponha que X —

Y — Z seja uma cadeia markoviana. Resulta que

HX)>H(X:Y)>HX: 2). (2.12)

Além disso, a primeira desigualdade é saturada se, e somente se, dado Y, for

possivel reconstruir X .

Como exemplo, imagine uma fonte binaria eqiiiprovavel X, i.e., uma fonte de
informacao que assume cada um dos valores 0 ou 1 com probabilidade 1/2 e, além
disso, um canal bit-flip C, : {0,1} — {0, 1} que apresenta probabilidade p € [0, 1]
de produzir para uma dada entrada x uma saida C,(x) = -z (ver figura 2.3).

Assumindo que Y ¢ a varidvel de saida do canal C,, podemos representar C,

pela matriz de probabilidades condicionais M,, dada por

M, — ( \ ) p( \ ) _ | (2.13)
p(Y =1X =0) p(Y =1X =1) 1-p p

Denote por Z nossa tentativa de determinar, a partir da saida Y, o estado

da variavel de entrada X. A estratégia de reconstrucao serd simplesmente tomar
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0 0
p
p

1 1
I-p

Figura 2.3: O canal bit-flip C,, possui probabilidade p de produzir para uma entrada
x uma saida Cp(z) = —z.

Z =Y, quando p < 1/2, e Z = =Y, quando p > 1/2. Neste caso, assumindo que
p(X =2) =p, P(Z = 2) =p. e p(Z = 2| X = x) = p.s, & entropia da varidvel

de entrada X ¢é dada por

1
H(X) == pslog,p, = —[0.510g,(0.5) + 0.5log,(0.5)] = 1 (2.14)
=0

e a informagao mutua das variaveis X e Z por

1
H(X:Z) = ) psPsalog % (2.15)
z,2=0 z
1 I-p p
= ; 0.5(1 — p) log, OF + 0.5plog, 0F (2.16)
= (1 —p)logy(2(1 = p)) + plog,(2p) (2.17)
= 1+ (1—p)logy(1 —p)+ plog,p. (2.18)

Na figura 2.4 confrontamos os valores de H(X) e H(X : Z). Como era
intuitivamente esperado, quanto mais proximos de 0 estao os valores p ou 1 — p,
mais proximos estao os valores de H(X : Z) e H(X), pois maiores sao as chances
de que nao tenha ocorrido erro (flip) no envio do bit de entrada (no caso em que
p ~ 0) ou que o erro possa ser de fato corrigido (no caso em que 1 — p ~ 0). Note
que o valor minimo de H (X : Z) ocorre quando p = 1/2, ja que, para este valor de

p, o canal destréi toda a informacao sobre o bit de entrada, equivalendo seu uso
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1.2 T T T T
H(XY) —8—
H(X) —v—
1
0.8 | —
0.6 | 4
04 | —
0.2 | 4
0 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

p

Figura 2.4: Os valores de H(X) e H(X : Z) aproximam-se a medida que p ou
1 — p aproximam-se de 0.

ao lancamento de uma moeda ideal.
O “diagrama de Venn da entropia”’resume bem a relagao entre as entropias

de Shannon das variaveis X e Y e a informagao mutua H(X :Y) (ver figura 2.5).

H(X) H(Y)

Figura 2.5: Relacao entre as entropias de Shannon das variaveis X e Y e a in-
formacao mutua H(X :Y).

No presente capitulo, apresentamos através de conceitos bésicos da teoria
da informacao classica um conjunto de critérios que permitem avaliar possiveis
correlagoes entre variaveis aleatérias distintas. Estes critérios, dados por entropias,
serao particularmente tteis na formulagao do problema do calculo da informacao

acessivel que faremos no capitulo 3.
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Capitulo 3
Teoria da informacao quantica

3.1 Mecanica quantica

Nesta secao, definiremos precisamente os sistemas fisicos que dao origem ao
problema do célculo da informacao acessivel, i.e., os sistemas quanticos. Existem
diferentes conjuntos de postulados para a mecanica quantica. Nesta dissertacao,
adotaremos uma formulagao puramente matematica dada por operadores densi-
dade e citaremos somente os postulados relacionados ao problema do calculo da
informacao acessivel.

A notacao padrao utilizada em mecanica quantica para a representacao dos
conceitos basicos da &lgebra linear que serao utilizados no presente trabalho ¢é

exibida na tabela 3.1. Esta representacao é chamada de notacao de Dirac [Nielsen

& Chuang (2003)].

Notacao Descricao

z* Conjugado do complexo z

1) Vetor. Também chamado de ket

(Y] Vetor dual de [¢). Também chamado bra

(pl) Produto escalar entre |¢) e [1))

l) (] Produto matricial entre (¢| e [1)

A* Complexo conjugado da matriz A

AT Transposta da matriz A

At Conjugado hermitiano, ou matriz adjunta de A, AT = (AT)*

(p| Al)  Produto escalar entre |p) e A |))

Tabela 3.1: Resumo da notacao padrao utilizada em mecanica quantica para con-
ceitos de algebra linear.
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Postulado 1. Associado a qualquer sistema fisico, existe um espaco de Hilbert
conhecido como espaco de estados do sistema. O sistema é completamente descrito
pelo seu estado p, um operador positivo com trago unitario definido no espago de

estados do sistema.

Os estados de posto unitario, i.e., p = [¢) (1|, formam uma classe muito
importante de estados e sao freqiientemente denominados estados puros em
oposicao aos estados de maior posto, geralmente denominados estados mistos.

Um conceito fundamental em teoria da informacao quantica é a de medidas
quanticas. Grosso modo, uma medida quantica é qualquer processo fisico que
possa ser usado sobre um sistema quantico para gerar uma distribuicao de probabi-
lidades para um conjunto de saidas (resultados da medida). As medidas quanticas

sao formalmente definidas pelo seguinte postulado:

Postulado 2. Medidas quanticas sao descritas por uma cole¢ao de operadores de
medidas {M,,}. Esses operadores atuam sobre o espaco de estados do sistema a
ser medido. O indice m refere-se a um resultado possivel da medida. Se o estado
do sistema 1mediatamente antes da medida for p;, a probabilidade do resultado m
ocorrer serd

p(mli) = tr(M} M,.p;) (3.1)

e o estado apos a medida serd

M, p; M
#. (3.2)
tr( My M., p;)
Os operadores de medida satisfazem a sequinte equacao de completude
> MM, = 1. (3.3)

Pela Eq. (3.1) do postulado 2, vemos que os operadores M M, sdo, para a
distribuicao de probabilidades dos resultados m, mais relevantes que os operadores

M,,. Portanto, quando nosso interesse esta restrito aos resultados da medida e sua
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distribuicao de probabilidades, é suficiente o conhecimento dos operadores E,, =
M} M,,, os quais sao positivos e, pela definicao dos operadores M,,, satisfazem a

relagao de completude. E com esta motivacao que postulamos:

Postulado 3 (Medidas POVM). Um POVM ¢€ qualquer conjunto { E,,} formado
por operadores positivos que satisfazem a relacao de completude, i.e., > FE,, =1I.
Se o estado do sistema imediatamente antes da medida for p;, entao, na medida

descrita pelo POVM {E,,}, a probabilidade de obtermos um resultado m é p(mli) =

tr(Enp;)-

Muitos dos problemas propostos pela teoria da informacao quantica baseiam-
se em sistemas quanticos cujos estados nao sao inteiramente conhecidos. Geral-
mente, o que se tem ¢ uma distribuicao de probabilidades associada aos possiveis
estados do sistema. Se um sistema tem probabilidade p(i) de estar no estado
pi, entao podemos representd-lo pelo conjunto {p;,p(i)}. O conjunto {p;,p(i)}
formado pelos possiveis estados de um sistema quantico e suas respectivas proba-
bilidades recebe o nome de ensemble de estados do sistema. A todo sistema
com ensemble {p;, p(i)} esta associado um operador p denominado operador den-

sidade dado por

p= Z p(i)p;. (3.4)

Os operadores densidade sao particularmente tteis no calculo das probabili-
dades dos resultados de uma medida, pois se um sistema possui ensemble {p;, p(7)}
e operador densidade p e, além disso, utilizarmos um conjunto de operadores de

medida POVM {E,, }, entao a probabilidade de obtermos um resultado m é dada
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por

p(m) = Zp(i,m) (3.5)
= Zz:p(i) p(mli) (3.6)
= ip(z‘) tr(Enpi) (3.7)
= trl%?p(z’)m) (3.8)

= tr(Enp) (3.9)

Uma conseqiiencia deste resultado é que sistemas com o mesmo operador
densidade possuem a mesma distribuicao de probabilidades associada aos resulta-

dos das medidas.

3.2 Informagao quantica

A introducao de novos tipos de informacao, como os estados quanticos, am-
plia as possibilidades dos processos dinamicos de tratamento da informacao (com-
pressao, descompressao, codificacao, decodificagao, transmissao, codigo de correcao
de erros) e torna a teoria da informagao quantica mais rica do que a teoria da
informagao classica.

Uma diferenca fundamental entre a teoria da informacao classica e a teoria da
informagao quantica é a capacidade de distin¢ao de diferentes itens de informacao.
A principio, somos sempre capazes de distinguir os diferentes simbolos de um al-
fabeto classico. E claro que algumas vezes, na pratica, distinguir um “a” mau
grafado de um “o” pode ser um trabalho drduo, mas nao existe nenhuma carac-
teristica inerente a informacao classica que impeca a distin¢ao. Por outro lado, a

informacao quantica, i.e., os estados quanticos nao sao sempre distinguiveis. Isto

fica evidente pelo seguinte resultado:
Proposicao 1. Estados nao-ortogonais nao podem ser distinguidos com certeza.

Demonstracao. Provaremos por absurdo que se pg e p; sao estados nao-ortogonais,
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ie., tr(pop];) # 0, entao nao existe nenhuma medida capaz de distingui-los com
certeza. Suponha que tal medida seja possivel. Como estamos interessados apenas
no resultado da medida, os operadores POVM serao suficientes. O conjunto POVM

{Ey, E1} é capaz de distinguir com certeza py e p; se, e somente se,
tr(Eopo) =1 e tr(Eypy) =1, (3.10)

pois neste caso, a partir do resultado 0 ou 1 da medida, podemos concluir com
certeza que, antes da medida, o estado do sistema era py ou p;, respectivamente.

Como E; > 0e ) . E; =1, segue que tr(> Eipg) = tr(pg) = 1 (Ver postulado
1); e como tr(Eppy) = 1, devemos ter tr(Fi1py) = 0. Suponha que se faca a
decomposicao /p1 = a,/po + [B4/p, em que /p é ortonormal a /po, H\/,0_1H2 =
tr(p) = o> + 6> = 1, e |8] < 1, j& que py e p; sio nao-ortogonais. Entao,

tr(E1\/p1) = Btr(E1y/p), o que contradiz a Eq. (3.10), pois
t(Eipn) = tr(Br(al po + 181 VAvE) = 18P tr(Erypya) < 817 <1, (3.11)

em que a primeira desigualdade segue da observacao de que

te(Ery/py/p') < tr(z En/pv/p') = tr(vpyph) = Ival* = 1. (3.12)

0

A proposicao 1 evidencia a impossibilidade de distinguir com certeza estados
quanticos arbitrarios, mas nao nos impede de distingui-los desde que aceitemos
alguma incerteza na decisao.

Outra diferenca entre a informacgao classica e a informacao quantica que
interfere na distincao de estados quanticos é a impossibilidade de duplicacao de
itens arbitrarios de informacao, este resultado é conhecido como teorema da nao-
clonagem ([Dieks (1982)], [Wootters & Zurek (1982)]). Grosso modo, o teorema

da nao-clonagem estabelece que nao é possivel construir um aparato fisico capaz de
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clonar estados quanticos arbitrarios. Se a construcao de tal aparato fosse possivel,
entao uma estratégia para a distincao de estados quanticos seria gerar um nimero
arbitrariamente grande de cépias dos estados que se deseja distinguir e, usando em
cada medicao diferentes operadores de medidas, caracteriza-los completamente.

O problema de distinguir estados quanticos arbitrarios pode ser formulado
de diversas maneiras, cada uma utilizando diferentes critérios qualitativos para a
capacidade de distincao dos estados. Alguns dos possiveis critérios sao: a pro-
babilidade de erro quantico, a fidelidade quantica, “quantum Rényi Ouverlaps’, a
informacao quantica de Kullback e a informagao acessivel [Fuchs (1995)]. O critério
da informacao acessivel é um dos mais utilizados e pode ser introduzido através
de um jogo envolvendo dois parceiros, Alice e Bob.

Sejam X, uma fonte de informacao, i.e., uma variavel aleatéria que assume
valores no conjunto {z : x = 0,1,...,n} com distribui¢ao de probabilidades p(X =
x) = Pz € {po, P1,- - -, P}, um conjunto de estados quanticos. Suponha que Alice,
baseada no resultado x da variavel X, prepara um determinado estado quantico
pe selecionado no conjunto {po,...,p,} € 0 envia a Bob. O objetivo de Bob é
determinar o valor de X da melhor forma possivel. Para isso, Bob faz uma medida
quantica no estado por ele recebido e tenta adivinhar, com base no resultado Y da
medida, qual foi o estado dado a ele e, conseqiientemente, o valor da variavel X
(veja figura 3.1). Bob tem conhecimento tanto da distribuigao de probabilidades
da varidvel aleatéria X quanto do conjunto de estados quanticos {p,}, portanto
para ele o estado do sistema ¢ matematicamente representado por seu operador
densidade p =" papa.

Uma boa medida da informacao que Bob adquiriu sobre X ¢é a informacao

mutua entre as varidveis aleatérias X e Y (Ver defini¢ao 5),

H(X:Y)= puplyle)log, p(g|w) (3.13)

.y Y

O interesse de Bob é maximizar a informacao mutua entre as variaveis X e Y

e, assim, maximizar sua capacidade de reconstrucao da entrada X a partir da saida

18



 CODIFICACAO MEDIDA

Figura 3.1: Motivagao do problema do calculo da informacgao acessivel. A partir
do resultado y de uma medida sobre o estado p,, Bob deve determinar a entrada
x escolhida por Alice.

Y. O formalismo de medidas POVM ¢é suficiente para representar as diferentes
estratégias (medidas) que Bob pode utilizar para maximizar sua capacidade de
reconstrugao do valor de X. Para uma medida definida pelo POVM {E,}, a
distribuicao de probabilidade da varidvel resultado Y é p(Y = y) = p, = tr(E,p)
e p(Y =y[X =1) = p(ylr) = tr(Eyp,).
Portanto,
tr(Eyps)

H(X:Y) =Y patr(Eyp.)log, w(B,p) (3.14)

Para tornar claro quais sao os parametros da informacao mutua dada pela

Eq. (3.14), defina

I({pa;Da} : {E,}) = H(X 1Y) =) putr(E,p,)log, %. (3.15)

x?y

A informacao acessivel é definida como sendo o maximo da informacao

mutua [ ({ps,p.} : {E£,}) sobre todos os conjuntos POVM possiveis.

Definicao 7 (Informagao Acessivel). Seja R = {p.,p.} um ensemble de esta-
dos quanticos. A informacao acessivel de R é a solucdo do sequinte problema de
Marimizacao:

e R) = max 1(R: {E,}), (3.16)
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onde Pr € o conjunto formado por todos os POVM’s cujos elementos atuam no

mesmo espaco de Hilbert que os operadores de R.

Apesar de existirem solucoes para ensembles particulares baseadas em restri-
¢oes sobre o ensemble R como, por exemplo, ensembles com estruturas algébricas
[Sasaki et al (1999)]), no caso geral, o cdlculo da informacao acessivel é ainda um
problema aberto. Uma abordagem alternativa bastante explorada ¢ a determinacgao
de limites para a informagao acessivel [Fuchs (1995)]. Talvez os mais famosos
destes sejam o limite superior para a informagao acessivel conhecido como limite
de Holevo (conjecturado por Gordon [Gordon (1964)] e provado por Holevo [Holevo
(1973)]) e o limite inferior de Jozsa-Robb-Wooters [Jozsa et al (1994)]. Antes de
apresenta-los, definiremos a entropia de von Neumann e a sub-entropia de

operadores densidade.

Defini¢ao 8 (Entropia de von Neumann). Sejam o um operador densidade e
{A\:} o conjunto de seus autovalores. A entropia de von Neumann de o, denotada
por S(o), € definida por

S(o) == Alogy A, (3.17)

Definigao 9 (Sub-entropia). Sejam o um operador densidade e {\,} o conjunto

de seus autovalores. A sub-entropia de o, denotada por (o), é definida por

Qo)=-> <H MA_:”A) Az logy Ay (3.18)

T y#x

De posse destas defini¢oes, podemos apresentar os limites de Holevo e Jozsa-
Robb-Wooters para a informacao acessivel.
Sejam R = {p,,p-} um ensemble com operador densidade p e Pr o conjunto
formado por todos os POVM’s que atuam no mesmo espaco de Hilbert que os

operadores de R.

Teorema 3 (Limite de Holevo). Se x(R) = S(p) — >, paS(pz), entao

I(R: {Ey}) <x(R) V{Ey} € Pr. (3.19)
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Teorema 4 (Limite de Jozsa-Robb-Wooters). Se ¢(R) = Q(p)—>_, PQ(pz),
entao

I(R:{E}) = ¢(R) V{E,} € Pr. (3.20)

Concluimos portanto destes limites que I,..(R), a informacao acessivel de

um ensemble R, satisfaz necessariamente as seguintes desigualdades:

P(R) < lace(R) < X(R). (3.21)

O desenvolvimento de métodos numéricos que viabilizem o calculo da in-
formacao acessivel sao, portanto, uma alternativa consistente. Os resultados dados
a seguir garantem a existéncia de solugoes para o problema em questao e simplifi-
cam o espaco de busca destas solucoes.

A existéencia de solugao é garantida pelo seguinte resultado devido a Davies

[Davies (1978)].

Teorema 5 (Davies). Sejam H um espa¢o de Hilbert de dimensao finita d e

R um ensemble em H. Entdo a informacao acessivel de R ¢ alcancada por um

POVMA{E,:y=0,...,n—1} tal que

Ey = |1by)(thy| para algum vetor [¢y) com [[[¢y)]] < 1. (3.22)

Além disso, a constante n satisfaz d < n < d>.

Um resultado derivado do teorema de Davies e que se aplica a ensembles

reais ajuda a restringir o conjunto de valores possiveis para a cardinalidade do

POVM étimo [Sasaki et al (1999)].

Corolario 1 (Davies para ensembles reais). Seja R um ensemble de estados
reaits em d dimensoes. Entdo a informacgdao acessivel pode ser alcangada por um

POVM {E,} com n elementos da forma E, = |{,)(¢,] onded <n < d(d+1)/2.

Neste capitulo, expusemos as bases da mecanica quantica necessarias ao en-

tendimento e a formulacao do problema do calculo da informacao acessivel. Os te-
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oremas apresentados que impossibilitam a perfeita distingao de estados quanticos
nao-ortogonais e a clonagem de estados arbitrarios sao relevantes, pois impoem se-
veras restricoes a capacidade de distingao e, portanto, motivam sua quantificagao.
Os limites tedricos exibidos serao utilizados como parametros qualitativos nos expe-
rimentos numéricos do capitulo 5. Finalmente, o teorema de Davies e seu derivado
real permitem uma melhor estruturacao do problema de otimizacao definido pelo

calculo da informacao acessivel.
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Capitulo 4
Otimizacao global e aritmética intervalar

4.1 Branch and bound

O método BB (branch and bound) é uma técnica de otimizacao bem co-
nhecida que produz cotas superiores para o maximo global e gera, portanto, alguma
informacao sobre a qualidade dos maximos locais. O BB é um método deter-
ministico de otimizacao, pois, para uma tolerancia previamente especificada, ga-
rantidamente encontra todos os maximos globais em um tempo finito [Neumaier
(2004)].

Um problema de otimizacao global pode ser assim descrito: dadas uma
fungao continua f: R" — R e S C R™ a regiao em que buscamos o(s) ponto(s) x*
onde o valor maximo ocorre, encontre o maximo global f* = max {f(z) :z € S}eo
conjunto de todos os maximizadores globais de f, X*(f) = {a* € S: f(a*) = f*}.

Um método BB alterna entre duas etapas principais: decomposicao
(branching), que faz uma subdivisdo recursiva do conjunto S; e estimagao
(bounding), que faz o calculo de cotas inferiores e superiores para o maior valor
de f numa sub-regiao de S.

Em cada passo desse procedimento, tem-se uma particao de S em subcon-
juntos S, (y € T'), uma cota superior f(S,) para :Icrel%}jf(x)’ e uma cota inferior f
para max f(x), representando o maior valor de f encontrado até o momento. Obvi-
amente, subconjuntos S, para os quais f (S,) < f, ndo podem conter um mdaximo

global e, portanto, sao descartados. Se depois de possiveis melhoramentos de f,
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algum subconjunto S, ¢ mantido com f(S,) > [, entao a partigao ¢ refinada e o
procedimento se repete. Existem muitas variacoes desse esquema, cada uma com
resultados de convergéncia para o maximo global sob condigoes diferentes ([Benson
(1982)], [Horst & Tuy (1987)], [Pintér (1988)]).

Os varios métodos de otimizagao global diferem-se geralmente nos métodos
aplicados para definir os subconjuntos S, e computar as cotas f(S,) e S Nas secoes
seguintes, utilizaremos as técnicas da aritmética intervalar para gerar estimativas

(cotas) vélidas para o problema do célculo da informagao acessivel.
4.2 Aritmética Intervalar

Um dos problemas fundamentais na teoria e no uso dos métodos numéricos é
o controle dos erros devidos a representacao dos ntimeros reais em um sistema em
ponto flutuante [Goldberg (1991)]. Em termos absolutos, a maioria dos ntimeros
reais sao muito grandes (overflow) ou muito pequenos (underflow) para serem
representados neste sistema finito. Além disso, a maioria dos nimeros reais estara
entre dois nimeros em ponto flutuante e um deles devera ser escolhido para repre-
senta-los. Neste caso, o erro cometido é denominado erro de arredondamento.

Uma maneira simples e muito utilizada para estimar o erro em um calculo em
ponto flutuante é repetir o calculo, usando mais precisao, e comparar os resultados.
No entanto, dependendo da sensibilidade do calculo aos erros de arredondamento,
essa pratica pode ser muito enganosa. A aritmética intervalar é um método
muito mais eficiente para o controle dos erros e um passo em direcao a trans-
formacao do computador em uma ferramenta matematica segura.

A aritmética intervalar (ou andlise intervalar) teve como primeira aplica-
¢cao o controle de erros de arredondamento provenientes das operacoes realizadas
em um computador. O seu desenvolvimento moderno ¢ marcado pela tese de
doutorado de Moore [Moore (1962)].

A aritmética intervalar opera com intervalos, ao invés de nimeros reais.

Cada numero real x é representado por um par de niimeros em ponto flutuante,
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z e T, que definem um intervalo x = [z, Z] de nimeros reais, tal que z < = < Z.
Esta representacao fornece uma estimativa para o valor de x, dada pelo centro
do intervalo x, e, além disso, uma medida qualitativa dessa estimativa, dada pelo
tamanho do intervalo.

As funcoes e operagoes definidas sobre os niimeros reais podem ser estendidas
para os intervalos. Para qualquer funcao ou operagao f : R” — R, a aritmética
intervalar define uma fungao F'(xi,...,x,), onde as entradas x; sdo intervalos. A
nova funcao F' retorna um intervalo - preferencialmente o menor - que contém
todos os valores possiveis de f(x1,...,z,), para x; variando em x; e i = 1,...,n.

Os ntmeros a e b de um intervalo [a,b] de nimeros reais podem nao ser
representados em um dado computador. Nesse caso, arredonda-se a para o maior
nimero em ponto flutuante menor que a e arredonda-se b para o menor niimero em
ponto flutuante maior que b. Dessa forma, o intervalo obtido ainda contém |a, b].
Esse procedimento é chamado de arredondamento externo. Todas as maquinas
que suportam o padrao IEEE, como a maioria dos PC’s e as estacoes de trabalho,
permitem arredondamento externo.

As aplicagoes da aritmética intervalar nao se restringem a limitacao dos
erros de arredondamento. A aritmética intervalar aplicada a problemas de oti-
mizacao global permite a determinagao de intervalos arbitrariamente pequenos que
garantidamente contenham o maximo (ou minimo) global, algo que métodos
estocasticos ou heuristicas sao incapazes de realizar. A primeira aplicacdo da
aritmética intervalar em otimizacao foi feita por Robinson [Robinson (1973)].

Os algoritmos tradicionais de otimizacao avaliam a funcao objetivo somente
em um numero finito de pontos. Entretanto, nao fornecem informacoes sobre os-
cilagdo da fungao entre os pontos avaliados. Um dos mais importantes recursos da
aritmética intervalar é fornecer limites para a variacao da funcao objetivo em con-

junto continuo de pontos, inclusive aqueles sem representacao em ponto flutuante.
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4.2.1 Definicoes e operagoes

Sejam z e T elementos de R tais que z < z. O conjunto x = [z, 7] é
o intervalo (fechado) {z € R: 2z <z < Zz}. Denotaremos o conjunto de todos os
intervalos reais por IR.

O centro ¢(x) do intervalo x é dado por

c(x) = . (4.1)

O raio rad(x) de x ¢ definido como a metade da distancia entre os extremos

de x. Ou seja,
T—x

rad(x) = 5 (4.2)
Sao também tteis as definicoes
inf(x) =z e sup(x) = 7. (4.3)

As operacoes aritméticas podem ser estendidas para o conjunto IR.

Defini¢ao 10 (Operagoes aritméticas). Para x,y € IR define-se:

Xoy = [rréin(x oY), meax(x oy)]. (4.4)
vey vey

onde o é qualquer operacao aritmética em {4, —, *, /}.

Usando a definicao 10, obtém-se:

x+y = [z+y,T+7], (4.5)
X—y = [z—9,7+y], (4.6)
x+y = [min{zy zy zy, 7y}, max {zy, Ty, 2y, Ty }], (4.7)
1 11
— = |=,—|(se0&€y)e 4.8
il PGl 1)
X 1
— = x*x—(se0€y). 4.9
y y( ) (4.9)
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Paran =1,2,..., define-se:

;

1,1], se n = 0;
[z, 7", se z > 0 ou n é impar;
[z", 2", se T <0en épar;

\ [0, max(z",z")], sexz <0< Temn épar.

E importante salientar que algumas propriedades algébricas dos ntmeros
reais nao se aplicam aos intervalos. Por exemplo, 0 € x —x ao invés de 0 = x — x.

Além disso, temos

Proposicao 2 (Subdistributividade). Sejam x,y,z € IR, entao

(x+y)*xzCx*xz+Yy*z, (4.11)

ao invés da lei de distributividade.

4.2.2 Extensoes intervalares de fungoes

As funcoes definidas para os numeros reais podem ser estendidas para o

conjunto IR. Formalmente,

Definigao 11 (Extensoes intervalares). Sejam f: Dy C R" — R e x € IR".
Defina f(x) = {f(z) :x € xN Ds}. Uma extensao de f em x € qualquer fungao
F :IR" — IR tal que F(x) D f(x).

A definicao 11 admite, portanto, mais de uma extensao intervalar para uma
funcao real f. A precisao nos limites gerados pela aritmética intervalar esta con-
dicionado ao ntimero de vezes que uma determinada variavel aparece na definicao

da funcao. Por exemplo,

Fi(x)=x"—xe Fx)=(x—1/2)*-1/4 (4.12)
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sao extensoes intervalares para

flx) =2 -2 (xr €x=[0,2] CR), (4.13)

apesar de nao produzirem o mesmo resultado, pois

F1([0,2]) = [~2,4] e F([0,2]) = [~1/4,2). (4.14)

O resultado gerado por Fy, do ponto de vista qualitativo, é superior ao gerado
por Fy, ja que Fy([0,2]) = f([0,2]) e isto se deve a repeticao da varidvel X na
definicao de F}. Este fenomeno de superestimacao devido a repeticao da variavel

¢é conhecido como interdependéncia e, em geral, nao pode ser evitado.

Defini¢ao 12 (Extensao intervalar 6tima). Diremos que F : IR" — IR € uma

extensdo intervalar otima para f: Dy C R" — R em X € IR" se F(x) = f(x).

O principal uso das extensoes intervalares é a estimacao da imagem das
fungoes consideradas. Se f : R — R ¢ uma fungao mondtona crescente, entao a
extensao 6tima para f em x = [z,7] é dada por F(x) = [f(z), f(Z)]. De forma
inteiramente analoga, se f é mondtona decrescente, entao a extensao 6tima de f
em x 6 F(x) = [f(2), f(2)].

Uma estratégia para a estimacao da imagem de fungdes que nao sao mondto-
nas é dividir o seu dominio em intervalos menores de tal forma que, restritas a estes
intervalos, elas gozem de monotonicidade. Por exemplo, através do conhecimento
tanto do comportamento quanto do ponto de maximo e~! de h(x) = xlog,(x)
em x = [0,1] (ver figura 4.1), podemos construir uma extensao Otima para h
em X e, assim, contornar os efeitos da interdependéncia. A imagem da fungao
h = zlogy(z) em y = [0.2,0.6] pode ser obtida dividindo-se o intervalo y nos
intervalos y; = [0.2,e7] e y, = [e71,0.6]. Em yy, a fungao h(y) é monétona
crescente, portanto h(yi) = [(0.2),h(e™!)]. J4 em ys, a fungao h(y) é mondtona
decrescente, entao h(ys) = [h(e™!), h(0.6)]. Uma vez que h(0.6) < 0.45 < h(0.2),

concluimos que h(y; Uys) = h(y) = [h(0.2), h(e™1)].
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Figura 4.1: A funcao h(z) = xlog,(z) e seu maximo h(e™1).

4.2.3 Vetores e matrizes intervalares

Um vetor intervalar é um vetor cujos elementos sao intervalos. De forma
similar, uma matriz intervalar ¢ uma matriz cujos elementos sao intervalos e o
espaco de todas as matrizes m x n é denotado por IR"™*".

Da mesma forma que a aritmética dos vetores e matrizes reais é uma extensao
da aritmética em R, a aritmética dos vetores e matrizes intervalares é baseada na
aritmética de TR. Dados x € TR" e A € IR™", definimos o centro de x pelo
vetor real ¢(x) = (¢(x1),...,¢(xn)) € 0 centro de A pela matriz real ¢(A) =
[c(A4j)]mxn- O raio de um vetor (matriz) intervalar é definido como o maior raio

das componentes do vetor (matriz).

4.2.4 Método de Newton intervalar

Nesta segao, para determinar (aproximadamente) as solugoes de sistemas
nao-lineares, apresentaremos uma importante ferramenta, o método de Newton
intervalar.

A versao do método de Newton que apresentaremos baseia-se no teorema do
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valor médio e no método de Gauss-Seidel para solucao de sistemas lineares.

Teorema 6 (Teorema do valor médio). Sejam X um conjunto real convexo e

a,be X. Se f: X — R" € uma fungao diferenciavel, entao existe & € X tal que

f(0) = f(a) + VF(E)(b—a). (4.15)

O objetivo é determinar a soluciao z* € x* € IR" do sistema nao-linear
f(z) =0, onde f: R" — R™ é uma funcio diferencidvel em x*). Para tal, fixamos
uma caixa (vetor intervalar) x*) que contenha uma solucdo do sistema e, utili-
zando o teorema do valor médio, recaimos em um sistema linear intervalar. Neste
ponto, utilizamos uma iteragao do método de Gauss-Seidel para obter uma nova
caixa x**1 que também contenha a solucio z* e tal que rad(x*V) < rad(x®).
O processo €, entao, repetido até que critério de parada seja satisfeito.

Em detalhes, se z*, 2®) € x*) entdo, pelo teorema do valor médio,

f@*) = fa®™) + V(€ (z* —2®) =0, com ¢ € xP). (4.16)

Isto implica

Vi) (z" —z®) = —f(@®), com ¢ € xP). (4.17)

A partir da Eq. 4.17 e usando a aritmética intervalar, obtemos o sistema intervalar

V™) (z—2®) = —f(a®). (4.18)

Para simplificacio da notacdo, defina A = Vf(x*) e b = f(2®) e, portanto,
passamos ao sistema

Az —2®) = —b, (4.19)

Fixaremos a matriz C' = (¢(A))™! para o precondicionamento do sistema.

A iteracao do método de Gauss-Seidel para a solucao de sistemas lineares
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fornece a caixa x* 1) tal que z* € x(k+1) o

A = xO _ k) (4.20)
. il A AGFD) L §n AAW
ES(), — xgk)_qmzjzl(JZAjAj + 300 ClAGA] )
CiA;
xFD = xB) 0 Gs ("), (4.22)

onde e por C; e A; denotamos, respectivamente, a i-ésima e a j-ésima linhas de C'
e A.

Os teoremas seguintes destacam as propriedades que permitem a resolugao

do sistema definido na Eq. (4.18) (para demonstragoes consulte Hansen (1993)).
Teorema 7. Se existe uma raiz x* de Vf em x, entdo * € GS(x) .
Teorema 8. Se x N GS(x) =0, entio ndo existe raiz de V[ em x.

Teorema 9. Se GS(x) estd no interior de x, entao existe uma unica raiz de V f

em X.

4.3 O Algoritmo de otimizacgao

Apresentaremos agora um algoritmo de otimizacao global baseado em um
método BB que utiliza técnicas da aritmética intervalar. Esse algoritmo é baseado
no algoritmo de Hansen [Hansen (1993)].

O problema é

max f(x) sujeito a (4.23)

onde f: R" - Rea:R" — R™ sao funcoes de classe C? e x é uma caixa no R".
Sejam f* o maior valor de f em x e x* um ponto onde esse valor é atingido, ou
seja, f* = f(a*).

Se z* estd no interior de x, entdao Vf(z*) = 0. Entretanto, o gradiente
também se anula nos minimos locais, nos maximos locais e em pontos que nao

sao nem minimos nem maximos locais. Usaremos o método de Newton intervalar,
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descrito na secao 4.2.4, para encontrar os pontos que anulam o gradiente e que sao
solugoes do sistema nao linear a(x) = 0. Antes de aplicd-lo, faremos dois testes
usando o gradiente e a Hessiana de f.

Consideremos uma subcaixa b de x. O primeiro teste é a verificacao da
existéncia de pontos em b nos quais o gradiente da funcao f se anule. Se existir
algum ¢ = 1,...,n tal que 0 ¢ V f;(b), entao V f ndo se anula em nenhum ponto
de b e, portanto, podemos descartar a caixa b.

No segundo teste, avaliamos a Hessiana de f em b. Se x* estd no interior
de x, entdao a Hessiana V2f de f é semidefinida negativa em x*. Uma condicao
necessaria para isso é que, para i = 1,...,n V2f;(2*) < 0, onde V2f;;(z*) sao os
elementos da diagonal de V2 f(xx).

Consideremos, entao, uma subcaixa b de x. Se existir algum 2 =1,...,n tal
que V2f;(b) > 0, entao V2f;(x) > 0 para todo x € b e, portanto, V2 f;;(z) nao
pode ser semidefinida negativa em nenhum ponto de b. Por esse motivo, podemos
descartar a caixa b.

Supondo que a subcaixa b C x nao tenha sido descartada, aplicamos uma
iteracao do método de Newton intervalar visando a solucao do sistema quanto
a(x) = 0.

Se ao final do procedimento a subcaixa b nao satisfizer os critérios abaixo:
rad(b) <ex, rad(f(b)) <e;erad(a(b)) < eg; (4.24)

onde ey, €y, £, sa0, respectivamente, as tolerancias dadas para o tamanho das cai-
xas resultantes no final do algoritmo, para o tamanho dos intervalos que contém
f* e a(X), entao dividimos a caixa b em duas novas caixas e repetimos o procedi-
mento.

A seguir, descrevemos os passos do algoritmo (ver Algoritmo 1). Os para-
metros X e m sdo, respectivamente, inicializados com os valores x e ¢(x).

Sejam cy,...,c, as caixas resultantes. Calcule os limites f = max f(c;) e
S I<i<ps
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Algorithm 1 Algoritmo de otimizacao (Versao recursiva).

1: procedure BB(X,m)

2 if (0¢ a(X)| sup(F(X))< F(m)|0¢VF(X)|V?F(X)>0) then
3 return

4: end if

5: if F(¢(X)) > F(m) then

6: m = c¢(X

7 end if

8 X =XnNGS,

9 if rad(X) <ex & rad(F(X)) <ep & rad(a(z)) < ¢, then
10: X é solucao

11: else

12: Xa=[X,e(X)]

13: BB(X4,m)

14: Xp = [c(X), X]

15: BB(Xp,m)

16: end if

17: end procedure

f= B in f(c;). Entdo, temos que f < f* < ferad(c;) <ex parai=1,...,p.
S p L
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Capitulo 5

Resultados computacionais

Nesta secao, exploraremos um caso particular do problema do calculo da
informagcao acessivel e, utilizando os limites tedricos conhecidos, procuraremos va-
lidar a metodologia baseada no BB aliado a aritmética intervalar.

O problema do célculo da informacao acessivel em sua forma mais geral pode
ser assim descrito: dado um ensemble de estados quanticos R = {p,,p.} com
operador densidade p e o conjunto Px formado por todos os POVM’s que atuam
no mesmo espaco que os operadores p, € R, maximize a funcao fr : Pr — C

dada por
tr(Eyp.)

S (5.1)

R Ey}) = Z Patr(Eyps) log,

z,y

Em nossos experimentos numéricos estipularemos limites para a informacao
acessivel do ensemble real R = {py, p1} formado por operadores com posto unitario
que atuam em R? e que possuem distribuicao de probabilidade p(0) = p e p(1) =

1 —p. Ou seja, po = o) {vo| € p1 = 1) (1] com |thg), [1y) € St (esfera de raio

unitdrio em R?). Os vetores |¢)) e [¢1) admitem a seguinte parametrizagao:

1 cos(0)
|[Y0) = e i) = para 6 € [0, 7/2]. (5.2)
0 sin(#)

Neste caso, para cada 6 € [0,7/2] e p € (0, 1), teremos um ensemble R = R(6,p)

34



com operador densidade p dado por

p = ppo+(1—p)p (5.3)
p+ (1 —p)cos*(@) (1 —p)cos(d)sin(6)

(1 — p) cos() sin(6) (1 —p)sin?(0)

Pelo coroldrio 1 (Davies para ensembles reais), a cardinalidade n do POVM
E* que maximiza a informacgao acessivel do ensemble R ¢é tal que 2 < n < 3 e,

além disso, E* ¢ formado por operadores F, da forma:

By = aylon)onls com o) = | | cay e 011 (5.5)

sin(¢y)

A funcao objetivo fr passa, entao, a ser expressa por

tr(ay [@y) (DylVe) (Va)

frla.9) = %yjp(x) iy 0y) {0y lv) (]} logy == PHER TR SE(5.6)
= N 2 Bylt)”

O problema do calculo da informacao acessivel assume a formas:

max fr(a, ¢) sujeito a

0;,¢
2<n<3
a=(ag,...,a,) €10,1]" (5.8)

(b = <¢17 te (bn) € [07 27.‘.]717
Z ay|dy) (| = I (matriz identidade de R?).

\ y=1

As restricoes do problema podem ser simplificadas. De fato, sabendo que a
cardinalidade de E* é igual a 2, i.e., n = 2 [Shor (2000)], a tltima restrigao do

problema de otimizagao é dada explicitamente por
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2 cos?(o; sin(@;) cos(¢; 1 0
S (6 sin(@)cos(6) | e

sin(¢;) cos(¢;) sin?(¢;) 0 1

Aplicando o operador traco em ambos os lados da igualdade obtemos:

]+ oy = 2. (510)
Uma vez que «; € [0,1], concluimos que ay = a3 = 1. Agora, usando esta
informacao e as identidades
1 2 in(2 1— 2
cos?(z) = —FC%(‘W), sin(x) cos(x) = Sm; z) e sin?(z) = #,

podemos reescrever a equacao matricial Eq. (5.9) através do sistema

cos(2¢1) + cos(2¢y) = 0
sin(2¢1) + sin(2¢2) =0

(5.11)

cuja solucao é

G2 = ¢1 + g (5.12)

[sto produz uma drastica simplificagao do problema de otimizacao, pois pas-
samos a um problema de otimizacao cuja restricao é dada por um intervalo.
Formalmente, o problema do calculo da informagao acessivel do ensemble

R = R(0,p) tratado em nosso experimento é dado por

W T o
onde
F6) =~ 3 st ln S0 e —ormn sy
T () & PO T T,y 0T 00T W

Devido ao logaritmo na definicao da funcao F', tanto o gradiente quanto a
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Hessiana da funcao F' nao estao definidos em todos os pontos ¢ € [0,7/2]. No
entanto, este nao é um problema critico para a metodologia baseada no BB com a
aritmética intervalar, pois basta nao excluirmos as caixas que contém estes pontos
utilizando os critérios de nulidade do gradiente e nao positividade da Hessiana.
Gragas a capacidade da aritmética intervalar de gerar intervalos arbitrariamente
estreitos que contenham o maximo da funcao F, até mesmo estas caixas, caso nao
atinjam o maximo da funcao F', serao excluidas durante a execucao do algoritmo.
No entanto, é claro que quanto maior for o nimero de critérios que permitam a
exclusao das caixas, maior sera a velocidade e convergéncia do método.

A figura 5.1 exibe o comportamento da fun¢ao F'(¢) parap = 0.5 e 0 = /4.

8 I 4

F ——
OF —=—
0°F, —o—

-10 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

¢

Figura 5.1: Comportamento da fun¢ao objetivo F/(¢) parae p =0.5e 0 = 7/4.

Para p = 1/2 e 6 variando de 0 a 7/2, a diferenga entre os limites tedricos
X = x(0) e ¢ = ©(0) (Teoremas 3 e 4) para a informacao acessivel do ensemble

R(p =1/2,60) tem valor médio

9 w/2
VMp =— / X(0) — ¢(0) df ~ 0.31966 (ver figura 5.2). (5.15)
0

™

Devido a simplicidade da restricao do caso particular que estamos abordando,
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Figura 5.2: O limite superior de Holevo x(#) e o limite inferior de Jozsa-Robb-
Wootters ¢(f) para a informagao acessivel do ensemble eqiiiprovavel formado pelos
estados puros pg € p;.

o algoritmo que utilizaremos serd uma versao simplificada do que foi apresentado
no capitulo anterior (ver Algoritmo 2). A implementacao foi feita utilizando o

pacote Intlab [Hargreaves (2002)] do software Matlab®.

Algorithm 2 Algoritmo de otimizacao (Versao recursiva simplificada).

1: procedure BB(X,m) >
2 if (sup(F(X)) < F(m)|0¢ VF(X)|V?*F(X)>0) then
3 return

4: end if

5: if F(mid(X)) > F(m) then

6: m = mid(X)

7 end if

8 if (rad(X) <ex & rad(F(X)) < ep) then

9 X ¢é solucao

10: else

11: Xa = [X, mid(X)]

12: BB(X4,m)

13: Xp = [mid(X), X]

14: BB(Xp,m)

15: end if

16: end procedure

Para ¢ variando de 0 a /2, p = 0.5 ¢ # = w/4, os limites encontrados para o

méximo de F(¢) usando a metodologia sugerida com critérios de parada e, = 1075
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eep =102 foram L; = 0.3842 e L, = 0.4043 (ver figura 5.3).

0.45 T T T T T T T

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

Figura 5.3: Limites numéricos obtidos pelo método BB para maximo da funcao
F(¢) paraf =10ep=1/2.

Na figura 5.4, comparamos os limites tedricos e os limites numéricos obtidos
para p = 1/2 e § variando de 0 a 7/2. O valor médio da diferenga entre os limites

numéricos satisfaz a desigualdade

VMy <2 x107% < 6% de V My. (5.16)

No que tange a acuracia, os resultados obtidos sao, portanto, consideravel-
mente superiores aos limites tedricos apresentados.

Na figura 5.5, exibimos o tempo gasto pelo algoritmo e o nimero de caixas
resultantes. Todos os tempos foram verificados utilizando um Pentium IIT 800MHz
com 368MB de Ram rodando Windows XP. Como esperado, uma vez que a ex-
clusao de subcaixas se baseia na comparacao dos limites gerados para F' em cada
subcaixa, o tempo gasto pelo algoritmo e o nimero de caixas resultantes aumen-
tam a medida que o valor de 6 se aproxima de 0, pois, neste caso, a funcao F' pouco
varia (ver figura 5.6).

A andlise do custo do método BB apresentado nao pode ser feita direta-

mente, pois nao ha informagao a priori sobre os limites que serao gerados na fase
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Figura 5.4: O limite superior de Holevo x(6), o limite inferior de Jozsa-Robb-
Wootters ¢(#) e os limites numéricos obtidos pelo método BB para a informacao
acessivel do ensemble eqiiiprovavel formado pelos estados puros pgy e p;.

600 T T T T T T
Tempo —+—
N° de Caixas —=—

500 b

200 f

100 B

Figura 5.5: O tempo em segundos para o término da execugao do algoritmo e o
numero de caixas resultantes.

de bounding pelas técnicas da aritmética intervalar. No entanto, no caso mais
simples, i.e., quando as restri¢oes rad(X) < e, e rad(f(X)) < ep s@o equivalentes,
teremos rad(x)/e, iteragoes. Convém salientar a simplicidade do algoritmo como
motivacao para sua aplicagao e, além disso, a possibilidade do uso da computagao

paralela para aceleracao do método. Basicamente, poderiamos analisar separa-
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Figura 5.6: A variacao dos valores de Fy diminuem a medida que 6 tende a 0.

damente diferentes regioes do intervalo inicial, comparar os resultados e, entao,
selecionar os mais promissores. Além disso, o uso de métodos hibridos que seleci-
onem pontos de maximo locais, ao invés de selecionar o ponto médio de x, podem

também acelerar a execucao do algoritmo.
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Capitulo 6

Conclusao

Este trabalho teve como objetivo a aplicacao do potencial dos métodos de
otimizacao global ao problema do calculo da informacao acessivel. Procuramos
enunciar o problema no campo da teoria da informagao, buscando tornar compre-
ensivel a escolha do critério da informacao mitua como parametro coerente para
o célculo da informacao acessivel.

Os experimentos numeéricos realizados fundamentaram-se no método de oti-
mizagao branch and bound (BB) aliado a aritmética intervalar. Sua escolha nos
pareceu razoavel, dado o carater deterministico do BB e a capacidade das técnicas
da aritmética intervalar para a geracao de limites garantidamente validos para
funcoes.

Os resultados numéricos obtidos quando confrontados com os resultados
tedricos de maior projecao, o limite superior de Holevo e o limite inferior de
Josza-Robb-Wootters, obtiveram maior acuracia, estreitando consideravelmente
o intervalo possivel para os valores da informacao acessivel.

Em pesquisas futuras, procuraremos aplicar o conhecimento adquirido no
desenvolvimento de uma metodologia para a abordagem do problema geral do
calculo da informacao acessivel. Outra contribuigao possivel é o fornecimento de
solugoes para um maior ntimero de casos particulares para que, a partir delas, seja
possivel a deducao de solugoes analiticas. O desenvolvimento e o uso de algoritmos

BB hibridos, i.e., que explorem as propriedades da aritmética intervalar aliados a
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computacao paralela e que selecionem pontos de maximo locais, ao invés de pontos
pré-determinados, nos parecem ser alternativas vidveis para a redugao do tempo

de computacao.
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